
Contents

Preface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v

Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1 Abstract measure theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.1 � -algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Measurable functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.3 Integration of nonnegative functions . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.4 Integration of real valued functions . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
1.5 Sets of measure zero . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
1.6 Completion of a measure space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
1.7 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2 The Lebesgue measure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
2.1 Outer measures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
2.2 The Lebesgue outer measure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
2.3 The transformation formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
2.4 Lebesgue equals Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
2.5 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

3 Borel measures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
3.1 Regular Borel measures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
3.2 Borel outer measures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
3.3 The Riesz representation theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
3.4 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

4 Lp spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
4.1 Hölder and Minkowski . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
4.2 The Banach space Lp.�/ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
4.3 Separability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
4.4 Hilbert spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
4.5 The dual space of Lp.�/ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
4.6 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168



viii Contents

5 The Radon–Nikodým theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
5.1 Absolutely continuous measures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
5.2 The dual space of Lp.�/ revisited . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187
5.3 Signed measures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197
5.4 Radon–Nikodým generalized . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205
5.5 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214

6 Differentiation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221
6.1 Weakly integrable functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221
6.2 Maximal functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227
6.3 Lebesgue points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233
6.4 Absolutely continuous functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239
6.5 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243

7 Product measures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249
7.1 The product � -algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249
7.2 The product measure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255
7.3 Fubini’s Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261
7.4 Fubini and Lebesgue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272
7.5 Convolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277
7.6 Marcinkiewicz interpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286
7.7 The Calderón–Zygmund inequality . . . . . . . . . . . . . . . . . 292
7.8 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 304

8 The Haar measure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309
8.1 Topological groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309
8.2 Haar measures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312

Appendices

A Urysohn’s lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333

B The product topology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339

C The inverse function theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343

Bibliography . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 351


