
Contents

Preface v

1 Global and local spaces 1
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Global spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2.1 Definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2.2 Atoms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2.3 Wavelets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2.4 Homogeneity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2.5 Multiplication algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2.6 Fourier multipliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.3 Local spaces: Definitions and basic assertions . . . . . . . . . . . . . . 18
1.3.1 Definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.3.2 Wavelet characterizations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.3.3 Atomic characterizations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.3.4 Morrey smoothness and frequency approximation spaces . . . . 32
1.3.5 Morreyfication . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2 Local spaces: Properties 45
2.1 Embeddings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.1.1 Embeddings in Hölder–Zygmund spaces . . . . . . . . . . . . . 45
2.1.2 Standard embeddings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.1.3 Limiting embeddings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.1.4 Spaces on domains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

2.2 Characterizations by differences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
2.2.1 Global spaces on domains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
2.2.2 Uniform spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
2.2.3 Main assertions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

2.3 Homogeneity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
2.3.1 Basic homogeneity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
2.3.2 Refined homogeneity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
2.3.3 Polynomial approximations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

2.4 Caloric wavelets and lifts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
2.4.1 Preliminaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
2.4.2 Caloric wavelets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
2.4.3 Lifts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

2.5 Multiplication algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
2.5.1 Preliminaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
2.5.2 Main assertions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

2.6 Pseudodifferential operators and truncated Riesz transforms . . . . . . 95



viii Contents

2.6.1 Pseudodifferential operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
2.6.2 Truncated Riesz transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

2.7 Complements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
2.7.1 Pointwise multipliers and diffeomorphisms . . . . . . . . . . . 98
2.7.2 Uniform spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
2.7.3 Fourier-analytical characterizations . . . . . . . . . . . . . . . 101

3 Morrey–Campanato spaces 108
3.1 Definitions and basic properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

3.1.1 Definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
3.1.2 Basic assertions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

3.2 Embeddings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
3.2.1 Embeddings of Lorentz spaces into Morrey spaces . . . . . . . 113
3.2.2 Embeddings of Morrey spaces into uniform spaces . . . . . . . 116

3.3 Relations to local spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
3.3.1 Main assertions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
3.3.2 Limiting embeddings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
3.3.3 Embeddings of local spaces into Morrey spaces . . . . . . . . . 124

3.4 Complements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
3.4.1 Embeddings into bmo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
3.4.2 Spaces of measurable functions . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
3.4.3 Morrey measure spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

4 Gagliardo–Nirenberg inequalities 131
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
4.2 Global spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

4.2.1 Norms in Sobolev spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
4.2.2 The non-critical case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
4.2.3 The critical case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
4.2.4 Growth envelopes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

4.3 Local spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
4.3.1 Preliminaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
4.3.2 The non-critical case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
4.3.3 The critical case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

4.4 Final comments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

5 Heat equations 159
5.1 Introduction and preliminaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

5.1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
5.1.2 Preliminaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

5.2 Homogeneous heat equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
5.2.1 Caloric shift spaces approximation . . . . . . . . . . . . . . . . 163
5.2.2 Behaviour at time infinity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
5.2.3 Behaviour at time zero . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171



Contents ix

5.2.4 A comment on lifted shift space approximation . . . . . . . . . 174
5.3 Inhomogeneous heat equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176

5.3.1 Prerequisites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176
5.3.2 Inequalities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

5.4 Nonlinear heat equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
5.4.1 Prerequisites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
5.4.2 Local spaces: special cases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180
5.4.3 Local spaces: general cases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
5.4.4 Global spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

6 Navier–Stokes equations 191
6.1 Introduction and preliminaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

6.1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
6.1.2 Duhamel formula and Leray projector . . . . . . . . . . . . . . 194
6.1.3 Reformulation in global spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196
6.1.4 Reformulation in local spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

6.2 Navier–Stokes equations in function spaces . . . . . . . . . . . . . . . 201
6.2.1 Global spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201
6.2.2 Local spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205
6.2.3 Global versus local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
6.2.4 Beyond multiplication algebras, a proposal . . . . . . . . . . . 207
6.2.5 Complements and comments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209

Bibliography 215

Symbols 229

Index 231


