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ABSTRACT. We give proofs of existence of alternating pairings on
Selmer groups of p-ordinary elliptic curves on a Zg-extension by using
the Cassels-Tate-Flach pairings for twists of the p-adic representation.

Soit E une courbe elliptique définie sur le corps des nombres rationnels Q.
D’apres le théoreme de Mordell, le groupe E(Q) des points de E rationnels sur
Q est un Z-module de type fini. Nekovar a démontré que son rang est de méme
parité que la multiplicité du zéro en s = 1 de la fonction L complexe associée
a E/Q lorsque la p-composante du groupe de Tate-Shafaravich est finie. La
conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer prédit qu’il y a égalité entre ces deux
entiers attachés a E.

La démonstration de ce résultat par Nekovar utilise essentiellement trois argu-
ments et se fait en introduisant un corps quadratique imaginaire K et un nom-
bre premier p auxiliaires vérifiant certaines conditions. Le premier argument
utilise le théoreme de Cornut et Vatsal concernant les points de Heegner ([9],
[10], [34], conjecture de Mazur [25]) : on en déduit que le rang de E(K,,) tend
vers l'infini avec n pour K,, 'extension de Q de degré 2p™ qui est diédrale sur Q.
Le deuxieme argument est a base de théorie d’Iwasawa. Il s’agit de généraliser
le théoreme de Cassels qui affirme que le groupe de Tate-Shafaravich d’une
courbe elliptique modulo sa partie divisible (noté div) est un carré ou, dans la
version p-primaire, que le quotient du p-groupe de Selmer S,(E/K) de E/K
modulo sa partie divisible est un carré : on peut construire une forme alternée
et non dégénérée sur S,(E/K)/div. Dans cette généralisation, le groupe de
Tate-Shafarevich devient le quotient de S,(E/K) par sa partie A-divisible
divy ot Ko = UK, T' = Gal(K«/K) et A est l'algébre de groupe continue
Zy[[T]]. On peut construire sur S,(E/Ks)/divy une forme A-linéaire et al-
ternée. Le troisieme argument utilise les résultats de Kolyvagin généralisés par
Bertolini et Darmon ([22], [5]) et des arguments de descente pour conclure.
Pour construire la forme alternée, Nekovar reprend complétement la théorie
des groupes de Selmer en utilisant le formalisme des complexes. Il obtient ainsi
d’autres applications en théorie de Hida et autres. On se contente ici de faire
cette construction en allant au plus court.
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726 BERNADETTE PERRIN-RIOU

Le principe de la démonstration est de faire grand usage du twist d’'un A-
module : l’adjoint d’un A-module de torsion se calcule en effet facilement
lorsque ses coinvariants sont de torsion pour l’anneau quotient, ce qui est
réalisable en faisant un twist convenable. Cette astuce permet d’éviter les
difficultés dues au fait que le groupe de Mordell-Weil n’est pas fini. Ainsi, par
exemple, 'accouplement de Cassels-Tate peut se calculer comme une “limite
convenable” des accouplements relatifs aux représentations twistées par k.
Donnons une idée du contenu de ’article.

Dans le premier paragraphe, on fait quelques rappels d’algebre commutative
qu’on appliquera ensuite a la descente de modules d’Iwasawa relatifs a une Zg—
extension & une sous-Z,-extension (passage & certains coinvariants). Dans ce
genre de situation, on a I’habitude de négliger les modules pseudo-nuls. Mais
la descente de tels modules peut donner des modules non pseudo-nuls sur la
Zy-extension. Aussi, on introduit une notion de modules négligeables qui sont
en gros les modules qui resteront négligeables par descente.

Le but est alors le §1.2 : on y montre comment & partir d’'un isomorphisme
entre un module M et son adjoint M’ construire d’une part une forme bilinéaire
sur la partie libre des coinvariants de M et M’ et d’autre part une application
bilinéaire sur leurs sous-modules de torsion.

Dans le paragraphe 2, on introduit les groupes de Selmer associés a une
représentation p-adique ordinaire et on démontre les théoremes tout a fait clas-
siques de “controle” par descente (par exemple d’une Zf,—extension a une Zy-
extension). Remarquons qu'’il n’y a pas d’hypotheses sur la finitude des places
au dessus d’une place premiere a p dans les Zy-extensions et qu’on ne néglige
pas les modules dont la série caractéristique est une puissance de p, ce qui per-
met ensuite de pouvoir traiter la p-partie des modules de Selmer. On donne
ensuite un moyen de calcul de I’adjoint a partir des modules de Selmer & un
niveau fini relatif a un twist convenable de la représentation p-adique. On doit
pour cela utiliser une condition technique (propriété (A) de §1) et la démontrer
pour les modules d’Iwasawa utilisés (elle permet d’éviter le probleme que les
coinvariants d’un module pseudo-nul dans le cas de deux variables n’est pas
toujours pseudo-nul.)

Dans le paragraphe 3, on rappelle les théoremes de Cassels-Flach a un niveau
fini. En twistant éventuellement la représentation V', on peut alors utiliser
les résultats du paragraphe 2 pour construire un (presque)-isomorphisme en-
tre le module de Selmer sur une Zg—extension et son adjoint. On démontre
alors une propriété de “symétrie”, c’est-a-dire un lien naturel entre ce pseudo-
isomorphisme et celui construit pour le dual de Tate V*(1) (& ce stade,
Pexistence d’un isomorphisme alterné sur V' n’a pas été supposé).

Il est alors possible d’appliquer les résultats d’algebre commutative du premier
paragraphe : par exemple reconstruire I'accouplement de Cassels et la hauteur
p-adique pour les twists de la représentation p-adique, construire des formes
bilinéaires sur la partie libre ou de torsion du module de Selmer relatif & une
sous-Zy-extension...

Le dernier paragraphe est consacré aux applications a l'extension anti-
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cyclotomique d’un corps quadratique imaginaire.
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Soit A un anneau local noetherien complet de dimension r ; plus précisément A
sera ’algebre de groupes continue d’un groupe I' topologiquement isomorphe
aZy~': A = Zp[[l']]. Les A-modules considérés seront toujours de type fini.
Dans ce texte, un homomorphisme entre deux tels modules est dit un quasi-
isomorphisme si son noyau et conoyau sont finis. Un complexe (de longueur
finie) de A-modules de type fini est dit suite quasi-exacte §’il est exact & des

modules finis pres.
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Soit M un A-module de type fini. On pose pour tout entier ¢ > 0
aiy (M) = Ext’ (M, A) .

En particulier le A-module a} (M) = Ext} (M, A) est I'adjoint (d’Twasawa) de
M. Rappelons quelques faits d’algebre commutative.

e Un module est dit pseudo-nul si la hauteur des idéaux associés est
supérieure ou égale a 2 ;

e La hauteur des idéaux associés & a’y (M) est supérieure ou égale & i ; aussi,
a’, (M) est pseudo-nul pour i > 2, a} (M) est un A-module de torsion et
pour dim A = 3, a} (M) est fini ;

e Lorsque M est de A-torsion, on peut interpréter aj (M) de la maniere
suivante. Soit Frac A le corps des fractions de A. Alors,

ah (M) = Homy (M, FracA/A) .

e Si M est un A-module de torsion, a} (M) n’a pas de sous-modules pseudo-
nuls non nuls. En particulier, si M est un module pseudo-nul, a} (M) = 0.

e Supposons A de dimension 3. Si M n’a pas de sous-modules pseudo-nuls
non finis, alors a% (M) est fini.

Démontrons le dernier point. Il existe un homomorphisme M — E a conoyau
pseudo-nul F et de noyau pseudo-nul avec E module élémentaire E = ®A/(f;).
Un tel module E est de dimension projective 1. D’autre part, par hypothese
sur M, le noyau de M — FE est fini. Ainsi, on a un quasi-isomorphisme

ai (M) 5 a3 (F) .

Comme la hauteur des idéaux associés & a3 (F) est supérieure a 3, a3 (F) est
fini. On en déduit que a% (M) est fini.

DEFINITION. Un A-module de type fini M est dit négligeable si la hauteur
des idéaux associés a M est supérieure ou égale a 3. On dit que M vérifie la
propriété (A) si a’y (M) est négligeable pour i > 2.

Un complexe (de longueur finie) de A-modules de type fini est dit suite presque-
exacte s’il est exact a des modules négligeables pres.

Lorsque dim A = 2, les modules négligeables sont les modules nuls. Lorsque
dim A = 3, les modules négligeables sont les modules finis. Une suite presque
exacte est donc une suite quasi-exacte. Un A-module de type fini M vérifie la
propriété (A) si a% (M) est fini (cela est automatique pour a3 (M)).

Ainsi, si M n’a pas de sous-modules pseudo-nuls non finis, M vérifie la propriété
(A).

Si p est un idéal de A, on note MP le sous-module des éléments de M annulés
par p.
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1.1.1 PROPOSITION. Soit M un A-module de type fini, de torsion et p un idéal
de A de hauteur 1.
1) Si M/p est de A/p-torsion, on a la suite exacte naturelle

0= ax(M)/p = ay,,(M/p) = ax (M)? =0 .
2) Si M wvérifie la condition (A), on a une suite presque exacte
0 = ap,p(M/p) = ap(M)/p = ag ,(MP) =0 .
Si M est de dimension projective inférieure ou égale a 1, la suite
0= ap/p(M/p) = ax(M)/p — a3/, (MP) = a3 ,(M/p) = 0
est exacte.

Démonstration. On déduit de la suite exacte 0 — A NN, A/p — 0 avec
p = (f) la suite exacte

0 — BExtj (M, A)/p — Exti (M, A/p) — BExt3 (M,A)* =0 .
D’autre part, on utilise une résolution de M par des modules de type fini
0L —-L—-M-—0
avec L libre. Si L” est le noyau de L/p — M/p, on a la suite exacte
0—->MP - L'/p—>L"—0.

Le diagramme suivant est commutatif et ses lignes et colonnes sont exactes :

— O

0 = ap,(M/p) = ajp(L/p) = ai, (L) = ay,(M/p) =0

I | 4
0 — Homa(M,A/p) — Homa(L,A/p) — Homa(L',A/p) — Exti(M,A/p) —0

Comme aﬁ\/p(L”) = aﬁ;(M/p) pour ¢ > 1, on trouve la suite exacte
0= ay(M/p) = Exty (M, A/p) = af /,(MP) — a3 ,,(M/p) .
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730 BERNADETTE PERRIN-RIOU

Lorsque M/p est de A/p-torsion, il en est de méme de MP, a?\/p(Mp) est nul

et on obtient I'assertion (1). En général, on peut résumer en les deux suites
exactes

1
ap

§<—§<—o
=

0= ay,(M/p) — Exti(M,A/p) — af (MP) — a3, (M/p).

=
SN
o<—§<—
=

Lorsque M vérifie la propriété (A), a% (M) est négligeable. Lorsque M est de
dimension projective inférieure ou égale a 1, a3 (M) = 0, le A-module L’ est
libre, donc le A/p-module L’ /p est libre et a}\/p(L’/p) = 0. D’oti la suite exacte
de la proposition. O

1.1.2 REMARQUES. (1) L’application Extj (M, A/p) — a‘l)\/p(Mr‘) dépend du
choix d’un générateur f de p.

(2) Le A/p-module a} (M)/p contréle a la fois la partie libre de M? et la partie
de torsion de M/p. En particulier, si M/p est de A/p-torsion, a}(M)/p est un
module de torsion et on a la suite exacte

0= ax(M)/p = ap,,(M/p) = ai(M)* =0 .

Si M est de dimension projective inférieure ou égale a 1, a} (M)/p est égal &
a}\/p(M/p). Si M vérifie la propriété (A), (a3 (M) est donc fini), le noyau de
I'application a} (M)/p — a(l)\/p(M”) est le sous-module de torsion de a} (M)/p
et est quasi-isomorphe & a}\/p(M/p).

1.2 CONSTRUCTION D’ACCOUPLEMENT
Soient deux A-modules M et M’ de A-torsion et un A-homomorphisme
O: M — aj (M)

autrement dit une application bilinéaire M x M’ — Frac A/A. Si p est un idéal
de A de hauteur 1, on en déduit un homomorphisme de A/p-modules

M/p — ap(M')/p — Exty (M',A/p) .

L’'image du A/p-module de torsion t,,,(M/p) de M/p est contenue dans le
module de A /p-torsion de Ext} (M’, A/p). On a donc le diagramme commutatif
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dont les lignes sont exactes :

0 = ap/, (M'/p) — Exty(M',A/p) — a ), (M#F93,, (M’ /p)

4
T ax(M')/p (1)
)
0 = tap(M/p) — M/p —  (M/pY$ — pseudo — nul

avec (M/p)™ = Homy /p(Homy,(M/p, AJp), AJp) = ay,(a},,(M/p)). On
obtient ainsi des homomorphismes de A/p-modules

p(©) : M/p/tasp(M/p) = af ), (M'?)

et

tp(©) : tasp(M/p) = ap ,(M'/p) = ap ,(ta/p(M'/p)) -
Contrairement & t,(0), £,(0) dépend du choix d’un générateur de p.

1.2.1 LEMME. Supposons A de dimension inférieure ou égale ¢ 3. St M et M’
sont des A-modules de torsion vérifiant la propriété (A) et si © est un quasi-
isomorphisme de A-modules, ,(0©) et t,(©) sont des quasi-A/p-isomorphismes.

Démonstration. L’hypothese implique que ©,, : M/p — aX (M’)/p est un quasi-
isomorphisme. D’autre part, a?\/p(M’/p) est fini. O

Gardons les hypothéses du lemme. On déduit de t,(©) une forme bilinéaire
quasi-non dégénérée :

tasp(M/p) Xty e(M'[p) — FracA/p/(A/p)
app(M/p) x aj ,,(M'/p) — FracA/p/(A/p) .

Lorsqu’on tensorise ¢, (©) par Frac A/p, comme le conoyau de M/p — (M /p)**
est fini, on en déduit un isomorphisme

FracA/p ® a([)\/p(aOA/p(M/p)) — FracA/p ® a?\/p(M'p) :

En prenant l'inverse et en composant avec Papplication induite par M'P —
M’ /p, on en déduit une forme bilinéaire

a(/)\/p(M/p) X CL?\/p(M’/p) — FracA/p
qui est non dégénérée si et seulement si Frac A/p® M'? — Frac A/p® M’ /p est

un isomorphisme, ¢’est-a-dire si et seulement si le noyau de MP — M/p est de
A /p-torsion.
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Lorsque A = Z,[[[']], A est muni d’une involution induite par 7 — 77! et que
I’on note avec un point. Si NV est un A-module, N est le module N muni d’une
nouvelle action de I' : 7-n = 7"1n.

Supposons I' = Z,. Reprenons les suites exactes et la construction : si I',, =
I'?", les modules Z,[I'/T',]-pseudo-nuls sont nuls et a%p[F/Fn](N) est égal a

tm) muni de action usuelle de T'/T,, sur le dual de Pontryagin : 7(f)(n) =
f(r=1tn).

Pour p Iidéal engendré par v — 1, M* est le module des invariants M et M /p
le module des coinvariants Mr. On obtient un diagramme commutatif dont les
lignes sont exactes

Homg,, (MY, Zy)

l

0 — tg,(M}) — Exty(M',A)r — Homg, (M'T,Z,) — 0
) ) )

0 — th(MF) — MF — LZP(MF) — 0.

Autrement dit, on obtient une forme bilinéaire & valeurs dans Q,/Z,

—

tz, (Mr) x tz,(Mp) — Qp/Zy
et une forme bilinéaire a valeurs dans Q,
ML* x Mp — Qp

qui est non dégénérée si Q, @z, M ' Q, ®z, Mr est un isomorphisme. En
remplacant v par 4*", on obtient de méme une forme sesqui-linéaire

ML x Mf = Q,[/T,] .

1.3 CALCUL DE L’ADJOINT

[24], [20], [2] Prenons A = Z,[[I']] avec I' = Zj. Iwasawa a donné un moyen
explicite de calculer a} (M). Soit I un sous-groupe isomorphe & Z, de I'. Soit
v un générateur topologique de I". Posons A,, = Z,[[T'/T]]

1.3.1 PROPOSITION. Soit M un A-module de type fini de torsion tel que
M/(y*" —1) soit un A,-module de torsion pour tout entier n. Alors

ah (M) = lim a} (M/(y"" ~ 1)) = lim a}  (Mr,)

n n

Uapplication de transition étant induite par la trace c’est-a-dire par la multipli-
cation par Zf:_ol AP

Cela se déduit des suites exactes

0 — ax(M)rr — a} (Mr,) — a} (M)
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et du fait que la limite projective des a3 (M )F;L est nulle.
Dans le cas ou I' = I = Z,,, on obtient le résultat bien connu suivant : si Mp,
est fini pour tout entier n,

Ty r I'n

ah (M) =lim M~ = lim M " Jpn M

n n

Nous renvoyons a [24] ou & [20] pour des précisions et une interprétation en
termes de cohomologie locale.

2 MODULES DE SELMER ET THEOREMES DE CONTROLE

2.1 NOTATIONS

Soit p un nombre premier impair, F' un corps de nombres, S un nombre fini de
places de F' contenant les places a l'infini et les places au dessus de p. Si v est
une place de F, on note G, un groupe de décomposition de F' en v. Si L est
une extension de F', on note S(L) l'ensemble des places de L au dessus de S.
Si v est une place de F, la notation L, /F, signifie par abus de notation L,,/F,
ol w est une place choisie de L au dessus de v (le contexte indiquant que le
choix n’a alors pas d’importance).

Soit V' une représentation p-adique du groupe de Galois absolu G de F', non
ramifiée en dehors de S. Ainsi, si Gg r est le groupe de Galois de la plus grande
extension de F' non ramifiée en dehors de S, V' est une représentation p-adique
de Gg,p. Soit T un réseau de V stable par Gp. On note V* = Hom(V,Q,),
T* = Hom(T,Z,), V. = V*(1) le dual de Tate de V, T = T*(1). Si W est
un Z,-module libre de type fini, on pose U(W) = (Q, @ W)/W et U(W) =
(@, ® W)/W.

Nous ferons désormais I'hypothese suivante :
V est ordinaire aux places divisant p. (Ord)

Rappelons que V' est ordinaire aux places divisant p si pour tout v | p, il existe
une filtration de G,-modules Fil/ V' associée & la représentation p-adique V
telle que le groupe d’inertie en v agit sur le quotient Fil{; v/ Filf)+1 V par le
caractere x7 oul x est le caractére cyclotomique. On pose Filf) T = Filf) VnNT.
Soit p un caractere continu de Gp a valeurs dans Zj. On note V ® p la
représentation V twistée par le caractere p. Lorsque p est la puissance k-ieéme
du caractere cyclotomique, on trouve le twist & la Tate usuel noté V (k). On
pose pour simplifier U, =U(T @ p) et U, =UT @ p) =U(T) @ p~L.

Nous faisons plus loin I’hypothese suivante pour certaines extensions L de F :

(V& p)¥t =0 et pour v | p, (V/Fill V) ® p)¥tv =0. (Hyp(L,V, p))
Nous faisons désormais les hypotheses

Hyp(L,V) et Hyp(L,V)
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correspondant au caractere identité pour les extensions finies L utilisées dans

. . 2 . 9. Pl b}
la suite. Enfin, si Fix, est une Z;, ou Z;-extension, on suppose qu’il n’y a qu'un
nombre fini de places au dessus de p dans Fi.

2.2 GROUPES DE SELMER

Sous les hypotheses faites sur V, (ordinarité, Hyp(F,V) et Hyp(F,V)), les
modules de Selmer peuvent étre définis en prenant la définition de Bloch-Kato
ou en prenant celle de Greenberg. Soit

HY(G,/I,,VI) pour v {p
H{(F,, V)= Im H\(F,,Fil, V) — H(F,,V)
=ker HY(F,,V) = HY(F,,V/Fill V) pourv|p

et
Hj(F), V) = H'(F,,V)/H}(F,,V) .
On a alors

HY(I,,V)G/1v pour v {p
HY(F,,V/Fil, V) pourv|p

H)(F,, V) = {
Soit H(F,,T) I'image réciproque de H(F,,V) dans H'(F,,T) et
Hj (Fy,U) = H' (F,,U)/Qp /2, @ Hi(F,,T) = H'(F,,U)/Im H}(F,, V) .
On définit H;(F,T) comme le noyau de

HY(Gs,p,T) = [[H};(F. V) .
vES

Ensuite, H}(RZ/{) = H}(F, V/T) peut étre défini comme le noyau de
I’application

HY(Gs.p,U) — [[H};(Foth) .
veES

2.3 MODULES D'IWASAWA

Soit Fu /F une Zy-extension ou une Z2-extension. On pose I' = Gal(Fx /F),

A =7Z,|[Gal(Fx/F)]] et on note F,, = Fgopn le sous-corps de F, fixe par T'?".
Soit alors

Xoo,f(FoovT) = HOHIZP (H}(FOO7U)7QP/ZP)
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ol H}(FOO,U) est la limite inductive des H}c (L,U) pour L sous-extension de
F. C’est un A-module de type fini. Soit p un caractére continu de Gp a
valeurs dans Z, se factorisant par I'.

Notons

HY(Gy /1, (V@ p)T) (vip)
HYF,,V®p)={ImH(F, FillV®p) = H\(F,,V ®p)
=ker H'(F,,V®p) = H (F,,V@p/FillV&®p) (v|p)

et
H/l*(FU,Up) = Hl(Fvvup)/ImHi(FmV@p)
Soit H!(F,U,) le noyau de

H'(Gs.p,Uy) — [[ H}.(Fo,thy) = ][ H (Fo,U,)/ I H (F,, Fil, V @ p)

veS v|p

[[E} (Fo.tdy)/ I HH(Go /Lo, (V @ p)).
veS,vip

On définit H}, H/l* comme pour H}, H/lf. Lorsque F, contient le corps L,
fixé par le noyau de p, le module

= _ déf - _
Koo (Foo, T@p™") = Homy, (H} (Fao,Up), Qp/Zp) = Xoo u(Foo, T)2p ™"

est un twist de Xoo . (Foo, T) = Xoo.f(Foo, T) (sous les hypotheses Hyp(Fxo, V)
et Hyp(Fu, V). *
2.4 THEOREMES DE CONTROLE

On note

U, (T)Gv [ Tm(V @ p)5re i vfp

(L, T®p) = 3p<Lv) = {UP(T/ Filql) T)GL” siv|p ’

Considérons pour L contenu dans F, les applications

Ero (T @p) t H (Foo /LU ™) =[] H' (Foow/Los3p(Foo)) -
veS(L)

Remarquons que seules les places de F' qui ne sont pas totalement décomposées
dans F, interviennent réellement.

Iremarquons que lorsque p est le caractére trivial, les notations * et f coincident.
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2.4.1 PROPOSITION (THEOREME DE CONTROLE, CAS D’UNE Z,-EXTENSION).
Les applications induites par restriction

— T
HYNF,U,) — H (Foo,U,)" = Xi(Foo, T@p™1)

entrent dans une suite exacte naturelle

0= kerZp_ p(T®p) — HNF,U,) — H! (Fo,U,)"

— coker Zp_ /p(T ® p) — HL(F, Top~1).
2.4.2 COROLLAIRE. Sous l’hypothése (Hyp(F,V, p)), ’homomorphisme
X.(Foo, Tep™)r — HI(F.U,)

a un noyau et conoyau finis. Sous Uhypothése (Hyp(Fu,V, p)), les noyaux et
les conoyaux des

—

X.(Foo, T@p Y, — HL(F,,U,)
sont d’ordre borné par rapport a n.

Il est commode d’introduire un sous-groupe de H' (G r, U,) un peu plus grand
que H}(F,U,). 1l s’agit du noyau de

Hl(GS,Fvup) - H H}*(Fvaup)
veES
avec
( (Foo,uw,Up))" sivfp

L. 2'
H} (Fy,Up) = (Tpjp H (Foo o, Up/Im(Fil, V @ p)))T siv|p
= ([awjo H' (Foo 0, U, (T/ Fil, T)))"

wlv

On note aussi H!(F,,U,) le noyau de H'(F,,U,) — ﬁ}*(Fv,L{p).
L’intérét d’introduire ce module est le lemme suivant

2.4.3 LEMME. Les suites suivantes sont exactes

0— H'T,US ™) — H(F,U,) = H:(Fxo,U,)" =0

—
GFoo

0— X.(Fs,T@p™ " r — HYF,U,) — H (T,U, ™) =0
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Démonstration. On a en effet le diagramme commutatif dont les lignes et les
colonnes sont exactes
0
T r
0 — Hi(Fwyup)F - Hl(GS,vaup)F — (HueS(Fm) Hl*(FOO,vaup))
7 ) T
0 - H{(FU,) — HYGsrU,) — [Loes H).(Fo,U,)
T
H (D, Uy ™)
T
0

Il s’agit de voir que la fleche verticale de droite est injective. Lorsque v t p est
totalement décomposée dans Fi, H}*(FU,UP) = (ITpo H} (Foo,p,U,))" car T
agit simplement par permutation des facteurs. Soit v ne c{ivisant pas p et non
totalement décomposée dans F,. Si w est une place de F, au dessus de v,
I'extension F ., est I'unique extension de F, non ramifiée et de groupe de
Galois un pro-p-groupe. Donc, H} (Fso w,U,) est égal & H'(Foo 1, U,)". On

. r
en déduit que H}*(Fv,up) — (Hwh) H}*(Foo’v,up)) est un isomorphisme.

Lorsque v | p, Iassertion est claire. O

Démonstration de la proposition. La différence entre HY(F,U,) et HL(F,U,)
est calculée par la suite exacte suivante, conséquence de la suite exacte de
Poitou-Tate :
0— HI(F,U,) » H(F.U,) — [[ H (F.,U,)/H(F,U,) — HNF, Top~!)
veS

et il n’est pas difficile de voir que [], ¢ HY(F,,U,)/H(F,,U,) est exactement
I'ensemble d’arrivée de Zp_,p(T ® p). En effet, cela est clair pour la contri-
bution des places totalement décomposées dans F,,. Pour une place v non
totalement décomposée dans Fi, et ne divisant pas p, on a d’apres le calcul
précédent

HY(EyUy) = H (Foooo/ Fu Uy ™)
H, (Fo,Uy) = Qp/Zy @ H' (Fooo/Fo, (T @ p) )
= H' (Foo o/ Fo,Up(TCr))
car Gal(Feo,,/F,) est de dimension cohomologique 1. Donc,
H, (Fo,Uy) [ HY(Fo,Uy) = H' (Foo,/Fo, 3p(Foc0)) -
Remarquons que par la dualité de Tate, c’est aussi le dual de Pontryagin du

sous-Z,-module de torsion de H'(Fi 4, T®p~—1)%Fo dont le cardinal est le nom-

bre de Tamagawa local en v de T@p~".
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Soit maintenant une place v divisant p. On a par définition le diagramme
commutatif et exact suivant

0 0
. T 4
0 = Hi(FoUp) = H'(Fo,Up) = H'(Foow,Up(T/Fil, T))"
) 0 h
0 — Hi(F'U7up) — Hl(Fv,up) — Hl(FvJ/{p(T/F]L})T)) N H2 .
T T h
0 0 Hl(FOO,v/Fua(up(T/Flli T))GFOC,U)
T
0

L'image de H'(Foo,,/Fy,U,(T/Fil) T)CF=) dans H? = H?(F,,U,(Fil, T))
est nulle. D’ou 'assertion sur la contribution en p. O

Pour démontrer le corollaire, on remarque que si v { p et que v n’est pas totale-
ment décomposée dans Fo, HI(FOO,U/FMZ/{,)GFW‘"/(V ® p)Creov) est dual du
sous-groupe de torsion de H!(I,, T®p_1)G”/ Tv et a comme cardinal le nombre
de Tamagawa local Tam,(T®p~!). Ainsi, il vaut 0 si V a bonne réduction
en v. Lorsqu’on remplace F par F,, Tampmv(T@)p_l) est borné par rap-
port & n ([31, 2.2.6]). Pour v | p, 'hypotheése (Hyp(Fw,V, p)) implique que
HY(Fo v/ Fpws Uy(T/ Fil}, T)GFov) est fini et d’ordre borné par rapport & n.

2.5 THEOREME DE CONTROLE : CAS D’UNE ZZQ)—EXTENSION

On suppose maintenant que Fi,, est une Zf,—extension de F'. On a les théoréemes
de controle suivants relatifs & la descente de Fix & une sous-Zjy-extension L
(on note alors Ar_ = Z,[[Gal(Lo/F)]]). Notons Zp_ 1 (T ® p) I'application

HY(Foo/Loo Uy ™) =[] H'(Fero/Locww: 3p(Foe0)) -
vES(Loo)

Seules les places totalement décomposées dans L., et les places divisant p
interviennent en fait. En effet, dans le cas contraire, elles sont nécessairement
totalement décomposées dans Fi, /Loo. Notons enfin H! (Lo, T®p~1) la limite
projective des H}(L,, T@p‘l) pour les applications de corestriction.

2.5.1 PROPOSITION (THEOREME DE CONTROLE, CAS D’UNE Z2-EXTENSION).
Soit Lo une sous-Z,-extension de F.. L’application de restriction induit par

P pp p
dualité un homomorphisme

TFo/Loo * Xw,*(Fw7T®p71)Gal(Fm/Lm) — Xoo,*(LwaT(gpil)

qui se trouve dans une suite exacte naturelle de Ay, -modules

H}(Loo, T@p™") — coker Ep_ 1. (T @ p) = Xoo s (Foos TP Gal(re 1)
= Xoow(Loo, T®p™") — kerEF(ij-:(T ®p)—0.
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Sous Uhypothese (Hyp(Loo, V, p)), le noyau de rp_ /1, est fini et son conoyau
est annulé par une puissance de p. Lorsqu’il y a un nombre fini de places
au dessus de S dans Lo, et sous (Hyp(Fs,V, p)), les noyauz et conoyaux des
TF./F.Le. SOnt finis et d’ordre borné par rapport a n.

Démonstration. La suite exacte se démontre en utilisant le diagramme exact
et commutatif suivant avec I' = Gal(Fuo/Loo),

0 0
’ T ’ T ’
0 — Hi(FOOJ/lp)F - Hl(GS»FocJ/{P)F - (HwES(FOO) H/l*(Foo,w7uP))F
T T
0 — Hi(LOO:Up) - HI(GS,Lowup) - Hves(Loo)H/l*(Loo,vyup)
T
G
HY U ™) = Tlesqoy H' (Foow/Loo,ws 3p(Foo.0)
T T
0 0

En effet, soit w une place de F,, ne divisant pas p et v sa restriction a
L. Si w n’est pas totalement décomposée dans F,., on a H}*(Foo)w,l/{p) =

HY(Foo,w,U,) car H! (Foo,w,U,) = 0. Sivn’est pas totalement décomposée non
plus dans L., on a alors aussi H/l* (Loo,wsUy) = H (Loo w,U,) et application
d’inflation est un isomorphisme. Si v est totalement décomposée dans L., le
noyau de H}_(Loo,w,U,) — [T H}*(Foo,w,l/{p) est égal au quotient

H' (Foo,v/Loo,vaup)/Qp/Zp ®H' (Foo,v/Loo,vv (T'® p)GFm’”)

qui est isomorphe & H'(Fuo,4/ Loo v, 3p(Foo,w)) - Siw est totalement décomposée
dans F,, l'assertion est triviale. Si w est une place divisant p, le noyau de
I’application inflation est isomorphe & Hl(FOO,U/LOOﬂ,,Bp(FOO,U)). Cela
démontre les assertions sur le diagramme précédent. Par une des vari-
antes de la suite exacte de Poitou-Tate, le conoyau de H'(Gsr_,U,) —
[oesr..) H}*(Loo’v,up) est contenu dans le dual de Pontryagin de

H!(Loo, T®p~"). On en déduit la proposition. O
Un cas particulier est le cas ou p est le caractere trivial.

2.5.2 COROLLAIRE. S0it Lo une sous-Zy-extension de Fi. Il existe une suite
exacte naturelle de Ar,__-modules

H}c (Lo, T) — coker E/F;L(x, (T)
— Xoo f (Foo, T)cal(re 1) — Xoof(Loo, T) = ker Ep_ 1 (T) — 0.
2.5.3 COROLLAIRE. Soit Lo, une sous-Zy,-extension de Foo. St
Xeow(Loo, T@p™")
est un A -module de torsion, alors Xeo «(Fao, T®p™") est un A-module de

torsion.
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2.6 CONSTRUCTION DE L’ADJOINT

Supposons que F, est une Zy-extension de F'.

DEFINITION. Nous dirons que p est admissible (pour V et F.,) si pour tout
entier n, les Xoo «(Foo, T®p~!)r, sont finis.

Si p est admissible, nécessairement X .(Fno, T®p ") est de A-torsion. Tl existe
un caractere de Gal(Fi/F') dans Z;, admissible pour V' si et seulement si

X(Fu,T) est un A-module de torsion (Tors(Fo, V)

et il en existe alors une infinité. En effet, fixons un caracteére non trivial de
Gal(Fuo/F) dans Zy ; si M est un A-module de type fini et de torsion, pour
tout entier k£ sauf un nombre fini, (M®p*)r, est de torsion pour tout entier n.
En effet, si H est une série caractéristique de M (en particulier H annule M),
(M®p*)r, est fini si et seulement si H (u*¢,, —1) est non nul pour ¢, une racine
de 'unité d’ordre p™ et u = p(y). Comme H n’a qu’un nombre fini de zéros
par le théoreme de préparation de Weierstrass, le fait précédent s’en déduit.
Les applications

— Ty
HN(Fo,U,) = Xi(Foo, Tp™1)

induisent par passage a la limite projective pour les applications de corestriction
un A-homomorphisme

AL lim HY(FuUy) = ah (Xoo u (Foo, T0p ™))

(proposition 1.3.1). Soit
Gra

§Fo (T ® p) Uy - H Bp(FOO,v)
vES™A(Fy)

ot S"(F,) désigne l'ensemble des places de S(F,) non totalement
décomposées sur F'.

2.6.1 PROPOSITION. Soit Fir /F une Zy-extension telle que (Tors(Fuo, V') soit
vérifiée et soit p admissible pour Fy. On a la suite exacte naturelle

A(ﬂ) . .
0 = kerép, (T ® p) = lim HYF,,U) 5 ah (X u(Foo, T@p™1)

n

— cokerép (T ® p) — HE(Foo, T@p~1).

2.6.2 COROLLAIRE. Sous les hypothéses de la proposition, si de plus
(Hyp(Fso, V, p)) est vérifié, .Agfo)o est un quasi-isomorphisme.
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Le corollaire se déduit de la finitude du noyau et du conoyau de r_ (T ® p) (il
n’y a qu’un nombre fini de places dans S™%(F..)).

Démonstration de la proposition. La proposition se déduit de la proposition
1.3.1 et de la proposition 2.4.1 (remarquons que I’application de corestriction
devient dans I'isomorphisme H'(T, S) = Sr I'application induite par I'identité
sur S). O

2.6.3 REMARQUES. Supposons de plus que p~! est admissible pour 7" et pour
Fy. Alors, HX(F,,T®p™ 1) est fini pour tout entier n et est égal au sous-

groupe de Z,-torsion de H} (F,, Tv®p*1), c’est-a-dire a Z/VISF”. Donc, sous cette
hypothese,

HY(Foo, Top™!) = Uy™ = (Vop~! /Tep") %= .
Prenons maintenant pour Fu./F une Zi—extension vérifiant (Hyp(Fuo, V, p)).
Soit F,, le corps fixe par I',, = I'?".

Si Lo est une sous-Zp-extension de Fuoo/F, on note Lo, = LooF,.
Ainsi, Loon+t1/Loon est une extension d’ordre p (pour n assez grand).
D’autre part, fixons une Zj,-extension L., de F telle que Foy = LooLl,.

On pose Ar_, = Zpy[[Gal(Leo,n/L})]]. Si M est un Zp[[Gal(Loo,n/F)]-
module, az yqar. . m(M) et ay, (M) muni de sa structure naturelle

de Z,[[Gal(Loo,n/F)]]-modules s’identifient canoniquement ([20, Lemme 2.3]).
La norme de Log nt1 & Loo,pn induit alors des homomorphismes naturels :
a%p[[cal(LW,nﬂ/F)]](MF”H) - aép[[Gal(me/F)]](MFn) .

Choisissons une Zj,-extension L, telle que Xoo «(Foo, T®p‘1)GaI(Fw/Lw,”) soit
de A, ,-torsion pour tout entier n. Par la proposition 2.5.1, cela est équivalent
a ce que Xoo (Lo, T®p~1) soit de Ay -torsion pour tout entier n. On dit
alors que p est admissible pour Foo/Loo.

2.6.4 PROPOSITION. On suppose vérifiés (Hyp(Fuo, V, p)), que

Xoos(Foo, T@p™h) est un A-module de torsion (Tors(Fo, V, p))
et que p est admissible pour Fuoo /L. Les applications naturelles
Pt ah, | (Koo T8p) = 0, (Koo o (P T90 i i)
induisent un A-homomorphisme ro, injectif

lim ak,  (Xoee(Loo, T90™1) = 04 (X (Foc, Tip ™)

n

et on a la suite quasi-exacte

0— liin a}\Lw B (Xeo s (Loon, T@p™)) —ak (Xoos(Foo, T@p™h))

n

= | 2

vES™(Foo/Loo)
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Démonstration. Posons Ay = Ap_ ,, T, = Gal(Foo/Loon) et a}, = a) , M, =
Xoo,*(Loo,n,T(@p*l), M = XM,*(Fm>T®p71)7 3= HveS(Foo) SP(FOOw)a En =
EF /Lo (T ®p). La suite exacte de la proposition 2.5.1 appliquée & Fio / Loo,n
devient

= = =
coker 2,, — Mp/n — M, > ker=,, -0

et on a la suite exacte tautologique

— /\G
Foo

0 cokerE,, — H1(T),. 3) — H' (T U™ ) = ker S, — 0 .
Soit M), I'image de My, dans M,,. On a alors les suites exactes
0 = ap(My) = ap(Mr;,) — a}l(C(ﬂ)r\En)

0 — al(M,) — al(M}) = a2 (ker Z,,) .

On en déduit Vinjectivité de a,,(M,) — a,(Mr:) et par passage & la limite

celle de lim ap,(M,) — a) (M ).
—

D’autre pért, on déduit de la suite exacte tautologique la suite exacte
0— al(HY(I",3)) — al(coker =,) — Ry — 0

avec R, d’ordre borné par rapport a n (on utilise le fait que a}(R) = 0si R
est un module fini).
Nous allons maintenant raisonner a des modules finis pres d’ordre borné par
rapport & n (on parle alors de suites quasi-exactes et de quasi-isomorphismes
controlés): on a la suite quasi-exacte controlée:

0— a(M,) — a, (Mr/ ) — a},(coker Z,,)
et le quasi-isomorphisme controlé

al (HY(T",, Z)) = a! (coker =,,)
Comme 3 est annulé par une puissance de p, al(H(I7,,3)) = H*(T",,3) et la
limite projective des al(coker Z,,) est quasi-isomorphe & 3. La proposition se
déduit alors de la proposition 1.3.1 O

2.6.5 REMARQUES. On peut étre plus précis sous une hypothese dont on mon-
trera plus tard qu’elle est vraie. Supposons que le plus grand sous-A,,-module
fini de M,, = Xoo,*(Loom,T@p_l) est d’ordre borné par rapport a n. Alors la
derniére fleche est quasi-surjective. En effet, comme M), est contenu dans M,,,
a2 (M) est fini d’ordre borné par rapport & n. On a donc la suite quasi-exacte

0— 1iin a}\me (Xoo s (Loon, T@p™)) —ak (Xoo s (Foo, T@p™1))

n

— H 3)(Fsop) = 0

vES"A(Foo/Loo)
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3 CONSTRUCTION D’ACCOUPLEMENTS ENTRE MODULES DE SELMER

3.1 ACCOUPLEMENTS DE CASSELS-TATE
3.1.1 THEOREME (FLACH). Il eziste un homomorphisme naturel
Casselsp (T ® p) : HH(F,U,) x HL(F\U,) — Q,/Z,

qui induit un isomorphisme

—

Cr(T ®p) : HY(F,U,)/ div — HX(F,U,)/ div

ot M/ div désigne lev quotient d’un Z,-module M par sa partie divisible. En
particulier, st H(F,U,) et H(F,U,) sont finis, on en déduit un isomorphisme

—

Cr(T ®p): HY(F,U,) — H:(F,U,) .
On a les propriétés suivantes :

1. Si L/F est une extension finie,

Casselsp (T ® p)(x, coresy, py) = Casselsg (vesy/p x,y)

2. Si F/Fy est une extension galoisienne et o € Gal(F'/Fy),

Casselsp (T ® p)(oz,oy) = Casselsp (T ® p)(z,y) .

3. Soit L un corps contenant le corps fize par le noyau de pP" . Soit x €
HY(L,Upn) ety € HY(L,Uyn). Alors, si Twp(x) (resp. Tw,-1(x) désigne
le p-ieme twist de x (resp. le p~t-ieme twist de y), on a

Casselsy (T' @ p)(Tw,(x), Tw,-1 (z)) = Casselsy (T')(z,y)

4. Le dual de Cr(T @ p) par la dualité de Pontryagin est Cp(T@p™").

3.1.2 REMARQUES. 1) La partie divisible de H} (F,U,) est Q,/Z, @ H}(F,T ®
p).

2) Pour p le caractere trivial, V = V,(E) et en utilisant 'accouplement de Weil
pour identifier V. — V = V*(1), Paccouplement obtenu est ’accouplement de
Cassels. L’accouplement de Weil étant alterné, I'accouplement de Cassels est
une forme bilinéaire alternée (on utilise pour cela la propriété 4). C’est ce qui
permet de montrer que 'ordre du quotient du groupe de Tate-Shafarevich par
sa partie divisible est un carré.

La démonstration du théoréme 3.1.1 est faite dans [11], les deux sous-espaces
de V& p et Veop~! que sont Fill Vep et Fill Vop~! sont orthogonaux dans
la dualité naturelle V @ p x Vep~t — Q,(1) (voir aussi [13, §5.4]) Pour le
comportement par twist, il suffit de reprendre la définition en remarquant que
pour 7 € G, p(t) = 1 mod p". Les différentes cochaines construites different
alors d’éléments de T et finalement I'image est la méme dans p%Z/Z.
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3.2 DUALITE : CAS D’UNE Z,-EXTENSION

Soit Fuo/F une Zp-extension. On suppose toujours vérifiées les hypotheses
(Hyp(Fo, V) et (Hyp(Foo, V).

3.2.1 THEOREME. Soit p un caractére continu de Gg a valeurs dans Z, tel que
(Tors(F, V, p)) soit vérifiée et tel que p soit admissible pour Fo, et V. Les
applications Cr, (T ® p) induisent un A-homomorphisme quasi-injectif

Cro(T @ p) i Xoors (Foos T® p) = ah (Koo, (Foo, T&p1))
et on a plus précisément la suite exacte

0= kerép (T ® p) = Xoou(Foo, T ® p) = ah (Xos s (Foo, T@p™"))
— cokerép (T ® p)

ot
G
Er(T@p):Uy™ = ] 3,(Fu) -
vEST(Fo)
Si de plus p~* est admissible pour V et Fu,, on a la suite exacte

0= kerép (T ®p) = Xoow(Foos T ®p) = af (Xoox(Foo, T@p™1))

©Gro,

— cokerép (T ® p) — U,
En particulier, Xo «(Foo, T ® p) est lui aussi de A-torsion.

Démonstration. Par passage a la limite projective des isomorphismes
Cr, (T ® P) : Hi(anap) — Hi(Fnaup) s

on obtient un homomorphisme de A-modules

Xoox(Foo, T ® p) — lim HYF,,U,) = ah (X s(Foo, Top™)) .

n

La premiere fleche est bijective. Les noyau et conoyau de la seconde sont décrits
en 2.6.1 ainsi que dans la remarque qui le suit. O

3.2.2 COROLLAIRE. On suppose vérifiée (Tors(Fs,V)). Les applications
Cr._(T ® p), pour un caractére continu admissible p de Gal(Fuoo/F) a valeurs
dans Z,, induisent par twist par p~ 1 un quasi-isomorphisme indépendant de p

XOO,f(FOOﬂT) = a}\(XOO,f(meT))

et on a plus précisément la suite exacte

O0—kerép(T)—Xoo,f (Foo, T)—>a}\(Xoo7f(Foo, T))—>coker ér, (T)—>Z;IGFoo (3)
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ol

Er. (T) : UTF= — H 3p(Foow)

vESTL(Fy)
En particulier, Xoo f(Foo,T') est lui aussi de A-torsion.

Démonstration. 11 existe sous ces hypotheses un caractere p de Gal(Fuo/F)
admissible pour T tel que p~! soit admissible pour 7. L’indépendance par
rapport a p se déduit de 3.1.1 et du fait que le calcul de I’adjoint d’'un module
M peut se faire en utilisant uniquement les quotient M / p”z\T n, O

3.2.3 COROLLAIRE (GREENBERG). Supposons vérifiée (Tors(Fu.,V)). Le plus
grand sous-A-module fini de Xoo ;(Foo,T) est égal au noyau de Ep(T). Si
kerp (T) est nul, Xoo,§(Foo,T) n'a pas de sous-modules finis non nuls et est
de dimension projective inférieure ou égale a 1.

Ainsi, si USF est nul, il en est de méme de U = (son dual de Pontryagin
est alors un A-module de type fini de coinvariant nul, il est donc nul) et
Xoo,f(Fxo, T) n'a pas de sous-modules finis non nuls et est de dimension projec-
tive inférieure ou égale & 1. S'il existe une place v { p de S telle que V& Fe v = 0,
€r. (T) est injective et Xoo r(Fo,T) est de dimension projective inférieure ou
égale a 1. Si V est la représentation p-adique associée a une courbe elliptique,
cela est le cas s’il existe une place v 1 p ot E a mauvaise réduction additive.
On retrouve le résultat démontré par Greenberg ([14, Proposition 4.15]).

Il est commode de travailler avec 'application A-sesquilinéaire qui se déduit de
Cr.(T®p) :

Casselsp_ (T ® p) : Xoo s« (Fooy T ® p) X Xoo w(Foo, T®p 1)) — Frac A/A
ou
Casselsp_ (T) : Xoo,t(Foo, T) X Xoo.f(Foo, T)) — Frac A/A .
On a donc pour 'une ou 'autre
Cassels(\z, y) = Cassels(z, Ay) = X Cassels(z, y) .

La proposition suivante est fondamentale :

3.2.4 PROPOSITION. On a
Casselsp_ (T)(z,y) = Casselsp_ (T)(y,z) .
Démonstration. Il suffit de démontrer 1’égalité

Casselsp_ (T ® p)(x,y) = Casselsp_ (T @ p~ ') (y, z)
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pour p un caractere de Gal(Fi/F') admissible. Posons M = X.(Fuo, T ®p) et
M' = X,(Fy,T®p™1). L'application Cr_(T ® p) est définie par passage a la
limite des A-homomorphismes

—

HYF,,U,) — H(F,,U,)

et on a le diagramme commutatif

HFG,) 55 HIFLU,)
4 a
Mpn — M/ ’
I
Mr,, - ap(M')r,

En prenant le dual de Pontryagin de ce diagramme, on obtient le diagramme
commutatif

— - SR, |
HI(Foth) ™57 myE, u,)
T N
T,
an —
B |
ay(M')r, - Mr,

On passe ensuite a la limite projective. Les applications My —— aA(M’)pn
induisent alors ’homomorphisme naturel M’ — ay(ax(M’)) et les Cr, (Top~")
induisent I'application Cr_(T ® p~1). O

3.3 DUALITE : CAS D’'UNE Zg-EXTENSION

Soit Fu/F une Z2-extension. On suppose (Hyp(Fu,V)) et (Hyp(Fw,V)).
Soit Lo, une sous-Zy-extension de Fi/F.

DEFINITION. Disons que L, est admissible si Xoo f(Loon, T) est un Az -
module de torsion pour tout entier n.

Une telle Zy-extension existe lorsque (Tors(Fuo, V')) est vérifiée. En effet, cela
revient & montrer que si F est un élément de Z,[[T1,Tz]] (en l'occurrence la
série caractéristique de Xoo7f(FooT)), il existe un entier b tel que F((,(1 +
T)® — 1,T3) # 0 pour tout entier n. Dans le cas contraire, F(Ty,T») serait
divisible par 1471 — () (1 +T5)® pour tout entier b avec n(b) entier dépendant
de b. Ces éléments étant premiers entre eux, cela impliquerait que F(T7,T5»)
est identiquement nul.

On peut alors appliquer le corollaire 3.2.2 & Lo, /L), : il existe une famille de
Ar_ n-homomorphismes

Crow o (T) : Xoo f(Looms T) = a)y,  (Xeo f(Loon, T))
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puis définir par passage & la limite projective et en composant avec 7, (2.6.4)
un homomorphisme de A-modules

XOO,f(FOOﬂT) - a}\(XOO,f(meT))

3.3.1 PROPOSITION. On suppose vérifiés (Hyp(Fuo,T)), (Hyp(Fs,V)) et
(Tors(Foo, V). Le A-homomorphisme Cr_(T) se trouve dans une suite quasi-
exacte

0= Xoo f(Foo, T) = ay(Xoo s (Foo, 1)) = [ 3(Foow) =0
weS"4(Fy)

Le noyau de X oo t(Foo, T) — a} (Xeo f(Fao, T)) est contenu dans UG .

Démonstration. Considérons les suites exactes (3) relatives a la Z,-extension
Loo,n/Lj, et passons a la limite projective. Les ker £y, (T') sont finis et d’ordre
borné et leur limite projective est finie. La limite projective des Xoo, f(Loo,n, T)
est Xoo f(Foo, T). La limite projective des a}\LOO } (Xoo.f(Loon, T)) est étudiée
dans la proposition 2.6.4 (onvpeut utiliser la remérque qui suit car le plus grand
module fini de X (Loon,T) est keréy_ » qui est d’ordre borné par rapport
an) : on a la suite quasi-exacte

0—limay, (Xoow(Loown:T)) —ap(Xoo,s(Foo, T))
— oo,n

n

— H B(Foo,v) =0

vES"?(Foo /L)

ot S"(F,,/Ls) désigne les places de F.,, non totalement décomposées
dans F.. /L. Comme U%F= est supposé fini, la limite projective W du
quatrieme terme de la suite exacte est quasi-isomorphe a la limite pro-
jective des HveS"d(Loom)B(LOOﬂ%U)' Soit v € S™(Loon) ne divisant pas
p. Elle n’est pas totalement décomposée dans Lo, n, elle est donc totale-
ment décomposée dans Foo/Lo,. Comme d’autre part 3(Fu ) est fini,
les groupes 3(Loo,nw) sont stationnaires pour n > 0 et Papplication de
corestriction de J[,cqr ) wjo I(Loonw) est surjective. La limite projec-
tive est HweS(Fm)’w‘UB(FOQw). On en déduit que W est quasi-isomorphe &

HwES(Foo) wlveSmd(Lo) 3(Loon,w). Enfin, la limite projective des UCLoom est
finie. O

3.3.2 COROLLAIRE. On suppose (Hyp(Fs,V)), (Hyp(Fs,V)) et
(Tors(Fuo, V). Le A-module X ¢(Foo,T) wérifie la propriété (A) : il n'a
pas de sous-modules pseudo-nuls non finis et les a’ (Xoo,f(Foo, T)) sont finis
pour v > 2.

4  CONSEQUENCES

Nous pouvons maintenant appliquer les résultats de §1.
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4.1 DESCENTE : Z,-EXTENSION

Soit Fu/F une Z,-extension. On suppose (Hyp(Fs,V)), (Hyp(Fs,V)) et
(Tors(Fx,V)). Réécrivons le diagramme (1) pour M = Xo ¢(Foo,T), M’ =
XOO’ 1 (Foo, T) et pour le A-homomorphisme

XOO,f(FOO’T) - a}\(Xw,f(meT))

qu'on a construit dans les §3.2 et 3.3. Posons S,(T) = H(F,U), S,(T) =
HY(F,U), 5,(T) = HX(F,T) et $,(T) = HX(F,T).

Sp(T)
3 4

0 — Sp(T)/div Homgz, (M{,Z,) — 0
{ {

0 — t5, (M) — a\(M)r — Homy (M',Z,) — 0
) ) )

0 — th(MF) — MF — LZP(MF) — 0
{ | 4

0 = S,(T)/div — S,(T) — Homg, (5(T),Z,) — 0
On peut démontrer en suivant les fleches qu’on retrouve 'application de Cassels,
autrement dit que l'on a le diagramme commutatif

S,(T)/div =ty (M}.)
Cr(T) /T\ T

Sp(T)/dIV — th (MF)
D’autre part, lorsque S(T) n’est pas fini, on obtient une forme bilinéaire (-, Dy
S(T) x S(T) - Q, .

Elle dépend de v et bien str de la Z,-extension F. Pour p caractere non
trivial de I' & valeurs dans Z3, on note (-,-), = (log, p(v))~'(:,-);. On peut
démontrer que l'on retrouve la hauteur p-adique ordinaire associée & p (cf. [28]
dans un cadre un peu différent). Nous n’en aurons pas besoin.

4.2 DESCENTE : Z?)—EXTENSION

Maintenant qu’a été construit Cp_(7T') avec l'aide de coinvariants convenables
(c’est-a-dire de torsion pour la Z,-extension corespondante), il est possible de
redescendre en utilisant les homomorphismes fonctoriels construits dans le §1
et plus particulierement §1.2. Ce qui permet d’obtenir des informations pour
les Z,-extensions telles que Xoo, (Lo, T') n'est pas de torsion.

On fait les hypotheéses (Hyp(Fs,V)), (Hyp(Foo,V)) et (Tors(Fuo, V). Soit
3(T) =3(F,T) = [Lyesna(r,) 3(Foc,w, T) (pour le caractere p trivial). On
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a contruit dans le §3.3 la suite quasi-exacte de A-modules suivante
0 = Xoo,f (Foo, T) = aj (Xoo s (Foo, T)) = 3(Foo, T) = 0

Soit L, une sous-Z,-extension de F,/F. Posons I'' = Gal(F /L), AL, =
Zy[[Gal(Loo/F)]]. Dans le cas ot Xo ¢(Loo,T) est de torsion, on a alors le
diagramme commutatif suivant dont les lignes et les colonnes sont quasi-exactes

0 0
o T__
3D ak, _ (3(Dr)
\I( . T ~
0 = 31" = Xeo t(Foo, D1 — af(Xoo,f(Foo, 1) = 3(T)r— 0

et le quasi-isomorphisme du §3.2
Xoo f(Loo, T) = a)y,  (Xoo (Loo, T))

Ne supposons plus X, f(LOO,T) de Ar_ -torsion. On a alors le diagramme
commutatif suivant dont les lignes sont quasi-exactes :

ai(x, (tALoo (Xoo,f(FOm T>F’>) HOHlALoo (XOOJ(FOOv T)F’7 ALoc>

1

0—a} (Xeos(Foo,T)) — A — Homp, (Xoot(Foo,T)",Ar.) — 0
) T T

O—>tALOQ (Xoo,f(FooaT)F/) — B — LALoo (Xoo,f(FomT)F/) —0

~

avec A 1= a},w(Xoo,f(Foo;T)F/)y B = Xoo,f(Foo,T)p/.

On en déduit comme en §1.2 des homomorphismes

tALoo (Xoo,f(FooaT)F/) — dLoo (Xoo,f(FOO7T)F’)

et une forme sesqui-linéaire

Casselsr . (T) : ta,,__ (Xoo, s (Foo, T)rr) X ta,_ (Xoo,f(Foo, T)rr) — Frac(Ar.,)/Ar.,

quasi non dégénérée vérifiant

Casselsy__ (T)(yx,y) = Casselsy__ (T)(z,y) = Casselsy__ (T)(z,7 'y)
Casselsy,__ (T)(x,y) = Cassels;,__ (T)(y, x) .

On obtient aussi une hauteur p-adique qui est un accouplement sur les quotients
sans Ay__-torsion de Xoo (Foo, T)r et de Xoo,f(Foo, T)rs & valeurs dans Ay, .
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Le noyau (resp. conoyau) de Xo ¢(Foo,T)r — ale(Xoo,f(Foo,T)p/) est de
torsion et quasi-isomorphe & 3(T)" (resp. 3(T)r/) qui est d’ailleurs annulé par
une puissance de p. On en déduit une suite exacte

0— 3 = ta,_ (Xeoy(Foo, T)rv) = a}_ (X f (Foo, T)r) = Z — 0

avec Z annulé par une puissance de p et de p-invariant inférieur a celui de
3(T)Y. La série caractéristique de tAL (Xeo.f(Foo, T)r+) divise donc celle de
tay . (Xoo,s(Foo, T)rv). Par symétrie, on en déduit qu’elles sont égales et que
I’on a la suite quasi-exacte

03T = ta,_ (Xeos(Foo, T)rv) = ab_(Xoo,f(Foo, T)r) = 3(T)rr — 0

—
o —

Comme 3(T)r+ et 3(T)r sont de torsion, les suites suivantes sont quasi-exactes

—

0— B(T)p/ — tag, (Xoo,f(Foo, T)pr) — tAr, (Xoo,f(Loo, T)) = 0

0= an, (tag (Xoo;(Loo, T)))

— ah,_ (tay. (Xeos (Foo, T)rv)) = ak,  (3(T)rr) = 0.

En remarquant que 3(7) et 3(7)p ont méme série caractéristique (cela peut
se voir soit sur le diagramme, soit directement : seuls les nombres de Tamagawa
aux places de S totalement décomposées dans L., interviennent et on a alors
Tam, (T') = Tam,(T) pour une place ne divisant pas p, en fait 3(7) et 3(7T)
sont quasi-isomorphes), on en déduit le théoréme :

4.2.1 THEOREME. Supposons (Hyp(Fuo, V), (Hyp(Fso, V) et (Tors(Feo, V).
Soit f(Foo,T) la série caractéristique de Xoo f(Fioo,T) et f(Foo,T) la série
caractéristique de Xoo f(Fso,T). Alors

f(Fo, T)A = f(Fs, T)A

Pour toute sous-Z,-extension Lo, de Foo /F, s0it f*(Loo,T) (resp. [*(Loo,T))

la série caractéristique du sous-module de torsion de Xoo f(Loo,T) (resp.
Xoo,f(Loo,T)). Alors

f*(Looa T)ALOO = f*(LCXM T)ALOQ

Autrement dit, pour tout caractére p de Gal(Loo/F') @ valeurs dans Cy, on a

p(f*(Loo, T)) = p~ (f(Loo, T))
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5 LA SITUATION DIEDRALE

5.1 PRELIMINAIRES

Soit K un corps quadratique imaginaire de discriminant dx et p un nombre
premier impair et premier a dg. Il existe une unique extension K., de K dont
le groupe de Galois est topologiquement isomorphe a Zf,. Elle contient deux Z,-
extensions qui sont la sous-Zj,-extension cyclotomique K Qo de K et la sous-Z,-
extension anti-cyclotomique (diédrale sur Q) Ho, = Do de K[p™®] = UK [p"],
le Ringklasskorper de K de rayon une puissance de p. Soit Go, = Gal(Kw/K).
L’algebre d’Iwasawa associée est A = A = Z,[[Go]]. On a une dualité

AKoo X HOID(GDO,(C;) — (Cp .

Ce qui permet de voir les éléments de Ak, comme des fonctions sur
Hom(Go, C)) & valeurs dans C,. Tout élément de Hom(G,Z,; ) est de la
forme v*x® avec x la p-partie du caractére cyclotomique et v un caracteére
diédral. On note x.yc le caractere cyclotomique et vg;.q un caractere diédral.
La théorie d’Iwasawa d’une courbe elliptique sur un corps quadratique imagi-
naire et des famille des points de Heegner tire ses origines de I'article de Mazur
([25], voir aussi Kurcéanov, [23]). Grace aux résultats récents de Cornut et
Vatsal, un regain d’intérét s’est manifesté. Mais il y a bien d’autres résultats
montrés ou en voie de ’étre et je voudrais les placer ici un peu plus dans le
contexte de la théorie d’Iwasawa.

5.2 THEORIE ARITHMETIQUE

Soit E une courbe elliptique définie sur Q ou K de conducteur Ng premier a
dk et ayant bonne réduction ordinaire en p. Soit T = T,(E) son module de
Tate, c’est-a-dire la limite projective des points de p™-torsion pour n entier et
Vp(E) = Qp ® T,(E). Soit L une extension finie de K. Le groupe de Selmer
Sp(E/L) de E/L vérifie la suite exacte

0— Q,/Z, ® E(L) = S,(E/L) — IIL(E/L)(p) — 0

Son dual de Pontryagin S,(E/L) est Homgz, (S,(E/L),Qp/Z,). Sa variante
compacte (voir [3], [12]) S,(E/L) est la limite projective des groupes de Selmer
relatif a la multiplication par p™ :

0 — Z, ®z E(L) = S,(E/L) = T,(IIL(E/L)) — 0
Lorsque III(E/L)(p) est fini, le dernier terme est nul. Avec les notations
du §2, on a Sp(E/L) = H(L,T,(E)) et S,(E/L) = H(L,V,(E)/Ty(E)).

Le quotient de III(E/L)(p) par sa partie divisible est le groupe de Tate-
Shafarevich II(T,(E)/L) associé & la représentation p-adique T,(E) et vaut
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S,(E/L)/Q,/Zy, ® Sp(E/L). Ainsi,

Sp(E/Koo) = lim Sp(E/L) = Hj(Ko,U)

ou la limite projective est prise relativement aux applications de norme (core-
striction). Enfin, il n’est pas difficile de montrer [30] que pour une Z,-extension,
par exemple D, on a

—

Sp(E/DOO) = HomADm (SP(E/DOO)’ ADoo)
= Homy,, _ (S,(E/Dwc)/tap.. (Sp(E/Dwc)). Ap..)

et que
Sp(B/Doc)/ta._ (Sp(E/Dwo)) = Hom(S,(E/ Do), Ap_.)

est injectif avec conoyau fini. En particulier, S,(E/Dw) est le Ap_-dual de

—

Xoo,f(Doo, Tp(E)) = Sp(E /Do) et est libre.

5.2.1 THEOREME (KATO). Si E est définie sur Q, S,(E/KQy,) est de torsion
sur Mgk et Sp(E/Kx) est de torsion sur A (donc nuls). Il en est de

"

méme de Sp(E/K).

Il suffit d’appliquer le théoréme démontré par Kato dans [21] & E et & sa tordue
par le caractére quadratique de K/Q.

-

Soit £,(E/K«) une série caractéristique du module de torsion S,(E/K).

5.3 THEORIE ANALYTIQUE

Soit L,(E/K) la fonction L p-adique interpolant les valeurs L(E, p, 1) pour p
caractere d’ordre fini de Gal(K~/K). On peut trouver sa définition dans [29]
qui suit de tres pres une construction antérieure de Hida. D’autres construc-
tions ont été faites par Bertolini et Darmon [6]. Par un théoréme de Rohrlich
[32], Ly(E/K) est non nulle.

CONJECTURE (CONJECTURE PRINCIPALE, [30]). Les idéaux de Ak en-
gendrés par L,(E/Kx) et par L,(E/Kx)) sont égaux.

REMARQUE. On peut utiliser le théoreme de Kato pour obtenir une divisibilité
lorsqu’on se restreint & Gal(K Qo /K).
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5.4 EQUATION FONCTIONNELLE

Soit ¢ une conjugaison complexe induisant ’automorphisme non trivial de
Gal(K/Q). Elle agit sur le groupe des caractéres Goo de Gog @ p°(7) = plere™).
Ainsi, si x se factorise par Gal(KQu/K), on a x¢ = x. Si v est diédral,
v¢ = 1. On considére involution suivante sur Guo : pt = p~ ¢ Alnsi,
pL(T) = p(cich)ilv Xeyel = X;ylclu V(Ljied = Vdied-

Les deux fonctions vérifient une équation fonctionnelle

Pour la premiere, cela se déduit de ’équation fonctionnelle complexe et on a
en fait

Ly(E/Koo)(p) = en(=Ng)Lp(E/K)(p) -

En appliquant ’automorphisme non trivial ¢ de K/Q qui laisse stable E ainsi
que tous les modules définis et la proposition 4.2.1 on obtient la seconde
équation fonctionnelle. On en déduit que 'on peut définir le signe de I’équation
fonctionnelle de £,(E/Ky) : le groupe de cohomologie H'({1,c},Aj ) est
d’ordre 2 et admet —1 comme élément non trivial. Ainsi, on peut choisir
L,(E/Ko) (qui est alors défini a une unité pres de Zy) de maniere a ce que

Ly(E/K)(p') = epLy(E/Kso)(p)
avec €, = £1.

5.4.1 PROPOSITION. Soit A\g(Doo) le rang du Ap_ -module S(E/BOQ). Alors,

€ = (_1)rgzp Sp(E/K) — (_I)AO(DOO)

Démonstration. On utilise le théoréeme de contréle 2.5.1, 'existence de formes
bilinéaires alternées montrées dans le paragraphe 3.3 et 'argument suivant de
Guo [16] tel qu'il a été repris par Greenberg dans [14].

Soit A = Z,[[I']], I'" un sous-Z,-module de I' isomorphe & Z,. On note Z,, =
/T, A = Zy[[E,]], E un sous-Zy-module de T' tel que ENT' = {0}, A= =
Zy([E]]. Soit M un A-module de torsion et de type fini ; Mp/ est un A=-
module de type fini. Soit A, le Az-rang de My . Alors A, est stationnaire et
on a A, = Ao mod p—1. En effet, les Q,-représentations irréductibles de I /T",
sont de degré divisible par (p — 1)p"~ 1.

Soit £, le quotient de M,, par son Az-module de torsion ¥,, et T, le noyau de
M — £, ou £ est la limite projective des £,,. Alors, 'application naturelle
Lo — Ly est injective pour n assez grand, les rangs de £, et de £, sur Ag
sont égaux pour n assez grand et on a donc

rga. £oo =Agmod p—1.
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Supposons qu’il existe une forme bilinéaire alternée sur ¥,, quasi non dégénérée
(ou telle que les noyaux soient annulés par une puissance de p). Alors le rang de
T en tant que A=-module est pair et le rang de M en tant que Az-module est
de méme parité que A\g. Pour le démontrer, on remarque, en utilisant le lemme
du serpent et le fait que £, — £,, est injective, que 'application T, — ¥, est
surjective. Si p est un idéal de A de hauteur 1 premier a p, la forme bilinéaire
alternée sur ¥,, induit par localisation une forme alternée non dégénérée sur
Ay ®%,. Le Ay-rang de Ay ® T est alors pair. En effet, il suffit d’appliquer
le lemme suivant :

LEMME (GuoO). Soit A un anneau de valuation discréte d’uniformisante m et
soit M, un systeme projectif de A-modules de longueur finie tel que My, =
lim M, soit de type fini et que application naturelle My, — M, soit sur-
—

n

jective. Alors, il existe un entier d et des entiers ri(n),--- ,rq(n) tels que
M, = A/a" () x ... x Afa"™) quec ri(n) > - > rq(n) et le rang sur Z, de
My, est égal au nombre d’entiers j tels que la suite rj(n) soit non bornée.

Si maintenant M, est muni d’une forme bilinéaire alternée pour tout entier n,
on a r;_1(n) = re;(n) pour j > 1 et le rang sur Z, de My, est donc pair.

Revenons a la démonstration de la proposition 5.4.1. Prenons I' = Gal(K o /K),
I" = Gal(Kw/Do) et Z le sous-groupe de I laissant invariant la sous-Z,-
extension cyclotomique. Alors, I’équation fonctionnelle de £, (E/K ) implique

que
€p = (*1)/\

avec A le Az-invariant de la série caractéristique, autrement dit le Az-rang

—

du module S,(E/K). En utilisant les théoremes de contréle et les formes
bilinéaires alternées du paragraphe 3.2, on obtient l'existence des formes
bilinéaires quasi-non dégénérées alternées nécessaires et on a donc :

A= X(Ds) mod 2.

Ce qui démontre une des égalités de la proposition 5.4.1. L’autre égalité se
démontre de la méme maniere (et était déja montrée par Greenberg) en tra-
vaillant sur la Z,-extension cyclotomique (ici Z est nul) :

€p = (_1)rgzp Sp(E/K)

5.5 LA CONJECTURE DE MAZUR

On suppose toujours que le discriminant de K est premier au conducteur Ng

—

de E. Dans [25], Mazur conjecture que S,(E/Dy) est un Ap_-module de rang
1sie(—Ng) = —1 et de rang 0 si e(—Ng) = 1.

Cette conjecture et la proposition 5.4.1 impliquent que les signes des équations
fonctionnelles de £,(E/Kx) et de L,(E/K) sont égaux.
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Récemment, la situation de cette conjecture a énormément évolué dans le cas
de 'hypothese de Heegner mais aussi dans les autres cas. Nous appellerons
hypotheses techniques des hypothéses qui devraient pouvoir étre affaiblies ou
évoluer rapidement jusqu’a disparaitre et que 'on trouvera dans les articles
originaux :

5.5.1 THEOREME (BERTOLINI-DARMON-+VATSAL, [7], [33]). Supposons que
e(—Ng) = 1. Supposons de plus que (?> { Ng si { est inerte dans K + des

hypothéses techniques, alors S,(E/Ds) est de torsion.
La démonstration est en deux parties :

e démontrer la non nullité de la fonction L p-adique L,(E/Dy,) (théoréme
sur les familles de L(E/K,n) pour n un caractére diédral d’ordre fini et
de conducteur une puissance de p)

—

o démontrer que si L,(E /D) est non nul, S,(E/Dy) est de torsion

5.5.2 THEOREME (CORNUT-VATSAL + BERTOLINI-DARMON-NEKOVAR [5]).
Lorsque e(—Ng) = —1 et que tous les nombres premiers divisant Ng sont

——

décomposés dans K, S,(E/Dy,) est de rang 1.
L’énoncé complet que 'on attend est montré ou sur le point de I’étre :

5.5.3 THEOREME. Supposons que €(—Ng) = —1 et que p? ne divise pas Ng.

—

Alors, Sp(E /Do) est de rang 1.
La démonstration comporte plusieurs étapes :

e Construire des points z, de E(D,) en utilisant une paramétrisation de
E par une courbe modulaire ou une courbe de Shimura et les points de
Heegner ou les points spéciaux provenant de la théorie de la multiplication
complexe z(p™) (idée de Gross exploitée par Bertolini et Darmon, [6]).
En modifiant 1égerement ces points, on obtient des points compatibles
pour les applications de trace et donc un élément 232 de Sp(Doo) et un
sous-module H, de S,(E/Dy).

e Montrer que z3P°¢ est non nul (conjecture de Mazur), ce qui se ramene
facilement a montrer qu'il existe un entier n tel que x,, est non nul. C’est
le role des théoremes de Cornut et Vatsal. On pourrait aussi peut-étre
utiliser les formules démontrées par Zhang ([35]) généralisant les formules
de Gross-Zagier et qui sont du type :

L'(E/K,v,1)=C <z ) >

avec C' non nul et utiliser un théoréme de non-annulation de la famille
des L'(E/K,v, 1) pour un caractére v diédral d’ordre une puissance de p.
On en déduit alors facilement que Ho est un module libre de rang 1.
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e Utiliser les techniques de Kolyvagin [22] pour démontrer que le quotient
S,(E/Ds) /Moo est de torsion et donc que S,(E/Dy,) et SP(E/\DOO) sont
de A-rang 1. Ici, c’est la notion de systéme d’Euler qui est fondamentale.
La définition précise des points z,, ne sert pas mais le fait qu’il existe des
points x(np™) pour n sans facteurs carrés définis sur le Ringklasskorper
de rayon np™ vérifiant des relations convenables.

5.6 QUELQUES REMARQUES SUPPLEMENTAIRES

Soit u = (40%)/2 et cg la constante de Manin correspondant a la
paramétrisation de E par Xo(Ng). Soit I(He) une série caractéristique
du Ag_ -module de torsion S,(E/Duo)/Hoo- Soit T,(E/Ds) une série car-

actéristique du Ap__-module de torsion de Sp(E/Dy).

5.6.1 CONJECTURE ([30]). Sous U’hypothése de Heegner, les deux éléments
AuPT,(E /Do) et I(Hoo)? engendrent le méme idéal de Ap.. .

Une version faible de cette conjecture avait été montrée par Bertolini [4] en
utilisant les techniques de Kolyvagin. Récemment, Howard [18] a démontré
la divisibilité de T,(E/Dw) par I(Ho)? lorsque I'application Gal(K/K) —
Aut(T,) est surjective ([1]).

On devrait d’autre part pouvoir remplacer ’hypothese de Heegner par
Ihypotheése que ¢(—Ng) = —1 en utilisant les points de Heegner-Shimura.
2

Remarquons qu’on déduit des résultats du §4.2 que 7,(E/Ds) est un carré, ce
qui est compatible avec la conjecture précédente. En effet, en composant avec
I'involution ¢ et en identifiant T, (E) avec T,,(E)*(1) par l’accouplement alterné
de Weil, on obtient une forme bilinéaire alternée

tADoo (Xoo,f(KOOv TP(E))Gal(KOO/DOO)) ><t/\poo (Xoo,f(Kom TP(E))Gal(KOO/DOQ))
— FTaC(ADOO)/ADOO

En tenant compte des noyaux et de la différence entre les modules
Xoo,t (Koo, Tp(E))Gal(Ko /Do) €6 Xoo,f(Doo, Tp(E)) dont la série caractéris-
tique est une puissance de p, on en déduit que 7,(E/Dy ) est un carré.

Une conséquence de la démonstration de Cornut [9, théoreme B appliqué a
q = p] est la suivante :

5.6.2 PROPOSITION. On suppose que p ne diwvise pas Npo(Ngdy), ainsi que
le nombre de composantes connexes du noyau de la paramétrisation modulaire
choisie de E. Alors, I(Hoo) n’est pas divisible par p.

Supposons que €(—Ng) = —1. Nous avons défini précédemment une forme
bilinéaire
(3 N xeper 9B/ Do) X Sp(E/Dec) = Ap,, -

2Cela semble étre fait maintenant, voir [19].
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Elle peut s’écrire en termes des hauteurs p-adiques classiques de la maniere
suivante

1 _
(s Y ) xeyer = ([DK] Z < OTp, TYn >y, OT 1) _

o, T

Ici, xn est un caractere de Gal(K/D,) dont la restriction & Gal(Ks /Do)
est Xeyer- On peut reprendre la démonstration de [30] pour démontrer :

5.6.3 THEOREME. Soit p un caractére diédral de Gal(Ko/K) a valeurs dans
z:.

1) Soit rp. le rang de S,(F/Ds) en tant que Ap_-modules.  Alors,
L(E/Ko)(pXoyer) @ un 2€ro en Xeye de multiplicité supérieure ou égale drp, .
2) Ce zéro est d’ordre exactement rp_ si et seulement si ({-,-)) est non
dégénérée.

3) On a dans ce cas

i L(Koo/K)(pXoyer)

s—0 §"Doo

Xeyel

~ discs, (5/D.) () xeyer (P) To(E/ Doo) (p)-

Les théoremes ou conjectures précédentes impliquent que rp_ est en fait égal
a 1 lorsque €(—Ng) = —1. D’autre part, 'ordre du zéro de L(E/Ko)(pX5yer)
en s = 0 est impair. Il serait intéressant de montrer qu’il existe un point de
Heegner z, dont la hauteur p-adique < 2,2, >,, est non nulle. Cela n’est
connu que si E est & multiplication complexe ([8]).

Revenons sur le module des points de Heegner. Soit H, le sous-module de
S,(E/D,,) engendré par les traces de K[p"] & D,, des points de Heegner de
niveau divisant p"*!. On a alors la proposition :

5.6.4 PROPOSITION. La norme de Dyy1 a D, induit une application de Hp 41
a Hy. Elle est surjective pour n > 1. L’indice de T'rp o(Hy) dans Ho est égal
a L(E/K,, 1)~ (facteur d’Euler local en p).

5.6.5 REMARQUES. La définition couramment admise est de prendre le sous-
module de S,(E/D,,) engendré par les traces de K[p"] & D,, des points de Heeg-
ner de niveau p"*!. Malheureusement, ce n’est pas toujours gros ! L’énoncé de
Mazur dans [25] est incorrect : la condition a, = 2 mod p est inutile avec cette
définition et la surjectivité affirmée est fausse pour a, = 1 mod p. Essentielle-
ment, on a besoin des points de niveau p et de niveau 1 a la fois car la trace de
Hlp] & K de y, est un “multiple rationnel” (et non entier) de la trace de H[1]
a K.

5.6.6 REMARQUES. Placons-nous dans le cas ou I’hypothese de Heegner est
vérifiée et ou le rang de E(K) est strictement supérieur & 1. L’image de Hoo
dans E(K) est alors nulle. On peut construire un élément de Z, ® E(K)
de la maniére suivante (& condition que III(E/K)(p) soit fini, construction
de Kolyvagin-Solomon) : on choisit un générateur v de Gal(Dy /K) et v, sa
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restriction & D,,. Soit un élément z,, = (2,,) de Hoo dont la projection est nulle
(les z, se calculent en fonction des points de Heegner de niveau une puissance
de p). Alors

p”—l

Z /I:rY'rZ:L Zn

=0

converge dans lim S(D,,) vers un élément de S(K). Moins explicitement, cela
—

revient & résoudre I'équation zo, = (y — 1)z, dans S(Dy) et a regarder la
projection de z/ dans S(K). Le fait que cette équation admet une solution
vient de ce que 'application trace Q) ®S(DOO)GaI(DOO/K) - Q, ®§p(K) est un
isomorphisme. Il est possible que l'image de 2., dans E(K) soit encore nulle.

Il existe alors un entier r = rg tel que zoo = (7— 1)Tz((>2) et tel que la projection

de z((,g) dans SP(K ) soit non nulle. Cette projection donne un point non trivial
zi de Sp(K).

Soit € le signe de I’équation fonctionnelle de E/Q.

5.6.7 LEMME. Avec les notations précédentes, on a ¢(zx) = —e(—1)"¥ zx mod
torsion.
Cela se déduit de la relation ¢ = —ec modulo torsion pour un point de Heegner

1 1

et du fait que cye™r =~7".
Ainsi, zx appartient & Z, ® E(K)~(=D" ¢ On peut alors se poser un certain
nombre de questions. Entre autres :

1. Pour K fixé, peut-on relier les parités de rx =7 et de rg E(Q) ?
2. Comment varient les rx avec K 7

3. Est-il possible de trouver une base du Z,-module Z, ® E(Q) formée des
points zx pour certains corps quadratiques imaginaires Kg Cela “sig-
nifierait” que “le groupe de Mordell-Weil est engendré par des limites
p-adiques de points de Heegner méme en rang supérieur a 1”.

4. Si la réponse a la question précédente est vraie, peut-on espérer borner
la taille des corps quadratiques ?

5. Y a-t-il des relations “intéressantes” entre les différents zk, € Z, ® E(Q)

pour différents corps K; 7
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