DOCUMENTA MATH. 217

UBER DAS VERSCHWINDEN VON POTENZREIHEN MEHRERER

VERANDERLICHEN IN SPEZIELLEN PUNKTFOLGEN

KURT MAHLER

SUMMARY. This article is the second in a series of three papers that develops
the theory of transcendence now known as Mahler’s method.

ACKNOWLEDGEMENT. The article

K. Mahler. Uber das Verschwinden von Potenzreihen mehrerer
Veranderlichen in speziellen Punktfolgen. Math. Ann., 103:573-587,
1930.

is reproduced here with permission of Springer Nature Customer Service Center
(SNCSC). This material is excluded from reuse and has not been licensed under
the CCBY licence of the full work, no reproduction of any kind for this material
is permitted without permission from Springer Nature.

DOCUMENTA MATHEMATICA - EXTRA VOLUME MAHLER SELECTA (2019) 217-232



218 KURT MAHLER

Uber das Verschwinden von Potenzreihen mehrerer
Veriinderlichen in speziellen Punktfolgen.

Von
Kurt Mahler in Krefeld.

Die Elemente der gegebenen Matrix

Q= (0,,) (¢, 8=1,2,...,n)
seien nichtnegative ganze rationale Zahlen; es bedeute
Qk:(oﬁ) (e, =1, 2,...,7?.)
die k-te Potenz von 2. Wenn
2=12,,25,..4,2,)
n komplexe Verdnderliche sind, so werde mit
2= 0%
die Transformation
n %)
zc’,=ﬂzﬂ“5 (=12,...,n)
f=1

bezeichnet.

Von arithmetischen Untersuchungen her gelangt man zu folgendem
Problem:

»Die Koordinaten des Punktes z seien geniigend klein, so dafl die Werte

E(Q%2)
der Potenzreihe

_ % S B 8 b
E(Z)——th BroihgR1 +o+%p
=0

B=0
fiir geniigend grofles k konvergieren. Man bestimme die notwendigen und
hinreichenden Bedingungen fiir das Verschwinden dieser Werte:

E(Q%z).¢

Fiir gewisse Klassen von Matrizen © 148t sich diese Frage vollstindig
beantworten. In meiner Arbeit: ,Arithmetische Eigenschaften der Losungen
einer Klasse von Funktionsgleichungen“, Math. Annalen 101, zeigte ich:
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,Die charakteristische Gleichung
D(p)=i2—oE], E = Einheitsmatrix,
sel im Korper der rationalen Zahlen irreduzibel; sie besitze eine Wurzel o

groBer als Eins und als der absolute Betrag der anderen Wurzeln. Wenn
dann keine der Koordinaten von 2 verschwindet, wenn ferner

R ( 2:’1Z¢ log za,) <0

1st, wo die positiven Konstanten Z,, Z,,..., Z_ allein von der Matrix Q

n

abhingen, so folgt aus dem Verschwinden aller Werte:
E(Q%z)
mit grofem k das identische Verschwinden von E(z).“

Der Beweis dieses Satzes ist rein algebraisch und nicht schwer. Be-
deutend weniger einfach ist eine Untersuchung im Fall

00...0
0p0...0
.9 . | =0k,
00...9

wenn o > 2 eine natiirliche Zahl bedeutet. Dieser Fall soll in der vor-
liegenden Arbeit behandelt werden; es wird gezeigt:

»Die Zahlen z,, z,, ..., z, seien algebraisch, absolut kleiner als Eins
und von Null verschieden. Es bestehe keine Gleichung

22z =1
mit ganzen rationalen Exponenten, die nicht alle gleichzeitig verschwinden.
Dann folgt aus dem Verschwinden der Werte
E(Q%z)
mit groflem % das identische Verschwinden von E(z).“
Der Beweis benutzt als Hauptmittel den Thue-Siegelschen Satz; aus
ihm wird folgender Hilfssatz hergeleitet:

»Die n algebraischen Zahlen z,, z,, ,.., z, seien vom Absolutbetrag Eins.
Es bedeute ¢ > 2 eine natiirliche Zahl. Existiert ein Polynom

F(z, zy,...,2,)5=0

mit beliebigen komplexen Koeffizienten und eine positive Konstante « > 0,
so daB fiir grofes natiirliches % die Ungleichung

F(28, 28", ..., 22%) = O (e—2et)
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besteht, so gibt es n ganze rationale Zahlen e, ¢,,..., ¢,, die nicht alie
gleichzeitig verschwinden, so dafl
2.z =1
ist.“
Mittels dieses Hilfssatzes ist das angegebene Ergebnis sofort zu be-
weisen. Aus ihm wird im letzten Abschnitt dann noch eine arithmetische
Folgerung gezogen.

L
1. Es sei ¢ > 2 eine natiirliche Zahl, & eine algebraische Zahl vom
Absolutbetrag Eins und Grad 2. Zwischen den Basiselementen
@y, Wyy vvey W
des durch £ erzeugten Zahlkorpers K (&) bestehen Gleichungen
)
wewp =3 AP v, (¢, 8=1,2,..,h)
y=1
mit ganzen rationalen Zahlen 4*”; ihr absoluter Betrag habe das Maximum

A=, mex 0457,

%, B,7=1,2,.

Die Zahl & gestattet die Darstellung

f=tnto Thn (@ +0)

mit ganzen rationalen Zahlen a,. Ebenso ist fiir jedes natiirliche %

ok aPo +.. . +afw, ® __ ok
gt oot koo, (= ag* +0)

mit ganzen rationalen Zahlen a,,ﬁk) .

2. Es gibt eine natiirliche Zahl C, so daB

k
max (|a®]) < 0°

. a=0,1,...
ist,
Denn sind
7=bw,+..+bw, b= max h({ba]);
a=1,2,..., '
p— H — i
{=cao+...+ g, c=_ msx ()

zwei Zahlen in K (&), so ist offenbar

h h
Nl =dyo,+...+dyo,; d,=3 SAbc,;

a=1 =1

max h(}dyl) <h'dbe.

r=12,...
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Durch wiederholte Anwendung der letzten Ungleichung ergibt sich somit
die Behauptung, wenn
— 2 [
O=h'A_max (la,)
gesetzt wird.
3. Die Zahl 5 aus K (&) sei endlich; sie besitzt eine Darstellung
n=b1w,+...-'r-b;,ﬁ’ b,+0; (b= max }(ib )

bo =0,1,..., k" &

mit ganzen rationalen Zahlen b,. Dann gibt es eine positive Konstante ¢,
so daf entweder
£ — =0
oder
E—ylze 0
ist, wenn %k ins Unendliche wichst.
Denn sei die Zahl

== (af?by—ag® b)) w,+...+ (e by—a®b,) w,
= n= PICEN

von Null verschieden; dann sind auch ihre in bezug auf K (&) Konjugierten
¢ Cl f(h—l)
ungleich Null. Das Produkt
(agby)tel’ ... g

ist also eine von Null verschiedene ganze rationale Zahl, daher mindestens
vom Absolutbetrag Eins. Da nach 2. fiir jedes &

k
a0 20 8w, (08 (=01, k1)
a=1
iSty fOlgt h |
:g g (bh{ZZ%wng}h—lchgk)—l
a=1

und die Behauptung, wenn ¢, mit

h -1
o=(0"(22]w.)")

gleichgesetzt wird.

4. Die Zahl  sei in bezug auf K (&) vom genauen Grad d > 2.
Dann gibt es eine positive Konstante ¢,, so daB fiir groBes &

| Z e 07

ist. :
Diese Behauptung ist die unmittelbare Folge eines Satzes von C. Siegel.
Man vergleiche: Approximation algebraischer Zahlen, Math. Zeitschrift 10,
S.192. :
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5. Die Zahl 7 geniige der Gleichung
779”= 1,
wo #x eine natiirliche Zahl bedeutet. Dann existiert eine positive Konstante ¢,
so daBl entweder .
g'—n=0
oder

2 k+i
8 =0z e 07
1st, wenn k ins Unendliche wichst.
Es sind zwei Fille zu unterscheiden. Liegt erstens » in K(£), so

besteht nach 3. eine der Relationen
K+ Z

=0 oder 8=y 2 6,07 2,07
Liegt dagegen # nicht in K (&), so ist nach 4.

. oy Rt E
;5QA_77{ gcgo—-he T
In jedem Fall stimmt also die Behauptung.
6. Satz 1. Die algebraische Zahl & sei vom Absoluibeirag Eins.
Es bedeute 9 > 2 eine natirliche Zahl. Wenn die natiirliche Zahl k ins

Unendliche wdchst, so gtbi es zu jeder noch so kleinen positiven Kon-
stanten ¢ eine natirliche Zahl ky(e), so daf fir k >k, entweder

=1
oder .
|68 — 1] = emee*
2st.
Es besteht die Zerlegung
. 0% —1 e ‘2qj1i
2 1= (eer_ ger ),
q=0

wo x eine beliebige natiirliche Zahl bedeutet. Da & vom Absolutbetrag Eins
ist, so sind alle Faktoren in dieser Zerlegung beschrinkt. Es gibt eine allein
von x abhingige positive Konstante c,, so da8 fiir jedes % von den Faktoren

2gq7e
hk—%
&~ "

héchstens einer absolut kleiner als ¢, sein kann. Nach dem vorigen Ab-
schnitt besteht fiir ihn eine der Relationen

X 2qni X R x—
e Drek Taw —2h
E 77— e e =0 oder [£—ge” !>, 07

Somit ist mit einer positiven Konstanten ¢;, die allein von &, g, » abhingt:

olx

2
5

1ok g ‘ 2ot
16 —1{=0 oder =¢,C .

DOCUMENTA MATHEMATICA - EXTRA VOLUME MAHLER SELECTA (2019) 217-232



ON THE VANISHING OF POWER SERIES 223

578 K. Mahler.

Sei jetzt ¢ eine beliebig kleine positive Konstante. Es werde die
natiirliche Zahl x so groB gewihlt, da8

2ho *logC< 5

ist. Fiir geniigend groBles k gilt dann entweder
£ —1=0
oder .
——pk
16— 1 2 e 7T 2 oo,

was zu beweisen war.

II.

7. Es sei r >2 eine natiirliche Zahl und z,, z,, ..., z, n komplexe

Verinderliche.
Die allgemeinste rationale Lésung der Funktionalgleichung

F(z,z,...a,)=F (21 2;...2,)
ist eine Konstante.
Zum Beweis geniigt es zu zeigen, daB F(z,2,...z,) nicht von z,
abhéngt. Sei

{
) Ay @y .. )2
4 =0

F(xlx.z...xﬂ)=xly‘ -,
2 Bp(x,...z)2f
=0

wo
Af(z,...z), «=01,..,u; Bﬂ(x.:...xn), p=01,...,»

Polynome in 2,, z,,..., 2, sind. Ohne Einschrinkung sei
Ay (zy...2,)=F=0, By(z,...2,)==0

angenommen. Wegen der Funktionalgleichung ist alsdann

L u
A, (xy...x,)zf S A, (xy . ozl
0

2k &= a0

1 v
S Bp(%y...%,) zf
B=0

. .
2 Bg(x]-. ) xfa
f=0

Das ist aber nur dann méglich, wenn

A=ri, 2=0
ist und alle Polynome

4, (zy...2,), «>1; By(z,...2,), =1
identisch verschwinden. Somit nimmt F(z,z,...z,) die Form an:

Ao(2y. .. 7,)

F(z,2,...2,) =Bz

und ist in der Tat von 2, unabhingig.
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8. Die allgemeinste algebraische Losung der Funktionalgleichung
F(x,2,...2,)=F (2 2;...2,)
ist eine Konstante. _

Die Funktion F(z,z,...z,) geniigt einer Gleichung
Flz,zy...2,) 4+ 4, (2,2,...2,) F(z,2y...2,) "+ ... + 4, (2,2,...2,) = 0;
die Koeffizienten

A, (z,2,...2,), ..., 4, (2,2,...2,)
selen dabei rationale Funktionen von z,,z,,..., 2, und die vorige Glei-
chung werde im Korper der rationalen Funktionen dieser Verdnderlichen
als irreduzibel angenommen. Aus der Funktionalgleichung ergibt sich die
weltere algebraische Gleichung
F(z,2,...2,) + A (2125 ...20) F(2,2,...2,) " +...+ 4, (2] 25...27) = O
und diese muB wegen der Irreduzibilitit mit der ersten identisch sein.
Also geniigen ihre Koeffizienten der Gleichung

A, (zizy...x,) =4, (2,2,...2,) “A=12,...,0)
und sind daher Konstante, ebenso auch die Funktion F (2,z,...xz,).

9. Die allgemeinste von Null verschiedene algebraische Lésung der
Funktionalgleichung

F(z,2y...2,) = F(z,2:...2,)
ist von der Form
[ 2 én

Fla,z,...x,))=nz ' 25" .. 2.

Dabei bedeutet 5 eine (r —1)-te Einheitswurzel und

€, €...6,
n rationale Zahlen. .
Zur Abkiirzung sei gesetzt
0
7z, Flz,2,...2,)
Fl(xlx?...x")=xlm (l’:l, 2, ’l’l)

Durch Differentiation der Funktionalgleichung ergeben sich die Bezichungen
F(z,7,...2,) = F(z]2r...2]).
Aus ihnen folgt nach 8., daB die algebraischen Funktionen

Fz,2,...2,) (I=1,2,...,n)
konstant sind, etwa
Fz2,...2,)=¢ (I=1,2,...,n).
Dieses System von » Differentialgleichungen fiir F (z, z,...2,) besitzt als
allgemeinste Losung
F(z,2,...2,) = nzyzs... 2
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mit einer weiteren Konstanten 7, die ungleich Null sei. Aus der Funk-
tionalgleichung ergibt sich, daf
v—1
3 =1

ist, und weil ferner F(2,,...x,) algebraisch ist, so miissen die Exponenten

€5 €55 .0ns €,

rationale Zahlen sein.

10. Satz 2: Die n algebraischen Zahlen z,,z2,,...,z, seien vom
Absolutbetrag FEins. Es bedeute o > 2 eine natiirliche Zahl und o eine
positive Konstante. Wenn dann etn Polynom

Fla,2y...2,)=0

mat beliebigen komplexen Koeffizienten existiert, so daf fir grofes natiir-
liches k die Ungleichung

F(ka&fk...zﬁk) =0 (e—-ugk)

besteht, so gibt es m ganze rationale Zahlen, e, e,,...,e,, die nicht alle
zugleich verschwinden, so daf
' 2zt =1
X1

Das Polynom F(2,z,...z,) ist offenbar nicht von allen Verinder-
lichen frei, denn eine nichtverschwindende Konstante kann den Voraus-
setzungen nicht geniigen.

Aus der Menge aller Polynome F(z,%,...2,)==0, die einer Beziehung

P(af 28" 28" =0 (e

mit einer positiven Konstanten ez, die von dem betreffenden Polynom
noch abhéngen kann, geniigen, werde die Polynom-Teilmenge heraus-
gegriffen, fiir die der grofte Index, fiir den die Veréinderliche , noch
wirklich, also mindestens zur ersten Potenz in F(z,2,...z,) vorkommt,
gleich einer mdglichst kleinen Zahl, etwa gleich g, ist. Diese Teilmenge
ist gewill nicht leer, wenn es iiberhaupt Polynome gibt, die den Voraus-
setzungen geniigen.

. Aus der vorigen Teilmenge werde alsdann ein Polynom F*(z,z,...x,)
herausgegriffen, das die Verinderliche z, zur niedrigsten, etwa f-ten Potenz
enthdlt: f>1. Auch ein solches Polynom gibt es.

Das Polynom F*(z, z,...x,) befriedigt fiir groBes % die Ungleichung

F*(z,2,...2,) = O (e-a"et)

mit einer positiven Konstanten «*. Es lassen sich zu F* (2, z,...2,) zwei
Polynome Fy' (2, z,...z,) und F; (z,z,...z,) mit endlichen Koeffizienten
konstruieren, die folgende Eigenschaften haben:
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a) Beide Polynome verschwinden nicht identisch.

b) Das Polynom F, (z,2,...2,) enthilt keine der Verinderlichen
z,; das Polynom Fj (z,z,...7,) dagegen ist von den Ver-
x, frei und enthilt », zur (¢ —1) f-ten Potenz.

Ty Typns oo

anderlichen Typpreens

c) Das Polynom
F* (2 2,...2,) = Fy (2,2...2,) F* (2228 .25+ Fy (2,2, ...x,) F* (z,2,...,)
415+ +» &y, frei und enthilt x, hchstens zur (f—1)-ten Potens.
Die Zahl k wachse jetzt iiber alle Grenzen. Alsdann ist

ist von z

*

F*(sz...sz)=0(e_°"9k); Fr (22 28%) = 0(e™™?);
Fre.. 28Y=0(1), Fr@f..22=0()
und also auch
%%, ofF of oF e
F % (28 25 ...2; )=0(e ).
Diese Beziehung kann aber nur dann gelten, wenn F**(z, 2,...,) iden-
tisch verschwindet. Daher besteht die identische Gleichung:

Fl(a,2,...x,) F*(2f2l.. . 28) + Fy (2,2,...2,) F*(2,2,...2,) = 0.
Nach dem Fundamentalsatz der Algebra zerfillt das Polynom
F*(z,%,...2,) in die Faktoren

o i
F* (xlz.z...xn)s%(xl...xg_l)lg(xg—q;l(xl...zg_l)),
wo @,(z,...2, ;) ein Polynom, die Ausdriicke

P (@ ey _y)s s @p(2y 2y _y)
algebraische Funktionen der Verénderlichen 2, z,,..., g1 sind. Analog
besteht die Zerlegung

F*(2f2f.. . 28) =@y (2f... 25-1) ]_e]f(xg— Y, (2,...2,_,)),
wo die Ausdriicke =
v, (2, .. z,_ 1)s oo %f(x z,_ 1)
algebraische Funktionen in denselben Verénderlichen sind. Bei geeigneter

Wahl der Indizes sind die beiden Reihen algebraischer Funktionen durch
folgende Relationen verbunden:

2pat 1 Ai=12,...,f

Yolim1) (..., _j)=¢e ¢ |_<pe (zf.‘.xg_l)]e ( _ 1’2“ o )
Die obige Identitit besagt aber, daB F* (2f z§ ... 2¢) durch F*(z,2,...x,)
teilbar ist, wenn beide nur als Polynome in z, aufgefalt werden; das ist
nur dann méglich, wenn jede der Funktionen

P2y ®y_y)s oo @@y Tyy)
Mathematische Annalen, 103. ) 39

&
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mit einer der Funktionen
’1”1(‘”1---%‘1% e zpef(xl...xg_l)

identisch ist. Also ist auch jede der Funktionen

@, (xl...xg_l)e, . (pf(xl...xg_l)‘"

mit einer der Funktionen
@y (2L xfa)s s @i 25 )
identisch. Das besagt, da jede der Funktionen
@ (2.2, 4) (t=12,..,f)
einer Funktionalgleichung
P (2, %y @y 1) = @ (2] @525 1) (I1=12,...,f)
geniigt, wo r eine natiirliche Potenz von g ist. Die Losung einer solchen
Gleichung ist aber entweder Null, was im vorliegenden Fall durch die

obigen Minimum - Annahmen ausscheidet; oder jede der algebraischen Funk-
tionen @, (x,...z,_,) ist von der Gestalt

g—1
tpl(xl...xghl):nlxle(xl’...x;(é‘;l (I1=1,2,..,f)
mit rationalen Exponenten .
el el ... e;l_’l (I1=1,2,..,1),
wihrend die Konstanten
Mas Masoeos Wy

gleich Einheitswurzeln sind. Ohne Einschrinkung seien letztere etwa als
d-te Einheitswurzeln vorausgesetzt.
Die Funktion F*(#,z,...2,) nimmt somit die Form an:
4 O] Q)
F*(z,2,...2,) = @, (xl...xg_l)lg (xg — ...x;y_—ll)

und hieraus ergibt sich die Ungleichung:

k '3 i % . l} z ;
@ (28 ...z;’_,)lg(m E —1)=0(ee); =22 2227 1=12...1).

Sei ¢ eine positive Zahl, die der Ungleichung

a¥®
0<8§W

geniigt. Ferner werde gegen Satz 2 vorausgesetzt, daf keine der Zahlen
g1, g1, L, -1

fiiv geniigend groBes k verschwindet. Nach Satz 1 besitzt jede der Un-
gleichungen '
0< g —1]Le s (1=1,2,....f)
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nur endlich viele Losungen; fiir geniigend groBles k ist folglich erst recht:

]nlffk-—ligcse—eek (1=1,2,...f)
und also auch

I r & ! .
1l][(’71§l -1) 2 e 2
=1
wenn ¢, eine gewisse positive Konstante bedeutet. Infolgedessen ist auch:

8 g
qoo(sz...zftl) = O(e 2 ¢ )
Diese Ungleichung widerspricht aber den Minimum-Annahmen iiber

das Polynom F*(x,x,...,), so daB man zu einem Widerspruch gelangt.
Also muB mindestens eine der Zahlen

e —1 (I=12,...,f)
fiir geniigend groBes % gleich Null werden, wie Satz 2 aussagt.

L
11. Satz 3. Die Potenzrethe
E(z2,...2,) *20 h‘—v'oBh' T
konvergiere in der Umgebung des Nullpunktes. Die n algebraischen Zahlen

215255 e0es 2y

seien von Null verschieden und im Innern des Einheilskreises gelegen. Es
gebe m < n algebraische Zahlen

Brde e B
2wischen denen keine Gleichung

[ em —
1 2 m

besteht, wo die Exponenten ganze rationale Zahlen sind, die micht gleich-
zeitig verschwiriden; es ser

zlzalq;l“_ ;i'ml (Z=1, 2,...,'"/)
und die Mairix .
(@) . Ai=12,...,m
9 1=1,2,....n

habe nur ganze rationale Elemente und den genauen Rang m. Weiter
bedeute 0 > 2 eine feste natiirliche Zahl.

Wenn dann
E*(ty...2)=E(2,...2,), ry=rpt...pm (I=12,...,n)

n
als Funktion der Verdnderlichen

Lilo - L
39*
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nicht identisch verschwindet, so gibt es eine positive Konstante y und etne
Folge ins Unendliche wachsender natirlichen Zahlen k, so daf

| EGEE...285) > e e

28t —
Als Funktion der Veridnderlichen
Lilae- L
wird
E(x,z,...2,) =b2 §$b,...bm§1’ e Lhm
oder

E(xlxg...zn)=%’Eg(gl...gm);
ER(I1-~~€m)=f)2---£}2§85,...5m?§1’--~€,fl.”‘-

ibf‘]...srz”‘;=R
Offenbar entspricht nur den Gliedern
BR,, R, R,, ... (1>R,>R,>R,>...20)

einer gewissen abzihlbaren Folge wirklich ein Summand Eg (g, ...z,,)==0.
Jetzt werde angenommen, daf bei geeigneter Wahl der Indizes die
Zahlen

log {3}, log{els - 10g fsi
in bezug auf den Korper der rationalen Zahlen linear unabhéngig sind, daB
dagegen die Zahlen
10g {3 _ns1ls +oo 10g |5
von ihnen linear abhingen. Dann gibt es 2 komplexe Zahlen
Lls-e G,

vom Absolutbetrag Eins, die keiner Gleichung

orp. =1
mit ganzen rationalen Exponenten, die nicht gleichzeitig verschwinden,

geniigen, so daf
Brnar = B0 Bl (I=12,.. &)

mit rationalen Exponenten
€y Cm_ny (1=1,2,...,h)

ist. Mit ihrer Benutzung geht E, (3¢"...3<") tiber in
x x E e ey —
B30 38) = (3 3l (0 TR (8 ).

'm—h
Dabei ist
8% it | = B
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die Zahlen x,, x,, ..., %, sind nichtnegativ und ganz rational, und der Aus-
druck Ep(¢8... ¢f") ist ein von k unabhingiges Polynom Ex(Z,... Z,)
in den Werten . .

Z2,=t2...2,=10}.
Offenbar verschwindet dieses Polynom dann und nur dann identisch, wenn
Er(z,...z,) selbst identisch verschwindet.

Von jetzt ab sel angenommen, dal die Reihe
B,y ...2,) = B* (5 .- 1)

als Funktion der Veridnderlichen

gl ot gm
nicht identisch verschwindet. Offenbar gibt es dann auch eine Funktion
ERv(gl i gm)

vom kleinsten Index, also grofitem R, die nicht identisch verschwindet
so dafl auch

Er,(Z,...Z,)
von Null verschieden ist. Nun ist

By (3. 82) = 0(R%)

Ry
und daher fiir grofes & die Summe
o2 En 638
von der GréBenordnung
0 (R%,).
Andrerseits ist nach Satz 2 fiir eine Folge ins Unendliche wachsender
natiirlicher Zahlen & bei beliebig kleinem festen positiven &:

[ER, (¢ ... 08|z
und somit auch i i
]ER,(&Q 5;;1)[2 R? e,
Folglich ergibt sich, wenn noch 2 ¢ = log RR” gewihlt wird, fiir die Folge k:

v4+1

(B(zf )| =BG 58) | 2 (BB, )Y + 0 (RS )= B,

v+1’

w. z. b. w.
IV.

12. Der letzte Satz entspricht genau dem Satz 1 meiner Arbeit:
Arithmetische Eigenschaften der Lésungen einer Klasse von Funktional-
gleichungen (Math. Annalen 101, S.351). Auf analoge Art wie dort kann
auch aus ihm ein Transzendenzsatz erschlossen werden, weshalb ich auf die
Durchfiihrung des Beweises verzichte. Das Ergebnis lautet:
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586 K. Mahler.
Satz 4. Es ses 0 > 2 eine feste natirliche Zahl,
Flr,zy...0)=3... XA szl .. M
h=0  hy=0
erne in der Umgebung des Nullpunktes konvergente Potenzreshe in den
n Verdnderlichen x,, x,, ..., x, mit algebraisschen Koeffizienten aus einem

endlichen Zahlkérper. Die Funktion F(z,x, ...z,) geniige einer Funktio-
nalgleichung

Zé'za,(xl Zy...2) F(z,2,...2,)"
F(oizy .. xl) == 1< m<o),

b (2. ) F(2,2, ... 2,)°

=0

wo die a,(z,...2,), b (x,...z,) Polynome mit endlichen algebraischen
Koeffizienten sind. Die beiden Polynome

m
l_zo'al(xlxg‘..xn)ul, b (2,2, ...2,)u

seten in allen Verdnderlichen teilerfremd; mindestens eins besitze den ge-
nawen Grad m tn u; thre Resultante in bezug auf u sei gleich 4 (2, z, ... x,).
Die m algebraischen Zahlen

252, ey 23 0<lzl <1 (1=1,2,...,2)

sezen von der Gestalt

z, = i, gamt (t=1,2,...,n),
daber seren

81’ 8‘2’ e am

m algebraische Zahlen, zwischen denen keine Beziehung

S5 g =1
mit ganzen rationalen Ezpomenten, die micht gleichzeitig verschwinden,

besteht; die Matrix .
i=1,2,...,m
(22) l:1,2,...,n)
besttze ganze rationale Elemente und den genauen Rang m. Ferner ses

angenommen, daf3 keine der Zahlen

4828 ... 28 (k=0,1,2,...)
verschwindet. Wenn dann

F*(zy...1,) = F(z,2,...2,), T, ==ghi.. . pla ' (I=1,2,...,n)
als Funktion der Verdnderlichen
LEER STIRERTI

nicht algebraisch ist, so stellt F(z,z,...z,) eine transzendente Zahl dar.
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Im Falle m =1 laBt sich sogar zeigen, daB es sich um Nicht-
Liouvillesche Zahlen handelt.

13. Aus dem vorigen Satz lassen sich z. B. diese Folgerungen ziehen:

a) Die von Null verschiedenen algebraischen Zahlen z,,z,,...,2,
logz,
logzg
sei gleich einer ganzen rationalen Potenz von ¢. Ferner seien Z,, Z,, ..., Z,
n von Null verschiedene algebraische Zahlen. Dann stellt der Ausdruck

seien im Inmern des Einheitskreises gelegen; keiner der Quotienten

.Z’Zld)(zl); Q)(x):fze"
=1 =0

eine transzendente Zahl dar.
b) ¢ (h) sei die Quersumme von % im g-adischen System; es sel

¥(z)=Yq(h)z".
#=0
Dann ist unter den gleichen Voraussetzungen wie in a) die Zahl

n
Igf Z,Y¥(z)
transzendent.
Diese Beispiele lassen sich beliebig vermehren.

Krefeld, im Herbst 1928.

(Eingegangen am 8. 5. 1929.)
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