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234 KURT MAHLER

Arithmetische Eigenschaften einer Klasse
transzendental - transzendenter Funktionen.
Von
Kurt Mahler in Krefeld.

In dieser Arbeit soll folgender Satz bewiesen werden:
»Die Elemente der quadratischen Matrix

Q=(0sp), QF=(a3), (p=1,2,...,n)

selen nichtnegative ganze rationale Zahlen. Die zugehorige charakteristische
Gleichung

®(0)=|Q—90E|=0, E= Einheitsmatrix,
sei im Korper der rationalen Zahlen irreduzibel und besitze eine Wurzel g,,
die gréBer als Eins und der absolute Betrag der andern Wurzeln ist. Fiir
groBes k ist dann asymptotisch

Q",\,er, r=(6wﬁ) (Ot,ﬂ=-‘1, 2’“~a ’ﬂ/),

wobei die Elemente der Matrix I positiv sind. Bedeuten z,,2z,,...,2,
n komplexe Verdnderliche, so sei mit

z(k): ka
die Transformation
(&) L Oa(a%
2 =]Zzﬂ (e=1,2,...,%)
B=1

bezeichnet.

Weiter seien
a,>0, a,>0,...,a,>0

m algebraische Zahlen und
B(2)=0, b,(2)=0, ..., b,(x)=0

m rationale Funktionen in den z, mit algebraischen Koeffizienten, die
fiir z,=.,.=2,=0 verschwinden. Die Potenzreihen

fu(2)=3 ... 3 pzt.z (u=1,2,...,m)
h=0 =0
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sollen den Funktionalgleichungen

f[l(z)—_—a’yfy(gz)_’_bﬂ(z) (/"3132"”/'”)
geniigen und es seien ihre Taylorkoeffizienten gleich algebraischen Zahlen.
Ferner bestehe zwischen ihnen keine algebraische Funktionalgleichung

F (£, (@) £, - fu(2) |2) = 0,

& (wy, Wy, ..oy 0, [2)
nicht identisch verschwindet.
Wenn dann die m algebraischen Zahlen 3,,3,,..., 3, den Ungleichungen

bt dmt 00 R( Jeuylogay) <O
geniigen, wenn ferner die Nenner der rationalen Funktionen
by (2), by(2), .-, b, (2)

3 Q3, Q%3 ...
gleich Null sind, so sind die m Zahlen

f1(3) £2(3)s -5 Fu(3)

algebraisch unabhingig in bezug auf den Korper der algebraischen Zahlen,
" 4. . es besteht zwischen ihnen keine algebraische Gleichung mit algebra-
ischen Koeffizienten.“

Bei den betrachteten Funktionen herrscht also vollstindige Analogie
zwischen der funktionentheoretischen und arithmetischen Unabhingigkeit.
In der Arbeit wird der genannte Satz kurz als Hauptsatz zitiert.

wo das Polynom

in keinem der Punkte

Das erste und zweite Kapitel bringt zunichst einige funktionentheo-
retische Entwicklungen iiber die Unabhingigkeit der Funktionen f, (2);
hierfiir werden notwendige und hinreichende Bedingungen aufgestellt. Das
dritte, vierte und fiinfte Kapitel bringt dann den eigentlichen Beweis fiir
den Hauptsatz, der folgendermafen verliuft:

Seien mit #y,...o, endlich viele, etwa genau 1 Parameter bezeichnet,
und sei

F(z)t)= %t%,._% () fn(2)™

ein Polynom in den Funktionen f,(z). Alsdann besteht bei beliebigem
natiirlichen % die Funktionalgleichung

F(z|t)= F(Q*2[1®),
und zwar gehen die Werte £ , aus den Werten ls,...x, durch eine homo-
gene lineare Transformation hervor, deren Koeffizienten auBer von %k noch
von den Zahlen z, abhingen. Es sei 3 ein fester Punkt in u und 1.4,

DOCUMENTA MATHEMATICA - EXTRA VOLUME MAHLER SELECTA (2019) 233-274



236 KURT MAHLER
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ein festes System von Zahlen, die nicht alle verschwinden. Dabei ist u die
Menge aller Punkte z, die den Ungleichungen

n
2,2,...2,+0, %(ﬂ%clﬂlogzﬂ><0,

bi(Q%2) +0, b (Q2) 0, ..., bi(R2)+0  (£=0,1,2,...)
geniigen und b, (z) bedeutet den Nenner der rationalen Funktion b, (2).
Mit t¥ , seien die zu £ und zu den Werten %, gehorigen linear Trans-
formierten der Zahlen t, ., bezeichnet. Ferner werde

A(z[t)~0(3|t) oder A(z|t)+0(3]t)
geschrieben, je nachdem ob fiir alle geniigend groBen %
4(2%3]t™) =0

ist oder nicht; dabei sei A (z|¢) ein beliebiges Polynom. Dieser Aquivalenz-
begrifi geniigt den folgenden Regeln:
3) Aus A(z|f)~0(3]t), B|f)~0(]9) folgt AGlD)+ B~ 0 (31
b) Aus A(z]#) ~0(3]t), B(2]2) beliebig folgt A(z|t) B (z[t) ~ 0 (3]1).
) Aus A(z[t)~0(3]t) folgt A(2]z)~0(3*|t), wenn 3* in u liegt.
@) Aus A1)+ 01, Beli) +0G]Y) folgt A(|)B ()1 + 01

Seien jetzt alle Annahmen des Hauptsatzes erfiillt; in einem geeigneten
algebraischen Zahlkorper, etwa K (s) vom Grad K, liegen dann gleichzeitig
die Werte 34, ta,...q,, @, die Koeffizienten der Funktionen b'u (), und die
der Funktionen f,(z). Vermdge der angegebenen Eigenschaften der » Aqui-

valenz“ 148t sich dann zeigen:
nZu jeder geniigend grofen natiirlichen Zahl p gibt es p 4 1 Polynome
) . A, (2]2) (A=0,1,...,p)
mit folgenden Eigenschaften:
A. Die Polynome sind in den z, und den ls,..., hOchstens vom Grad p.
B. Thre Koeffizienten sind Zahlen aus K (s).

C. Es ist
%y (211) + 0 (3] £)
D. Die Potenzreihe

» 0 0
C|)=3W(z|t) F(z|t)* =3... 3G 5. (8) 2. . .20
k=0 k=0 hy=0
besitzt als Koeffizienten Polynome in den #,, . .,,; fiir

n
3-— 14>

byt byt ..+ B, L2 2y *—1
... (8) ~ 0 (5] £).

ist

85%
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Aus diesem Satz folgt weiter durch einfache Abschitzungen:
1. Ungleichung. Ist p eine geniigend groBe natiirliche Zahl und durch-
1auft £ eine unendliche von p abhingige Zahlfolge, so ist
%, Q%3] t¥)| Zeore
mit einer positiven Konstanten ¢,, die von » und % nicht abhingt.
2. Ungleichung. Ist p eine geniigend groBe natiirliche Zahl! und
liegt k& oberhalb einer von p abhingigen Schranke, so ist
|€(2"5] 7)< oo ek
mit einer positiven Konstanten c¢,,, die von p und % nicht abhingt.
Sei jetzt der Hauptsatz falsch; dann gibt es also Werte der Para-
meter t, .. .., aus K(s), so daB

F(*3t) = F(311) = 3 tuan (8- fn ()™= 0
ist. Wie auch die natiirlichen Zahlen p und % gewihlt werden, muf also
E(Q%3]t7) = 9%, (2"3/t®)

sein, und das widerspricht den beiden letzten Ungleichungen. —
Das letzte Kapitel bringt als Anwendung auf die Reihe

Shol,
h=1
@ >0 reelle quadratische Irrationalzahl, den Nachweis ihrer funktionen-
theoretischen Transzendental-Transzendenz.
Wegen des Beweises in dieser Arbeit sei auf meine beiden friiheren
verwiesen: ,Arithmetische Eigenschaften der Lésungen einer Klasse von
Funktionalgleichungen“ und ,Uber das Verschwinden von Potenzreihen

mehrerer Veranderlichen in gewissen Punktfolgen“, beide in den Mathe-
matischen Annalen.

1. Die quadratische Matrix
Q=(0,p) (e, 6=1,2,...,m)
besitze folgende Eigenschaften:
a) Die Elemente o,, sind nichtnegative ganze rationale Zahlen.
b) Die charakteristische Gleichung

04370 0Oy e Opy !
o, 03— 0Q ... O }
= |01 2 -
Ple)=™ ™ o =0
0,, 0,s oun—g!

ist im Korper der rationalen Zahlen irreduzibel.
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¢) Thre Wurzeln g,, 05, ---, 0, sind simtlieh versehieden und geniigen

der Ungleichung ‘ o
0, > max(1,]0,], |0s]s -+ [00l)-

Unter diesen Annahmen besteht fiir die k-te Potenz

Q* = (05%) (e,f=1,2,...,n)
von Q fiir groBes natiirliches & die asymptotische Darstellung
QF~ okrl.
Die Matrix
M= (c.p) (¢, =1,2,...,1m)

hat dabei lauter positive Elemente und den genauen Rang Eins; die
Glieder einer Zeile oder Spalte sind linear unabhingig in bezug auf den
Korper der rationalen Zahlen.
Tst 2= (2,2 -, 2,) ein Punkt im n-dimensionalen Raum mit be-
liebigen komplexen Koordinaten, so bezeichne
z(k) = Q¥,

den Punkt mit den transformierten Koordinaten

z&k)——:ﬂzg“” (a::l,2,...,%>-

Es ist
QB (QRz) = QB
Die Punktmenge

(
RA) <0, 2,2...2,+0, A= 3¢, logz,
£=1

heiBe 1I. Nur fiir die Punkte von U strebt mit wachsendem % jede der
n Zahlen z¥ gegen Null, ohne jedoch je diesen Wert wirklich anzunehmen.
Liegt z in U, so geniigt jedes Potenzprodukt

zik)hxzék)h;_ CLE
mit rationalen Exponenten der asymptotischen Gleichung
n
Iog(zik)hxzék)hz“.z’(‘k)hn>NHAef, sz%ﬂka,
a— n

und zu zwei verschiedenen Produkten gehoren auch verschiedene Zahlen H *).
2. Die m Funktionen

SIS () 2O MO
f(2)=23 3. 3t ez (#=12,...,m)
2i=0 hy=0 k=0

1) Siehe das erste Kapitel meiner Arbeit: ,Arithmetische Eigenschaften der
Lésungen einer Klasse von Funktionalgleichungen, Math. Annalen 101, 8. 342,
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seien gleichzeitig in einer Umgebung des Nullpunktes regulir; die u-te
von ihnen geniige der Funktionalgleichung

f.(2)=a,f,(Q2)+b,(2) (p=1,2,...,m),

s Uy eory By
m Zahlen ungleich Null und

b,(2), By(2), - by(2)
m rationale nicht identisch verschwindende Funktionen in den z, sind, die
im Nullpunkt 2z, =2,=...=2, =0 gleich Null sind. Es gebe ein nicht
identisch verschwindendes Polynom
Flwywy...w,|2,2,...2,) =F(w, w, ... w,,|2)
mit endlichen Koeffizienten, so da8 die Funktionalgleichung

F(£@), [o(2)s .- s [, (2)]|2) =0

wobel

besteht.
3. Von zwei Produkten
Aoe...an(2)Wr w3 ... wa',  Azz,...5.(2) wEwd .. wi,
WO Aga,...0n(2)3=0 und Az;,..5,5=0 Polynome in den z, und die Ex-
ponenten «,, &, nichtnegative ganze rationale Zahlen sind, heie das erste
von hoherem Rang als das zweite, wenn die erste nichtverschwindende der
Differenzen
Oy — Ty Oy — Ty, «ony & — Oy
positiv ist; sind alle gleich Null, so heiien sie von gleichem Rang.
Ferner heifle ein Polynom
&(wywy ... w,|2)==0
von héherem Rang als ein zweites Polynom
T (wy, ... w,|2) =0,
wenn der Summand héochsten Ranges des ersten bei der Entwicklung nach
Potenzen von w,,w,,...,w, hoheren Rang hat als der entsprechende
Summand des zweiten Polynoms; sind beide Summanden von gleichem
Rang, so seien auch die Polynome von gleichem Rang genannt.
Eine Folge von Polynomen

Sy (0050, ]2), Ty, 0,]2), -

in der jedes folgende Glied niedereren Rang hat als das vorhergehende, muf
offenbar im Endlichen abbrechen.

4. Nach Voraussetzung gibt es ein Polynom
F(w,w,...w,|2)==0
F (£, (2); f2(2)s o es [ (2)]2) = 0.

mib
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Ohne Einschrinkung kann der Rang desselben moglichst klein angenommen
werden. Offenbar muB es eine der Verinderlichen w, mindestens zur ersten
Potenz enthalten.
Neben der Gleichung
F ), F2), .., [, (2)|2) =0
besteht die weitere Gleichung

F(£(Q2), [,(R2), ..., [, (Q2) | Q2)
_ %(A(z)—bxz)’ AORNON M;Qz) o

a, ay a,,

Das Polynom
c?}('wl'“bx(z) w, — by (%)

ay Qg

.y

wm—bm<z)1

y

hat denselben Rang wie das Polynom
F(wyw,y...w,12);
es gibt daher eine rationale Funktion
F*(2)==0
in den Veriinderlichen 2, allein, so daB die Differenz

%(wl"_bx(z) w, — b, (2) wm'—abm(z) QZ) ——%*(Z)%(wxw%"'w"liz)

al b ag EARS |

niedereren Rang hat. Nach der Minimalannahme iiber & (w,w,...w,,|2) ist

das nur dann moglich, wenn diese Differenz in allen Verénderlichen iden-

tisch verschwindet, und somit ist

& (w‘ af‘(z), =2 a:”(z), cees ?fl‘—zi—"ﬁiz—)gQ% =F*(2)F(w,w,...w,|2).

5. Aus den friiheren Annahmen folgt, daB keine der Funktionen £,(2)

identisch verschwindet. Da $(w,w,...w,,|2z) eine der Verinderlichen w,

von mindestens erstem Grad enthilt, so miissen in der Entwicklung

| %% [
%(wlw‘z“'wmgz)=2A¢1a2...am<z)w11we oo Wy
-3
nach Potenzen von w,, w,, ..., w,, mindestens zwei Summanden
@, O - &, @ &
Apa,..an(2) Wi ws* . W'y Aga,...5n(2) 000 We

verschiedenen Ranges und mit

Aalaz...am(z) $ 0: AE;'&1~--5m(z) $ 0
vorhanden sein. Fiir sie seien diejenigen vom hdchsten und einerhéchsten
Rang ausgewihlt. Die erste nichtverschwindende der Differenzen

O — By, Oy By, oo, 0, — &,

ist positiv; eine von ihnen verschwindet wirklich nicht.
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Mit « sei die Summe aller positiven Differenzen «, —&,, mit & die
Summe aller negativen Differenzen @, — &, bezeichnet; offenbar ist
ex>1, a£0.
6. Es seien drei Fille unterschieden.
1. Fall. Mindestens eine der Zahlen ¢ und —& ist grofler als Eins.
Sei etwa « > 2; ferner mdge «, — &, > 1 sein. Damnn ist

st tan—1
P F(w w, ... w,|2)

i1>(u71w2...wm{z)Eaw1 o

=t '“m!Atz,ocz...am(z>wy:

da alle anderen Summanden herausfallen. Es besteht die Funktionalgleichung

wy—b(2) w,—b,(2) W, — b, (2)
QJ( PR PRI . Qz)
=a@...a " apr FF(2) O(wyws... wp|2)

oder ausgeschrieben
b (z) & Qg — U
Ao, .0, (2 )(ﬁ“—) a...a," . -y %‘*(Z)Aam---am(z)w;v

Diese Gleichung ist aber gewif falsch, da b,(2) nicht identisch verschwindet.
Genau so gelangt man zu einem Widerspruch, wenn & < — 2 ist.

2. Fall. Die beiden Zahlen ¢ und — & sind gleich Eins.
In diesem Fall sei etwa

u#———&#:l, ¢, —&,=—1, w>v,

wahrend alle anderen Differenzen verschwinden. Dann ist

am1+ug+.‘.+mm~—1

=& (w0, w,]2)

¢ o e e 2) =
(0, w, .0, [2) ? Bw;‘f‘—l. .. Bw

S
=t 0V Ayo. 0n(2)Wat &8 @ ... 8! Az 5, 5.(2) Whs

da die anderen Summanden wieder herausfallen. Es besteht die Gleichung

o(B=h() moh@) | woh)g,)

a, ’ ay P a,
=a...apt agr FF(2) O (wyw,. .., |2)

oder ausgeschrieben
—b,(2) b, ()
wleyl...e,l Ao, 0,(Q7) ( ) + 88,7, 4z5,...5,(R )( )

-1 * ot _ '
ar ..ot O (z)(ai‘.ocg!...am!Aax%,,%(z)w,,+a1!ag!...am!Aal&z,__q—,m(z)w,.‘
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Vergleich der entsprechenden Koeffizienten zeigt, dal erstens

@) @l B! AGg. .5 (2)

ol o, Auyay. ..y (2)

R(R2)=LR(z), R(z)=-—

und zweitens
bu(z) b,(2)

a, ' a,

R(Qz)=
ist.
Die Funktionalgleichung
R(Q2)= L R(z)

hat aber nur dann eine rationale und nicht identisch verschwindende -
Losung, wenn

ist; alsdann ist die Losung gleich einer beliebigen Konstanten ¢, < 0.
Also ist nach der zweiten obigen Gleichung

b.(2) = 0,b,(2)

fu(z)=e.f,(2) + ¢
mit einer weiteren Konstanten ¢, .
3.Fall. Es ist =1 und &=0.
Sei etwa

und damit

a”—wx,‘:l,

wihrend die anderen Differenzen verschwinden. Sei ferner
. aoc1+caz+...+a£m—l )
O(wyw,...w,|2)= F(w wy...w,|2)

- o ogy—1 «,
6w1‘...6w,u!‘ . ..awm”‘

1
=e,le,!.. . 0! (Aa o (2) W, + “—#Aag_,,ak«l,,,am(z)%

die anderen Summanden sind durch die Differenzierung herausgefallen. Man
hat die Funktionalgleichung

.oy

(D(wl'”bl(z) w, — by (2)
a4y ’ ag >

=ai'...af " ey F(2) ®(w,w,...w,]2)

w,,— b, (z) ; Qz)

{
@y i

oder ausgeschrieben

w,—b,(z) 1

Aa;ag...am(g z) - a‘“ ‘l‘;’Aa;,.'.ay—l...o:m(Qz)
e 3

= ' a0 §(2) (e (D) 0 At (2))
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Die endliche und nicht identisch verschwindende rationale Funktion

1 Aay..ap—1...an(2)
o Ane...an(z)
geniigt somit der Gleichung
R(z)= a,R(Qz)+ bﬂ(z)

und unterscheidet sich nur um eine Konstante von der Funktion f.(2),
die also auch rational sein muB.

7. Die letzten Uberlegungen haben zu folgendem Satz gefiihrt:

Satz 1. Zwischen den m Funktionen

£(2) 1a(2)s «oos £u(2)
besteht dann und nur dann eine algebraische Gleichung

() @), f(2)]2) =0, F(w,w,...w,|2)==0,

wenn entweder eine von thnen eine rationale Funktion ist, oder wenn
zwes von thnen einer Gleichung

vfy(z) =c.f,(2) +¢,
mit konstanten Koeffizienten ¢, und ¢, gentigen und gleichzeitig
a,=a,
2st.
1L

8. Aus dem letzten Satz lassen sich Folgerungen iiber die Differential-
gleichungen erhalten, denen die Funktionen f, (z) geniigen.
Mit

@ 0]
01", 05", ..., 0y (A=1,2,...,n)

seien die Unterdeterminanten der Elemente der ersten Zeile von

03— 015 Oy 3 eee Oy
0y, 3 Oy — Q5 -ves Oy, i
. N M i
Oy s Opa 3 ey Onn"@ki
bezeichnet. Die Determinante
)] 1) ¢4
r 01 027, ..., Oy d }
(2) 2) (2)
%

0y, 5 eees Oy
(m} (n) (n)
1 2 02 3 weey O“
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ist von Null verschieden, denn sonst gibe es n Zahlen o,, 0,, ..., 0,, die
nicht alle gleichzeitig verschwinden, so daf
S0P 0,=0 (1=12,...,n)

a=1

ist. Die Koeffizienten in diesen Gleichungen sind algebraisch konjugiert;
somit waren die Zahlen o, alle gleich rationalen Zahlen wihlbar, und die

2 i
n Zahlen 01(“, oM ..., o,(b) wiren in bezug auf den Korper der rationalen

Zabhlen linear abhingig; das ist aber falsch?®)
9. Die n Operatoren
Zoff’zaa (A=1,2,..,n)
a=1

geniigen keiner homogenen linearen Gleichung mit konstanten Koeffizienten,
die nicht alle verschwinden; aus ihnen lassen sich die Ausdriicke

2, (A=1,2,...,n)

& 02y

linear mit konstanten Koeffizienten zusammensetzen. Es ist

ki3
_ _ @ () @ o0
D,D, = DpDI“Z 2004 0% z“zﬂaz o2 +Z z“a

a=1 f=1

Bedeutet f(z) eine beliebige analytische Funktion in den z,, so ist

D,1(2)= 308 fal2)  fio(2) =2 75:1(2)

und
D,f(Qz)= 2 ZOaﬁOt(?l)zo(cl)ﬂm)(Qz)"QzZ P2l 1(Q2), 20=Qz.

Allgemeiner besteht die Beziehung
2L DERF(Q%2) =l ..ol DE..DE f(2)]ex..

Die Operatoren
0 | Lo
v Dy

sind also gegeniiber der Transformation
z— Q¥z

bis auf emen konstanten Faktor invariant,
Die einzige im Nullpunkt regulire Losung der Gleichung

2L DEf(2)=0
ist offenbar eine beliebige Konstante.

%) Siehe loc. cit. T) 8. 348.
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10. Sei

SRS o by ke ha
f(z)zz 2/ ven ﬁz,hz...h,,_21 22 ... 2y
Iim0 k=0  hy=0

eine beliebige Funktion, die in der Umgebung des Nullpunktes regular ist;
sie geniige der Funktionalgleichung

f(z) = af(Qz) + b(z),

deren Koeffizienten eine Konstante @ &0 und eine rationale im Null-
punkt verschwindende Funktion b(z)==0 sind. Alsdann sind die ab-
geleiteten Funktionen

foty.a(2) =DEDE .. DEF(2) (o by orn 1,=0,1,2,..)

gleichfalls in der Umgebung des Nullpunktes regulir und geniigen der
Funktionalgleichung derselben Art

byt (z) = aghob... ol fz,zz...ln(Qz) -+ bhlg...zn(z)’
bll;k_“[,,(Z) = ;{1]);2..- Déﬂb(Z).
Man kann daher auf irgend m aus der Reihe der Funktionen f;,,.. ;,(2)
ohne weiteres Satz 1 anwenden.

Ein Fall sei besonders angefiihrt. Wir nehmen an, daB die Zahlen
04 035 -+ @, einer Gleichung mit rationalen Exponenten

Lol In —
orpl...oh=1

nur dann geniigen, wenn diese Exponenten alle gleichzeitig verschwinden.
Ferner sei keine der Funktionen f;, ., (z) rational. Nach Satz 1 besteht
dann zwischen endlich vielen dieser Funktionen keine algebraische Gleichung,
deren Koeffizienten Polynome in den z, sind. Nun lassen sich offenbar

aus den Ableitungen
L,l,....,1,=0,1,2,...
:Dl’Dlz...D:;n 17 Yg» s by >4y &y
ﬁxlz---ln(z) 1 2 f(Z) < ll+l2+---+ln=_<_l )
die sémtlichen partiellen Differentialquotienten
azl+lg+...+l,,f(z> 7 A ln:.: 0,1,2, )
8zl ozl .. ozl L+L+...+1,L1

linear zusammensetzen, so daB die Koeffizienten rationale Funktionen in
den 2, sind. Die Funktion f(z) ist also transzendental-transzendent.

11. Von den letzten Ergebnissen seien einige Anwendungen erwihnt.
Im einfachsten Fall =1 handelt es sich um die Losungen der
m Funktionalgleichungen in der einen Veranderlichen 2z

f.(2) = a@”f.(2%) + b(z) (p=0,1,...,m—1),
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und zwar ist o eine beliebige natiirliche Zahl groBer als Eins. Sind die
samtlichen Funktionen

f.(2y=D"(z)

irrational, so sind sie nach vorhin auch algebraisch unabhingig in bezug
auf den Korper der rationalen Funktionen von z. Speziell ergibt sich so
z.B. die Transzendental-Transzendenz der Funktionen

f(z)z‘?zw » f(z)=1(22) +2;

2

£(2) =§ ) = 1) +

1—22"’

4

foy =2 am)s=1 30 (A—af@) = (-2 ) + 1o
0

1—2 " 1+z2“’

g (h) = diadischer Quersumme,

denn diese simtlichen Funktionen sind nicht nur samt den Ableitungen
f,(z) irrational, sondern sogar nicht iiber den Einheitskreis fortsetzbar.
Fiir den Fall mehrerer Verdnderlichen sei die Reihe

F(z) = S o g

o

genannt, wo
n
=0, a,=0, ..., a,,=0, a,,=1; a.,=2¢0,,,

. . h=1
ist, die Zahlen

€5 Chseans €y
alle nichtnegativ und ganz rational sind und die Gleichungswurzeln der

irreduziblen Gleichung
2

® (o) =e"— e, 0" T =" ... — 0, =0
der fritheren Bedingung
¢, > max (L, |gyfs --os €nl)
geniigen. Besteht zwischen den Wurzeln keine Gleichung

9’104‘..91’3:1‘

. 1 =2
mit ganzen rationalen Exponenten, die nicht alle gleichzeitig verschwinden,
so ist die Funktion f(z) transzendental-transzendent. Denn einerseits ge-
niigt diese Funktion der Gleichung
0 1
e 0 e,
f(z) =1(Q2) +2,, Q= e 00 s}

vae o D
L moo

0 0 ... 1 ¢
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und andererseits ist sie nicht iiber den Rand des Gebietes

R (logz,+ 0,logz, + ...+ or~1logz,) < 0
fortsetzbar.
Anders ist es dagegen z B. bei der Reihe

& an,a
f(2,2,) =%’z‘hz“’k+l’ a,=0, a,=1, a,=1, ..., a0, ,=a,}a,_,.

Hier ist —
01
flonz) =flana)+a 2=(, )
die Gleichung
—0 1
d = =p2—p0—1=20
@=|7" ||
hat die Wurzeln
1 1
91::—2—(1—%_1/3)’ 92=§(IHV—S) (0,>1, 0, >0,1)-
Offenbar ist ‘
e7e;=1.
Die Funktion

ﬁllz(zlz2) = ilDé?f(zlz2)
geniigt der Gleichung

5 L
fo(2.2,) = 0705 o1 (245 2,2,) + Liy 1,7 2 -

Dabei ist L;;, <0 eine reelle Konstante, die allein von I, und J, abhingt.
Aus dieser Funktionalgleichung ergibt sich die Differentialgleichung

faa(2,2,) = Ly oo (2,2,), A b Ly f(z,2,) = DD, f(z,2,).

Die Funktion f(z,,2,) ist also nicht transzendental-transzendent. Dagegen
zeigh sich nach Satz 1, daB irgend m Ableitungen

finw (2123),  fen@(2,2,), .. fyomygm (2,2,)

dieser Funktion algebraisch unabhingig sind in bezug auf den Kérper der
rationalen Funktionen von 2, und z,, wenn keine zwei der Differenzen

0, P, L, g
gleich derselben geraden Zahl sind. Speziell sind also die Funktionen

Dif(z1z), DiDsef(z2:), DiDI'f(zz), DiF'f(z12)
(1=0,1,2,...)

zu beliebig endlich vielen algebraisch unabhingig.
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12. Endlich sei noch auf die Reihe
oo [k}
f(2)=f(zz)=3 X da
=1 hy=1

eingegangen, in der o eine positive ‘quadratische irrationale Zahl ist. Es

bedeutet keine Einschrinkung, wenn der Kettenbruch von o reinperiodisch

und von gerader Periodenléinge angenommen wird. Alsdann ist die Differenz
f(z) — F(Qz)=b(z)

eine rationale Funktion von z, und z,; Q bedeutet die Matrix

(1)
pv—-l qy—l

und p,, q,, P,_1> 4,_, sind gewisse Naherungsnenner und -zihler von o,
gwischen welchen die Gleichungen

Y _ _
w—"pv'f'pv—]w ’ pwqy—l vav—-l_]‘
bestehen. Es ist in diesem Fall
0=0,+D0,_10, ©=0¢_1— D 1® (e.>1 0,>es)-

Die fritheren Annahmen sind also erfiillt®).
Man hat nun
¢, 0,=1.
Ferner ist bekanntlich die Funktion f(z,,2,) nicht in den ganzen Raum
fortsetzbar, also auch keine der Funktionen

fu(2y 29) (1,,1,=0,1,2,...),
so daB dieselben simtlich irrational sind.
Der Formel
o [wh]
fon(z2) = 3 3 (08 b1+ 0f'he)" (0 By + 07 hs) 21" 22"

hy=1 hy=1
entnimmt man, daB keine zwei der Funktionen f;,(2,,2,) einer linearen

Gleichung )
f;,z,(zrze) +efiz (2,2,) +¢,=0

mit konstanten Koeffizienten geniigen; denn dann miiite
L —l,—T,—1,
und fiir alle Werte von %, und k,, iiber die summiert wird, die Form
(01(1) by + 02(1) hy) (0;2} by + 0” ky)
gleich derselben Zahl sein, und das ist falsch.

%) Siehe loc. cit. *), §. 363.
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Satz 1 darf also angewandt werden, und man erhilt:
»Beliebig endlich viele der Funktionen
fun(za) (ol =0,1,2,..)
sind algebraisch unabhingig in bezug~ auf den Korper der rationalen Funk-
tionen. Die Funktion f(z,,%,) ist daher transzendental-transzendent.“

13. Satz 1 macht eine Aussage iiber die Abhingigkeit von Funktionen
in bezug auf den Korper der rationalen Funktionen in den z,. Wird etwa
fiir eine dieser Veréinderlichen ein spezieller Zahlwert eingesetzt, so 188t sich
zunsichst gar nichts behaupten, z. B. iiber die Funktion einer Veréinderlichen

f(2,1) =}§1 [wh]z".

Spiter wird sich jedoch als ein Nebenergebnis auch die Transzendental-
Transzendenz dieser Funktion herausstellen.

IIL
14. Satz 2. Seren
A >0 (z=1,2,..., M)
M verschiedene positive Zahlen,
A)=3 ... SAD Lo 20 (r=1,2,..., M)
P=0  hy=0

M Potenzreihen, die in der Umgebung des Nullpunktes konvergieren und
nicht alle identisch verschwinden. Ist 3 ein fester Punkt tn U, so gibt
es erme Folge K von ins Unendliche wachsenden natirlichen Zahlen

by, by by, ..o,
so daf fir alle Zahlen k& aus K
Y ok P
SA AR +0
=1
ist*).
15. Nach 1. lassen sich die Glieder
A;(,?,,,h,,zf‘, .o Z,f"
der Reihen

Lol

A(z)=3 ... SAD a2 (r=1,2,..., M)
B=0 k=0
auf genau eine Art nach wachsenden Werten der Summe

n

He e,

a=1

¢) Zum folgenden Beweis vergleiche man meine Arbeit ,Uber das Verschwinden
von Potenzreihen mehrerer Veréinderlichen in gewissen Punktfolgen®, die demnichst in
den Math. Annalen erscheint.
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anordnen; dabei sind alle Glieder auszulassen, deren Koeffizient Am
verschwindet. Da die M Reihen A (z) nicht alle identisch verschwmden,
so gibt es genau eine kleinste Zahl

%
HO:Z%}L‘S’
a=1 11
so daf die M Koeffizienten
A}(z?hg (T:}-: 27’--9 M)

nicht alle Null sind. Fiir alle anderen Summanden ist die zugehdrige Zahl H
mindestens gleich H,-+ @, wo « eine feste positive Zahl bedeutet.

16. Zuerst werde eine obere Schranke fiir

)X —‘ZAz ;‘S’A(I (k)hl'” 57(2'16)}2% (3(16) Qk&)

z=1
bestimmt. Nach bekannten Sitzen gibt es n -1 positive Zahlen
R,,R,,..., R,
so daB fiir alle Werte der Indizes &, ky, ..., h,,
14D 4| S RoR{*... By
ist. Wird weiter & > 0 beliebig klein gewihlt, so ist gleichmiBig in den 7,
L@ a0l < eH—) Aok
fiir groBes k, wobei
k3
A, = m(ﬂé;clﬁbg%ﬂ) <0
gesetzt wurde. Somit hat man

5, <ZAt ZR (R . 2a- s)Aoel) .“(Rﬂe“"u-m\e)

=1 H>H,
Die Summe 3 rechts ist bis auf endlich viele Glieder das Produkt ven
H>H,
n geometrischen Reihen; fiir groBes k spielen daher die Glieder mit még-

lichst kleinen H-Werten die Hauptrolle. Durch Verschlechtern der vorigen
Abschatzung folgt fiir grofles &

~H A o¥ H(l—z——i)A ok H (1-28) A ok
izk§__<=e 1a 0161 P 01=81 01.

H, ist dabei die kleinste der Zahlen H, die groBer als H, ist.
Somif ist nach 15.: -
32 1<e‘50+°‘“‘“g‘”09f
ki== *

Mathematische Zeitschrift, 32, 36
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17. Die Summe
M
B0 (S ARAy a)a®H.. g0

=1
der noch fehlenden Summanden 138t sich nach unten abschitzen. Zunichst
ist fiir alle geniigend grofen natiirlichen Zahlen %

(k) RY k)RS (Ho+as) Ay ok
E& 1 n!ge otas)dper

Weiter gibt es, wie in 18. gezeigt wird, eine Folge K von ins Unendliche
wachsenden natiirlichen Zahlen
by by kg, e
und eine positive Zahl ¢, so daB fiir ¥ in X
M . |
AL e 2ot
ist. Erst recht ist in dieser Folge
I Zl?f > e(Ho+2aa)Aoe{f
und wenn T
1
HO+205€<(H0+05)<1—206£), d. h, €<m
angenommen wird:
- x,] 0y
MA@yl -1 >0,
wie es Satz 2 verlangt.
18. Um die obige Liicke auszufiillen, werde die erzeugende Funktion

o) =31 STA1aY g)ur = 3
E=0 \r=1 L

benutzt. Als rationale Funktion hat sie einen Sinn in der ganzen u-Ebene.
Offenbar ist @ (u) nicht identisch gleich Null; da ferner ¢ (c0) =0 ist, so
kann die Funktion auch nicht ein Polynom sein. Also besitat ¢ (%) min-
destens einen Pol im Endlichen, so daBl die Potenzrethe einen endlichen
Konvergenzradius hat. Hieraus folgt bekanntlich die Existenz einer Folge K
nit den oben benutzten Eigenschaften,
19. Seien die m Funktionen
f.(2) (r=1,2,...,m)

Losungen der Funktionalgleichungen

fu(2) = a,f,(R2) + b,(2) (p=12,..,m);
zwischen ihnen bestehe keine algebraische Gleichung

F(f1(2)s 1, (2), .o F(2) [2) = 0.
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Die vorigen Funktionalgleichungen fiilhren zu den allgemeineren Be-
ziehungen
£ (2) = ok £,(Q%2) + P (2) (r=L2,..,,m)
mit den rationalen Funktionen

¥-1
b,(]‘)(z) =}§)aﬁbﬂ(9"2) (r=1,2,...,m),

die ihrerseits sich in der geschlossenen Form
b(2) =fu(e) — () (p=12,..0m)

darstellen lassen. Die Zahlen a,,...,a, seien von jetzt ab alle positiv

angenommen.
Mit f44,..., seien endlich viele Parameter bezeichnet; ihre Indizes

seien nichtnegative ganze rationale Zahlen, und mit #, ..., komme auch
t6,8,...5, VOL, Wenn
0Ly, 0ZB<ey, -y 055,50,
ist. Die Funktion
F(1t) = Dtaan i (3 (2) o ()

ist dann und nur dann identisch gleich Null, wenn alle Parameter f,q,...q,
gleichzeitig verschwinden. Dieser Fall sei im folgenden ausgeschlossen.
Setzt man

o= (ol a) 3 (0] o () BP0 B0
-~ ﬂ "m

so besteht die Funktionalgleichung

Fzlt)= F(QF2|t®).
Die Funktion F(z|t) bleibt also ungeindert, wenn z in Q*z und gleich-
zeitig 1y, ., 1D té’f)___am iibergeht.

Fiir keinen Wert von % sind die transformierten Parameter o .,
alle gleich Null. Denn ist #, . ., von Null verschieden und so gewihlt,
daB es keinen nichtverschwindenden Parameter i .. g, mit

ﬁlgaﬁl’ ﬁ?—z—w%’ e ﬂm;—“m
gibt, so ist auch
tcl:)mm = (ai"... a;m)ktaz--‘m* 0.

20. Sei z ein verinderlicher Punkt, 3 ein fester im Innern von u;
unter u ist dabei die Teilmenge von 1l zu verstehen, fiir deren Punkte
keine der Gleichungen

B p=1,2,...,m
b(2%2) =0 (k:o 1,2,...)
36*
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erfiillt ist, wo by (z) den Nenner der rationalen Funktion b,(z) bezeichnet.
Seien ferner f, ..., verdnderliche und ft,, ..., feste Parameterwerte, die
nicht alle gleichzeitig verschwinden.

Definition. Wenn ein Polynom
A(z|1)
in den z, und den {4, von einem k ab der Gleichung
A(Qkﬁl t(k)) =0
gentigt, so heiBe es dquivalent Null gemaB (3]t):
A(z18) ~ 0(5]1).

Gibt es dagegen beliebig groBe Werte von k, fiir die die vorige Gleichung
nicht erfiillt ist, so heiBe es nichtiquivalent Null gemiB (3|t):

A(z[t) + 0(3]1).
21. Der Begrifi der Aquivalenz geniigt folgenden einfachen Regeln:
a) Wenn
A(z[1) ~0(3]t) wnd B(z|t) ~0(3]t)
ist, so ist auch
A(zl8)+B(z]t) ~ 0(3]t).
b) Wenn
A(z]1) ~0(3]t)

ist und B(z|t) ein beliebiges Polynom bedeutet, so ist auch
A(z|t)B(z|t) ~0(3]1).

Der Beweis fiir beide Eigenschaften ergibt sich unmittelbar aus der vorigen
Definition.

22. Das Polynom A (z|f) sei dquivalent Null gemaB (3|t), also von

einem k ab:
A4(QF3|t*)=0.

Setzt man fiir die tff)% ihren Wert;
%) . oy am\ k ﬁl ﬂm
R € L | %’(%) (%)x
<{f(3) — el () A fn(3) — am £ (55} T

als Funktion von k ein, so geht der Ausdruck

A4(2%(t®)
iiber in eine Summe

M
A(2%5]t%) = SAPA(R(Q*Y .- (29| Q).
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Dabei sind
AL As, .. Ay, A >0 (z=1,2,...,M)

lauter positive voneinander verschiedene Zahlen, die sich als Produkte der

Zahlen

I A

darstellen lassen, und
A (wy, wy, ..., W, 12) (z=1,2,..., M)

ebenso viele Polynome in den z, und w,, w,, ..., Ww,; ihre Koeffizienten
hingen noch von den Konstanten z, und ta...a, ab, nicht aber von k.
Nach Satz 2 kann nur dann von einem £ ab

u
SAFA(R(Q'), - u(272) [273) =0
sein, wenn identisch in den z,

A(f,2)s .. u(2)|2)=0 (r=12,..., M)
ist. Nun sind die Funktionen f,(2), ..., f,,(z) nach Annahme algebraisch
unabhingig in bezug auf den Korper der rationalen Funktionen in den z,.
Also verschwindet jedes der M Polynome

Alw,...w,|2) (v=1,2,..., M)
identisch in den z, und w,.
Hieraus folgt weiter, da$ fiir jede nichtnegative ganze rationale Zahl k&
auch das Polynom

M
ZAzkA,(wl...wm§z)_=_A(z}T(k));

=1
TP o= (a;"n..a;;v)k%’(f;) (ﬁ:) <

< {£(3) — A} {fn(3) — AnwaY T g
identisch verschwindet, folglich ebenso das Polynom
A ( 2 i T (k)),

TE | en=(at*... a,‘;”‘)k%' (f;) - (f‘:) WS Wi
gesetzt ist. Umgekehrt ist

wo

A(z[t) ~ 0(3]1),
wenn fiir jedes & in den 2z, und w,
4 (z i i(k)) =0
ist; die beiden Beziehungen sind somit gleichwertig.
23. Das Polynom A4(z] T™®) hingt wohl von ts,...a, und % ab, aber
nicht mehr von 3 ; es gilt also:
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c) Wenn
A(z]t) ~ 0(3]1)
ist, wenn ferner 3* einen beliebigen anderen Punkt in u bedeutet, so
ist auch
A(z]1) ~ 0(3*[1)-

Der Begriff der Aquivalenz ist also von den Zahlen 3, unabhingig, so

da8 im folgenden einfach
A(z]t) ~0(t) Dbaw. A(z|t) (1)
geschrieben werden darf.

Damit das Polynom A(z|#) &quivalent Null ist, braucht es nur
scheinbar unendlich vielen Bedingungen zu geniigen. Wenn man nimlich
in A(z{i“‘)) den obigen Wert fiir T, einsetzt, so geht das Polynom
iiber in

'
A(zﬁ‘l“‘))=ZiAi]‘A,’(wl...wm]z).

Dabei sind
Al>0 (r=1,2,..., M)
M’ verschiedene positive Zahlen, die sich als Produkte der Zahlen
@yy Byy ooy By
darstellen lassen,
A (w, ... w,|2) (r=1,2,..., M)

ebenso viele Polynome in z_, w;, w,, ..., w,,, deren Koeffizienten von iy, . 4,,
aber weder von £ noch von den Zahlen 3, abhingen. Damit die rechte
Seite fiir jede geniigend groBe natiirliche Zahl k£ identisch verschwindet,
miissen also die simtlichen M’ Polynome

A(w, ... w,|2) (r=12,..., M)

identisch verschwinden, womit die gesuchten endlich vielen Bedingungen
bestimmt sind.
Aus diesem Kriterium folgt insbesondere:

d) Wenn das Polynom A(z|t) die abbrechende Potenzreihe
Ay =3 ... 3 4, s () 2
hy=0 bin=0

kat, so ist dann wund nur dann
A(z[t) ~ O(t),

wenn die Aquivalenzen
Ay () ~O(1), (hy... B, =0,1,..)

bestehen.

24. Hilfssatz. Seien )
A >0 (z=1,2,..., M)
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M verschiedene positive Zahlen und
M M
L=3A4, L'=3AB
z=1 7=1
zwei lineare Formen in ihren k-ten Potenzen. Wenn fiir jede geniigend
groBe natiirliche Zahl £ eine der beiden Formen L; und I; verschwindet,
so verschwindet auch fiir jedes geniigend groBe k& entweder L; oder L; allein.
Zum Beweis selen N positive Zahlen

Ras Aoy oo Ay A>0
eingefiihrt, zwischen denen keine Gleichung
A AV =1

mit ganzen rationalen Exponenten besteht, die nicht alle gleichzeitig ver-
schwinden; in ihnen mdge
N
A = JTAF° (r=1,2,..., M)

o=1
sein und die Matrix (I ,) habe ganze rationale Elemente. Offenbar ist N< M.
Durch diese Umformung wird
- — e f —k —k — — Rk —F& —k
LA A LAY, LAY LE=(ATTLAT) LA L AN
dabei sind die f nichtnegative ganze rationale Zahlen und
L(D;...Uy), L*(Ui...Uy)
zwei Polynome in Ui, Uk, ..., Uy. Das Produktpolynom
L(U;...Uy) L*(U;...Uy)
besitze genau L Koeffizienten; die L homogenen linearen Gleichungen
LAF  AEL*AF LAY =0  (x=12,...,L)

fiir diese Koeffizienten, die bestehen, wenn % geniigend grof ist, haben
eine von Null verschiedene Determinante und folglich muB das Produkt-
polynom identisch verschwinden. Nach einem bekannten Satz aus der
Algebra ist das nur dann moglich, wenn mindestens eins der Polynome

L(U,...Uy), L*U:...Uy)
identisch verschwindet; daraus ergibt sich die Behauptung.
25. Seien A(z]t) und B(z|t) zwei Polynome; die beiden Ausdriicke
A(z|2®), B(x|2®)
mogen ausgerechnet gleich

A(z|T®) = _ézAfA,(wl...wm{z),M B(z!i"")=§£AfB,(w1...wm»}z)
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sein. Dabel sind
A >0, (r=12,..., M)
endlichviele verschiedene positive Zahlen und
A (wy...w,|2)
: " =12,..,
B,(w,...0,|2) = )

je ebenso viele Polynome in den z,,w,, w,, ..., w,,. Wenn weder die Polynome

A (wy...w,|z) (z=1,2,.., M),
noch die Polynome
B, (w,...w,|2) (r=1,2,..., M)

alle gleichzeitig identisch verschwinden, so gibt es ein spezielles Wertsystem
fiir die Veréinderlichen, so daB mindestens je eins der Polynome in beiden
Folgen ungleich Null ist. Die beiden Ausdriicke

M % M E
%AzAz(wl'“wm‘z)’ Zle Bz(wl"‘wmiz)

verschwinden also nicht fiir alle groBen % in diesem Punkt, nach dem
vorigen Hilfssatz auch nicht das Produkt

oAk A |
ZéZA, A.,(wl...wmiz)zéi’Az B (w,...w,|2).

Nach 23. folgt daher:

e) Wenn die beiden Polynome

A(z|t), B(z|t)
den Nichidquivalenzen
Azl #0(1),  Blz[t) % 0(1)
geniigen, so besteht die weitere Nichtdquivalenz
A(z|t) B(z|t) 4 0 (t). *2)
26. Um den Begriff der Aquivalenz auf Potenzreihen auszudehnen,

werde nicht die Definition, die fiir Polynome angegeben wurde, einfach
iibertragen, sondern von der fritheren Eigenschaft d ausgegangen:

Definition. Die Potenzreihe
A= 5. 54, . ()2 2
Iy=0 hp=0

konvergiere in der Umgebung des Nullpunktes; ihre Koeffizienten seien
Polynome in den 4, ,, von beschrinktem Grade. Wenn fiir ein System

%) Anmerkung bei der Korrektur. Der Hilfssatz ¢) und damit der Haupt-
satz bleibt bestehen, wenn die Zahlen @, nicht notwendig mehr reell sind, dafir aber
angenommen wird, da Q* die gleichen FEigenschaften 1. hat, wie £ selbst, wenn %
alle natiirlichen Zahlen durchlduft. In den interessantesten Fallen n=1 und n=2
ist diese Annahme immer erfiillt,
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von festen Parameterwerten t, ..., alle Aquivalenzen
Ap. () ~0(t) (B by, =0,1,2,..)
erfiillt sind, so heiBe A(z|t) dquivalent Null gemi (t):
A(z]t)~0(t);
ist dagegen auch nur eine dieser Aquivalenzen nicht erfiillt, so heile 4(z|?)
nichtiquivalent Null gemaB (t):
. A(z[t) #0(t).

Der neue Aquivalenzbegriff ist fiir Polynome vollstindig mit dem
fritheren gleichwertig, wie aus ¢) und d) folgt. Bedeutet ferner 3 einen
Punkt im Innern von u, so folgt aus

A(z|t)~0(t),
dafl fiir alle geniigend grofen %

A(Qkﬁif(m) =0
ist; die Umkehrung braucht aber nicht zu gelten. Die Eigenschaften a) und b)
bleiben unverdndert bestehen.

27. Der neue Aquivalenzbegriff besitzt weiter die Eigenschaft e). Zum
Beweis dieser Tatsache wird ein weitergehendes Ergebnis gezeigt.
Definition. Die Kleinste Zahl A, fiir die die Potenzreihe

[oed

ZICDES RN P NOE S

1=

einen Koeffizienten
Ay, (1) #0(1)
hythy+...+h,—=h
hat, heiBe ihr Index. Der Index ist dann und nur dann endlich, wenn die

Reihe nichtidquivalent Null ist.
Sei & der endliche Index der Reihe
A|)) = 3 ... 3 Ay s (1) 2. 20
hy=0 hp=0
und %* der endliche Index der Reihe

B(alt)= > o 3 Buault) 2.l

=0

mit

Sei ferner
A4, =3 ... 3 Ay ()2 2
MZ0  hy20
Byt +erthy=h
wnd
o0 0 h) Ibn
Bu(z|t)= X... 3 Bi..0a(t)21" -2
BZ0  Aaz0
N

DOCUMENTA MATHEMATICA - EXTRA VOLUME MAHLER SELECTA (2019) 233-274



A CLASS OF TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 259

570 K. Mahler.

gesetzt; beide Polynome sind nicht #quivalent Null, also auch nicht ihr
Produkt .
4,,(2|2) By (2]1)-
Dieses Produkt enthilt die simtlichen Summanden der Exponentensumme
%+ B* von
A(z[t)B(z|t) =h§)...h§_;00h,_,,,,ﬂ(t) TR

und offenbar kann diese Potenzreihe keine Glieder mit kleinerer Exponenten-
summe haben, die nicht dquivalent Null sind. Damit ist fiir endliche
Indizes folgendes Ergebnis bewiesen, das trivial ist, wenn mindestens einer
der Indizes unendlich grof ist:

f) Der Index eines Produkies von Potenzreshen ist gleich der Summe
der Indizes der Faktoren.

Iv.

28. Von jetzt ab bedeute K(s) einen algebraischen Zahlkdrper vom
Grad K mit der erzeugenden Zahl s. Wir nehmen an, daf in ihm gleich-
zeitig alle folgenden Zahlen liegen:

i: Die Zahlen 3, und f,,...q,-

ii: Die Zahlen g, und die Koeffizienten der rationalen Funktionen b,(2).

iii: Die Koeffizienten der Potenzreihen der Funktionen f, {z).

Ist A(z!t) ein beliebiges Polynom mit Koeffizienten aus K(s), so
haben auch die Zahlen

A >0 (z=12,..., M)
und die Koeffizienten der Polynome
A (w,...w,|2) (r=1,2,..., M)

in der Entwicklung
"
Az T = S Af A (w,...w,|2)
=1

Zahlwerte aus diesem Zahlkérper.

29. Es bedeute p eine nichtnegative ganze rationale Zahl und A(p)
die Menge aller Polynome A(#) mit Koeffizienten aus K(s), die in samt-
lichen Veranderlichen i, ..., hochstens vom Grad p sind. Offenbar ist die
Anzahl der Koeffizienten gleich

(p+1)"=P(p);
dabei ist 1 die Zahl der auftretenden Parameter f, . ,,. Die Menge 4(p)
bildet gegeniiber der Addition eine Abelsche Gruppe iiber K(s), die eine
Basis aus genau P(p) Elementen besitzt.
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Sei A,(p) die Teilmenge der Polynome A(?) aus A(p), die der Aqui-

valenz
A(B)~0(t)
geniigen. Diese Polynome sind dadurch ausgezeichnet, daB zwischen ihren
Koeffizienten endlich viele homogene lineare Gleichungen bestehen. Von diesen
moge es etwa Py (p) linear unabhingige geben. Die Zahl P,(p) hingt auBer
vom Korper K(s) nur noch von den Zahlen t, .. ., und von p ab; sie
geniigt den Ungleichungen
1< By () £ P(p)-

Nach frither bilden die Elemente von A (p) gleichfalls eine Abelsche
Gruppe iiber K(s) gegeniiber der Addition. Dieselbe besitzt eine endliche
Basis aus genau P, (p) = P(p) — P,(p) Elementen, falls diese Zahl positiv
ist; andernfalls enthdlt A4,(p) iiberhaupt nur das Element Null
Seien A (¢) und B(#) zwei beliebige Polynome aus A4(p); je nach-

dem ob

A(t) —B(t) ~0(1)
oder

A(t) = B(2) +0(t),
selen beide einander dquivalent oder nichtiquivalent genannt:

A(@) ~ B(t)(t) bzw. A()~+B()(1).

Es bedeute 4,(p) ein vollstindiges Reprisentantensystem aller unter-
einander nicht #quivalenten Polynome A(t) aus A(p). Offenbar bilden
die Elemente von A4,(p) eine Abelsche Gruppe gegeniiber der Addition,
wenn einander dquivalente Polynome als nicht verschieden betrachtet wer-
den; diese Gruppe ist gerade die Faktorgruppe von A,(p) in bezug auf
A(p). Auch A, (p) Dbesitat eine endliche Basis, und zwar aus genau
P,(p) Elementen. Das allgemeine Glied von A,(p) hat die Gestalt

Py (p)

Q,;Z_,; 9,9,(1).

Dabei sind
912955+ qPo(zﬂ)

beliebige Parameterwerte aus K (s) und
Q:(2), @:(2), ..., Lr.m(2)

ebenso viele Polynome aus 4, (p); zwischen denselben besteht keine homo-
gene lineare Aquivalenz

Py (p)
eé; geer(t) ~ O(t)’
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in der die Zahlen g0 in K (s) liegen und nicht alle verschwinden. Hieraus
folgt noch, daB das’ allgememe Element von A(p) sich in der Gestalt

eé’ique(t)+Q(Z)

schreiben 158t, wobei @ (¢) irgendein Polynom aus A,(p) bedeutet.
30. Die Zahl P,(p) geniigt fiir »p =1 der Ungleichung

Py(2p) L2"Fy(p)-
Denn offenbar 148t sich jedes Polynom aus A(2p) in der Gestalt

A= Z(Hﬂ’ “Va,(1)

#=1

schreiben. Dabei durchlaufen in dem Produkt
o)

” Ty ee
t“xl A
-2
itber die n Parameter i, .. o, die Exponentensysteme

(.. am) (x=1,2,...,2%)
alle 2" moglichen Fille, daB ihre Glieder einzeln Null oder Eins sind.
Ferner sind die 4, (¢) einzeln gleich beliebigen voneinander unabhingigen
Polynomen aus A(p). Damit eins dieser Polynome &quivalent Null ist,
sind P,(p) unabhingige homogene lineare Gleichungen fiir die Koeffizienten
zu erfiillen. Damit sie alle dquivalent Null sind, geniigt es also, gerade

2" Py(p)
unabhingige homogene lineare Gleichungen fiir simtliche Koeffizienten zu
erfiillen. Alsdann ist aber gewiﬁ auch die Summe

t>~2(12t:1 =) 4.0

%=1
aquivalent Null, und daraus folgt unmittelbar die obige Ungleichung.
31. Die Koeffizienten der Potenzreihe

F(alt) = Stuanhi(®) o fu(2)™ = 3. S () 2l 2l
@ =0  hp=0

sind Linearformen in den #, .. o,. Der Index % ist endlich, denn fiir keine
Zahl k ist die Funktion F(z|t™) identisch in den z, gleich Null Ent-
sprechend sind die Koeffizienten in der Potenzreihe

«© O
Fit)=3.. SF ).z
k=0  hp=0

Formen der Dimension ! in den Parametern #, . .,,; die Rethe hat den
genauen Index Al.
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Sei p eine groBe natiirliche Zahl und seien
2 »
A1) =3 4. (1) 2o
h=0  hy=0

p -1 Polynome, die in bezug auf die Verinderlichen z, und die Para-
meter %,,...q, einzeln vom Grad p sind. Insgesamt treten also

(p+1)""*
Polynome
AL 4 () (Lhys sy =0,1,...,p)
auf. Dieselben seien simtlich in A4,(p) gelegen, sind also durch zusammen
(p +1)""*Py(p)

unabhiingige Parameter mit Werten aus K(s) bestimmt. Sind dieselben
etwa gleich

q(e;l) 2 (l, hlaun, hn:O,l,..., p),
: Pt 0=1,2,..., Py(p)
so 1st
A(l) _Po(p) @D - —o1
hl‘nh“(t>_eé;'igh""'kﬂgé’(t) (’ s ERARRE R A ] J"'}p).
In der Entwicklung .

» . o <
B(z|t) =S4 0)EE)'=3 ... 3By, a)a .. 2"
=0 B=0  hin=0
sind die Koeffizienten
By .. 0,(2) (Byyever b, =0,1,2,...)
Polynome aus der Menge A(2p); sie hingen von den Zahlen

(Z, bysooish,=0,1,...,p

e=12,..., P(p) )
homogen und linear ab. Damit irgendeiner der Koeffizienten Ej, ...z, dqui-
valent Null ist, sind von den Zahlen ¢{-» , héchstens P,(2p) homogene
lineare Gleichungen zu erfiillen. Damit E(z|¢) vom Index

(%]
5, b

H>cp't™
ist, wo ¢ eine positive Zahl bedeutet, sind also hochstens
(ep™ "% +1)'Py(2p) L 26" (p +1)"*Pu(p)

homogene lineare Gleichungen von den

+ 1 n+1P
Zahlen (p ) o(P)

gle? (l, hl,...,hﬂz(),l,...,p)
e B

0=1,2,..., Py(p)
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zu erfiillen. Nach bekannten Sitzen iiber homogene lineare Gleichungen
ist das stets moglich, ohne daf die Zahlen gfe?, -alle gleichzeitig ver-
schwinden, wenn

(p+1)""* Py(p) > ¢™ 2" (p+1)"" Py(p)
oder

- ——

n

vorausgesetzt wird, gewil also fiir

._2_%
¢c=2

Damit ist gezeigt, da es p 41 Polynome
4(2]1), A(2]0), s 4,210
mit Zahlkoeffizienten K (s) gibt, die nicht alle dquivalent Null sind und

in simtlichen Verinderlichen z, und #, ..., hochstens den Grad p haben,
so da die Potenzreihe

b4 © ©
E(z]1) =Z=Z()‘Al(z?;t)F(z§t)l=h§)...h%’OE;,,...hn(t)zfl...z,’,’"

vom Index
_2._1‘._ 1+_1_.
H>2 "p *
ist.
32. Da die Polynome
4,(zit) (1=0,1,...,p)
nicht alle dquivalent Null sind, so gibt es ein erstes von ihnen, das nicht-

dquivalent Null ist. Sei etwa
A,(zt) ~0(t) fir A=0,1,...,r—1; A(z]t)+0(t).
Die Zahl r hingt dabei noch von p ab und geniigt der Ungleichung

0<r<Lp.
Man setze
W (z]2) =4,,,(2]¢t) (I1=0,1,...,p—71),
Ay (z[2) =0 (l=p—r+L..p)
und

G(z!1) —_—Zé”;%(zlt)F(z[t)’:kg...hgo(gklmhn(t) i,

Der Index von E(z|t) ist gleich H, also wegen
E(z|t) — F(2[1)"€(z]1) ~0(t)

auch der Index von

F(z|8)" € (z]1).
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Sei ferner § der Index von €(z!¢) und % der Index von F(z|t); letatere
Zahl ist nach 31. endlich. Nach der friiher bewiesenen Eigenschaft des
Index besteht die Gleichung

H=9+rh,
also erst recht die Ungleichung

1+
O9=H—hp22 "p "—hp
und fiir geniigend grofes p die weitere Ungleichung

_3_3}_ 1+l

=2 *p ".

Damit ist folgender Satz bewiesen:

Satz 8. Zu jeder yeniigend groPen natiirlichen Zahl p gibt es p41
Polynome

Up(2]0), Ay(2]2)s s Up(2]2)

mit folgenden Bigenschaften:

a) Die Polynome sind in den 2z, und t,,..., hochstens vom Grad p.

b) Ihre Koeffizienten sind Zahlen aus dem Korper K(s).

c) Es ist
U (2]1) +0(8).
d) Die Potenzrethe

» @ e
E(z't) =l§)%(z}t) F(z}t)l=h§0...h§0@h,..‘h,,(t)zf‘...z,’,"‘

ist vom Index

n 1
-8 — 14—

@ > 2 n p n
“V.
33. Das Polynom ¥, (z|T ™), wo nach frither

& k - -~
B = (o 3 (B) o (D)l el
ﬂ m

ist, 148t sich in folgender Gestalt darstellen:

M
%(z[%“‘)) E;‘{Af%(wl... w,|2).

Dabei sind
A >0 (t———-—l,Z,...,M)

M verschiedene Zahlen aus K (s), die sich als Produkte der a, darstellen

lassen, und
A (wy... w,|2) (z=1,2,..., M)
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ebenso viele Polynome in den z, und w,, w,, ..., w,,; ihre Koeffizienten
liegen in K (s) und hingen noch von p, nicht aber von %k ab. Offenbar
sind diese Polynome in den z, einzeln héchstens vom Grad p; in den
Verinderlichen w, dagegen sind sie héchstens vom Grad o, p; dabei ist
@, eine natiirliche Zahl, die weder von p noch von k abhingt und gleich
n-mal der groften auftretenden Indexsumme e, +-... - &, von ta ... 0 EE-
wiahlt werden darf.
Offenbar ist

M 3
U(@3]t7) = SAUA (07 ). -, B 3) [ 2%3)3

es gibt eine unendliche Folge natiirlicher Zahlen k, fiir die
. %y (Q*31t7) 40
1st.
34. Es gibt eine erzeugende gebrochene Zahl s in K(s), so daB
gleichzeitig
a) die Zahlen 3,,
b) die Zahlen a, und die Koeffizienten der Polynome 5% (z), b, ¥ (2),

¢) die Zahlen A, und die Koeffizienten der Polynome %, (w, ... w,, |z)

von der Gestalt
K

2o, s”
x=1

mit ganzen rationalen Zahlen o, sind. Dabei bedeutet b, (2) den Nenner,
b.%(z) den Zahler der ratiopalen Funktion b, (2)-
Zur Abkiirzung sei folgende Schreibweise eingefithrt: Sind

P(wy...w,|2...2,08), ¥(w,...w,|2...2,]s)

zwei Polynome in w,, w,, ..., w,, 2,2, ...,2, und s, von denen das erste
ganze rationale und das zweite nichtnegative Koeffizienten hat, und wenn
der absolute Betrag eines Koeffizienten des ersten Polynoms héchstens
gleich dem entsprechenden Koeffizienten des zweiten ist, so werde

@ (w]z]s) < ¥ (wiz]s)

gesetzt und W (w|z|s) eine Majorante des ersten genannt.

Offenbar gilt folgender Satz:

Ist

. ¢, (wiz|s) <V, (w|z]s) (x=1,2,..,9)
so ist auch

z§i¢x(w;zfs)<;§iwx<w£zfs>, xé‘”z<wizf'g)<]5é"’x‘w*z'8)’
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Nach den Annahmen zu Anfang dieses Paragraphen ergibt sich leicht
das Bestehen von Majoranten folgender Art:

B <E(1+8)" (e=1,2,...,m),
aﬂ<n(1+s)x (e==1,2,...,m),
A<l(1+s8)" (r=1,2,..., M),
b ()<= (Lo (142, (p=1,2,...,m),
B (2) < H (1 -+ 8)F 1_”71(1 1z,)? (n=1,2,...,m),

A (w,...w,|2)<ZA+s)" IT(1 +wﬂ)“°"’111(1 +2)? (v=1,2,..., M).
p=1 o=
Dabei ist der Exponent b eine feste natiirliche Zahl und es sind
&mn, =, H

feste positive Zahlen, die von p und k% nicht abhingen, { und Z feste
positive Zahlen, die von p, aber nicht von k abhingen.

35. Die rationalen Funktionen 5%(z) haben den Wert
®) g 3
B (2) = S ald,(22)

oder
ba* @ (2)

A ON

b (z) =
wenn
k-1
by ® (2) = JTb:(2"2),
h=0
k-1 <
b¥P(2) = Sanby (2) ... ba (R¥2) b2 (Q%2) b (QM 1 2) ... b1 (QF12)
k=0

gesetzt wird. Mit einer positiven Konstanten ¢, =1, die von p und &
nicht abhingt, ist ferner?)

TT(1+28) < [T(1 - 2ol (2% = Q*2).
o=1 a=1
Also gelangen wir fiir die beiden letzten Polynome zu folgenden Majoranten:
b0 ()< ZH (14 9)*F [ (1 +2)"",
a=1

‘ . (
b P (2) < (A4 1) (Z+H) (1 +8) P (14-2,)"*
=1
Dabei bedeutet e, die Zshl ¢

n=1,2,..,m).

k-1
e, =3 [¢,0F].
=2 [eef]
%) Zu den folgenden Abschitzungen vergleiche auch loe. cit. %), 8. 354,
Mathematische Zeitschrift. 32. 37
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36. Auch das Produkt

AP (2) = ITBEP (27 %, (2 (2), ..., bP(2) | @F2)
u=1

ist ein Polynom in den z, und in s; es hat ferner ganze rationale
Koeffizienten. Die Majoranten in 34. und 35. fithren zu folgender Majorante
fiir dasselbe:

Qﬁk)(z)<2((1—i—n)(5+H))m““pk(l +8)K+Kaomp(2k—-1)><

- l’i(l+z¢)baunlpek+lcxe{")p'
o=

Schlieflich werde auch noch von der Darstellung der 3, durch die Zahl s
Gebrauch gemacht; dann ergeben sich folgende Formeln:

ﬂmb:(k)(8)mop<smuopk(1+§)mn%pek(1 +8)Kmu.,pk+xmna¢pek’
n=1

%:(k)(3><z((1+’7) (E+H))m%pk<1+§)bmamnpek+n[c,glj‘}p><

K 2k— k
><(1—}—s) + Ko, mp(2k 1)+Kaamnpek+Kn{cleI]p’

‘EM’Azk %Igc)(a)<MZ Ck((l + 77)<—:- + H))rnaopk<1 +E>b%mnrek+nwef}p <
=1

- &)
> (14 8)K+ Eaymp @k~1)+ Kaomuper+ Enleielp + Kk

Damit ist bewiesen, daB es vier positive Zahlen ¢,, ¢, ¢,, ¢; gibt, die von
p und k nicht abhingen, so daB fiir p > p, und k=%, (p)

I e (1 e (u= 1,2, m)
und

ﬁb‘:(k)(%)%p. QIO(Qk%Et(k))<ec4pelk(1+ 8)1’{"591;:} (‘u =1,2,..., M)

u=1
ist. Nach 20. verschwinden die Zahlen

k=0,1,2,...,
5:%(5) <,¢:1 2, ... m)

alle nicht, da der Punkt 3 in der Punktmenge u liegt. Nach Satz 3 ist

ferner
Ay (2[2) + 0(1);

es gibt also eine unendliche Folge von natiirlichen Zahlen k£, fiir die auch

- A (Q'k 3 t<k))
und folglich ’ |

e P37 Up (3] t7)
nicht verschwindet.
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37. Wenn eine Zahl aus K(s) die Majorante
0
oLws”
x=0

besitzt, so ist sie absolut hochstens gleich
0
ol <o Ssl" S@(1+]s))°.

Wenn dieselbe Zahl ferner von Null verschieden ist, so gestattet ihr absoluter
Betrag folgende Abschitzung nach unten€):

1 1
iolgsxo' K——iK 0'
@ fg(l+§8f§>
Dabei bedeuten
8 =8,8,...,8%

die K zu s konjugierten Zahlen, und S den Nenner dieser Zahlen.
Aus den Majoranten zu Ende des vorigen Paragraphen folgt also, daf

IT6E (3)] < e
5'u=1 H
und
T2 ()7 - % (2 5]t7) | Z o7
p=1

ist, wenn p geniigend grof ist und k bei der ersten Ungleichung oberhalb
einer von p abhingigen Schranke liegt, bei der zweiten eine von p ab-
hingige unendliche Folge durchlauft. ¢, und ¢, bedeuten dabel zwei
positive Zahlen, die von p und % nicht abhéngen.

Mittels dieser beiden Abschitzungen gelangt man zur

1. Ungleichung. Ist p eine geniigend groBe natiirliche Zahl, durch-
Hauft ferner die natiirliche Zahl k eine gewisse von p abhingige unendliche
Zahlfolge, so besteht die Ungleichung

% (2 3149 Z e

mit einer positiven Zahl ¢, die von p und % nicht abhingt.
38. In der Potenzreihe

¢(z)=3... 56, s @) ar

sind nach Satz 3 alle Koeffizienten &, 5, (¢) mit

1

n
Byt byt ..k h, <2 apTa

%) Siehe loc. cit. ), S. 359.

37%
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dquivalent Null. Die simtlichen Koeffizienten ;.. s,(2) sind Polynome
in den Zahlen #,, . ,, und in jeder davon hochstens vom Grad 2p. Es ist

ot B () - ()

< (fi(3) — af i (@* )P . (fn(®) — Bl fn ()™ " b, -
Die Zahlen f,(3) sind alle endlich; denn fiir geniigend grofes k existiert
die endliche Zahl £, (Q"3) und in der Gleichung

fu(3) = i £u(Q"3) + 5 (3)
ist % (3) gleichfalls endlich, da 3 in u liegt. Mit wachsendem & strebt der
Funktionswert f, (% 3) gegen eine endliche Zahl. Daher gibt es eine positive
Konstante ¢,, die von p und £ nicht abhingt, so dal von einem k ab

[t o] S eF
ist.
Sei

n

H=3h,

[
a=1

gesetzt und H, der kleinste Wert von H, fiir den ein Polynom &, ...z, (¥
nichtiiquivalent Null ist. Offenbar ist

1
HO g 010 p o * 3
und zwar hiingt die positive Zahl ¢,, nicht von p und % ab. Alle Polynome
©,...5. (t) mit H < H, befriedigen fiir geniigend groBes k die Gleichung
@hx»--im(t(k)) =V.
39. Da die Potenzreihe

©(z]1) =h§)...h§°@hl,,_h(t)zf" .z

in geniigender Nihe des Nullpunktes konvergiert, so gibt es n -1 positive
Zablen

R, R,,....R,,
die von p, aber nicht von k abhingen, so daf die Koeffizienten des
Polynoms G, ...», (2) alle absolut kleiner als

RoRM ... By
sind und folglich

|Gy (E¥) | < RoRI* ... BRI e ?*

ist, mit einer von p und % unabhingigen positiven Zahl ¢,;. Wenn £
geniigend groB ist, so ist ferner
Bob g | < ebfiboet ¥ =9%);
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Transzendental-transzendente Funktionen. 581
A, bedeutet die negative Zahl
Ap=R (ﬂé’lcmloggﬁ) < 0.

Aus den letzten Formeln folgt die weitere Ungleichung

_l_f_ng \ 2 _!-_Cn} o w\Bn
f@(Qkait‘k))léRoec‘””“H;;(Rle“u E‘) <R,.e2 o 00 )

Die Summe 3 ist bis auf endlich viele fehlenden Glieder das Produkt
HEH,

von n geometrischen Reihen; fiir groBes k spielen die Glieder mit moglichst
kleinem H-Wert die Hauptrolle. Durch Verschlechtern der Abschitzung
folgt, daB von einem % ab
[33% I—{“OAO
G5ty <
ist, und hieraus folgt die

2. Ungleichung: Ist p eine geniigend groBe natiirliche Zahl, und liegt
die natiirliche Zahl % oberhalb einer von p abhingigen Schranke, so ist

1
=

1
(E(QP <o e
mit einer positiven Zahl ¢,,, die von p und % nicht abhingt.

40. Es kann jetzt der Hauptsatz dieser Arbeit bewiesen werden.
Die Funktion f,(z) unterscheidet sich von der konvergenten Reihe

Salb.(Q"z)
k=0

hochstens um eine additive Konstante; dieselbe ist eine algebraische Zahl,
da die zugehodrige Potenzreihe algebraische Koeffizienten hat. Folglich sind
die Koeffizienten der zugehdrigen Potenzreibe sogar in einem endlichen
algebraischen Zahlkorper gelegen, und es gibt hierzu als Oberkorper einen
endlichen algebraischen Zahlkdrper, in dem auBerdem die Zahlen a,,
die Zahlen B und die Koeffizienten t, ..., in der zu widerlegenden
Gleichung

P(3it) =Stoanli (8 - Fu(3)™ =10
liegen. Wegen

F(3lt) =F(Q"3t™)

ist also

E(Q*3]t™) = % (R*3]t®)
und nach der ersten und zweiten Ungleichung:

1
1+t
o on? ” e’,‘g e—cspeﬁ’

DOCUMENTA MATHEMATICA - EXTRA VOLUME MAHLER SELECTA (2019) 233-274



A CLASS OF TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 271

582 K. Mahler.

wenn p geniigend groB ist und k eine von p abhingige Folge durchlauft.
Das ist aber gewill bereits fiir p >< )n ausgeschlossen, so daf die Be-

12
Cig

hauptung des Hauptsatzes dieser Arbeit damit bewiesen ist.

VL

41, Der Hauptsatz dieser Arbeit 188t sich unmittelbar auf die Funk-
tionen anwenden, die im Kapitel 2 untersucht wurden. Ein Fall sei hier-

von besonders genannt.
Nach frither ist die Funktion
@ whl 4 g,
f&)=1(22)=23 3 z'z",
hh=1 hy=1

wo @ eine positive reellquadratische Irrationalzahl bedeutet, transzendental-
transzendent. Sie geniigt der Funktionalgleichung

f(z)=f(Qz)+b(z).
Eine genauere Untersuchung zeigt, daf der Nenner der rationalen Funktion
b(z) und also auch der der abgeleiteten Funktionen &, (z) allein die

Faktoren
2lrgin —1 (p=0,1,..,7»+1)

besitzt, so daB die Punktmenge u durch die Ungleichungen

340, 5+0, R(logs+wlogs)<0, arz«+1  (#=0,12,..)
bestimmt ist; dabei bedeuten p, und g, die simtlichen Naherungsnenner
und -zdhler der Zahl @ 7). Die Voraussetzungen des Hauptsatzes sind alle
erfilllt; es ergibt sich daher:

wDer Punkt 3 besitze algebraische Koordinaten 3, und setr in u ge-
legen. Dann sind beliebig endlich viele Zahlen aus der Menge

D2 f(2) (I,0,=0,1,2,...)
oder auch der Menge
al1+lzf(z) %

= 2,...
el (it =0,1,2,..)

algebraisch unabhdngtg in bezug auf den Korper der algebrasschen Zahlen.“
Es besteht also eine arithmetische Eigenschaft der Funktion f(z),
die vollkommen der funktionentheoretischen Transzendental-Transzendenz
analog ist.
42. Die zuletzt bewiesene arithmetische Eigenschaft der Funktion f(2)
gestattet eine funktionentheoretische Folgerung.

?) Siehe loc. cit. *), . 363.
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Transzendental-transzendente Funktionen, 583
Der Punkt (3, 1) legt in der Punktmenge u, sobald
0<izi<l

ist. Wenn alsdann die Zahl 3 algebraisch ist, so sind speziell beliebig end-
lich viele aus der Reihe der Zahlen

! |
ore), (1=0,1,2,...)
2 s
algebraisch unabhingig in bezug auf den Korper der rationalen Zahlen.
Sei zur Abkiirzung
) dl
p(a) =1z )= Slonlss o0 =517
gesetzt: dann gilt folgender
Satz: ,,Die Funktion ¢(z) ist transzendental-transzendent =

Denn im entgegengesetzten Fall gébe es ein Polynom

T (wy, W5 es w,, 12)==0,
so dafl etwa
F(@(2), @' (), "V (2)[2) =0

ist. Dieses Polynom besitze genau n Koeffizienten; dieselben sind nicht
alle Null. Werden fiir die Funktionen ¢® (3) ihre Potenzreihen eingesetzt
und alsdann die Taylorkoeffizienten der entstehenden Entwicklung gleich
Null gemacht, so ergeben sich fiir die Koeffizienten von F(wy ... w,'2)
unendlich viele homogene lineare Gleichungen mit algebraischen Zahlkoeffi-
zienten. Von diesen Gleichungen sind hochstens n —1 linear unabhiingig.
Also diirfen die Koeffizienten von (e, ...w,,|2) sogar als algebraische
Zahlen angenommen werden. Da es gewi eine algebraische Zahl 3 mit

0< 3«1

gibt, so daB (w,...w,|3) nicht identisch verschwindet, so besteht als-
dann die nichttriviale Zahlgleichung

F@@) ... 0™ V()5 =0.

Das widerspricht aber der algebraischen Unabhéngigkeit der Zahlen ¢ (

3)-
43. Anstatt auf weitere Anwendungen des Hauptsatzes einzugehen,
mége noch ein Zusatz zum ersten Kapitel gemacht werden.
Sei D eine quadratireie natiirliche Zah! und X (YD) ein reeller quadrati-
scher Zahlkorper; er besitzt die Diskriminante

d=D fir D=1(mod4); d=4D fir D=2 oder 3 (mod 4)
und die Basis

a+Yd
w, =1, m,}:-—él,:.
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Durch
F(t,t) =3 e+
a1

wird die Heckesche Geometrische Reihe des Korpers definiert; sie kon-

vergiert fiir
R(iE)<o0, R{E)<O.

Bedeutet 5 eine beliebige totalpositive Einheit des Korpers, so ist
F(yt,n't'y=F(t,1).

Um auf gewohnliche Potenzreihen zu kommen, werde die Funktion

8=
f(zl 22) =sz(d) zg(?.}/d)
x>0
eingefiihrt, dabei ist S («) die Spur von « und das Ideal
m=1_{1 LN
( 2 v&) b
ist die reziproke Differente von K (YD). Es bestehen folgende Gleichungen:
fzy2) = F (1),
.1 ’
t:logzl«rmlogzg, ¢ =logz, — leogzz,
aus ihnen geht hervor, daf die Funktion f(2,2,) im Raumteil
1 1
R <log z,+ mlog ze) <0, % (log 2, — 5% log z2> <0
existiert.

Nach bekannten Sitzen iiber die Pellsche Gleichung gibt es zwei
natiirliche Zahlen e, und e,, die der Beziehung

—4del=1
geniigen, denn die Zahl 44 ist gewiB kein vollstéindiges Quadrat. Die Zahl
n=e,+2e7Yd
stellt eine totalpositive Einheit von K (YD) dar, so daB
F(yt,y't")=F(s1)
ist; eine einfache Umrechnung fithrt zu der analogen Gleichung

( 259, g ))=f(z1ze)
fiir die Funktion f(z,2,). Die Matrix

o (S k) 8 (ﬁ}'))

S(nyd), 8(3)
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Transzendental-transzendente Funktionen, 585

besitzt offenbar lauter positive ganze rationale Elemente; die zugehérige
charakteristische Gleichung besitzt die beiden Wurzeln
91::77:31";"232}/31 92'—':77’:61”’"262}@'; 0, >1, Ql>i}9_i3
und ist daher im Korper der rationalen Zahlen irreduzibel.

44. Die Funktion f(z,2,) geniigt demnach einer Funktionalgleichung
genau von der im ersten Kapitel betrachteten Art; dasselbe gilt von den
abgeleiteten Funktionen

fur(2,2,) =DP D f (2, 2,) (b, ,=0,1,2,...),
wo D, und D, die Operatoren von frither bedeuten. Im Gegensatz zum
ersten Kapitel sind jedoch die Exponenten in der Reihe

()

s
f(zlze) :2213(“)52
a0

zwar noch ganz rational, aber nicht mehr alle nichtnegativ; es handelt sich
um eine Laurentsche Reihe. Trotzdem 1ift sich das ganze Beweisverfahren
des Satzes 1 unverindert auch auf diesen Fall ausdehnen und man gelangt

zu folgendem Ergebnis:
Zwischen den m Funktionen

f}lm o (31 zg) s ﬂfz) 1 (zl 22); veny f;lfm) 1gm (zl Z.;)
besteht dann und nur dann eine algebraische Gleichung
F(f;}fl)lo(l) (Zl 22): L] lj(-m)lg(m) (z1 22) iz1> zg) = O 3

wo das Polynom
Flwyw,...0,22%)

nicht identisch verschwindet, wenn mindestens zwei der Differenzen
lj(.u — lél), lé?)__ lée): ey Zl(m) - lém)

iibereinstimmen; wenn
z (1) z (1) 2) (2)
1 2 1 2

ist, so besteht die Differentialgleichung

SN 0] 13 12
Dt Dy f(z,2,) =konst. Dyt D2® f(z,2).

Krefeld, 2. August 1929.

(Eingegangen am 4. Dezember 1929.)
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