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ZUR APPROXIMATION DER EXPONENTIALFUNKTION

UND DES LOGARITHMUS. I, II
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SUMMARY. In Part I, Mahler introduces his classification of complex numbers
and the following two results are proved. Let ¥1,7s,...,9xy be N algebraic
numbers that are linearly independent over the rationals and let A be a Liouville
number. Then, the numbers e, eY2, ..., e~ )\ are algebraically independent
over the field of algebraic numbers. Let z be the real logarithm of a positive
rational number not equal to one and let A be a Liouville number. Then, z and
A are algebraically independent over the field of algebraic numbers.

Part II continues the study of the same title by giving various bounds on
polynomials evaluated at logarithms and exponentials. A new proof of the
transcendence of 7 is given as an application.
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118

Zur Approximation der Exponentialfunktion
und des Logarithmus. Teil L

Von Kurt Mahler in Gottingen.

In einer fritheren Note (5) zeigte ich, daB die Zahl e und eine beliebige Liouville-
Zahl stets algebraisch unabhéngig sind. In der vorliegenden Arbeit werden diese Un-
tersuchungen weitergefiithrt und folgende zwei Sitze bewiesen:
Sind 94, 0y, . . ., Oy irgend N algebraische Zahlen, die linear unabhingig sind in bezug
auf den Kirper der rationalen Zahlen, bedeutet ferner A eine beliebige Liouville-Zahl, so sind
die Zahlen

e e ..., e,
algebraisch unabhdngig in bezug auf den Korper der algebraischen Zahlen.
Bedeutet z den reellen Logarithmus einer positiven rationalen und von Eins ver-

schiedenen Zahl oder ist z = m, bedeutet ferner A eine beliebige Liouville-Zahl, so sind die
beiden Zahlen

z, A
algebraisch unabhdingig in bezug auf den Kirper der algebraischen Zahlcn.

Der Beweis dieser Sitze beruht auf einer Einteilung aller transzendenten Zahlen
in drei Klassen nach ihrer Fahigkeit, sich durch algebraische Zahlen mehr oder weniger
gut anndhern zu lassen. Zwei Zahlen, die algebraisch von einander abhéngen, gehéren
immer zur gleichen Klasse; also sind zwei Zahlen in verschiedenen Klassen gewiB
algebraisch unabhingig. Diese Klasseneinteilung ist kurz in Kapitel Eins dargestellt.

Um dieselbe aber anwenden zu konnen, miissen schirfere Sitze abgeleitet werden
iiber die Approximation der Werte der Exponentialfunktion und des Logarithmus in
algebraischen Punkten durch algebraische Zahlen. Dazu wird von den entsprechenden

_ algebraischen Fragen ausgegangen. Sind w,, ®,..., ®, voneinander verschiedene
beliebige Zahlen, g, gy, - . ., 0,, beliebige natiirliche Zahlen, so gibt es ein und nur
ein System von Polynomen ’

A(z“”l"'“"") k=1,2,..,m
k 01+ Om ( ’ )
bzw. vom Grad ¢, — 1, ¢, — 1, ..., 0, — 1, so daB die Potenzreihe

m @
R(lel...w".)= A(zlwl"'w'”)e'm: o
01 Om ,‘g e om é;’
genau mit dem Anfangsglied

gategteet om—1

(o1 + e+ +on—1)!
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beginnt. Die Funktionen A(z) und R(z) lassen sich explizit durch Differentialausdriicke,
vielfache reelle Integrale und einfache Cauchysche Integrale darstellen; es handelt sich
bei ihnen um Ausartungen verallgemeinerter hypergeometrischer Funktionen. Wie ich
neuerdings fand, finden sie sich bereits in einem Brief von Hermite an Pincherle (2) vor,
jedoch ohne arithmetische Anwendungen. Diese Funktionen haben eine Reihe merk-
wiirdiger Eigenschaften; wird z. B. gesetzt

Ahk(z‘ ... wm) =Ak(z
Q1+ 0nm

so ist die Determinante

Wy... W ... Opn
I T o S

) (h e =1,2,... m)

K

nlel = (=0 o),

also nur im Nullpunkt gleich Null. Dieselben Funktionen stehen ferner, wie gezeigt wird,
in einer merkwiirdigen Beziehung zu den Polynomen, die Hermite bei seinem klassischen
Transzendenzbeweis fiir e in der Arbeit (1) benutzt.

Die rein algebraischen Néherungen fiir die Exponentialfunktion
O .. On) W ( wl...wm) oz
gl...gm) gAkzg‘...gm ¢
gehen in arithmetische iiber, wenn die Parameter gleich Zahlwerten gesetzt werden.

Zunichst sei m fest, withrend die Zahlen g, bis um eine Einheit den gleichen iiber alle
Grenzen wachsenden Wert haben und w;, w,, ..., o, je gleich verschiedenen alge-
braischen Zahlen sind und z = 1 . Nach einem Verfahren von Siegel (7) 148t sich aus den
dann entstehenden numerischen Néherungen folgender Satz folgern:

Sind die N algebraischen Zahlen &, Oy, ..., Ox linear unabhdngig in bezug auf den
Korper der rationalen Zahlen und gemeinsam in einem Zahlkirper vom Grad n gelegen, so
gibt es eine positive Konstante Ty, die nur von N und n abhdngt, so daf der Wert des Aus-
druckes

s

-~ xi And,
APy +eee+
t= D Dy et YN, a= max (|as...ay|) >0
41=0 Ay=0 i:.=0,1,...,M.

Ay=01,..,My
mit ganzen rationalen Koeffizienten fiir geniigend groBes a der Ungleichung
lt] = a”TNnMyee My

genligt.

Hieraus 148t sich speziell die Aussage iiber Beziehungen zu Liouville-Zahlen her-
leiten. Im Fall N = n = 1 kann man noch genauere untere Schranken erhalten. Man
kommt zu dem weiteren Ergebnis:

Die Koeffizienten der linearen Form in 1,e,...,em,

m
r= ay e* a = max (Ja|) >0
P ol

seien ganz rational. Dann gibt es eine positive Zahl ¢, die weder von m, noch von den Koeffi-
zienten ay abhingt, so daf fiir geniigend grofes a die folgende Ungleichung besteht:
em? log (m+1)

‘r‘ g a_ log loga

Dies Ergebnis ist eine geringe Verschirfung der bisher schérfsten Resultate von
Siegel (7) und Popken () iiber die Anniherung an e.
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Auf ghnliche Art kommt man zu Aussagen iiber die Annéherung an Logarithmen
und insbesondere an die Zahl 27i = log 1. Dazu wird in

... w,,.) =§'Ak(llw1”' oo,,.)ewkz

Q1. - Om =1 Q1---0m

01 = 0y =+ = p,, = o festgehalten und m iiber alle Grenzen wachsen gelassen, wihrend
w; = k — 1ist und z gleich dem betreffenden Logarithmus. Dann ergibt sich die Existenz
von unendlichvielen Anndherungen an z durch angebbare algebraische Zahlen vom Grad
e — 1, aus der die Angabe iiber Beziehungen zu Liouvilleschen Zahlen hergeleitet werden
kann. Eslafit sich noch folgender Satz beweisen:

Es gibt eine absolute Konstante ¢ > 1, so daf fiir eine beliebige natiirliche Zahl m und
m + 1 ganze rationale Zahlen ay, a,, . . ., an mit

A

a = max (|ax|) = a(m)
E=0,1,...,m

die Ungleichung
S an|zae
k=0

besteht.

Die Untersuchungen dieser Arbeit kénnen auf die Binomialreihe iibertragen werden;
man erhilt so fiir den Spezialfall der Wurzeln reiner Gleichungen einen neuen Beweis
des Thue-Siegelschen Satzes.*) —

Herrn Prof. Siegel méchte ich an dieser Stelle danken fiir eine Reihe von Verbesse-
rungsvorschligen; er hatte die Giite, mich auf einige Irrtiimer aufmerksam zu machen.
Mein besonderer Dank gilt ferner der Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft
fir ihre Unterstiitzung.
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AuBerdem sind die Arbeiten von Morduchai-Boltowskoj zu nennen, die mir aber ihrer Sprache wegen nicht
zugéngig waren.

L

1. Bei Untersuchungen iiber transzendente Zahlen kann man oft von einer Klassen-
einteilung der Zahlen nach ihrer Anniherungsschirfe Gebrauch machen, die hier kurz
dargestellt ist.

Es bedeute z eine reelle oder nichtreelle Zahl, m und a zwei natiirliche Zahlen. Die
arithmetische Funktion

g . 2* )
0

o (@] 2) = on(a) = min (
uo,al,..,am=0,¥1,...,=Fa
m
3 ag¥+0
k=0

*) Dieser Beweis ist inzwischen erschienen in der Arbeit: ,,Ein Beweis des Thue-Siegelschen Satzes fiir
binomische Gleichungen*, Math. Annalen 105 (1931), S. 267.
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ist hochstens gleich Eins und nimmt nicht zu, wenn m und a wachsen. Jeder der oberen
Grenzwerte

1
— o, —hm — @n@) — o —Tm ©m
On(2) = ©u _al_l.Ifw loga °’ @) = o —”}iTw m

ist entweder positiv unendlich grof oder eine endliche nichtnegative Zahl. Mit w, ist
fir m' = m auch w, unendlichgroB; demnach gibt es einen Index u(z) = p, so daBl wn
fir m < u endlich, fir m = p unendlich ist. Die beiden Zahlen w und u sind nie
gleichzeitig endlich.

Definition: Eine Zahl z heifit

A-Zahl, wenn o =0, u =+ oo,
S-Zahl, wenn 0 < o < + o, p = + oo,
T-Zahl, wenn o = + oo, u =+ oo,
U-Zahl, wenn o = + o, u< 4+ oo
ist. Jede Zahl gehort einer und nur einer von diesen vier Klassen an.

2. Der Sinn der Klasseneinteilung ergibt sich aus einigen einfachen und altbekannten
Hilfssétzen, deren Beweis auf Liouville und Dirichlet zuriickgeht. Man hat mit der Ab-
kiirzung o(z) = ¢ -——{1 fax re?elles £ }:

2 fir nichtreelles z
a) Fiir eine algebraische Zahl z vom Grad n ist
m—j——i——léw,,.§%—1 fir m<n—1, op="0—1farmzn—1;

o=0, p=+x;
b) Fiir eine transzendente Zahl ist
m 4+ 1

om="FT 4 e m=1,23..; oL,
g ag

Die Menge der A-Zahlen ist also identisch mit der Menge der algebraischen Zahlen, und
man hat das Transzendenzkriterium:

Eine Zahl z ist dann und nur dann transzendent, wenn es zu jeder noch so groBen
Zahl Q > 0 eine natiirliche Zahl m und unendlichviele Lisungen der Ungleichung

m
2 a; z*
k=0
in ganzen rationalen Zahlen ay, ay, . . ., an gibt.
Weiter gilt folgender Satz!):
¢) Wenn zwischen den beiden transzendenten Zahlen z, und z, eine algebraische Glei-
chung mit rationalen Koeffizienten, die nicht alle verschwinden, von der Form

0<

<a %, a = max (| &)

ag

2 2"’ Apo, 2228 =0

=0 &;=0
besteht, so ist
Om(21) = 0 — 1 + 0, 0ma,05(25),  ©m(z) = g — 1 + Ay 0ma(2)
0(z;) = 6,0, 0(2,), 0(z;) = 6; ag 0(z)
#(z1) = 0 p(z,), 2(2) = Gap(zy).

Die Klasseneinteilung in A-Zahlen, S-Zahlen, T-Zahlen, U-Zahlen ist somit in-
variant bei dem Ubergang von einer Zahl zu einer algebraisch abhingigen Zahl; zwei
Zahlen in verschiedenen Klassen sind immer algebraisch unabhingig.

1) Siehe meine Note (5).
Journal fur Mathematik. Bd. 166. Heft 2. 16
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Offenbar sind die speziellen U-Zahlen mit x = 1 identisch mit den sogenannten
Liouvilleschen Zahlen (4).

IL

3. Zu m natiirlichen Zahlen g,, g,, - . ., 0,, und m voneinander verschiedenen kom-
plexen Zahlen w,, w,, ..., o, existieren nach bekannten Sitzen iiber homogene lineare
Gleichungen m Polynome

Ak (Z

wl“’ﬁ"“”’”) (k=1’2,..-,m)

01 QO2---0nm

hochstens der Grade g, — 1, 0, — 1,..., 0m — 1, die nicht alle gleichzeitig identisch
verschwinden, so daB der Index h, des ersten nichtverschwindenden Koeffizienten a,
in der Potenzreihe

@©

ZA];(Z‘ ... wm) P 2211).2"
k=1 e =0

1o Om
der Ungleichung
M=h—2 g +120

geniigt. Irgendeine der so bestimmten Summen werde bezeichnet mit

R(Z‘wl. o a)m) _ n 4 (Z Wy. .. wm) ke
Q1+ Cm pé: ¥ 01.--0
und m ihre Ordnung, M ihr UberschuB genannt.
Bedeuten D, D', J die Operatoren
— d —1 — — z
D—%, D™ = [...dz J—of...dz,

so gelten folgende Rechenregeln:
DT A(z) = ¢" Axe(z), Az,(zs) = (0 +D)*°4(z) (e=0,1,2,...).

Ist A(z) == 0 ein Polynom und == 0, so sind die Polynome A4 .,(z) und A_,(z) auch
nicht identisch Null und von genau gleichem Grad wie A4(z).

GemaB der Definition von R (z c;“ v ;»"') sind die Polynome
1o Om
A,,(z “’1"'“"") k=1,2....m)
C1--:0m
nicht alle gleichzeitig identisch Null; es moge etwa A g(z a;" . w,,.) % 0 sein. Ist dann
h == H, so wird ‘ T
D% e ¥R (z[ e wm) = 3 A} (z) ok—onz
0. on) ~ @
E+h
e =1,2,...,m
A*(z) — _ o ( ; w,,.) (k 1,2, 3 )
);(Z) (w;- w;,-I-D) A),Z e Om k#h )
wobei die Polynome Aj(z) hochstens vom Grad g, — 1 sind und dasjenige mit dem

[T

Index H nicht identisch verschwindet. Die Potenzreihe von R(z‘ w"') begann

1e--Cm
aber mit der (M +29’= —1)-ten Potenz von 2z, so daB die Potenzreihe der
k=1

Funktion
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D% “¥ R (z

Wy. .. wm)
Q1+ 0n

mit der (M 4+ 2’ 0r — 1)-ten Potenz von z anféngt; letztere muB daher nach der obigen
k=1

E+h
Definition gleich einer Funktion
R(Z Wy — Wh... Wp—1 —Wp Whyl — Wh ... Wy — a);.)
o On—1 [ O
der Ordnung m — 1 und des Uberschusses M sein. Von einer Funktion R (z @1--- ;U"')
1+ 0Um

der Ordnung m und mit positivem Uberschu kann man daher stets zu einer Funktion
der gleichen Art von der Ordnung m — 1 und von ebenfalls positivem Uberschu absteigen.
Dieses Verfahren kann wiederholt werden, so daB aus der Existenz einer Funktion
B(z‘wl' o ;U"') beliebiger Ordnung und von positivem UberschuB die Existenz einer
1 Onm
ebensolchen Funktion der Ordnung 1 mit positivem UberschuB folgt ; eine solche existiert
aber gewill nicht.
Damit ist gezeigt:
m
Der Koeffizient der (k§1 or — 1)-ten Potenz in der Potenzreihe jeder Funktion
R (z o w,,,) ist ungleich Null.
01 O
Hieraus lassen sich eine Reihe von Folgerungen ziehen. Offenbar besteht erstens
der Satz:
Satz 1. Seien 9, &,,..., 95 komplexe Zahlen, die in bezug auf den Kirper der
rationalen Zahlen linear unabhdngig sind. Dann sind die Funktionen

z, "% %% N
algebraisch unabhdngig in bezug auf den Korper der komplexen Zahlen.

Zweitens folgt, daB die Funktion R(z

Wy 0

0 "‘> eindeutig bestimmt ist, wenn
1o Om
verlangt wird, daB ihre Potenzreihe genau mit dem Gliede

z91+'-- +op—1

@+ +en— D!
beginnt; diese Annahme werde von jetzt ab gemacht. Alsdann sind auch die Polynome

Wy... 0
A,,(z 1 "

0 o ) eindeutig bestimmt, und zwar sind sie drittens alle nicht identisch
1 Om

Null, sondern vielmehr genau von den Graden ¢, — 1, ¢, — 1, .. ., 0,, — 1. Viertens folgt,

daB die Funktion R(zl

Ppee- w'") in den Zahlpaaren

1+ 0m
(wlgl)v (wzez)» T (wmem)
symmetrisch ist.
4. Wegen der Eindeutigkeit und nach der Annahme iiber den ersten nichtverschwin-
denden Koeffizienten in den zugehérigen Potenzreihen ist
o\ _ ozt
m(:| ) =T
R("l W, w,y. .. w,,,) =e°’"J“‘R(z. Wy — Wy ... Oy — wl)

0102+ 0nm Q2 M Om
16*
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und folglich

2om—1

R (z‘ W, 0. .. wm) — (" J%) (e(w,—w,): I .. (e(“’m—l—“’m—-2)' Jem—1) o Om—Om—1)2
(e — 1)

€1 Q2---0n
oder nach einer einfachen Umformung

B(z 0 Wy .. w,,.) _
01 02---0m

ty—g

z t (z —1 )9'_1 (t —t )0:—1 (t g —1t 1)9,"..1—1 lem—il
= dt fdt ce f dtm— { 1 1 2 e oo \bm— m— il %
of 1o * F ! (e, =Dl (e, — D' . (e,,_, — D (e, — D!

X ewl(,"tl)+mg(t3_t|) Fooet oy 1ty 9=ty —1)+ “’m'm—l}

Wy Wy ...
01 Q2 -

Damit sind die Funktionen R(z Qw'”) explizit bestimmt.
m

5. Auch fiir die Polynome A; (z' fax== :)"') kann eine explizite Formel angegeben
werden, nidmlich ! "
m ep—1
A(z “’1“’2""""‘): wp —op + D)2 (k=1,2,... m).
e e om g(" A e I )
htk
Denn fiir m =1 stimmt diese Formel; sie sei bereits fiir alle Polynome
A,,(z‘ Wy — ... w,,.—wl)
Q2 A Om

mit m — 1 Paaren (w,— oy, g;) bewiesen. Wegen
R(z[ Wy .. w,,.) _ e,,,,,J(,‘R(Z' Wy — Wy .. Om— w1>,
Q1 0n 02 R Om
D™%e™ A(z) = e+ (w + D) ° A(2)
wy. ..

w"'> mit von 1 verschiedenem Index k;

gilt sie dann auch fiir die Polynome A,,(z "
1o On

das Polynom A1<z1 a;" o ;D"‘), welches auf diese Art noch nicht bestimmt ist, mufl
1w Om
dann nach der bewiesenen Symmetrie von H(z( (Z‘ T w’”> in den Zahlpaaren (o, o,)

1+ 0Q;,

gleichfalls die behauptete Form haben.

Der Differentialausdruck fiir A,,(z @1 w’") 148t sich in ein Cauchysches Inte-

01 .-
gral iiberfiihren. Ist als Potenzreihe geschrieben

(w — wn + D)*Qﬂz c(k) Dl,

hk
so wird nach dem Cauchyschen Integralsatz

@w_ 1 rmr ~a 93
a =27nf (w0 — o + 3) T+1?
A=1 3
Co h+k
wobei iiber einen geniigend kleinen Kreis C, um den Nullpunkt in positiver Richtung
integriert wird. Wegen
A;(z Wy... Op

o—1 —1—1
Q1. 0Qn

= (k) =
DN o ey g V¢
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ist daher
- 23
1+ 9m C, [7 (wk — op + 6)'?’0)1&“ C,o [7((”1: — wp + a)?,.
h=1 h=1
h+k

da die Funktion

l-m7 (wk — wp +5 —0,.2 (Za)
h=1 =0k

im Nullpunkt regular ist. Bedeutet Ci einen geniigend kleinen Kreis mit positivem
Richtungssinn um den Punkt wg, C, einen geniigend groBen um den Nullpunkt mit
positivem Richtungssinn, so wird folglich 2):

ew"’Ak(z] ;... w,,.) _ 21 f e dj
01+ Om 7l
[7<a~w»)“h
R z‘wl' . Om /__e‘adg,
( 01 ) 27”01, n(s—wh

Dem letzten Integral entnimmt man die Differentialgleichung

[T = o r(s| 7 o) <o,

Wy ... Op

* Qm
im Nullpunkt eine Potenzreihe mit dem Anfangsglied
z"1+"'+“m"1

und zwar ist R(z

) die einzige Losung dieser Differentialgleichung, die

besitzt.
6. Wenn % und k Zahlen der Folge 1, 2, . . ., m sind und wie iiblich
ahk_{i fi}r h=k
0 fir A=k
ist, so werde gesetzt:

W
91 + 61:1 gm + 6hm

W
91 + 61;1 Qm + 6bm
Die quadratische Matrix

Al o) = (aufo]me o) k=2 m

- D[z

2) Diese Formeln stehen bereits bei Hermite (2).

besitze die Determinante

Wy... w,,.)
Q1-::0p
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und durch Fortfall der h-ten Zeile und k-ten Spalte entstehe aus ihr die Unterdeter-
minante
D;.;,(z ... cu,,,)'
Q1---0n
Offenbar ist A;.g(z @r-e- :’"’) ein Polynom in z vom Grad g, + d,, — 1; der Koeffizient
1+ Om
der hochsten Potenz von z ergibt sich aus der Darstellung als Differentialausdruck zu
1 . —op 0
e — o — o, .
(@k+6hk_1)!l£17( k )
14k
Die Determinante D (z l a;" e :’"‘) ist folglich ein Polynom in z vom Grad ¢, + - - - + 0,
1+ Om

mit dem Koeffizienten der hichsten Potenz gleich

ot A -
91!92!...gmlk[=17/;17<wk )%,

l+k
Aus den linearen Gleichungen in den GroBen e®:? e ..., e“n?
m
ZA;,,,(ztwl' o w"’) vkt = R;.(z @1--- w,,.) (h=1,2,...,m)
=1 Q1-:-0m Q1 0m
folgt andrerseits durch Auflésung nach e * die Identitét:

wl...w,,.> e Ak ( wl...w,,.) ()wl...wm)
evk? = -1 Dy |z Ryl z .
01+ Om é'( S PRI AL G P,

ol

Also ist D(z @1 .- a),,.) durch die Potenz z°2* """ * % teilbar, daher
1 Om
o1+t oy m_m
D(z wl...w,,.)= b4 o — )%,
o en) “ate e L] (o=@
14k
Wenn z nicht verschwindet, so ist demnach D (z P :"”) nie gleich Null.
1 Om

wy...

7. Die Matrix A(z w,,.) besitzt als Funktion ihrer Argumente eine Reihe

10+ Om

merkwiirdiger Eigenschaften. Werden z. B. die Zahlen g,, 0y, . . ., 0, gleichzeitig um
Eins vermehrt, so multipliziert sie sich nur mit einer Matrix, deren Elemente rationale
Funktionen in z von beschrinktem Grade sind. Mittels einiger Formeln von Hermite

gelingt es, wie wir zeigen wollen, auch die zu A(z] ‘Zl T ;o"') reziproke Matrix zu be-
stimmen. ! "
Es sei
Fa@) =[] G — o)* (h=1,2,...,m)
=1
und
. d'F, ’
Balalg) = Y gD h=1,2,...m),
=0

80 daB identisch
JFa) e 8dy = —Fnlzlp)e®
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ist. Zur Abkiirzung werde gesetzt:

W ... o
gt +qm%n(zlwk) = mhk(z ! "

01:-:0n

o hk1=1,2,...,m)
gt o [ EG) e dy = Raw(s) 20 O
B 01 Om
Dann besteht die Identitét

Wy Op
C1---0n

) ek — QI;.,‘(Z ‘ “yoee w"‘) oo — H,,,,,,(z
[ T

%.l(z o o) bk 1=1,2,..m).

1.+ 0Qn

Die Funktion R},,u (Z

@1 ;U"') besitzt in der Umgebung des Nullpunktes eine

Potenzreihe, die erst mit der (¢, + - - - -+ g,,)-ten Potenz von z beginnt. Die Funktionen
( Wy ..
S.)I},k ¥4

w"‘) sind Polynome in z genau vom Grad (¢, + - - -+ 0,,) -+ 6y — 0 — 1.

1+ 9m

Der Koeffizient der hichsten Potenz von z in QI;,;,(z ' (zl' o ;’"’) ergibt sich leicht aus der
1+ Om
Definition zu

(o — 6hk)![7 (o, — wz)el_dm-
=1

I+k
Mit Ql(z B w"') werde weiter die quadratische Matrix

1 O

%(z Wy ... w,,.) _ (%'k<z| ... wm))
1+ On 01--n /)’

mit SD(z ®1--- w”') ihre Determinante bezeichnet.

1e- - Om

8. Offenbar ist SD(z R :)"') ein Polynom in z genau vom Grad
1o On

(m —1) (o1 + -+ on)-

Da die Glieder in der Diagonale dieser Determinante jeweils von héherem Grade als die
anderen Glieder in der gleichen Spalte sind, so ist folglich der Koeffizient der hichsten
Potenz von z gleich

(ea =D (e — ... (0w — 1)1!17[17 (o — )%,
=

d. h. gleich dem Produkt der entsprechenden Koeffizienten fiir die Diagonalglieder.

"') werde jetzt fiir 91;,,,(4 Ppees w"‘) der Wert
€1+ €m Q1+ On

W... ©

In der Determinante ‘D(z

®1... Onp

) = e(@k—oy)2 thl(z’wl e wm) + e Rh,lk(z‘ Wy ... (/)m)
91"‘Qm Ql"'em

eingesetzt und alsdann fir k = 2,3, ... m von der, k-ten Spalte die erste multipliziert mit
e@r—e)z gybtrahiert. Die Glieder in diesen Zeilen gehen dann alle iiber in Potenzreihen,

die erst mit der Potenz 221" T *mheginnen. Alsoist ‘,D(zl (Zl T gw'”) durch 7™Vt +em)
. 'm

Wne (z

C1-::Cnm

1o
teilbar und die Formel von Hermite
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w , T 9
(=] 2 ) = (o= 1)l (ea =) (e — O [ [ [ ] () 200w
91 A em k=1 l=1
[

bewiesen 3).
9. Die vorige Identitdt ergibt sich auch aus einer Beziehung, die zwischen den

beiden Matrizen A(z( @1 w"') und %[(z w,,.) besteht. Es ist
gl"'@m Ql"'gm

Wy. ..

m
A,,,(z @1 “’"')ewu=12,,(z @1 “’"‘) (h=1,2,... m),
=1 Q1+ Cm Q1:-:0n
|
mu(Z}wgl e ;I)m) evir — QIH(Z (:;1 e ;Um) et = Rk’u(Z ' (Zl e :)m) (k, | = 1, 2, .oy m)
1ee - Om 1. - Om 1.+ Om
und also
m
o A (z wl...w,,.)g[ (Z‘wl...wm)=
o | g g ) ME g,
m
=?I,,1(z ;... w,,,)Rh(z‘wl... w,,,) “‘ZAH(Z Wy .. wm> Rk,u<2!w1”' w,,.).
Q1+ 0m 01+ 0nm = Q1---0nm 01--+CQn

Auf der rechten Seite dieser Identitit stehen lauter Potenzreihen, die erst mit der
(01 + - -+ + o,)-ten Potenz von z beginnen. Die Ausdriicke links

ZAM(Z1 Wy .. w,,,) %‘l(z}wl. .. a),,.) _ Ehk(z ... w,,,)
=1 01:::0nm 01-- - 0m Q1-::0Cn
sind als Polynome also durch diese Potenz von z teilbar. Andrerseits ist das Polynom

Am(z‘ ‘;" e w,,.) vom Grad g, + 6,; — 1, das Polynom Ay (z‘ w'") vom Grad

1+ 0n 1+++0n

...

(@+ 40, +06y—0—1. Folglich ist En (z‘ ‘Zl e ‘“"') ein Polynom vom

1- Om
Grad (0, + -+ on) —1 fir A=k und vom Grad (o, +:--+o9¢,) fir 2=*F
Im ersten Fall ist es demnach identisch Null, im zweiten Fall aber identisch gleich einer

Konstanten mal 2™ """t Indem wir Gebrauch machen von den Koeffizienten der hchsten

@re-- w"‘),die frither
1+ 0p

Potenzen von z in den Polynomen Axlz @1-- Om) und Wil 2
y e

1+++0m

bestimmt wurden, gelangen wir also zu den Formeln:

EM (Z

wy... w,,,) _ Lt gy h = k,
91"'97»

&
0 fir k=K.
Diese m? Gleichungen lassen sich in die eine Matrizengleichung
Wy w,,,) 91,(4 Wy... w,,,) — e temp,
€1 Cm €1 Cm (v - en)

zusammenfassen; dabei bedeutet der Akzent die transponierte Matriz und P(g, ... g,)
die Diagonalmatriz

A(s

%) Vgl. hierzu und zu den vorigen Formeln die Arbeit (1) von Hermite. Der Hermitesche Beweis benutzt die

Zerlegung der Matrix Ql(z Oreee ;0"') in einfachere Faktoren.

1++0m
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K 0
01 1
' 0 — --- 0
Plor---em)=]. @ .
0 0 i
On

Durch Ubergang zu den Determinanten folgt wieder die Hermitesche Identitat; ferner

ergibt sich, daB die Unterdeterminanten Dj: (z‘ @1- - w’") von A (zl @1--- w’") bis
LN %5 TN ) Q1. CQn
auf von z unabhingige Faktoren gerade gleich den Polynomen %Iu(zl (;1' ' :’”’) sind.
e Om

Die vorige Matrizengleichung laBt sich als Verallgemeinerung einer bekannten
Gammabeziehung auffassen. Man zeigt leicht, daB fiir R(z) >0

@ m
%.b(z @1--- ;)m) = gattom f n(% + ooy — o) M ey
© Sm 0 I=1 <

ist, wo iiber die positiv reelle Achse integriert wird. Also ist nach oben:

2_31_1,/ m eBdy . (f 17(3 + o — @)% MR d&) =P(oy..-0,)
& I (34 o — o)t e ik

und diese Matrizengleichung enthilt im Fall m =1 die Formel

2m 59“ 4% faq—le—ﬁd&

die ein Spezialfall der Funktlonalglewhung

Fs)r4 —s) = e
der Gammafunktion ist.
IIIL.
10. Die Zahlen w,, w,,..., w, mogen alle in einem algebraischen Zahlkérper
® n-ten Grades liegen. Es sei g, = g, = -+ = g,, = o eine iiber alle Grenzen wachsende

natiirliche Zahl; mit ¢, c,, . . . werden positive Konstanten bezeichnet, die von ¢ nicht
abhingen.
Den Integralformeln in 4. entnimmt man die Ungleichung

- ¢

3(1“"1 “’"’)=0(~1,,,), h=1,2,...m).

"o om 0! ( )

Weiter ist nach der Differentialformel in 5.
P L 2 [ — oy ik z9+”hk_1
P17 (P{ R [ et
w\® Q1. Qm) 1=1 =0 )'i (wh wl) (Q + Om — 1)1’
12327 G“

wobei die Summen nur bis zum Index g erstreckt!werden brauchen. Sei

2= ﬁ(wk_ w;.).

B=1
h<k

Journal fir Mathematik. Bd. 166, Heft 2. 17
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Der Ausdruck

llhk(wl. o w.,,,) = 929+IQ| Ahk(i’wl' T wm)
91‘--97» 91“‘Qm

ist alsdann ein Polynom in den Zahlen w,, w,, ..., @, vom Grad m;%ﬂﬂ,

dessen Koeffizienten ganze rationale Zahlen von der GroBSenordnung O(cg o!) sind.
Durch die Gleichungen

m
Zahk(wl'..wm)ewk =r;,(w1.”wm) (h=1,2,...,m)
=1 Q1 COn Q1. Cn
mit
wl...w,,.)_“ 20+1 (’wl...wm)__ (cg)
by =0 | Ral1 =0—2=
"(el---em SR N (P A o™
sind m linear unabhéngige Formen in den Zahlen e”* gegeben. Seien
m
Za;.,,e"’k=r;. (h=1,2,...,,u; ,u<m)
k=1

u unabhéingige Linearformen in den e“* mit ganzen rationalen Koeffizienten, fiir die
max (|am|) =@, max (|ul|)=r
h=12,...,p h=12,...,x
k=1,2,...,m

ist. Alsdann sind die # Formen 1, 1,, . . ., T, zZusammen mit gewissen m — p der Formen

Wy ... W
r;.( 1 ’"), etwa den Formen

01 0n
Wy ... Wy Wy ... Wy Wy ... Wy
I'h( ) I‘h( ) ...I‘h__( )
! Q1+ 0n ’ ? O1-::0p ’ T imn 01+ 0n

linear unabhiingig. Die Determinante

Wy... O Wy... 0
ahll( 1 m) « v a;,lm( 1 m)
Q1-::CQn 01-: -0
wy... O Wy... O
0= ahm_pl( ! m) dhm__“m( ! m)
1 Onm C1-:-0pn
31 PP Q1
a,ul “ . a,‘m

ist also von Null verschieden; sie ist offenbar ein Polynom in den Zahlen w,, w,, ..., wm

vom Grad m(m —1)(m2—— #)(2e +1) mit ganzen rationalen Koeffizienten von der

GroBenordnung O(c§e!™* a#); demnach ist nach bekannten Sitzen

% = 0(cgel(m—p)(n—1) a(”—l)[l).

Sei die Unterdeterminante von ¢ zur I-ten Zeile und k-ten Spalte mit 67 bezeichnet ; dann

ist offenbar

o = O(colm—r—1ar), 8frm (‘;1 S ;"") —O(ol#a®)  firl=l=m—p,
1eeeOm

0k = O0(cfolm*#ar1), Skti—min =0(cgo!™#ar1r) firm—pu +1<1<m,
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und wegen der Identitéit

L m
beok — 3T (— 1) o rh,(“’l o “””) 3 (=0
=1 01+ On/ j=p=pt1
wird
1 = 0(cly pl™Mn—D—rn gun) L O(cly pltn—mn gun—1 p)
oder .
chy plm—win qun=1r = ¢15 — 13 cfy QImn—N=em gun,

Wir machen jetzt die Annahme
pn>mn —1)  d hop>m(1 _}11_);

ist a gentigend grof, so gibt es dann immer eine grofite Zahl o, so daB

12

2
wird ; daraus ergibt sich die asymptotische Gleichung

= c13 ¢ plmn—N—un gun

~— M
log o! i — 1)log a
und folglich

r=ae¢ mit ¢ >0 fir a = aqy(e)

mit dem Exponenten %)

(m — p)pn® mun 1

T:”n_1+/¢n—m(n—1)—,un—m(n—1)_

11. Seien &;, ¥, ..., #x N algebraische Zahlen im Zahlkdrper & n-ten Grades,
die linear unabhéngig sind in bezug auf den Kérper der rationalen Zahlen, M;, M,, ..., My
und ,, p,, - - ., py je N natiirliche Zahlen; die Koeffizienten des Ausdrucks

My My
L T e
r=2’...2a11...,we11 YN o= max (|ag..ayl) >0
=0  ay=o A =0,1,..., 0y

Ay=0,1,..,My

seien ganz rational. Die Linearformen

A =0,1,...,
21Dy +eee+ Ay D .
t‘l""N = 1”1 NNy .

Ay =0,1,..., uy
von der Anzahl

p= (g + (g2 +1) ... (ur +1)

in den Ausdriicken

=01, M +p
e Ny gy = MOy o+ Aydy
ZN=O,1,...,MN—|—‘MN

der Anzahl
m=(My+p +1)(My+ po +1). . (My + py + 1)

4) Siehe wegen des Beweisverfahrens in 10. die Arbeit von Siegel (7).
17
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sind offenbar linear unabhéngig, und jeder der Quotienten
T

Tiy...ay

liegt zwischen positiven endlichen Schranken, die von den Zahlen aj, ..., nicht abhéngen.
Fir ¢ >0 und a = afe) besteht also die Ungleichung

[t =a—
mit
_ n(My+p+1). . (My+py+1) (1 +1) ... (pr + 1) 1
np+1) . ey +) = =) My +p+ 1) (My+py+1) 7
wenn

np A1) (A1) — (0 =1 (My 4y +1) . (My + py +1) >0
ist. Diese Ungleichung kann durch die Annahmen

= —
=)

erfilllt werden, denn dann ist

1
Mz 2n ¥
1+ﬂt+1é(2n—i)'
also
n—1 2n 1
1——_117( m+1)>1_ n 2 —1 2n—1
und
J7 (e
i=i w1 wm
n—1 M\
1= n g(l+ﬂt+1)
so daB
X M,
r§2nw1+1>...<uy+1)~1§2n/7([——2;-—ur—}+1)_
=1 —
) -1

wird. Fir N = 1 kann die eckige Klammer fortgelassen werden, so daB dann
T<2n(2n — 1) M; + (2n — 1)
ist. Damit ist bewiesen:
Satz 2. Seien 9, 8, ..., 9y N algebraische Zahlen eines Zahlkorpers ® n-ten
Grades, die linear unabhdingig sind in bezug auf den Koirper der rationalen Zahlen. Sind

dann My, M,, ..., My irgend N natiirliche Zahlen und die Koeffizienten der Linearform
My My
40
t = ' a1y e11+ AN g = max (laa,..ay])
/11=0 ).A=0 "1—0 L. My

A.N=0, 1,...My
in den Zahlen

MOt T N0y
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ganz rational, so besteht fiir geniigend grofes a die Ungleichung
lt' g a—TNv"'Ml"'MN

mit einer positiven Zahl Ty, die allein von n und N abhingt. Die Zahlen

9. L2 ?
1 P2 N
el e? ..., ¢

sind also algebraisch unabhingig in bezug auf den Korper der algebraischen Zahlen.
Fir N =1 ist speziell, unter Beachtung der friiheren Definition
wn(e) = 2n2n —1)m 4+ 2n — 1), ow(eh) <2n2r —1),
also e eine S-Zahl. Allgemeiner folgt leicht aus den eben gezeigten unteren Ab-
schatzungen fir t, daB jede von den Zahlen
e L
algebraisch abhiingige Zahl entweder eine A-Zahl oder eine S-Zahl oder eine T-Zahl ist.

Unter U eine beliebige U-Zahl, z. B. eine Liouvillesche Zahl A verstanden, sind also die
Zahlen

e L, v U
stets algebraisch unabhdngig.
12. Das letzte Ergebnis enthilt die Aussage, daB die Zahl e eine S-Zahl ist. Bei
Benutzung der Hermiteschen Formeln kann man zu einem schirferen Resultat gelangen.

Es werde wieder gy = ¢, =--+ =g, = ¢ als groBe natiirliche Zahl angenommen
und dann
01...m
e ) = Brrawials )
hk 0 h4+1,k+1 00...0
\ 01...m
Fuls ) = Bonseneasly )
hkl 0 ) A+1,k+1,041 00...0
gesetzt, so daB
e 7)ol ) =l )
4 e 4
ist. Wegen
3 d' Fa(3) ” s
A ( m) = <m+1)a—z—1___hM’ , F - e
w2y ) =2 N W =/]6-0b

ist klar, daf die Polynome %hk(zl m) lauter ganze rationale Koeffizienten mit dem ge-
meinsamen Teiler ¢

(e —1)!
besitzen. Die Zahlen 21;.;,(1 1 rg) sind also gleichfalls durch (p — 1)! teilbar.

Es ist als Integral geschrieben:

mhk(1] ';‘) ij[j G+ k ;z,g_we—adg,
1

tht(i‘ 7;1;) = 6"'”[[7 ((’1 —_ l)e—dh' 8—0 dé-
k

=0

Wenn ¢ iiber alle Grenzen wichst, so ergeben sich hieraus mittels der Methode von La-
place leicht asymptotische Formeln ?).

1) Siehe (1), S. 167 und (3).
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Im Integral fiir %.,,(1 . ZZ) wird das asymptotische Verhalten durch das Verhalten
des Integranden bei 3 ~ (m + 1)¢ bestimmt. Hier ist aber

m

m - < - i
[7 G+ k — 1) = jmthe=1 rY( (k = l)@)q K ~ gimtDe—1 e”:g'o(k l)~a("‘+1)-°‘1e"‘7,
1=0

und durch einfache Abschitzungen zelgt man

m =5 T 27 (m+1e (m+1e ,—(n+1)
01 e)~e I((m +1)0) ~¢ 2V(m+1)e"”+” Sl

und erst recht

%k(i} 7:) (V_ (m + 1)mHDe e —(m+1)e>

Bedeute weiter ; die Wurzel der Gleichung

L)
gs—l_o

im Intervall (4 —1, 4) fir A =1,2,...,m und sei

T).=I7(£J.—l), Z(Cz—l)z

=0

Das Integral

A m
[I]6-v"c"as
i =0

wird fiir grofes ¢ nach der Laplaceschen Methode asymptotisch gleich
e 1/ 2m 2n
Ci—h 002 A

wihrend sich die Funktionen R;,,,;(A ‘ 0 additiv aus mehreren dieser Integrale zusammen-
setzen. Sei ‘

7 =max (|71]).
2=1,2,...,m

b 7))

Fiir grofies m ist 7 leicht abzuschétzen. Man hat

Dann ist also

[l = (=0 B=1 =) (A=) LE ) Cbm— D S A n — 201 = 2L,
;)
und da (m _;- 1) um so kleiner ist, je kleiner |m + 1 — 24|, so ist
(m 4+ 1) _
o< Tgm =ml.
1

Man hat also erst recht:

R,.,,,(1\ 'Z) - 0(%).
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13. Seien jetzt ay, ay,...a, m ganze rationale Zahlen und das Maximum ihres
absoluten Betrages
a = max (|a|)

k=0,1,...,m

von Null verschieden und sehr gro8. In dem Ausdruck
m
aiet =r
k=0

konnen die Werte e* eliminiert werden mittels der Formeln

%.0(1 Z)ek=ar,.,,(1{’£‘)+3m(1"g") (hk=0,1,...,m)

so daf

9(;,0(1}’:>r=§ak%k(1t':) +k2:§a53m(1!’:) (h=0,1,....m)

ist. Die Determinante

),
0 /nk=041,...,m
ist nach der Hermiteschen Formel von Null verschieden; die Linearformen
L,,=2'a,,%k(1":) (h=0,1,...,m)
k=0

in ay, ay, ..., an konnen also nicht gleichzeitig verschwinden. Sei etwa L, von Null
verschieden. Dieser Ausdruck ist dann eine durch (¢ — 1)! teilbare ganze rationale Zahl,

da alle Koeffizienten 911.1;(1‘ 'Z) es sind; also wird

| Ln,| = (e —1)! NV%QQG‘”-

Seien wieder ¢;, ¢y, . . . positive, wohl von m, nicht aber von a und ¢ abhéngige Zahlen.
Man hat nach den Formeln in 12.

m | le
Za};Rhoko('lsm)“ éclaln':,
=0 @ Ve

?Ihoo(i' Z)’ éVCz: (m 1) gt =Gt e,
[

also

C. s
L2 (m 1)(m+1)9 Q(M+l)ee (m+1) 7| >

Ve Ve

o mle

0 —
et —ca—

Ve
und

Ir| = c30%€¢¢ — cyamle .
e(m + 1)(1n+1)9 g(m+1)ee—(m+ Je

Jetzt werde o gewihlt als die groBte natiirliche Zahl, die der Ungleichung
el — 1) e < 2¢ aml?
geniigt. Dann ist gewil

elog ¢ =loga + glog (mle) + O(log ¢)
und
log a

~—

log log a*
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Es wird also
m-+1
log [r| = (elog e — e + O(1)) —{(m +1)eloge —(m +1) glog—— + 0(1)}
oder
log a
log log a

log|r|= —mloga —{mlog(m! e) — (m + 1)logm ;I_ ! + 1} (1 + o(1)).

Also ist fiir ¢ >0 und a > a(e)

At
‘I“ > a_m—logloga ,

und zwar besitzt A den Wert
m+1

e

A=mlog(mle) — (m + 1) log + 1 = m2log m 4+ O(m?).

Damit ist folgender Satz bewiesen:
Satz 8. Die Koeffizienten der Linearform
r=ay,+ae+---+ane”, a=max (1%1; lallv DY (aml)
seten ganz rationale Zahlen, die nicht gleichzeitig verschwinden. Dann gibt es eine positive
Zahl ¢, die weder von m, noch von den Koeffizienten der Form r abhdngt, so daf fiir a = a(m)
die Ungleichung

emtlog(m+1)
‘r‘ g a—m—- logloga
besteht 1).
Speziell ist also nach den Definitionen und Hilfssitzen in 1. und 2. die Gleichung

w(e) =1 .
erfiillt, so daB die arithmetische Funktion w fiir die reelle Zahl e den kleinsten iiberhaupt
moglichen Wert Eins annimmt. Es ist allgemeiner auch

w(ef) = 1 ’
wo z irgendeine rationale Zahl bedeutet. Dagegen gilt

o(ie) = %,
so daB fiir nichtreelle Zahlen der Mindestwert 1/2 von w ebenfalls erreicht wird.

1) Siehe die Arbeiten von Siegel (7), S.31 und von Popken (6).

Eingegangen 5. Januar 1931.
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Zur Approximation der Exponentialfunktion
und des Logarithmus. Teil II').
Von Kurt Mahler in Gottingen.
IV.

14. Im Gegensatz zu bisher werde ¢, = ¢, = - - - = g,, = ¢ als feste endliche natiir-
liche Zahl und m als eine natiirliche Zahl, die iiber alle Grenzen wichst, angenommen
und dann

25
Ak(z ’Z):AEH(ZOL.'Z&):Q% . esdy ’
een ¢ I (5+k — k)

0‘1...m)_)1_f_ﬁe’5dz,
0o...0/ 2m m 0
o M (3—h)

W)= al

gesetzt, so daf

ist. Offenbar ist

e—1 I—e d.
sl ) =Zaae(h) () =) 5o
0 = 1! 0 0 ﬂLC, hgo (a +k _h)e
h+k .
Setzt man
m b _
vl ™) =T 6+E—0,
Y =0
h+k
so ist also

(e —1—1) Ai"(’g) - (d%)e_H 'Pk(ﬁi ’Z) =0’

15. Um die Ableitungen von ,(3) zu bestimmen, werde die Funktion

(s ™) = 36+ k—m

k=0
h+k

1) Teil I erschien als letzter Beitrag zu Heft 2 dieses Bandes. —
Druckfehler-Berichtigung zum ersten Teil dieser Arbeit:
S. 121, Zeile 8 von unten: man lese 2}' statt 2.

S. 121, Zeile 6 von unten: man lese alwm'(ez) statt a1wma,a2(z2)‘

S. 127, Zeile 3 von unten: man lese Spalte statt Zeile.
Journsl fiir Mathematik, Bd. 166, Heft 3. 18
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eingefithrt. Macht man den Ansatz

@ il )= wbl) 20 6]7).

V)= el fy) o (y) = e () e ([):

so findet man

(D‘,f’(g ) =1, o (3,

‘ m
e
Allgemeiner ist offenbar

£ [7) = —o]7)

¢>§,‘“’(a~ ’Z) = — ng’( ‘Z‘) ¢§”(a\ rg) +gg¢s)(5‘ rg)

Durch Schlu8 von ! auf ! + 1 ergibt sich daher aus den letzten Formeln der Hilfssatz:

a) Es ist identisch
A
d’f’(&}m) = Copan @h Tt 84D (5} m) ”) # m) )
e M2l F e Fin=1 e

wobei iiber alle Zerlegungen von I der Form
l=M4h+2+ - +1k
mit nichtnegativen ganzen rationalen A summiert wird und die C,,,..., 5 gewisse ganze ratio-
nale Zahlen sind, die allein von der betreffenden Zerlegung, nicht aber von g oder m oder &
abhingen.
16. Zur Abkiirzung werde gesetzt 2):

Mpy=m!, Dn={1,2 ..., m.

o) - el w7 -3t

h¥k

und

Wegen

ist dann offenbar jede der Zahlen
o m\ _ g \m—be M\ : (t) 1 m)
Mm%(o[g)_( 1) (9/ und D, "

ganz rational; aus Hilfssatz a folgt also:

b) Die Zahl
M D%, (%Yw(a‘ 'Z) o Wg’(’:)

) obere Schranken anzugeben. Wenn ¢ eine posi-
tive Konstante ist, so besteht bekanntlich fiir m = my(e) die Ungleichung 2)
D,, < elttem,

ist ganz rational.

Es gelingt unschwer, fiic ¥ (

Weiter ist
m) - hid I iy}
<2 — = 0(e™).
(k ’ Z (k —n) 21' K (
h+k
%) Das Zeichen {1,2,...,m} bedeutet das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen 1,2,.. ., m.

3) Siehe hierzu: E. Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, I, S. 74 u. 195
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Demnach ergibt sich der weitere Hilfssatz:
¢) IFiir jedes &£ > 0 und gleichmaBig in % besteht die Ungleichung

Y (m) _ O(e(lrks)ma g™y
4
17. Setzt man

Ai')(m) — e pe e =1 A")(m) _ (9 - 1) W(g——l—l)(m)
0 m m 1 k 0 1 k 0 ’

s0 sind nach b und ¢ die Zahlen A’ ('Z) simtlich ganz rational, und es ist gleichmaBig

in den Indizes fiir geniigend grofies m
Q) m)! < mo
!Ak(e = @™
Alsdann ist

(o —1)! Mf,.Df,,Ak(z

e—1
EDCIWE
e e

=0

v):

Es moge gesetzt werden:

i m
Sa0(7) = a(u
=0 e

Dann ist offenbar
(e —1)! M3, Dy, R(z‘ m) *E’la“)(e’
mUm 0 “~

Im folgenden nehmen wir e¢? positiv rational an:

o
e

z

et = —
Y
mit zwei teilerfremden natiirlichen Zahlen z und y. Die Zahlen

o) =a(3)

sind demnach ganz rational und geniigen fiir geniigend groBes ¢ und m der Ungleichung

a,(’g)l < (hey™.

o) =r(3):

so sind demnach die Koeffizienten der Naherungsform

WY
r( Q) é:a; o z
als ganz rational erkannt und nach oben abgeschétzt. Auch fiir den Wert dieser Naherungs-
form selbst konnen Schranken nach oben und unten hergeleitet werden.
18. Dazu beschrinken wir uns auf zwei spezielle Fille: entweder sei z reell und
positiv, oder es sei & =1 und z = 2ai.
Im ersten Fall werde ausgegangen von der Formel

7] - e =

ym a(l) (ez

Wird noch gesetzt:
(e — 1) y"'Mf,,Df,,R(z

(e —1)°
18*
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Léngs der Strecke
0tz
ist
15 S e,
also nach dem ersten Mittelwertsatz der Integralrechnung
A R(z m) <emgm E
(e =17 e e !
Hieraus ergibt sich die Ungleichung
T =
(me +eo — 1) 7

Nach der Stirlingschen Formel ist aber

me

s

m zme+e—1
e
e> =" (me T ¢ — 1)

e e
mle ~ (27)2 m? mmee—me |
LI S
(mg+o—1)~@2n)2m 2p =mimiDegmineg—me,
also

e—1

m!® - (2:1)"{ %—(m+1)e

(mg+o—1! "\m '

Bedeutet ¢ eine positive Konstante, so ist demnach fiir geniigend grofies m

me

_me | me
zmeg—mee 2 < M,Q,.B(zf m) < zgmegmmegmie 2
re

und da ferner nach dem Primzahlsatz fiir geniigend groBes m
m—" my e
e =D,<e 2

ist, so erhilt man fiir m = my(e, o) die Ungleichungen
o\é, 0 g g
(‘e‘z)mcy"'e*'“ =r(") = (%)mey"‘e’"‘e“""

e e/ \e

Diese Ungleichungen lassen sich im Verein mit den fritheren in einer einfachen
Form aussprechen. Sei

a = (4e)"; :
alsdann konnen die vorigen Ungleichungen geschrieben werden:

a— < r(r:) <a

mit den Abkiirzungen

1 1 —
2, = oo (o) (log o — log (ez) — M——E) s
0g (4e) e 0, >0,
1 logy +z2+¢ '
Q, = Iog (Ge) (108 o — log (ez) — —**‘T-“)y

Mit wachsendem g streben beide Zahlen gegen Unendlich, wihrend ihre Differenz gegen
Null konvergiert. Bedeutet 2 eine belicbig groBe positive Zahl, so gibt es also eine natiirliche
Zahl o, fir die

2,>9=0
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ist; alsdann gehoren zu jeder geniigend grofen natiirlichen Zahl m je @ ganze rationale
Zahlen ag, ay, . . ., @p—1, so daf zugleich

max (|aol, [a]; - - [@e]) EC™, C =C(g) = (4e)*
und

e—1
—mQ 3 —mS2
s Ylad =0T
=0

ist.

In dieser Aussage ist nach dem Transzendenzkritertum in 2. insbesondere die Transzen-
denz von log ¢ enthalten.

19. Um ein entsprechendes Ergebnis fiir die Zahl & zu erhalten, werde weiter
statt m die gerade Zahl 2m eingesetzt. Man hat offenbar

[2m 27 dy f €2 dy
MML) %L{m—n 6 —2my T 2 GE -1 @ e

oder wenn die neue Verinderliche

eingefithrt wird:

R (2m

2m) gmete—? 12 m?\| "
o) = %ﬁmmfbw+wy“w+wﬂﬂmw-
Coo
Hier kann der Integrationsweg leicht auf Grund des Cauchyschen Integralsatzes iiber-
gefithrt werden in eine Gerade G., die senkrecht zur reellen Achse durch den Punkt & > 0
auf der reellen Achse geht; wird integriert in der Richtung vom Negativ-Imaginiren
zum Positiv-Imaginiren, so ist dann

2me+o0—2

2m L—__ e‘ermu—e (u) du
0 T 9mm2mete—1 :

[¢)

(]

(Zm,

t(u) =logu + mlo (uz—i-ﬁi)
= log k;l' g mz)

Dabei ist die u-Ebene lings der negativ-reellen Achse aufzuschneiden und in der aufge-
schnittenen Ebene unter log u das Integral

logu=f‘§
;8

Die Funktion z(u) 148t sich mittels der Eulerschen Summenformel vereinfachen.
Bedeutet S(z) die Funktion

zu verstehen.

80 ist fiir zwischen 0 und m zweimal stetig differenzierbare Funktionen f(z)

fm+/ s F F,
) 3 1) = [ f@) dz — [ 1"(2)S(a) da
R S

also mit x = mt
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44

1 1
S : 2 [ w—p
_ 2 — 2 2 _ A et
z(u) —log Ju? +1 m6/10g (w? + 12) dt m5/ ( oF S(mt) dt.

u? +
Das letzte Integral hat lings G, gleichmiBig in u die GréBenordnung
0(1),
wihrend das erste Integral den genauen Wert
LWL o 2 _
; logu __L.—{—log(u +1) —2

besitzt. Lings G, ist somit gleichmiBig in u
LY jog (ut 4 1) — 2} +logVuF 1+ o(rin) .

u—1i

T(u) = m{% log

In gleicher Weise findet man bei den Ableitungen

D) = (— 1 -1 3 (w4 22)7 t=1,23
k=—m m
die Werte
() = Tlog il Lt Lo (L), vy = = 2 o), <) = 0m),
3 u—t u+1 m u? 4+ 1 !

die ebenfalls gleichmiBig auf G. gelten.
Von jetzt ab sei ¢ = 5 und « durch die Gleichung

27 1 o+
? — Tlogm =2 arc cotg «
bestimmt, also
TT
o = cotg —.
g e

Dann ist
, . xp 1 )
ot'(x) _an+o¢—2_i —1—0(— .

Der Integrationsweg des Integrales
+

'\05, — /eznmu-qr(u) du = L/ e2nm(a+ti)—er(a+4i) dt
Ge

werde zerlegt in die Teilintervalle

('—m_’/" + m_'/‘)v ("" 0, _‘m—’/u), (+ m—’l:, + 00)‘
Im ersten Intervall ist nach der Taylorschen Reihe mit Restglied in Integralform offenbar
gleichméBig in u

2am (x + ti) — pv(x + ti) = 2ama — pt(x)) + ti (2nm — o' (x)) + g;—ﬁ-g‘l."'(zx) + O(me?)

- — __omt® -,
= 2amo — oT(x)) | + O(m—'h),
ferner
4m—s 4mho
omt? 2 s Ya
¢ gp — m—‘l./ ¢ dt ~m—h f ¢ P gy — (_ﬁ_ﬂ("‘2 + ““) ,
s —milo —» me
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folglich
+m—"s 2 y,
f 2+t —er(a-+ti) f (L"‘___‘*"_l)ﬂ) g2ma—r(a) |
me
—m—s
Die Integrale iiber die beiden noch iibrigen Intervalle liefern einen Beitrag von ge-
ringerer GroBenordnung. Denn es ist

+m zx+n+— 1 +m a—l-u—l—‘ a—l—n—%
j) — 1
(x4 ti) —7(x) k_Z_; log ———— . Tt og +£ W)
m L * T m
also
k2 2
i (x + )% + — - g tm ((xz + e t2) + 422

RE(x + i) —7(x)) = Zlog — =7 2 log ; e
2, &, a2 L =m (0‘2 + ,_)
m? m?

(o= ) 4o
2 log (1 + 12 — |-
k::—-—m _I_ K
Weiter ist k2 < m? und wegen der Annahme ¢ =5
7T T
= == =
& = cotg 0 = cotg 5 >1.

Also gibt es eine positive Konstante c, die weder von k, noch von m abhéngt, so da8 fiir
jedes reelle ¢

o) e
)

m2

v

ist, folglich auch

Rr(x +ti) —7(x)) = —~+—1 log (1 + ct?)

und demnach
=5 4o i1
‘{f +f }e2nm(u+t1)—ql(a+u) dz’ < 2e2nmx~q1(cs) f (1 + Ct2) e dt .
—w +m—ls 4m—"s
Das Integral rechts geht durch die Substitution
1+cetl=01+cm ')

iber in den Ausdruck
2m—3 2m+1

(1+cm—‘/‘) I
2VeY(d +em="F)xz —1

dz ,

ist daher fiir m — o0 von geringerer GroBenordnung als jede negative Potenz von m.

Damit ist folgende asymptotische Formel bewiesen:

gmete=l 9 [ T g
2mm2mete—1 mp

R 2m} ’”) ~

2: — .
e2nma— o(x) ;
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sie 1aBt sich nach den fritheren Abschiatzungen iiberfithren in

0 1 7 2mo+e—1
omete=1 pime (sin ——)

R (2 ' )~ _
4 2}/ amg mame+e—1

Bedeutet ¢ eine positive Zahl, so ist folglich fiir m = my(e, o)
| 2me
r (Zm)‘ < etem (26 sin 7}) .
e/l e

Diese Ungleichung 148t sich in &hnlicher Weise wie frither interpretieren. Sei zur Ab-
kiirzung

7z 2mo
e—em (2e sin ~—-) <
[

Q) = Q + 7, Q, =0, — 1,
—1
log{(2e sin i) }
- es - &
o log (4e) ’ "= 9glog he)

Mit wachsendem o streben £, und £, gegen Unendlich; ihre Differenz kann beliebig
klein angenommen werden. Wenn Q eine beliebig groPe positive Zahl ist, so gibt es eine
natiirliche Zahl o, fiir die

2,>0,=0
ist; alsdann gehiren zu jeder geniigend groBen natiirlichen Zahl m je ¢ ganze rationale
Zahlen ay, ay, . . ., ay—1, so daf
max (g, @y, - . [2e-1]) = C, C = (he)*
und gleichzeitig

o—1
c™h < |2a, e, z = 2mi
=0

ist. Hierin ist speziell die Transzendenz von n enthalten.

20. Mittels einer allgemeinen Uberlegung 1aBt sich aus den letzten Ergebnissen
ableiten, daB weder der reelle Logarithmus einer positiven rationalen Zahl, noch die Zahl
27, also auch nicht die Zahl n selbst, U-Zahlen sind.

Von der Zahl z werde angenommen, daB sich zu ihr eine natiirliche Zahl g, eine Zahl
C > 1 und zwei positive Zahlen 2, und 2, mit 2, > Q, angeben lassen, daB zu jeder
geniigend groBen natiirlichen Zahl m dann ¢ ganze rationale Zahlen ay, a;, . .., @p—1
existieren, die den Ungleichungen

0< max (laoly lallv L ) laa—ll) écm’
e—1
C—mﬂn g al Z' é C——mﬂ,
Sz
geniigen.
Sei dann ¢ eine natiirliche Zahl mit
q9 — 1< '927

so daB offenbar z nicht algebraisch von hichstens ¢g-tem Grad ist. Eine beliebige Néhe-
rungsform

R=Ag+Ayz2+4 -+ A2, A =max (4o, [41],...]4,]) =1
mit ganzen rationalen Koeffizienten heiBe primitiv, wenn die Nullstellen des Polynoms
Ag+ Az + -+ Aga?

DOCUMENTA MATHEMATICA - EXTRA VOLUME MAHLER SELECTA (2019) 281-314



APPROXIMATION OF THE EXPONENTIAL AND LOGARITHMS, I, IT 309

Mahler, Zur Approximation der Exy tialfunktion und des Logarithmus. 145

algebraische Zahlen genau vom Grad ¢ sind. Es werde angenommen, dafl zu einer gewissen
positiven Zahl A unendlichviele primitive Nédherungsformen

Rk = Ao/; + Alkz -I'- s s + Aq};Zq ) A), = max (le;;l, |A1k|., ey lAqkl) g 1
(k=1,2,3,...)
als Losung der Ungleichung
0< |Ry| < 4 k=1,23,...)
existieren.
Sei in lineare Faktoren zerlegt:
A+ Auc+ -+ 4z2" = Ag @ — ) (@ —8) - (= =)
Unter den Zahlen &, &, . .., {077 gibt es eine, die moglichst nahe bei der Zahl z liegt;

sie sei etwa gleich {;. Dann ist gewil
2

0< |z —C| S 4r ¢ k=1,2,3,...).
—1
Jeder Néherungsform R; mit grofem k kann eine Néherungsform :)2; ;2 zugeordnet
werden durch die Bedingung
cm® <A < C('"H)";
dabei bedeutet ¥ eine positive Konstante, iiber die spiter verfiigt wird. Es werde gesetzt:

el nl %
l=2(')a,£p=22) (x=0,1,...,9 —1).
Die Koeffizienten @; sind nach Annahme ganz rational; ferner sind die Zahlen

Cir oy v oy C7Y zueinander algebraisch konjugiert. Also sind auch die Zahlen
Z, Zi, « - -, Z87V zueinander algebraisch konjugiert; sie sind daher entweder alle zugleich
Null oder zugleich von Null verschieden.
Sei jetzt k schon so groB, daB | {,| < 2|z] ist, und zur Abkiirzung
e=142-12z| +3-|12z>+ -+ (¢ — 1) - |22|°%.
Offenbar ist dann
: : -¥)
|f(a1+2a2:c+--~+ (0 —1)ag—12"" )d:z:| Slz—=&|-C"-c < cC"\V ,
und wegen
@+ arlet F aa ™) — (@ + a2+ + 212
73
=[(a+2az+ 4 (¢ —1) gp—12¢%)da
besteht die Ungleichung

A0
lao+ bt -+ g Y 2 oc”C ol
Wenn
o< _y
q

ist, so wird daher fiir geniigend groBes & die rechte Seite von Null verschieden; dann ist
somit gleichzeitig

ZP+0 (x=0,1,...,9 —1).
Das Produkt

Journal fiir Mathematik. Bd. 166. Heft 3. 19
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q—1
Py = ARV 11 7Y
ist folglich auch von Null verschieden, denn gewil verschwindet A4 nicht. Als symme-
trische Funktion der &’ muB P; rational sein; ferner ist P auch ganz, da der Nenner

beseitigt ist. Also stellt P; eine ganze und von Null verschiedene rationale Zahl dar, so
daB sein Absolutbetrag mindestens Eins betrigt.

Die Zahlen ¢{ sind Wurzeln der Gleichung
Aok+A1k(E+“'+Aqk2ﬂ=0;
fiir jede von ihnen ist daher

(e
|81 < 140 88 < At + 180 + -+ 1217 = A”%?—»} =t
) _
also entweder | ¢8| < 1 oder |£’| < 4; + 1, d. h. es ist allgemein
1] < A +1 (x=0,1,...,9 —1).

Also wird fiir gentigend grofles &
1Z9 < cm (Ak +A1)Q_—_1 < (™. 2048 < QeCmHe=DHmED
k

und endlich
1 1

|Z:| = = = = =
iAqk‘q(e_l) QIII ‘ 25:‘)| CQ(Q 1)d(m+1) (2ecm+(e 1)0(m+1))<1 1
x=1

oder
Iao fa b+t e g—l‘ > 2—@(41—1)C—{M(q—1)+(21—1)(9——1)0(m+1)} ,
wihrend andrerseits
l@g + @12 + - -+ + ap12°7}| = CT™
ist. Nach Annahme besteht aber die Ungleichung
g —1< Q,.

Ohne Einschrinkung darf daher auch angenommen werden, daB die Zahl ¢ der Un-
gleichung

—1+@2 -1 (—-1)¢< 2
geniigt. Dies ist der Fall, wenn ¢ eine kleine positive Konstante bedeutet und alsdann
-1 (e—1U+e
gewdhlt wird. Dann wird fiir geniigend groBes %

l(ao + a e + -+ Ao—1 Ck—l) — (al) -+ a,z + e+ Qg1 ZQ—I)I
> 9@~ o—ma—1+g—D(e—1m+1} _ C”"‘ﬂ’ > C_,,,g.

withrend andrerseits nach fritherem
A0
. - —(=—=1)m
@+ arle+ -+ aeal8) — (@ + a1z + -+ + @122 S cC )
ist. Also muB von einem k ab, d. h. fiir gewisse beliebig groBe natiirliche Zahlen m

0
C—-m-Q: =< CC— (7_1)'"
sein. Es war aber
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A 1>0
q
vorausgesetzt; wegen £2; > £, ist daher erst recht
Ad
_q_ -1> 92’

und man kommt zu einem Widerspruch.
Die beiden Ungleichungen

—}i’ —1> 91)
q
g—1+@—1)(—1)d< 2.
konnen also nicht gleichzeitig erfiillt sein. Die zweite durfte obne Einschrinkung durch
die Wahl
_ 2, —q¢+1
(2 —1)(e—-1)1+e)
befriedigt werden. Also darf die erste Ungleichung nicht gelten, so da
1< —1) (e —1) (£ +1)
o 2, —qg+1

D)

(1 +e)

sein muB. Damit ist gezeigt:
Wenn A der Ungleichung
1120 =1 (e —1) (2 +1)
2, —q+1
geniigt, so geniigen die primitiven Ndiherungsformen
R=A,+Ayz+4 -+ A2, A =max (|4,],|41], . 14¢])) =1
mit ganzen rationalen Koeffizienten und geniigend groBem A der Ungleichung
|R| = A™%,
Man kann dies auch so ausdriicken, daB alle primitiven Naherungsformen mit ganzen
rationalen Koeffizienten, die nicht gleichzeitig verschwinden, der Ungleichung
|R| =447
geniigen, wo die positive Konstante 4 wohl von 1, nicht aber von den Koeffizienten
von R abhingt.

21. Auch fiir beliebige Naherungen g-ten Grades mit ganzen rationalen Koeffi-
zienten, die nicht alle gleichzeitig verschwinden, kann fiir ¢ —1 < £, eine untere
Schranke hergeleitet werden. Sei die Zerlegung von

R=A4g+ 4124+ 4,2, A =max (|4}, |44],.. . |4,]) =1

in primitive Faktoren gegeben durch

R— TR, RO _ 303
=1 ’ 8o E 20
und moge
A® = max (471,149, . ., 1451 t=1,2...,p),
sein; die Zahlen

1) (2) (6]
A A® 4
19*
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sind gewiB alle mindestens gleich 1. Nach einem Hilfssatz von Siegel geniigen sie den
Ungleichungen 4)

A <cA, c=q! T=12...,p).
Sind jetzt A", A%, ..., AP p positive Zahlen mit
@ I2¢ —1)(e—1) (2 +1) _
AT > 0, —¢@ 1 rz=12...,p)

und bedeuten ferner AV, A?, .. ., A® gewisse positive Konstante, die einzeln wohl von
g P
A 2@ AP nicht aber von den Koeffizienten der Formen R™, R®, ..., R® und
’ ’ b ) b
R abhingen, so ist
|R?| = A9 A0 = 0 g0 4= €=12...p)
und daher
iH‘ >4 A_x(l)._;,@)_..._;,(ll)
= ‘40

wo die positive Konstante A4, wohl von den Zahlen A, nicht aber von den Koeffizienten
der Néaherungsform R abhingt.
Sei zunichst R genau vom Grad ¢ in z angenommen, also

’

P

249 =q.
Dann ist auch

f'l @ < g

und folglich
Z @ -0=2Z¢" —g=2¢ —g=g2g —1).

Somit besteht die Ungleichung
vaQ‘" (2¢9 —1) (e = 1) (£, +1) gz”vqm 2¢0 =) (e =) (& +1)

=1 '92 _q(1)+1 =1 'QB _Q+1
~92g—1) (e —1) (2 +1)
= 2, —qg+1 ’

Weil die rechte Seite mit abnehmendem ¢ selbst abnimmt, so muf diese Ungleichung be-
stehen bleiben, wenn die Form R nur noch hochstens vom Grad ¢ ist. Ist folglich 4 eine
beliebige positive Zahl groBer als
729 —1) (e —1) (2 +1)
2, —q+1 ’

80 kann sie immer in der Form

? (z) (r) — —
_ ) ® - 47 (¢ N —-1)(2+1) _
)._2’}. , A > O i1 1 =12...,p)

=1
zerlegt werden.
Damit ist folgender Satz bewiesen 5):

4) Siehe die Arbeit: C. Siegel, Approximation algebraischer Zahlen, Math. Zeitschr. 10 (1921), S. 176,
Hilfssatz III.

%) Nach einer Mitteilung von Herrn Siegel 1aBt sich fiir 4, ein besserer Wert mittels eines anderen
Beweisansatzes erhalten. Fiir die Zwecke der vorliegenden Arbeit geniigt jedoch Satz 4.
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Satz 4. Von der Zahl z werde angenommen, daf sich zu ihr eine natiirliche Zahl o,
eine Zahl C > 1 und zwei positive Zahlen 2, und 2, mit 2, > Q, angeben lassen, daf

zu jeder geniigend grofen natiirlichen Zahl m dann ¢ ganze rationale Zahlen ay, a,, . . ., Gp—1
existieren, die den Ungleichungen
0< max (|a],| @], - |a—1]) =C™,

e—1
C—m!l. < il—z‘; aZ| < C—-mﬂ,

geniigen. Wenn alsdann die positive Zahl 2, der Ungleichung
72 —1)(e—1) (2 +1)

Ay >

2, —qg+1
geniigt, so liPt sich zu thr eine positive Konstante A, angeben, so daf jede Niherungsform
R=Ay+Az+4+ -+ Az, A =max (|4,],14,],..,14,) =1
mit ganzen rationalen Koeffizienten, die nicht gleichzeitig verschwinden, und die von einem Grad
g< 2, +1
ist, der Ungleichung
|R| = A, A%

genligt.
Nach den Definitionen in 1. ist also speziell

uz) = 2, +1.

22. Satz 4 werde nun auf den reellen Logarithmus log { positiver rationaler Zahlen
und auf die Zahl 27i angewandt. Da in beiden Fillen £, beliebig groB sein kann, so
handelt es sich keinmal um U-Zahlen, sondern log ¢ und 2#i miissen entweder S-Zahlen
oder T-Zahlen sein; insbesondere kann also zwischen ihnen und einer Liouville-Zahl
keine algebraische Gleichung mit algebraischen Koeffizienten bestehen. Dariiber hinaus
lassen sich untere Schranken fiir die Annéherungen an beide Zahlen angeben:

In beiden Fillen waren £, und £, als Funktion von g in der Form
2, =alogo +0(1), 2, =alogo +0(1)

darstellbar, wo a eine gewisse positive Zahl bedeutet. Zu der gegebenen natiirlichen
Zahl ¢ kann eine natiirliche Zahl p so bestimmt werden, da8

2, —1=5q9< 2,
und folglich

2, —qg+1>1
ist. Dann wird
LA

e =0()

und
92 =) (e =D (& +1) _ oot
2 —g+1 =0(@e).
Es gibt also eine positive Konstante ¢ > 1, so daB fiir alle ¢
lo =t

angenommen werden kann; damit ist folgender Satz bewiesen:
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Satz . Bedeute z == 0 entweder den reellen Logarithmus einer positiven rationalen
Zahl oder die Zahl 2ni. Dann gibt es hierzu eine positive Konstante ¢ > 1 und zu jeder
natiirlichen Zahl g eine weitere positive Konstante C(gq), so daf} jede Ndiherungsform

R = AO + Alz + - +quqa A = max ('A()‘, lAllv SRT] 1A4D =1
mit ganzen rationalen Koeffizienten, die nicht alle gleichzeitig verschwinden, der Ungleichung
|R| zC(q) 4~

geniigt.

Eine ganz entsprechende Ungleichung mufl auch noch gelten, wenn statt 2zi die
Zahl 7 selbst genommen wird, wie sofort aus 2. folgt. Ferner lassen sich entsprechende
Ungleichungen fiir die Logarithmen aller algebraischen Zahlen aufstellen.

Die Ungleichung in Satz 5 kann noch etwas verschirft werden. So z. B. kann bei

2z = 2mi gezeigt werden, daB die Zahl ¢ fiir geniigend grofies g mit einer beliebigen Zahl
groBer als 2e gleichgesetzt werden darf.

Géttingen, 15. November 1930.

Eingegangen 5. Januar 1931.
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