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SUMMARY. In this paper, Mahler proves that the set of real numbers which are
not S-numbers has Lebesgue zero measure.
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316 KURT MAHLER

Uber das MaB der Menge aller S-Zahlen.

Von

Kurt Mahler in Géttingen.

Bei Untersuchungen iiber transzendente Zahlen wird man zu dem Be-
griff der S-Zahlen gefiihrt!); man versteht hierunter transzendente Zahlen z,
fiir die jeder Ausdruck

a,+a,z+.:+a,2” (a=max(a),|a....la,)=21)
beliebigen Grades in z mit ganzen rationalen Koeffizienten a,,a,, ..., a,

der Ungleichung
‘agt+a,x+...+a ™ =>T(m)a~r™

geniigt, wobei y >0 nur von z, I'(m)> 0 nur von 2 und m abhingt.
In Verallgemeinerung des bekannten Satzes, daf die Menge aller
Liouvilleschen Zahlen das Ma8 Null besitzt, werden in dieser Note folgende
beiden Sitze nachgewiesen?):
wDas Linienmafl der Menge aller Punkte auf der reellen Achse, die
keine S-Zahlen sind, ist gleich Null.“

1) Siehe die Arbeiten:
J. Popken, Zur Transzendenz von e, Math. Zeitschr. 29, S. 525,
K. Mahler, Uber Beziechungen zwischen der Zahl e und Liouvilleschen Zahlen, Math.
Zeitschr. 31, S. 729.
K. Mahler, Zur Approximation der Exponentialfunktion und des Logarithmus, Journal
£ d. r. u. ang. Mathematik (im Druck).
In der ersten Arbeit wird gezeigt, daBl e eine S-Zahl ist, in der dritten, daB
auch e¢* fur algebraisches 2z 0 eine S-Zahl ist. In der zweiten Arbeit wird bewiesen,
daB zwei transzendente Zahlen s und ¢, zwischen denen eine algebraische Beziehung

mit algebraischen Koeffizienten kf kzr,t’ A, s® ¢ = 0 besteht, entweder zugleich S-Zahlen
=0 k=0

sind oder zugleich keine S-Zahlen,

2) In der Arbeit: ,Zwei Bemerkungen zu einer Arbeit von Herrn Perron“, Math.
Zeitschr, 22, S. 274284, beweist Herr A. Khintchine den verwandten, aber tieferen
Satz, daB die Menge aller reellen S-Zahlen mit y =1 das MaB Null besitzs.

9*
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n,Das Flichenmaf der Menge aller Punkte in der komplexen Zahl-
ebene, die keine S-Zahlen sind, ist Null.“

Beim Beweis wird davon ausgegangen, daB ein Polynom f(z) vom
Grad m > 2 mit ganzen rationalen Koeffizienten a,, a,, ..., a, und lauter
einfachen Nullstellen fiir '2| < 83a der Ungleichung

|7(@) | +17(2) |2 :

\ m-37""1(2m—2)! m™a®™t

(e =max(la,',|a,!l,...,|a,)) =1)

geniigt, wie man wegen des Nichtverschwindens der Diskriminante zeigt.
Hieraus erhilt man eine obere Schranke fiir das MaB der reellen oder der
komplexen Punkte, die einer Ungleichung

(@) S patm

mit konstantem u > 0 geniigen; aus diesen Abschétzungen kann man leicht
die Behauptung ableiten.

1. Das Polynom m-ten Grades
fl2)=a,+a,2+...+a,z" (a,+=0, m=>2)
besitze ganze rationale Koeffizienten mit
a=max(|q,, |a,i,..., @, )=1

und lauter voneinander verschiedene Nullstellen. Seine Diskriminante

i A, Ay . ... ... a,.
| ) .
|
g L! @y @y ... a,
=, k
I @, 20, ... ma
i SR .
a, 2a,... ma,

ist daher von Null verschieden, als ganze rationale Zahl also mindestens
vom Absolutbetrag Eins. Setzt man

1 a a........... a,
T By By a, , a,
_ B Lo
n—
1T a, @y oo O |
Fo(z) = z . )
=10 2a, 3a, ..... ma,, .
0 a 2a..m—1)a,, ma,
[ . * . . . -
O .. a, 2a, ... ma,
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0 a . a, |

10 a @ ........... a, , a, ;

i . . .

I . H

7 B 1! 0........ a, Ay oo oo a‘m ;
1(33) e by,

»' 1 2a, 3a; ..... ma,, i

x a, 2a,...(m—1)a,_, ma, ;

’ \

~ |

-1 :
e o a, 2a, ma,, |

so besteht die Identitat
f(z) Fo(z) + f'(z) F,(x) = d.

Das Polynom Fy(z) ist vom Grad m — 2, das Polynom F,(z) vom Grad
m—1 in z; die Koeffizienten der beiden Polynome sind absolut héchstens
gleich

Sm—3

CQ(m)a mit 00(m>=(2m__2)!mm,

wie eine triviale Abschitzung zeigt.

Wird 'z| < 3a angenommen, so bestehen daher die Ungleichungen
VFy(z) Zep(m)a®™ 2 (m —1)(3a)" *< co(m)a™ " - m(3a)"
Fy(z) Seo(m)a®" "% m(3a)" 7,
und man erhilt aus der vorigen Identitdt die Beziehung

(=), +if ()] 2 2ey(m)a” "0
mit
1 1

c,\m)= = .
2 (m) 2m-83" e (m) 2m-3™1(2m—2)! m™

2. Sel u ein echter Bruch mit x <¢ (m) und die Ungleichung
if(z) Kua """, d h erst recht |f(z) <1
erfiilllt. Wegen a,, + 0 ist dann

,iz"'[g1+a(1+;x,+..-+ix’”“‘;)§2a%l—l~

Diese Ungleichung verlangt, da8 entweder

z, L1
oder
2j—1<2a 20 < 2a
ist. Auf jeden Fall ist daher
lz, L 3a.
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Man darf folglich die obige Ungleichung zwischen f(z) und f’(z) anwenden
und gelangt zum

Hilissatz 1. Wenn das Polynom f(z) der Ungleichung
) Spa™ ™Y (0 < p < min(l, ¢, (m)) = ¢, (m))

geniigt, so befriedigt seine Ableitung f'(x) die Ungleichung
[1'(2) | Z ey (m)a” 70
3. Sei zunidchst z reell angenommen. Die Menge der Punkte 2 auf
der reellen Achse, fiir die
f(x) Lua™™, d h erst recht f(z) Lua Y
ist, werde mit M (f) bezeichnet. Nach dem vorigen Hilfssatz ist in M (f)
@) Ze(m)a Y.

Offenbar setzt sich 3 (f) aus endlichvielen getrennt liegenden Intervallen
zusammen. In jedem dieser Intervalle geniigt f'(z) als stetige Funktion
von x entweder iiberall der Ungleichung

f(2)Z +ey(m)a” """
oder iiberall der Ungleichung
(&) € —eym)a Y.

In einem beliebigen Teilintervall von M(f) ist demnach f(z) monoton
wachsend oder monoton abnehmend; sind z, und z, seine beiden End-
punkte, so ist folglich seine Lénge nach oben begrenzt durch

g, < @) =)
o (m)a~3m=9

In M(f) kann aber offenbar f(z) jeden Wert des Intervalls

—4m

(—pa™", +pa
héchstens m-mal annehmen; die Gesamtlinge von M(f) mufl demnach
der Ungleichung

~4m>

' 2 —am —m—
iM(f)lé_%d—)zce(m)#a ‘
¢ (m)a
mit
cy(m)=4m*3"  m™(2m — 2)!
geniigen. Der Beweis setzte m > 2 voraus; fiir m =1 ist dagegen offenbar
M(f) <2ua ' <ey(Ypa™.
Fafit man beide Ungleichungen zusammen, so erhilt man den
Hilfssatz 2. Die Punktmenge M(f) auf der reellen Achse, in der
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das Polynom f(z) der Ungleichung
[f(2) | < pa™*" (0 L pu<Ley(m))
geniigt, besitzt eine Gesamtlange
| M(f)| < eo(m)pa™ "+

4. Sei zu der festen natiirlichen Zahl m die positive Zahl u < ¢ (m)
beliebig, aber fest gewihlt. f(x) durchlaufe alle Polynome von genau
m-tem Grade mit ganzen rationalen Koeffizienten und lauter einfachen
Nullstellen. Zu jedem dieser unendlichvielen Polynome gehort eine Punkt-
menge M(f); die Vereinigungsmenge aller M(f) werde mit M_(u) be-
zeichnet. Offenbar setzt sich M, (u) aus abzahlbar vielen getrennt liegenden
Intervallen zusammen. Es gibt zu jeder natiirlichen Zahl o hochstens

(2a + 1)m+1§ 3m+1am+1

serlaubte“ Polynome; also folgt aus Hilfssatz 2, dafl der Gesamtinhalt von
M, (u) hochstens gleich

M, () < 587+ 0" oy (m) pa~ "D = 8711 (2) ¢y (m)
a=1
ist:
Hilfssatz 3. Der Inhalt der Punktmenge M, (u) geniigt fiir u<c,(m)
der Ungleichung

M, (1) Seg(m)p (c(m) =4 (2)m*3*" m™ (2m — 2)!).

5. Sel f(x) jetzt ein beliebiges Polynom genau m-ten Grades mit
ganzen rationalen Koeffizienten. Dann existiert eine Zerlegung

f(z) = I[1().
wobei -
(@), £(@), - £,(@)

¢ Polynome in z etwa von den Graden

q
Mys My, «ve s My, zZml:m’
=1

mit lauter einfachen Nullstellen sind; ihre Koeffizienten diirfen ohne Ein-
schrinkung ganz rational angenommen werden. Bedeutet ¢ das Maximum
der Absolutbetrige der Koeffizienten von f,(z), so ist nach einem Hilfs-
satz von C. Siegel?)

10 m!
e < rkd

%) Siehe die Arbeit: ,Approximation algebraischer Zahlen“ von C. Siegel, Math.
Zeitschr. 10, S. 176. ‘
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Sei jetzt in einem beliebigen Punkt 2 die Ungleichung
flz), Lua™t”

erfiilllt. Es ist klar, da8 dann mindestens eine der Ungleichungen
ﬂ[

flz) Sumasim < pat—tm (1=1,2,...,q

erfiillt ist, wobei
2 ml\t ™
M= pu™ (‘7,717)

gesetzt 1st. Diese Ungleichungen sind gerade von der bisher betrachteten
Form; die friiheren Ergebnisse diirfen angewandt werden, wenn

w L e (my) (1=1,2,...,9
ist. Diese Ungleichung ist gewil erfiillt, wenn die m Ungleichungen
4m Kis
yé(—%) c,(k)* (k=1,2,...,m)

zugleich bestehen; nach dem Wert von ¢, (k)
1
2k 351 (2% — 2)! k¥
hat die rechte Seite dieser Ungleichung offenbar den kleinsten Wert fiir
k=1, so daBl die Annahme

c1(]‘7) =

/‘§04(m) (c4(m)=2m;!4m}

alle Bedingungen erfiillt.

Wenn
fi(x)! < pat—m

ist, so gehort der Punkt z nach den fritheren Definitionen zur Menge M, (u),
also zu einer der m Mengen

Mk(ﬂ%(%f)”) (k=1,2,...,m),

also erst recht zu ihrer Vereinigungsmenge, die mit N, (ux) bezeichnet sei.
Aus Hilfssatz 3 folgt, daB der Gesamtinhalt von N, (u) hochstens gleich

m 3
N () € 3 ey(B) () ™
1st. Es werde =
n=c(m)e"
gesetzt; die Zahl ¢ geniigt dann der Bedingung
0L L.
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Dann geht die Ungleichung fiir N, (u) iiber in

3! < Y a®)(F) e m e

und erst recht

da die Reihe

§°°w ¢, (k) :j 40(2) k232K kR (2 —2)!

= 2keitt o 2k 14k

Cy =

konvergiert.

Damit ist folgender Hilfssatz bewiesen.

Hilissatz 4. f(x)==0 durchlaufe alle Polynome m-ten Grades mst
ganzen rationalen Koeffizienten. Die Menge aller reellen Punkte x, in
denen erne der unendlichvielen Ungleichungen

f(z) Zey(m)ema™*" (0<e<1)

erfillt ist, setzt sich aus abzdhlbar wvielen getrennt liegenden Intervallen
zusammen, deren Gesamtlinge kleiner als

Cy €
2st.

6. Der vorige Hilfssatz fithrt zu einer allgemeinen Aussage iiber die
Hiaufigkeit der S-Zahlen.

Es durchlaufe f(z)==0 alle Polynome beliebigen Grades mit ganzen
rationalen Koeffizienten; ¢ sei ein positiver echter Bruch und N (&) gleich
der Menge aller reellen z, in denen irgendeine der unendlichvielen Un-
gleichungen

f2) <X emamtn

besteht. Demnach ist N(¢) die Vereinigungsmenge aller Mengen
N (9&"—)8"2> (m=1,2,3,...)

m mi®
und setzt sich daher aus abzdhlbar vielen getrennt liegenden Intervallen
zusammen, deren Gesamtinhalt nach Hilfssatz 4 hochstens gleich
anmié=c55(2)s
1

ist.
Die Komplementarmenge zu N(¢) in der Menge aller reellen z ent-
hilt nach der Definition der S-Zahlen offenbar abgesehen von hochstens
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abzahlbar vielen algebraischen Zahlen nur S-Zahlen, und zwar mit y <4,
Da fiir geniigend kleines ¢ die Menge N(¢) einen beliebig kleinen Gesamt-
inhalt besitat, erst recht also die Menge aller Zahlen in N(¢), die keine
S-Zahlen sind, so ist damit folgender Satz bewiesen.

Satz 1. Das Map aller reellen Zahlen, die keine S-Zahlen sind, ist
gleich Null.

Allgemeiner folgt, dal ,fast jede“ reelle Zahl S-Zahl mit y <4 ist.
Vermutlich kann diese Schranke bis auf jede Zahl oberhalb Eins herab-
gedriickt werden.

7. Der vorige Satz besitzt ein Analogon im Gebiete der komplexen
Zahlen.

Es sei wieder f(z) ein Polynom genau m-ten Grades mit ganzen ra-
tionalen Koeffizienten ohne mehrfache Nullstellen, und mit M (f) werde
diesmal die Menge aller reellen und komplexen Zahlen verstanden, die der
Ungleichung

[f(z) <pa™"
gentigen. Nach Hilfssatz 1 ist wieder in M (f)
f(2), Z ey(m)a™ "

Die neue Punktmenge M(f) setzt sich offenbar aus endlichvielen Flichen-
stiicken in der komplexen Ebene zusammen, deren Rand von endlichvielen
analytischen Kurvenbogen gebildet wird. Die zu f(z) inverse Funktion g (y)
bildet den m-mal iiberdeckten Kreis

4m

Yy Spa”
in der y-Ebene, d. h. eine Punktmenge vom Inhalt
8m

e
m-nuQ

konform, aber nicht notwendig schlicht, ab auf M(f). Nach der Lehre
von der konformen Abbildung besteht aber folgende Beziehung:

wSet durch y=f(x) ein infinitesimales Flichenstick F, in der
z-Ebene um den Punkt x herum konform auf ein infinitesimales Fldchen-
stiick F, in der y-Ebene abgebildet; dann gilt fir ihre Flicheninhalte

F, s
£ =i

Indem man diese Beziehung integriert und beachtet, dal in M (f)
Flz) | < o (m) et
ist, ergibt sich fiir den Inhalt dieser Punktmenge die obere Schranke

| M(F)| < o, (m)2a*™ 5 map®a" = o,(m) u* = P+,
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Auch diese Ungleichung ist wieder nur fiir m > 2 erfiillt; fiir m = 1 hat man
M(f)| S nuta™.
Man kommt somit zu einem ganz analogen Ergebnis wie Hilfssatz 2; von

hier aus lassen sich aber alle fritheren Ableitungen offensichtlich fast ohne
Anderung iibertragen. Somit gilt auch folgender Satz:

Satz 2. Das Flichenmaf aller reellen oder komplexen Zahlen z, die
keine S-Zahlen sind, ist gleich Null.

Wahrscheinlich sind sogar ,fast alle reellen oder komplexen Zahlen
S-Zahlen mit y <% -+ ¢, wo ¢ irgendeine positive Konstante bedeutet.

Krefeld, den 16. April 1931.

(Eingegangen am 24. 4. 1931.)
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