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ZUR APPROXIMATION ALGEBRAISCHER ZAHLEN. I.
UBER DEN GROSSTEN PRIMTEILER BINARER FORMEN

KURT MAHLER

SUMMARY. In 1908, Thue showed that, if { is a real algebraic number of degree
n and © is a positive number, the inequality

’p - C‘ < g (8+179)
q

has only finitely many rational solutions p/q. Siegel, in 1920, showed that one
can replace the exponent § + 1+ © by

8= min (nJrer@).

1<s<n—1 \ s+ 1

In this article, Mahler establishes the following p-adic extension of Siegel’s
result. Let f(z) be an irreducible polynomial with rational integer coefficients
of degree n > 3, let Py, Ps,..., P; be finitely many prime numbers and let
¢,¢1,C2, ..., ¢ be real zero of f(x), a Pi-adic zero of f(x), a Py-adic zero of
f(x), ..., and a P;-adic zero of f(x), respectively. Mahler proves that, if 5 is
Siegel’s exponent and k > 1 is fixed, the inequality

min {1,

t
2 — ¢} TT min{L,lp = oGl } < b max{lpl, g/}~
T=1

has finitely many solutions in reduced rational numbers p/q.
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334 KURT MAHLER

Zur Approximationp algebraischer Zahlen. I.
(Uber den groBten Primteiler hiniirer Formen.)

Von

Kurt Mahler in Géttingen.

Im Jahre 1908 zeigte Thue (1, 2) folgenden Satz: ,,Ist { eine reelle
algebraische Zahl n-ten Grades, O eine positive Zahl, so gibt es nur endlichviele
verschiedene gekiirzte rationale Zahlen p[q, die der Ungleichung

2 g G
gentigen.”

Dieser Satz wurde 1920 von Siegel (3, 4, 5) verschirft; er zeigte, dafl man
den Exponenten n[2 + 1+ @ ersetzen darf durch ’

. n
p= min [ +5+0);
ferner stellte er einen allgemeineren Satz auf iiber die Anniherung einer festen
algebraischen Zahl durch algebraische Zahlen niedrigeren Grades.

In der vorliegenden Arbeit untersuche ich nur die Anniherung durch
rationale Zahlen; jedoch wird die gleichzeitige Approximation reeller und
P-adischer Wurzeln derselben algebraischen Gleichung untersucht. Das
Hauptergebnis lautet folgendermafen:

,»Bedeute f(x) ein trreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten
vom Grad n =3, P, P,, ..., P, endlichviele verschiedene Primzahlen,
£, 81, 8oy - 8y g eime reelle, eine Pi-adische, eine Py-adische, usw., eine
P-adische Nullstelle von f(x). Der gewéhnliche Absolutbetrag werde durch
2wet senkrechte Striche, der P,-adische Wert durch zwes solche Striche mit dem
Index P, bezeichnet. Es sev B der Svegelsche Exponent und k =1 eine feste
Zahl. Damn besitzt dve Ungleichung

min (17| 2 — ¢) [T min (1| p—g&l,) = Fmax (2], |g)s

hichstens endlichviele Lisungen in gekiirzten rationalen Zahlen pjq.

Mit diesem’ Satz ist der folgende fast gleichwertig:

,,Bedeute F(x,y) eine irreduzible Bindrform mit ganzen rationalen Ko-
effizienten vom Grad n =3, p und g zwei teilerfremde ganze rationale Zahlen,

DOCUMENTA MATHEMATICA - EXTRA VOLUME MAHLER SELECTA (2019) 333-366



ON THE APPROXIMATION OF ALGEBRAIC NUMBERS, I 335

692 K. Mabhler.

P, P,, ..., P, endlichviele verschiedene Primzahlen, Q(p, q) das grofte Potenz-
produkt derselben, das ifn F (p, ¢) aufgeht. Die Ungleichung

Fp, o)l n—p
g = kmax(pllg)

besitzt dann héchstens endlichviele Lisungspaare p, q.%

Dieser verallgemeinerte Thuesche Satz wird benutzt, um zu zeigen,
daf der gréfte Primteiler bindrer Formen von mindestens drittem Grad mat
ganzen rationalen Koeffizienten, die im Kérper der komplexen Zahlen mindestens
drei verschiedene Linearformen als Teiler habenl), iiber alle Grenzen wichst,
wenn fir die Arqumente zwer teilerfremde) ganze rationale Zahlen p,q mit
max (|p|, |¢]) = oo eingesetzt werden.

Der Beweis dieser Sitze besteht in einer Ubertragung des Siegelschen
Beweises in der Arbeit (5) auf P-adische Kérper. Man kann fast alle Uber-
legungen auch hier durchfithren, da diese Korper bewertet sind. In der vor-
hiegenden Arbeit gelingt es, durch einen einfachen Kunstgriff die Beweis-
fiihrung moglichst lange im Bereiche der rationalen Zahlen zu belassen
Erméglicht wird der Beweis durch die Ungleichung

ialﬂlalp,;l,
=1

die fiir ganze rationale Zahlen ungleich Null gilt.

Eine weitere Arbeit wird Abschétzungen fiir die Losungsanzahlen der
hier betrachteten Ungleichungen gewidmet sein. Offenbar kann man alle
Schliisse und Sétze auch auf die Approximation algebraischer Zahlen durch
algebraische Zahlen niederen Grades iibertragen, indem man sich an die
Arbeit (3) von Siegel hilt.

Herrn Prof. Siegel méchte ich an dieser Stelle fiir eine Reihe von Ver-
besserungsvorschligen danken. Mein Dank gilt ferner der Notgemeinschaft der
Deutschen Wissenschaft fiir ihre Unterstiitzung.
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!} Ohne diese Einschrinkung ist der Satz falsch.
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Bezeichnungen:

F(z,y, ...) [ bedeutet das Maximum der Absolutbetrige der Koeffizienten des Poly-
noms F (z, y,...).

fal bedeutet den gewohnlichen Absolutbetrag.
jel p bedeutet den P-adischen Wert einer P-adischen Zahl. ‘
() ist gewohnlich ein irreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koeffi-

zienten vom Grad » > 3 und mit f(x)| = a. Eine reelle Nullstelle
hiervon wird mit 7, eine P;-adische Nullstelle mit - bezeichnet; ver-
schiedene gleichartige Nullstellen werden durch obere Indizes unter-

schieden.
P, P,, ..., P; sind gewohnlich endlichviele verschiedenePrimzahlen.
», q sind gewdhnlich zwei ganze rationale teilerfremde Zahlen; es wird zur

Abkiirzung |p, ¢| = max (|p|, |¢}) geschrieben.

1.

1.-Hilfssatz 1. Zu zwei Polynomen mit ganzen rationalen Koefﬁéienten
vom Grad n bzw. N:

n N
f(z) = Ya,an—* F(z)= X 4,28 "
k=0 h=o0

bt es zwei Polynome F(x) und F*(x) mit ganzen rationalen Koeffizienten
hochstens vom Grad N —n bzw. n— 1, so daf

alF (z) = f(2) Fy (z) + F*(z) (d = max (0, N—n+1))
st und folgende Ungleichungen bestehen:

B (@) < [F@)| @[f@))* uwad [F*@)| < [F@)] 2[f@))
Beweis. Die Identitit
1.F(v) = { (&) -0+ F (a)
zeigt, daf die Behauptung fir N << n — 1 stimmt. Sie sei bereits fiir alle
Polynome F(z) vom Grad N << » + %k — 1 nachgewiesen, wobei k eine nicht- -
negative ganze rationale Zahl bedeutet. Hat dann F(z) den Grad N =n -}- £,
so geniigt offenbar das Polynom
F(2) = a, F (2) — 4y ¥~} (2)

der Ungleichung .

P < [Flo]- 7@ )

und ist héchstens vom Grad N —1 = n 4 k — 1. Also gibt es nach Annahme
zwei Polynome F(x) und F*(z) mit ganzen rationalen Koeffizienten héchstens
vom Grad N —n—1 bzw. n —1, so dal

a;?F(m):f(z)Fo(x)—i—F*(x) (¢ = max (0, N-—n) = d—1)
und -

[P0 < [F@)| Clf@), [F@] <7 @)
ist. Setzt man :
Fy(2) = af=1 dga¥=n 4 Fy(2), F*(z) = F*(2),
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so wird jetzt in der Tat
o} F (z) = [(z) F, (2) + F* (2)
und die zu beweisenden Ungleichungen
[Fo@] < [F@)] QII@)°,  [F*@)] < [F@)] 2[f@)])°
sind erfiillt2). ’
2. Von jetzt ab bedeutet

f@) = 3 apan—r (@=[f@]=1)

h=0

eine Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten mindestens vom dritten
Grad, das im Korper der rationalen Zahlen irreduzibel ist.

Seien 7 und s zwei natiirliche Zahlen, von denen die erste groB, die zweite
aber kleiner als » ist; 9 bedeute eine feste positive Zahl, m dle]emoe natirliche
Zahl, die der Ungleichung

+
m_<_(s+l——1)r<m—~
geniigt. Zu jeder natiirlichen Zahl 4 gibt es genau

N = (24 L 1)m+r+06+D
Polynome

m+r

P(z,y) = 2 2 App 2 y*
vom Grad m -+ 7 In z, s in y mit ganzen rationalen Koeffizienten, die nur
der Ungleichung _ :
[P(z,y)| < 4

1 3Pz,
Py (z, y) =ﬁ~é%*y—)

geniigen. Wird gesetzt
t=0,1,...,m+),

so besitzen auch diese Polynome ganze rationale Koeffizienten; speziell ist

m+r

P.(z, 2) = 2’ Z( )Ahkz’“f"—’ I=01,...,m+7

h=0 k=0
in z hochstens vom Grad m + r + s — ! und geniigt der Ungleichung

m+r

e i<42( = 4"
mtr+1
< A m+r+1 = 9m+r+1 4,
= g( -

%) Der Hilfssatz bleibt oﬁenbar ncht wenn d durch eine groflere Zahl er-
setzt wird. , . o
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Nach 1. konnen zu P,(z, ) zwei Polynome P, , () und P, (a:) mit ganzen
rationalen Koeffizienten bestimmt werden, so dafl
artrt1P (x,x) = f(2) Pro(2) + PF(z) 1 = 0,1,...,m-+7r),
max ([ P, (2)], [P} (@)]) < [Pi(z, 9)| @a)m+7 =1
é Om+r+1 4 (2a)m+r71 = (4a)m+r+1A
ist, denn es besteht die Ungleichung
mex (O, m+-r+s—l—nt+l)<m+r+ L
Also gibt es fiir das System der nr Koeffizienten der r Polynome
P} (z) t=01,..,7—1)

héckstens
(2(4aym+rt1 4+ 17 < (24 + 1) (4a)yntrtyr = M
verschiedene Moglichkeiten. Bestimmt man die natiirliche Zahl 4 durch

(m+r-r-1)

24 +1> (4a) ¥ >24—1,

so ist aber
M<N
wegen
m+r4+ D (s+ 1} —nr= dr.
Folglich gibt es dann in der Menge der N Polynome P (7, y) mindestens zwei
verschiedene Polynome P'(z,y) und P’(z,y), fiic die die zugeordneten
Polynome
P/*(z) und P;'*(z) g=0,1,..,r—1)

gliedweise der Reihe nach iibereinstimmen. Die Differenz

R(x’ y) = Pl(x: 3/)*' P"(x,y)
verschwindet nicht identisch; ferner ist

.
‘9+1<‘)(4) rrl)s’

m+r Tl)

Rz y) <24 < (40)
und wenn
(5, y) = LR (2 y)
Birley) = o 24
gesetzt wird, so sind alle Polynome
Ry, (2, 2) b =01,...,7r—1)
ohne Rest durch f(z) teilbar, also von der Form
Ry (2, ) = f(z) Hy(2) (h=01,..,7r—1)
Offenbar bestehen folgende Taylorentwicklungen:

m+r

Rio(2,y) = ZZR“(z,z)( ) (@ — 2P~ (y—2P
h=0k=0 t=01,...m+47)
oder

Rio(z,y) = (z—2)"*Fi(2, 4, 2) + (y —2) Gi(z, ¥, 2) + [ (2) H (=, 2),
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mit den Abkiirzungen

m+r &

Fuzy.9) = D' 3 Runte2) (1) (@-2p—r(y-op,

h=r k=0

G:(z,9,2) = Z Z Ry (2, 2) (};) (=2 —i(y—2), 6=0,1,...,m+7)

h=0k=1
H,(z,2) = rz_tho(ﬁ‘z-)'<h) — =t
@2 =2 iy )6 ‘
h=0

Diese neuen Funktionen sind siamtlich Polynome, und zwar haben F;(z, y, 2)
und Gy(, ¥, z) ganze rationale Koeffizienten. Fiir t = r verschwinden
G;(z, y, 2) und H,(z, 2) identisch. '

3. Da das Polynom R(z, y) nicht identisch verschwindet, so sind in der
Entwicklung nach Potenzen von y

R(z,y) = Y wi(a) 9

k=0

nicht alle Polynome

o (), Uy (), . .., U(2)
identisch gleich Null. Seien etwa genau s’ 4+ 1 (s' = 0) von ihnen:
U, (T); g, (2), - - U (2)

linear unabhéngig in bezug auf den Kérper der rationalen Zahlen; da ihre

Koeffizienten in diesem Korper liegen, so sind sie auch linear unabhingig in

bezug auf den Korper der komplexen Zahlen.
Ihre Wronski-Determinante

u 7 (z)

A(z) =

Foran (6,7 =0,1,...,,¢)
verschwindet also nicht identisch. Diese Determinante ist aber héchstens
(s + 1)-reihig und ihre Elemente sind Polynome mit ganzen rationalen Ko-
effizienten héchstens vom Grad m -4 7. Folglich ist 4 (z) ein Polynom mit
ganzen rationalen Koeffizienten héchstens vom Grad (s -+ 1) (m + 7).

Sei von jetzt ab r = s, also erst recht = ¢'. Nach Annahme lassen
sich die Polynome u;(z) linear mit offenbar rationalen Koeffizienten durch
die Polynome u;, (2) ausdriicken. Dadurch geht R(z, y) iiber in eine Summe

R(z,y) = 2 uz,; (%) U; (y)
j=o

- mit gewissen s’ + 1 Polynomen
UO (yL Ul (y)’ fen Us’ (?/)’
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die rationale Koeffizienten haben, von niederem als n-tem Grade sind und
von depen kein einziges identisch verschwindet. Differenziert man die Dar-
stellung von R(z, y) wiederholt nach z, so kommt man zu folgenden linearen
Gleichungen fiir die Polynome U, (y):

1 > .
Rio(z, 9) = 2 u(;:z (@) Us(y) = (z—gy ' Fi(2, y, ) + () Hi(2, y)-
i=o
Sei 4,(z) die Unterdeterminante des Elementes u(” (z) in der Determinante
A(x); die vorige Gleichung werde mit ! A,(x) multipliziert und iber
1 =0, 1, ..., s summiert; dann folgt

ry

A@ Us(y) = (a—gr— Y il(a—y)' = (@) Fi(2, 9, 9)

i=0 8’
+1(@) D) 6! 4:(@) Hi(=, ).
i=0
Dieser Gleichung entnimmt man aber, dafl die simtlichen Polynome
AD (z) Uy () h=0,1,..,7r—s"—1)
und also auch die sdmtlichen Polyncme
A () h=01,....,r—s—1)
durch f(z) teilbar sind, weil Uy{x) von niederem Grad als das irreduzible
Polynom f{z) und daher hierzu teilerfremd ist. -+
Wegen der Irreduzibilitit von f(z) ist somit das Polynom A(z) durch
f(x)—*, also erst recht durch f(z)—* teilbar; wird
A(@) = f(ay~*D(a)

gesetzt, so ist auch D(z) ein Polynom mit rationalen Koeffizienten und sein
Grad iibersteigt nicht den Wert
+Vm+r)—@r—s)n = (s+ )i ?

s+1

r—(r—s)n
< dr+(n—1)n = d3).
4. Seien g—‘ und 22 zwei gekiirzte rationale Zahlen und
1 2

mErtn

max (| s, [g2]) > 2(4a) >
also erst recht

- max(ps), ) > [R(z )]

3) Es gilt sogar (s’ + 1) (m + r) — (r -- &) n = Grad von D(z), woraus s’ =&
fir 4 < 1 und groBes r folgt, und damit werden die U Re)] wieder tberflissig. Bis

10. brauchte dann fir %2- nur die triviale Einschrankung ¢, 9= 0 gemacht zu werden.
2 .

(Anmerkung von C. Siegel.)
Mathematische Annalen. 107. ° ) 46

DOCUMENTA MATHEMATICA - EXTRA VOLUME MAHLER SELECTA (2019) 333-366



ON THE APPROXIMATION OF ALGEBRAIC NUMBERS, I 341

598 K. Makhler.
In der Entwicklung nach Potenzen von z

R(z,9) =;"2+ "V ()

=0
ist mindestens eins der Polynome ¥, (y) nicht identisch Null. Seine Koeffi-

zienten sind ganz rational und nach der vorigen Annahme kleiner als eine
der Zahlen |p,| und |¢,}{; das Polynom ist also nicht durch g,y — p, teilbar,

folglich an der Stelle y = ;ﬁ von Null verschieden. Als Funktion von z
2
ist daher

P2\ __ P2
E(e2) —'_2: e, (2) U, ()
j=
nicht identisch gleich Null, so daf auch nicht alle Zahlen
P2 < ’
U;(a) (9—0,1,...,8)
zugleich verschwinden. Ohne Einschrinkung ist etwa U, ( q—") =+ 0.

Y

Wegen

&

A@) Uy(y) = D! 4:(2) Rigls, )

i=0

besteht aber die Identitit

ry

A(z) U, (%) = D7il 4,(2) Rig(, ;’f)

i=0

Die linke Seite verschwindet nicht identisch in z und nimmt den Wert Null
auBler bei den Nullstellen von f(x) nur noch hei den Nullstellen von D(z) an.

Das Polynom f(x) kann wegen seiner Irreduzibilitit die Zahl g—l nicht zur
1

Nullstelle haben. Dagegen kénnte das Polynom D(z) bei z = % verschwinden,
1

aber hochstens zur Ordnung d, da sein Grad nicht gréBer ist.
Mindestens eine der d -+ 1 Zahlen

4 (%)’ A’(%), e, 4D (%)

muB demnach von Null verschieden sein, etwa
Oy
A4 ( ql) + 0.
Durch wiederholtes Differenzieren der Identitit

Iy

A@T(3) = it 4@ R[5, )

i=o
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kommt man zu der Gleichung

& 7 -
o (P g (P2) - N G (T 49D B p. PP
49 (91)60(%) 1_22:’% (%Tk)'<h>d‘ (ql)P””’o(ql’qQ)’

deren linke Seite nach der vorigen Bemerkung nicht verschwindet, deren
rechte Seite aber eine Linearform mit endlichen Koeffizienten in den Zahlen
P Py = ,

R,,,O(ql,qg) (h=0,1,...,d+5¢)

ist. Folglich muB mindestens eine dieser Zahlen von Null verschieden sein,

etwa die Zahl Ry (22, ). Der Index ¢ ist hochstens gleich

—9—1_’ 4]
dt+s==d%r+mn—nt+s<dr+n?—1.
Von jetzt ab setzen wir voraus, dafl
< 3 r= 202
also erst recht
<< r—-1
ist. In der Identitdt

N r—i Pa P2 \ P1 P
R. (& 2):(&_,,;) F.(?‘,_-,z -(——z G-Jiz)
0 a1’ 9 71 “\ay’ gy ) + q ) 1(‘11’ %’

ist dann die linke Seite von Null verschieden, wihrend rechts der Faktor
Py
51
zu einer positiven Potenz vorkommt.
5. Die bisherigen Entwicklungen haben zu folgendem Ergebnis gefithrt:
Hilfssatz 2. Bedeute:
f(x) em irreduzibles Polynom wmit ganzen rationalen Koeffizienten vom
Grade n = 3,
die naivirliche Zahl m‘,
ewne natirliche Zahl kleiner als n,
ewne natirliche Zahl gréfer oder gleich 2 n?,
9 < } esne positive Zahl,

m  die natirliche Zahl m — [(’;:’l’_m]

Dann ¢ibt es ein Polynom R(x, y) mit ganzen rationalen Koeffizienten, das
wn x hichstens vom Grad m - r, in y hochstens vom Grad s ist, der Ungleichung

By < 2040”7707
geniigt und folgende bewden Eigenschaften besitzt:

— Z

R »

46%
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a) Setzt man zur Abkirzung
Ft' (z’ Y, Z)
m+r & A h
= ZZ Ror(z, z)(i)(z*z)""(y—-z)k,
h=r k=0
Gi(may)z) ah+kR
(z, ¥)
Y h - (Bretm9) = ikroat 749
=22Rkk(Z, z)(i)(a;—Z)k—‘(y_z)k—l,
h=0 k=1
T—1p (2 2) 1 N
Bz, 2) ZZ h;)(z) (,;)(Z—Z)k_la
h=0 :

so sind diese drei Funktionen Polynome in w, y, z, die ersten beiden sogar
mat ganzen rationalen Koeffizienten, und geniigen der Identitit

Bio(2,y) = (x—2V ~*F (2,9, 2) + (y —2)G; (a, ¥, 2) + f(2) H; (z,2).

b) Sind ;ﬁ und ? zwer gekuirzte rationale Zahlen mat
1 2

o n
(m-:-r-rl)?/'

wax (|2, |¢2]) > 2(4a) ;
so gibt es eine natiirliche Zahl
1< ¥r4+nt—1<r —1,

R, (ﬁl &)
AR

so daf die Ableitung
nicht verschwindet.

II.
6. Die Gleichung

f(e) =gy +ayan—1 4 ... +a,=0
ist nach Voraussetzung im Kérper der rationalen Zahlen irreduzibel. Wir
nehmen an, daB sie im Korper R der reellen Zahlen eine Wurzel £, im Kérper B,
der Pj-adischen Zahlen eine Wurzel £;, im Korper R, der P,-adischen Zahlen
eine Wurzel £, usw., schlieBlich im Korper R, der P,-adischen Zahlen eine
Wurzel £, besitzt; dabei sind Py, P,, ..., P, endlichviele verschiedene Prim-
zablen. Die Korper R, R, R,, ..., R, sind bewertete Korper; einer Zahl
@ + 0 aus R wird als Wert || ihr absoluter Betrag, einer Zahl «, 4= 0 aus R;
wird fiir v = 1, 3, ..., ¢ als Wert |«,|p, diejenige Potenz P;* zugeordnet,
fir die die Zahl P;*«, eine P,-adische Einheit ist; die Zahl Null dagegen
hat in allen Korpern den Wert Null. Da der Korper der rationalen Zahlen
m allen Korpern R, R, R,, ..., R, als Unterkérper enthalten ist, so sind
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fiir seine Elemente simtliche Bewertungen gleichzeitig definiert. Fiir ganze
rationale Zahlen « # 0 gentigen diese Bewertungen speziell der Ungleichung

(AT lole, = 1
Weiter gelten fiir Zahlen aus den Korpern R, R, R,, ..., R, die Rechen-
regeln
feB| = |«|[B], lo + B = ||+ Bl
% Belp, = |&l|p, |Belp,s |ax + Belp, < max (Jo|p,,|Belp,) (T=1,2,...,0).

Als Anwendung hiervon beweist man leicht die Ungleichungen
. ¢
l=Ze+1; [&lp, =6 (z=12,...,8; [Tmax(l,|{|p) < a.
=1
7. Nach Satz 2 und seinen Voraussetzungen ist offenbar die Zahl

.y P P
R = qrtrigi R (2, B)

ganz rational und von Null verschieden, ferner

m+r &

Rz, y) < 2(4a)" 7T 'g’ZZ'xhyk’
) h=0 k=0
also ‘

Bio(, ) < 2(4a)" 7700 Erj(}ﬁ)x’t—fg&
Wegen h=0k=0 ’
A
(=X()=2=r

und =0
m+r myr—i mLr—i ' .
2(?) Zh—1 < 2m+r2mh< 2m+r2 (m —rhr—z) b — 2m+r(1 + x)m'ﬂ—i;
k=0 h=0 =0

v < Y (M) =+
k=0 k=0

folgt demnach

m+r+pl

Big(z,y) L 2m+7+1(4aq) A+ amrr—i(l+y)
und hieraus

imil§2m+r+1(4‘a)(m+r+1)---

(o H @)™t (2] + g2
Fiir beliebige ganze rationale Zahlen p und ¢ werde die Abkiirzung

|2, q| = max (|p], |q])
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eingefiihrt; wegen :
Ipa] + ol =20puail 12 + 10! < 2lp0gl, (mtr—d) s <mtrtn—1
ergibt sich dann

r+1) —

[ R = 2minin(4a)” 91?’1’91|'"Tr ‘| P2 g2 -
Weil R, ganz rational ungleich Null ist und dieser Ungleichung geniigt,
so ergeben sich fiir die Bewertungen dieser Zahl nach 6. nun leicht die unteren
Schranken

IR =1,
( *‘T'rl)
|9{ IP {22(m+r)+n(4 )m 7 [pl gl [m+r llp‘h 9z is} 17 (721’2,"',0’
(m+r+ )
l]t%lp (oot (da)” I gy gy rE T py, gor)

¢
R | [T | Rilp, = 1
7T=1
8. Sei ferner

o= B (D20, 6 = gt )

und

gz‘z =%’"9§F (pl ag'z),

Gy = grtr—igiT1G, (%, q%’ Cz)

Um fiir die Bewertungen dieser reellen bzw. P,-adischen Zahlen obere

Schranken zu gewinnen, mu8 in beiden Fillen verschieden vorgegangen werden.
Fiir die beiden Zahlen §; und ®; kommt man so zum Ziel: Ahnlich wie

in 7. erhilt man aus

R(s,y) <200 ZZM

22

<a+1

(t=1,2,...1)

die Majorante
By(a,y) < 2(4a)" "7

%Iﬁ

( (iwa hys—t,

I |\1

wegen

I

somit die Ungleichung
B 01 < 2607 3T S (et e
Von jetzt 'ab nehmen wir =0 f=e
a—t=1 [ =n

an, soweit diese Absolutbetrige vorkommen. Dann ist offenbar

Pl Pe,cl J p1 pz,C D 2 Z )‘th(QC)l =
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und wenn man die letzte Schranke einsetzt und die Summationen iiber %
und % ausfiihrt:

Sé 2(4a)(nz+r+1)% E’j(j)(a_*_ 1)i(a + 2)=—i+8.
a=0 =0

Es ist aber wegen a =1

?

HEPNEEEEE

i=0
m«'rru m+r
Z(i)(a+1)i(a+2)a—i§2m+r2(a+2)u
=1 mir ‘ a=0
< 2m+r (mz r) (@ +2)= = 2m+r(qg+ 3)m+7 < (2-4a)m+T,
=0
s 8

PASEED) () (@+2F = @+3) < 4aF < (200~ < §Bap,

also erhilt man

, n
S g {;(4a)("n’r+”;(80)’"“”,'*",

und schlielich

(m+r+

~ 1)1' r—1 8
max (| &, |6:]) < 3 (4a) T(BayrErEn gy m T g

Noch einfacher kommt man zu Schranken fiir §;, und &,,. Diese Aus-

driicke sind Polynome in {, mit ganzen rationalen Koeffizienten héchstens
vom Grad m -+ 7 + s; also ist

max(lg:il'l’.,"@i‘t {P,) é_ max (1: ]CzlP,)m+r+s ‘

< max (L, |{|p)mtr =12, ..,1.
Wegen

t
|-lp, =< @ und ]]max(l,](,lp1) <a

folgt hieraus

max (|Fiz|p, | Biclp,) < amFrin—1 (rt=12...,1,

t
J] max((Biale,, |Gicle) < amer+n-,

=1

9. Die Abschitzungen in 7. und 8. wenden wir auf die Gleichung

Rip(2, ) = (B of TR (2, ) 4 (226, (2, 2, )
m(%’ 92) 4 F, @ + 92 \gy’ gy’

@ H (2, 2)
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an, indem wir fiir z der Reihe nach ¢, $1,Cs « . £, einsetzen; dann fallt
jedesmal rechts das letzte Glied fort und man kommt zu folgenden Formeln:

R= (Bt 75+ (2—¢)6,

/3% 0]
Re=(Pr— 8V i+ (02— 0) 6. (r=1,2,...,8),

aus welchen durch Ubergang zu den Bewertungen
. ) | By (P s P
|| < 2max (i, | 6sf) max (| 22—, B—¢]),

|R;|p, < max (| Fi. |, !63:'1'1’,) max (|p; — ¢, - ;’:i, | De f‘92crlP,)
(r=12,..,¢

folgt. Jetzt werde fiir
Rl | Relp,s | Fils [Ficlry |Gl (G,

ihre untere bzw. ihre obere Schranke eingesetzt; alsdann kommt man zu den
Ungleichungen:

m+r+1) =

max (|2 £ 7| 2 g ) 2 (s ™R gy gy
max (| p, — ¢, ¢, ;:i: | P2 — 928z (p)

= [mrirngnireai (4™ TOF qll”“*'“"lpz, gl
T mox (s — 000675, 10— gael2,)
- m+r+r) >

= {2mintngnirin=i(4a) 1Po @™ 2 ol

max (22—

r—i
4

t
:;:—gpgmax(lpl — ¢ &el7, ' [P — 428 |p)

> !am+r+n—x(8a)m+r+n(4a)(’"+'+”3‘ |q1‘m+r—i|gzls}—1.

Die Ausdriicke auf der rechten Seite kann man noch etwas vereinfachen.
Nach Voraussetzung ist

n=3, r=2n2=>2:-3.-n= 6n,
demnach

m+r+n§m+7+%§__(1+~;—)(m+r+1);'

somit hat man :
(8a)m+r+n S (4a)s(m+r+1),

22(m+r)+nam+r+n—1 g (4a)s(m+r+ 1)’

am+r+n—1(8a)m+r+u < (4a)3(m+r+ l)’
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und die obigen Ungleichungen gehen iiber in
TP
max (| B —;[ 7 |2 t]) > {4a)

m+r+1) (3+%)|q1]7':+""’lq2181f“1',

max (|p, — ¢ & lri’:i: [P — 2L (p,)
mt+r+D (3+ 2

t = {(¢a) 4=, ),
[[mox (9~ 685" 12— 022e1r)
= {(4 )(m+'+n(3+%)|p1 @™ o 92’s}—1’
max(;é%_c‘r—i’ ) ﬂm“(lpl_QICllp ’ [P — ¢28z1p,) |

(m+r+1)(3+

4 = {o Mgy rer=iianll=,
Man beachte, dal bei der ersten und letzten von diesen Ungleichungen
R : 2 <1
I 91 Ci L i 92 Z =

vorausgesetzt wird. Um in allen vier Fillen moglichst gleiche Formeln zu
erhalten, ersetzen wir auf der rechten Seite dieser beiden Ungleichungen
die. Ausdriicke |¢;| und |g,| durch |p;, ¢;| und |p,, ¢5|, was offenbar erlaubt
ist. Dann kommen wir schlieBlich zu dem Ergebnis, daB keine der vier Zahlen

(m+r+1)(3+

Ey o = (4a) ")lpl 4 [T Py, qzlsmaX( C\ ’Iq ¢)

(m+r+1)(3+—

3)“’1 @™ Doy G}
X maX(Ipl—q]_Cz IP,K > lp2—g2é"‘|1"z)’

By, » = (4a)

a0 (), qll"‘““"lpz g

X ]] max (| py — ¢, 5[5 s [P — GaLelp,),

T=1

E(O, H = (4 a)

—1

}Pﬁ__ i\

(m+r+1)(3+

B,y = (4a) ‘9)|?1 @™ Py, ga

X ]]mu(lpl—qlizlﬁi’} |P2— g2 Lelp,)

7=1
kleiner als Eins sein kann.
10. Von jetzt ab werden folgende vier Fille unterschieden:
(1,0): Untersuchung der Anndherung der einzelnen Zahl Z.
(0,1): Untersuchung der Anniherung der einzelnen Zahl £,.
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(0,?): Untersuchung der .gleichzeitigen Avniherung von {y,&,,.. ., C;
(1,?): Untersuchung der gleichzeitigen Anndherung von £, &, &, ..., &4
"Bedeute & und @ zwei positive Zahlen mit

kzl, ﬂzé—_";:‘i—*-s—*—@é%,

ferner im Fall (0,¢) Iy, 1, ..., I", ¢t positive Zahlen mit

Yro-u,

und im Fall (1,¢) Iy, [, [, ..., I t+ 1 positive Zahlen mit

r0"+2’1*,=1.

z=1

An die frither eingefithrten Grofien sollen folgende Forderungen gestellt werden:

].. a g 5: ?9<?5
203 s+ 1 n3
2. TE Ty =T
(Fi+o)(erg) r—gv

3. 1Py g1 > (4a) =nGo—F9  f 685 =K,

1 1
4. E F1pn ]y = 1P ] <(B PP ]y ¥4,
ferner m Fall (1, 0):
5. %_C\ é klpb 41%"’3,
6. . !%—c < klps ¢o175;
im Fall (0,1): '
5. |P1"41CZ’P, = klpo @l
6. ipz——%fz{p,§klpg,92l_ﬁ§
im Fall (0, ?): _
5. IApl——q.lc‘l‘Pz = (k|ps Qlf—ﬂ)n’ firz=12,... 1,
6. 1P — @ lelp, < (k|pe: 2|~H)F  fiz T =12, ...4,

und 1im Fall (1, ¢):
5. | B—g) < klpw mlH)"
[P —018:|p, < (k|p1s @A firz=1,2,...1,
6. | 2| < Elpn pl
' |92 — o lelp, < (k|Po gu| A firz =1,2,...1

DOCUMENTA MATHEMATICA - EXTRA VOLUME MAHLER SELECTA (2019) 333-366



350 KURT MAHLER

Approximation algebraischer Zahlen. 1. 707

Zu diesen sechs Forderungen kommen die folgenden Bedmgungen hinzu, die

bereits frither gestellt wurden:
A: In allen vier Fillen:

P py
0 S <]_,
PR C_

C: In den Fallen (1,0) und (1,¢):

P-z_:
s ¢

D: In allen vier Fillen:
[ P2 92| > 2(4a)

Diese vier Ungleichungen sind jedoch Folgerungen aus 1 bis 6. In der
Tat folgt A trivialerweise aus 1 und 2. Weiter ist

L

A

n
(m+r+1) -

1—F+z9B 1—F .
6-p% -

1 1

6 BT s+nep
also

K> (4@(&1 9) (3 +5 )k, T ::)6,3
wégen 3 daher erst recht

|21 u| > B,

so daBl wegen 5 auch die Ungleichung B in beiden Fillen (1, 0) und (1, #) erfillt
ist. Weiter besteht wegen 2, 3 und 4 die Ungleichung
203

|22 42| > (4 a)(Q% +0)r(++ %) yavrer 5,

Hierin ist jedoch

(s l+a9}r_”; +8—1:—':->m-|—r+1
n 203 1 2 nt 1,
s+Dep &  Bis+1)oe >—““'/7’

daher gilt sowohl
[P2 @2| > K,

als auch
po > 4™ ) S g 4T
Aus 6 und der ersten dieser beiden Ungleichungen folgt in beiden Féllen (1, 0)
und (1,?) die Bedingung C; die zweite Ungleichung ist mit D identisch.

Unter den Annahmen 1 bis 6 bleiben demnach alle bisherigen Schliisse
erhalten; speziell kann demnach keine der Zahlen E ), E, s Eo.p, By,
kleiner als Eins sein.
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11. Um diese Aussage zu priifen, werde in der Definitionsgleichung
dieser Zahlen fiir

|2
L ¢
ihr Wert nach den Forderungen 5 und 6 eingesetzt. Wegen
max (k| 2y, ¢:1=H" 77, (k| P2 2 1=)")
= max ((k Py a7 7, (% | P> g2 I_ﬁ))r‘t firz=20,1,...,¢
gelangt man dann in allen vier Fillen zu derselben Abschitzung
Eq,0 < max (B, By), Eo,y < max (Ey, By),
Eo,n < max (Ey, Ey), B,y < max (B, By),
wobel zur Abkiirzung

E)_ - (4a)(m+r+l)(3+

C‘, '%”‘Cl» [P — @18 lpys |2 —28e|p,

3)“’1’ QT TTITPE D gy gy PR
m+rtv(s+2), o
E, = (4a) ( 3){1)1’ @™ Dy, PP R

gesetzt wurde. Diese Ausdriicke gehen wegen 4 iiber in

(m+r+1)(s+-”

ipnale b, B < a7 0

E, < (40) 3)|?71’ q (2 kP2

mit den Exponenten ‘
e =m+r—i—fr—i)+s@r+1) = m+tr—B—s)r)+i(f—1)+s,
e = m-+r—i+(s—py =(m+r—(—s)r)—i < ¢,

. _ﬁ 3\
f = r—z—:;—(r+1)§(1—--§)7+1, f, = 1—8,3 r= (1_5,"“‘

Aus den Ungleichungen in Hilfssatz 2

mg(zj?—l)r, i§z97‘+n2——.1

bfolgt aber
o< —(0—25)r+B—1 Br+n2—1)+s

= —(6—(p—1)8)r+ B—D—1) + 5;

p<n, s<n—1

aus

folgt ferner
f—1)(n2—1) 4 s < nd.

Die Forderung 2 liefert demnach die Abschitzungen

5

C maxle,e) < —(@—fFHr, max(hf) < (1—
so daf '
max (K, E;) < (4a)

+ 19)7,

r

(m+r+x’)(3+—;i)‘pl’ @ |‘<9“ﬂ‘”"k(l_%+9-) ’
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wegen
m+r+1< ( + 19) r
demnach
n 2Y 13 ey
max (B, B,) < {11’1’ ¢ |”@—F9 (4a) (3?‘11»9) (3+ o)kl 7 3}
wird. Auf der rechten Seite dieser Ungleichung ist der Exponent
6 —3d
nach Forderung 1 positiv; Forderung3 ergibt folglich
E, <1, E <1
und damit einen Widerspruch. Also sind in keinem der vier Fille (1, 0),
(0,1), (0,¢t), (1,¢) die Forderungen 1 bis 6 miteinander vertréglich
Damit ist gezeigt, da zu den Wurzeln £, %y, 85, ..., 4, und zu ge-
gebenen positiven Zahlen #, 60, k, sowie I}, I, ..., I'; im Fall (0,¢) bzw.
Iy Iy, Iy, ..., I'y im Fall (1,¢) unter den Voraussetzungen

kzl = qts+O0<n 9< 5, 0—8>0,

I‘+I’2+...“}"I’t:1 bZW. F+T1TF2+‘--+Ft=1

p1 ¥
@ @

keine zwei gekiirzten rationalen Zahlen - mit
1 2903
[pv 1| > K, [P 2] > (k_F le‘h!)‘T
existieren, die in einem der vier Fille (1,0), (0,1), (0,¢), (1,¢) den Un-
gleichungen (5) und (6) geniigen. Also ist der folgende Hilfssatz bewiesen:
Hilfssatz 3. Bedeute:

() ein trreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koeffzzwnten vom
Grad n = 3,

a die Zahl f—(x—l,

¢ eine reelle Nullstelle von f(z),

P,, P,, ..., P, t verschiedene Primzahlen,

L. firv=1,2,...,t etne P,-adische Nullstelle von f(x),

s eine natiirliche Zahl kleiner als n, :

3, 0, k  drev positive Zahlen mit
1 (2
ﬁ=3+1~1—8+9<% ﬁ§-2—,19<?; kgl,
K die aus ihnen gebildete positive Zahl
(7:+9) (s+5) 1—5+2
K = (4q) mn@,6—F% [ 6—F5

I,y ...,I'y im Fall (0,t) ¢ positive Zahlen der Summe 1,
Loy Iy, Ty, ...y Ty tm Fall (1,8) ¢+ 1 positive Zahlen der Summe 1.
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Die Paare p, q teilerfremder ganzer rationaler Zahlen, die der Ungleichung

(1,0 2 —t|<kip gl

baw. der Ungleichung

(0, 1) |p—q&lp, < k[P g7

bzw. den t Ungleichungen

(0,2) [P —qlle, < kP g™ (=121,

bzw. den t + 1 Ungleichungen

L9 |2 —t| < klpal?)n,
‘p—"qé}}'l’,é(klp,ql—ﬁ)[" (T =1, 27"'> t)

geniigen, befriedigen entweder alle die Ungleichung |p, q| << K, oder es gibt
auch solche Losungen mit |p, q| > K, und wenn p,, q, eine von thnen mit
moglichst kleinem |py, q,| > K ist, so befriedigen alle anderen hiervon die Un-
gleichung

-1 2n
mal < e < 7 pal)s
In diesem Satz ist speziell enthalten, daB die beiden Ungleichungen
2| < kipal?
und
Ip_‘QC1IPz é k |P’QI“‘9
nur endlichviele Lésungen in Paaren p,q teilerfremder ganzer rationaler
Zahlen besitzen (Satz von Thue-Siegel).

12. Es gelingt jetzt, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 1. Bedeute (,0,,8s, ..., L, jé eine reelle, eine Py -adische, eine
Py-adische, . . ., eine Pradische Nullstelle desselben irreduziblen Polynoms f(z)
mit ganzen rationalen Koeffizienten vom Grad n = 3; set ferner k =1 und g*
eine Zahl, die der Ungleichung

o << m (oc = min (8—%1 + s)>

§=12,..,0—1

geniigt. Dann besitzt die Ungleichung

¢
min (1, | "CD J[min (L 1p—qtele) < R, g7
=1
héchstens endlichviele Losungen in Paaren p, q teilerfremder ganzer rationaler

Zahlen. '
Beweis. Da f* > « ist, so gibt es eine natiirliche Zahl s < # und eine

positive Zahl @, so dal ‘
B= qtstO<p*

DOCUMENTA MATHEMATICA - EXTRA VOLUME MAHLER SELECTA (2019) 333-366



354 KURT MAHLER
Approximation algebraischer Zahlen. I. 711

ist, also
* =B+

mit einer positiven Zahl 4. Man hat wegen £ =1

3

_ B o ‘
Elpgl® =k (k]p g7 < (k[p g PN
Sei nun p, ¢ irgendeine Losung der Ungleichung
{
i |2 __ ¢ ; _ e
mln(l’fq Ci)ﬂmln(l,lp qC:lp) < k|p,q|F

7T=1

in teilerfremden ganzen rationalen Zahlen, und zwar mége
1p.ql > B> B, dh kipq|f <1
sein. Dann gibt es ¢ - 1 nichtnegative Zahlen y,, ¥4, 7, - - .. ¥ die noch
von p und ¢ abhingen und deren Summe nicht kleiner als Eins ist, so daf
die Gleichungen
. : / i 2 _ _ . [33 -
win{1[2—¢) = @11
min (1, |p—q&lp) = (k|p. g7y (z=12...10)
bestehen. Nach vorhin hat man
Elp.gl=7 < (k|p, g7+
also bestehen die Ungleichungen
i P __ : —B)a+ Do
min (L2 —z]) < (k|p, g0 +o,

‘min (1, [p—g&le) < (k|p, gD E (v =1,2,...,0).

- Jetzt werde eine natiirliche Zahl v genommen, so dafl

Av = t+1
1st; es ist alsdann
I+Dye =2 4o  (1=012..,0,
wobei
g. = [ (1 + 1) y.] (z=012,...,0
nichtnegative ganze rationale Zahlen sind und die Reste

0. = (1+l)y,—gf

(=012 ...,0
den Ungleichungen

0< o < (¢ =012, ..,1
geniigen, folglich auch der Ungleichung '

t

Z@_gj“gz.

v

T=0
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Wegen t
' D=1
folgt hieraus =
¢ ¢ !
JE=+»Yr—Yez+H—1=1
also T=0 T =0 T=0

Jot+ g+ ...+ g =0
Es bestehen die Ungleichungen

min (1| £ —¢|) < (k6 |p, a0+ 0% < (R [, g |2y, |
min (1, | p—qsp) < (k12,17 HO 2% < (k|p, ] D" (r=1,2,...,1).
Wenn nun die Summe der Zahlen

99> 91> - - - Gt _
den Wert v iiberschreitet, so bleiben die vorigen Ungleichungen richtig, wenn
diese Zabhlen ersetzt werden durch ¢ + 1 nichtnegative ganze rationale Zahlen
. .f{),fla"':ft
mit :
t
=90 h=<t - <95 Zfh =
. =0

Damit ist jeder Losung p, ¢ von

‘ ] t
m(l,ig—q)gmina,tp—qc,ip,) < klpgls”

mit |p, ¢| = ¥'# ein System von nichtnegativen ganzen rationalen Zahlen

fO’ fl: ce .ft
der Summe » zugeordnet worden, so daf die Ungleichungen

min (1,| 2 —¢ ) < (k1p,q|-7yom,

min(1,|p —ql. [p,) < (k|p,q|~A)f<l*  (x=1,2,...,¢)
bestehen; diese Zuordnung wird eindeutig, wenn z. B. verlangt wird, daB der
‘Reihe nach f, f,, . . ., f; méglichst klein sind.

Unter 4 und K verstehe man jetzt wieder zwei positive Zahlen, die zu 8

und % in der Beziehung wie in Hilfssatz 3 stehen; d. h. es sei
: L o
- und alsdann .
- ) e
K = (4a) =@, 689 f 6—p9
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Von nun ab betrachten wir nur noch solche Lésungen p, g von
t . -
win (1,12~ ) [[win 019 ~0211) < Hlpal*,
fiir die |p, ¢| > K ist; dann ist nach 10. erst recht |p, ¢| > k/#; um Satz 1
zu beweisen, geniigt es, zu zeigen, dall die Anzahl dieser Losungen endlich ist.
Alle diejenigen von diesen Losungen, denen dieselben Zahlen

j05 fl: AR jt

zugeordnet sind, werden in der gleichen Klasse Cy , .

es gibt | t
("7)

solche Klassen, namlich so viel, wie die Anzahl der Lésungen der Gleichung
foth=+ ...+ fi=v

in nichtnegativen ganzen rationalen Zahlen betrigt. Unter den Elementen p, ¢

von Cyy ..., werde dasjenige Element p;, ¢, mit moglichst kleinem

| D1, 43| > K herausgegriffen. Hierfiir und fiir die simtlichen anderen Elemente
der Menge bestehen die Ungleichungen

min (1, qu”—ll) = (k[p,q[-F)yer,
min (1, |p —q&:|p,) < (k|p.qg[ A (z=1,2,...,10).

zusammengefat;

Die Zahlen f, sind nicht alle Null und die Summe der nichtverschwindenden
ist gleich v. Wenn etwa f, == 0 ist, so hat man

(klp,q|=A)elr <15
also mufl die z-te Ungleichung
!g——ci = (]c[p,gl—ﬂ)/o!v bzw. Ip—QCT|P1 < (k|p,g|~F)®

lauten, je nachdem 7 = 0 oder =0 war.
Lassen wir von den Ungleichungen

min (1, 2—¢1) < (k|p.g |-y,
win (1, [p—¢&(p,) < (|2, ¢[7AP  (r=1,2,...,%)
demnach alle mit verschwindendem f, fort, so besitzt das System der iibrigen
gerade die Form, wie sie im Hilfssatz 3 verlangt wurde, wenn man die nicht-
verschwindenden Zahlen % mit den Zahlen I' gleichsetzt. Aus diesem Hilfs-
satz folgt aber, daf alle Elemente von Cy,,, ..., der Bedingung

203

1
[Pl Z 12,9l < Flpnaal)
Mathematische Annalen. 107. 47
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geniigen miissen, so dal es nur endlichviele gibt. Die Anzahl aller Klassen
Crory...1, 1st endlich; ihre Vereinigungsmenge enthilt folglich auch nur
endlichviele Elemente; das war aber gerade zu zeigen.

II1.
13. Bedeute
F(z,y) =apa" +a, 22~y + ... +a,y*

eine irreduzible Binirform mit ganzen rationalen Koeffizienten vom Grad
n=3. Wird zu den frither eingefithrten Kérpern R, R, R,, ..., R, der
reellen bzw. der P,-adischen Zahlen (v =1,2,...,¢) iibergegangen, so
zerfillt diese Form unter Umstinden. Das Polynom

{(z) = F (=, 1)
moge im Kérper R der reellen Zahlen die Nullstellen

L, ... ke
und fir v =1, 2, ..., ¢ im Korper R, der P,-adischen Zahlen die Nullstellen

Eor by e G770
haben; die Anzahlen » und », kénnen dabei irgendwelche der Werte
0,1,2,....n

annehmen. Dann ist

F(.’l?, y) = (z_z:?/) (x_cly) s (Z—-C‘"_”y)a(-%y),

F(z,y) = (@=L (z—Ly) ... (—57 " Py) Ge(,y),
und zwar besitzen die Formen G (2, y) bzw. G, (2, y) Koeffizienten aus R
bzw. R, und lassen sich nur in nichtlineare Faktoren zerlegen, wenn sie
reduzibel sind4). _

14. Ausder Zerlegung von F (z, y) in R folgt durch Differenzieren nach x:

F' (=, y) 1 1 1 6 (z, y)
Floy) — a—ty To—tg T T w5, T amy
(Der Index bedeute die partielle Ableitung nach z.) Da in dieser Identitit
rechts hchstens # + 1 Summanden auftreten, so folgt aus ihr die Ungleichung
’ |
|F @) 2 M min (jo— Lyl lo— Lyl ..o |a— -0y} | S22,
Nach Annahme hat das Polynom @ (z, 1) keine reelle Nullstelle und ist auch
G (1, 0) == 0; also ist die untere Schranke

min  (|G(z,y)|) = ¢

- max (2], [y)) =1
positiv und demnach wegen der Homogenitit
|G (2,y)| = ¢ max(|z],|y[)—

. .‘) Offenbar ist die Diskriminante von F (z, y) nicht Null; da die Diskriminanten
von G (%, y) bzw. @_(z, y) hierin aufgehen, so konnen auch sie nicht verschwinden.
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Weil &’ (z, y) ferner homogen von der Dimension » — » — 1 ist, so gibt es
eine positive Zahl ¢", so daB fiir alle » und y

[G'(z,9)| < ¢"max([z|,|y|»—?
1st.  Also ist stets

|G (% 9) | et

Ty | = amex(e] [y

Nach Voraussetzung ist F (z, y) irreduzibel ; somit ist seine Diskriminante
von Null verschieden und es gibt je zwei Bindrformen

H(z,y), K(z,y)

der Dimension » — 2 und
Hl (:IJ, ?/): 1(1 (x> y)

der Dimensionen n— 1 mit rationalen Koeffizienten, so daBl identisch
F(:ZJ, y) H (m’ y) +FI (:I?, y) Hl (x’ .7/) = g’"—2,
F(:l” ?/) K (2:, y) + ¥ (CI), 3/) Kl ((I}, y) == yzn_z

gilt. Da es sich um Formen handelt, so gibt es zwei positive Zahlen ¢™, ',
so daB fiir alle z und y die Ungleichungen

|H (2,9)| =< " max(lz|, [y|)* > [K (z,9)| < ¢"max(|z],|y[)"~2
| Hy (2,9} | < " max(jz|, [y )"~ | Ky(2,y)| < ¢ max(|z|,|y|)"~?

bestehen. Seien jetzt 2 und y nicht beide gleich Null; wenn dann von den
beiden letzten Identititen diejenige mit absolut méglichst groBer rechter
Seite beriicksichtigt wird, so ergibt sich, daf} entweder

|F (2,9)] = 5o max (|2, |y )

= 2clll
oder
, 1
| F'(z,y)| = 5w max(|z],|y|—?
sein muB.
Im letzteren Fall besteht wegen
F'(z, . , LG (W)
Pyl = S5 min (jo— syl le— Lyl le— o0y, G20 )
und
LG (z,y) | 1
Ty = Gmax(laly)
demnach die Ungleichung
| F ()|
N )ﬂ—l . 1
= R —min |2~y |, [a= Ly, ... | 220y |, Symax (|2}, |y)).
Sei zur Abkiirzung.
: ¢’ = max (¢, | ..., [L0TD))
47*
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gesetzt. Fir |z| = (¢' -+ 1) |y| ist dann offenbar
, : 1 i
|o— @ y| = max (37, 1y]) = g mex((zl,|y))
A=01,..., »—1),
fir 2| <(¢"+1)]y| :
|z__é'(1)yl
= !_—:--—g'(l)‘|y|gE‘;_l,r—-l-max(la:l,lyi)%%wé‘“’{ (A=0,1,...,»—1).

Faft man alle diese Abschétzungen zusammen, so ergibt sich demnach die
Existenz einer positiven Konstanten ¢, so daB fiir alle Werte von z und y

F(z,y)| = ¢ max (2|, |y|)* min (j—;—éf, gg—c'l!,...,;g— e=v],1)

ist. Hieraus folgt insbesondere fiir teilerfremde ganze rationale Zahlen p
und ¢ die Abschitzung ) } | |

Fpa)| = elpafmin([2—c), | 2—g|, ..., | E—ge-vi1).

15. Die Entwicklungen in 13. lassen sich auf die Zerlegung von F(z,y)
in den Kérpern R, iibertragen. Zuvor werde ein einfacher Stetigkeitssatz
bewiesen®):

Hilfssatz 4. Ein Polynom g(x) mit P.-adischen Koeffizienten, nicht-
verschwindender Diskriminante und ohne Nullstellen im Koérper der P,-adischen
Zahlen besitzt eine positive untere Schranke

min (g () [e,) = 7,
wenn fir = alle P,-adischen Zahlen eingesetzt werden. Sind speziell alle Ko-
effizienten von g(x) ganz P,-adisch, der hochste Koeffizient gleich Eins und die
Diskriminante eine P,-adische Einheit, so ist fir alle P,-adischen Zahlen
[g (x) IP, =1L

Beweis. Ohne Einschrinkung darf angenommen werden, dal der hochste

Koeffizient von g (z) gleich Eins ist; das Polynom laute ausgeschrieben

g(x) = 2" +byzm 1+ byam—24 ...+ b,

und es werde zur Abkiirzung
| b = max(L{by|r,. |Balr,s s |bule,)

gesetzt. Fiir |z|p, > b ist offenbar

’ lg@)lp, = |2"|p, > 0" = 1;
wir beschrinken uns daher von jetzt ab auf z-Werte mit
| lzlp, < b

5) Dieser Satz und sein Beweis stammt von Hensel; in etwas anderer Bezeichnung
stebt er in dem Buch (6), S. 66—76.
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Da die P,-adischen Werte der Koeffizienten der Polynome .
0 :
g l(!”’ (=23,...,m)
alle hochstens gleich b sind, so wird folglich
@ i< 1=23,...,m)
o= = o
Die Diskriminante von ¢ (z)
1: bl: bg, . . . bm
° 1’ bl, b2: > bm
D = |m,(m-1)b,, (m~-2)b,, ..., 1-b,, ,
m, (m—1)b;, (m —2)by, ..., 1:b,,
ist nach Voraussetzung ungleich Null. Setzt man
™2, by, byy . . ., b
’ Zm=3 .
17 . - *o 1) bl’ b2’ b bm
h(z) =
0,(m—1)by, (m—2)by, ..., 1-b,,,
0 .
0, ..., m, (m—1)b,, (m—2)b,, ..., 1-b, 4
0, by, by, . . . b
0
0, . . . L b, b, , bm
k)= 1 2
™, (m—1)by, (m—2)by, ..., 1-b, 4
xm—2
1, . R m, (m - 1)by, (m—2)b,, ..., 1-b,,

DOCUMENTA MATHEMATICA - EXTRA VOLUME MAHLER SELECTA ('2019) 333-366



ON THE APPROXIMATION OF ALGEBRAIC NUMBERS, I 361
718 K. Mahler.

- 80 besteht die Identitit
g (@) h(2) + ¢ (2) k(2) =
h(z) ist ein Polynom vom Grad m — 2 und der P,-adische Wert seiner Ko-
effizienten ist hochstens gleich $2%—2, demnach
|h(.’ﬂ) |P., é bem—2 ., pm—2 é p3m—1),

k(z) ist ein Polynom vom Grad m—1 und der P,-adische Wert seiner
Koeffizienten hochstens gleich 427—2, demnach

| k(2) ll’, < Pm—2.pm—1 = psm—D),

Aus

’ D— ) 3

folgt also, daBl entweder
l9(2)|p, = db—3tm—»
oder
lg(=)|p, < db—2=D, g (a)]p, = db=3m—D
sein mul}; dabei ist
d = |Dlp,

gesetzt.,

Jetzt kann gezeigt werden, daB |g(z)lp, nur dann in P,-adischen
Punkten z beliebig klein sein kann, wenn das Polynom ¢(z) eine P,-adische
Nullstelle besitzt. Sei in der Tat £ eine spezielle P,-adische Zahl mit l

da* d
€le, S5 1g(@1n, < min (i, )

und & die P,-adische Zahl
g (&),

IAGE

es ist alsdann

. b3(m—l)
[6e, < 9(8)ip, - e <1,
ferner
m
¢ (&) 19" (£) sa!
| D e, = |5 e,
=2
a2
" FTm =D
= |C2EE L 19@ . < S 19@ = 19(8)e,-
bs(m—l)

Folg]ich wird
- l9(&+8)|p, <19(8)le,»

denneé.ist

9(§+6)—9(E)+g’(5)6+2

=2 =2

PO g
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Es werde jetzt der Reihe nach gesetzt:

51 = §+6: 61 - ’—Z,gﬂ; . Ez = 517"‘ 51,
62=—Z:—((_§3> & = & 1 0y,

g (&) _
63 - g'(53)3 54 - §3+ 63

usw. Indem man die letzten Abschitzungen fortwihrend wiederholt, folgt
hintereinander:

[&le S0 19(E)ln <10 o, < min (= =)

18, ]p, < bd 19(8) |p,»

| &1p, = b, lg (&) ]p, < 19(&)lp, < min <b7(m 1)’ pam— 1)

[62ipt§.

; . d2 d
|&ale, < b 190 < 19 (8, < min (=5, 5.

b3(‘m—l)

19(&)|p,
usw., also nach den Stetigkeitsgesetzen des P.-adischen Korpers:

lim lg(E)le, == 0, lim |&4y— &ilp, = Hm |dn]p, = O.
h—>» c© k—» oo h —» oo

|63IP1§

Die zweite Gleichung zeigt, daB die Zahlen &, gegen einen Grenzwert &*
konvergieren; dieser Grenzwert ist nach der ersten Gleichung eine Nullstelle
des Polynoms ¢(z).

Wenn ¢(z) keine Nullstelle besitzen soll, so muf demmach fiir jede
P,-adische Zahl z

. a2 d
Ig(x) |P1 = mmn <bm’ pim—n’ bsm—x))

sein; der erste Teil von Hilfssatz 4 ist damit bewiesen. Die Voraussetzungen
des zwelten Telles verlangen offenbar
» b=1, d=1,
und dann folgt
lg(2)|p, = 1,
so daB auch der zweite Teil bewiesen ist.
16. Aus der Zerlegung von F (2, y) in R, ergibt sich durch Differenzieren
nach z
F'(z, y) 1 1 G (2, y)
Fay =L, Tamyn T T e T e ey
' r=12..,1%
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und durch Ubergang zu den P,-adischen Werten
|F (2 9) |p, = | F' () |p,

. , v — G (2, y)
X min (|2 =Ly Lo, 8=y len oo 12— 8yl |y )

=12 ..,0.
Jetzt werde fiir z und y zwei teilerfremde ganze rationale Zahlen p und ¢

eingesetzt. Ist das Maximum der P,-adischen Werte der Koeffizienten von
- G, (z, y) gleich b, so gilt offenbar
| |Gz (p. 9)|p, = .
Ferner hat keines der beiden Polynome
G, (z,1) und G (1, z)
eine P, -adische Nullstelle; also gibt es nach dem vorigen Hilfssatz eine
positive Zahl b’, so da fiir jede P,-adische Zahl z
’G'z ((B, 1)‘P., 2 b,> iGz(]-s (IJ) [PT g b

ist. Wegen der Homogenitit von @ (z, y) folgt hieraus

G (2.1)
VP

!Gz (p, Q)IPr = » 2 b ‘qn—wlpl’

—_ l 9 n— v
|G (2 D)o, = |6: (1 L) "7, -
und da mindestens eine der beiden Zahlen p und ¢ zu P, teilerfremd ist:

, G, (p 9)| b’
|G:(p,9)| =V, mh:—g'
Da die Form F (x, y) irreduzibel ist, so ist ihre Diskriminante A eine
ganze rationale und von Null verschiedene Zahl. Ahnlich wie in 14. lassen
sich zweil Bindrformen mit ganzen rationalen Koeffizienten

H, (=, y) vom Grad n—2,
K, (z,y) vom Grad n—1
und zwei Bindrformen mit ganzen rationalen Koeffizienten
H, (z,y) vom Grad n—2,
K, (z, y) vom Grad n—1
bestimmen, so daB identisch
F(az,y) Hy(2, y) + F (2, y) Ky (2, y) = dz*»~3,
F (2, y) Hy (2, y) + F' (2, y) Ko(2, ) = Ay —*
ist; setzt man hierin p, ¢ fiir z, y ein und beachtet wieder, da mindestens
eine dieser beiden Zahlen zu P, teilerfremd ist, so folgt durch Ubergang zu
den P, -adischen Werten

max (|F (p, 9)le,, | F' (2, 9)z,) = |4]p,-

@ Dle, < [4le,
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folgt daraus 7 (p, q) ‘Pi > (4 |P,’

so daBl man zu der Ungleichung

. - Ge—D, b
F(p, Q)le, = |4]p, min (|p—qLelr,, |p—4&lp, - P08 Iy =)
gelangt. Setzt man )
¢ = |A[p,min (1, %),
so gilt die Ungleichung (
. ' vz—1)
|F (p, 9)|p, = e.min(|p—qlilp,, 1p—qllp,s - [P—9¢ P, 1)
(rt=12,...,¢%)

auch noch fiir _

' I (0 De, = |4]e,

und also fiir alle Paare-p, g. Diese Ungleichung fiir | F (p, ¢)!p, ist {ast genau
von derselben Gestalt wie die Ungleichung fiir |F{p, ¢)| in 13.

Wenn speziell die Primzahl P, geniigend groB ist, so da sie weder in
der Diskriminante A von F(z, %), noch in dem hochsten Koeffizienten F (1, 0)

dieser Form aufgeht, so ist .
¢, = 1.

Denn man hat erstens {A|p = 1. Zweitens sind die P.-adischen Zahlen

C’r) é.';’ MR Cir’t_l)
alle ganz, denn die Koeffizienten ihrer Gleichung

iF(a:1)=ar:"—{—ﬁa;"—1—’f— +ﬁ—o
) ’ - ay o a
sind ganz P,-adisch. Also hat auch die Form

1
a_(,F(x’ y)

L G(z,y) =

ap =D

(z—Ly)(e—Cy) ... (214, Y)
ganze P,-adische Koeffizienten und den héchsten Koeffizienten gleich Eins,
so dafl die Zahl b = 1 ist. Drittens ist die Diskriminante dieser Form eine
ganze P,-adische Zahl und geht in A4 auf: also muB sie eine P,-adische Einheit
sein. Es kann also die zweite Hilfte von Hilfssatz 4 herangezogen werden,
so dal & = 1 folgt. Das ergibt aber gerade
¢ = |Alp,min(1,7) = 1.
17. Nach den Ergebnissen von 13. und 16. gilt fiir teilerfremde ganze

rationale Zahlen p und g¢:

F @ o)l =clparmin(|2—¢|, | 2—¢],..., |2 —ge-»],1),

|7 (P, e, = c-min(|p—glelp, |p—9&ile,s - [P =987V p, 1)
(r=12 ... 0.
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3
Dabei sind ¢, ¢, ¢, - . ., ¢; positive Konstante, die aufler von der Form F(z, y)

nur von der Korpern R, R,, R,, ..., R, abhingen; es ist ferner ¢, =1,
sobald die Grundzahl P, des Korpers R, eine gewisse GroBe iiberschreitet.
Also bleibt das Produkt

€CyCy...C
oberhalb einer positiven Schranke C, die allein von der Form F(z, y), nicht
‘aber vor den Korpern R, Ry, B,, ..., R,, d. h. von den Primzahlen
P, F,, ..., P, abhéingt. Multipliziert man die obigen Ungleichungen, so ist
offenbar .
t -1

Qp, 9 = ( AT 1F(p.q) !p,)
gerade gleich dem groBten Potenzprodukt der Primzahlen P, das in F(p, g)
aufgeht; also kommt man zu folgendem Hilfssatz:

Hilfssatz 5. Bedeute®):
F (2, y) eine irreduzible Bindrform mit ganzen rationalen Koeffizienten
vom Grad n =3,

P, P,, ..., P, endlichviele verschiedene Primzahlen,
2.2, .., LD die simitlichen reellen Nullstellen von F (x,1),
Lerloy oo LoD fiir v =1,2,...,t die simtlichen P,-adischen Nullstellen

. von F(z, 1),
p und g 2wes beliebige teilerfremde ganze rationale Zahlen (g == 0),
Q(p,q) das gréfte Potenzprodukt der Primzahlen Py, P,,..., P,

das wn F(p, q) aufgeht. .
Dann gibt es eine positive Konstante C, die allein von F (r, y), nicht aber von
den Primzahlen P, abhingt, so daf
1)

t
X [[ min (p—glele,, [P—aCileps - s [P =020 lp, 1)

z=1

T 2 OlpaPmin(F—e], | =] e

ist.

18. Der letzte Hilfssatz fithrt zusammen mit Satz 1 zu folgendem
Ergebnis: , '

Satz 2. Bedeute F(z, y) eine irreduzible Bindrform mit ganzen rationalen
Koeffizienten vom Grad n =3, p und q zwei teilerfremde ganze rationale
Zaklen, P, P,, ..., P, endlichviele verschiedene Primzahlen und Q(p, q) das
gréple Potenzprodukt der Primzahlen P,, das in F(p, q) aufgeht.

-6) Im folgenden wird dieser Satz nur fiir » > 3 gebraucht, jedoch bleibt er und
sein Beweis offenbar auch fir » < 3 richtig. '
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Gendigt dann die Konstante 5 der Ungieichung

. n
p> _mn (F+e):
so besitzt die Ungleichung
|F(p.q)| n—p
Q(» 9 =lpqi

hichstens endlichviele Lisungspaare p, q.
Beweis. Nach dem letzten Hilfssatz ist

t
'F'(p’Q)l n
Q(p,q) —->_—— C‘p’ ql ZO []Zu

T=1

. 3 _71_ _?i__ 4 lﬂ_ v—1 i
Zo——-m.ln(;q Cly[q C!,-'wlq C( )[al),
Z, = min (jp—ql.|p,, |P—aC:|p,> - |P—4L0 Pz, 1) (r=1,2,...,%)

gesetzt wird. Seien jetzt von den Zahlen
Vo == ¥, ¥y, Vo, o o uy Vg
etwa
Vuys Vugs -5 Vuy
von Null verschieden, alle anderen aber gleich Null; dann ist

17 (p,q)] n
Q(p,q) gClP’QI Z.“1Z:“2"'leu'

Es werde

k = max (1, %)

gesetzt und fiir den Augenblick unter

. 1 p—4q é.00') IPo
die Zahl ' ,
PP !
i
verstanden, wenn unter den Indizes u,, te, . . ., y, auch die Null zufalliger-
weise vorkommt. :
Sind jetzt 2,, 4, ..., 4, irgend u ganze rationale Zahlen mit

Oé}qévfll*l; Oélzé v.“z_l; cees Oézuév[‘u—l’
so besitzt nach Satz 1 die Ungleichung

I min ((p—q2l?, 1)< k|p,q|~?
pig P—a8u” 5, 1) S kipg]

héchstens endlichviele Losungen. Offenbar treten hochstens
pt¥1 ’
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