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368 KURT MAHLER

Zur Approximation algebraischer Zahlen. II.
(Uber die Anzahl der Darstellungen ganzer Zahlen durch Bindirformen.)

Von

Kurt Mahler in Gﬁtf‘,ingen.

Im ersten Teil dieser Arbeit wurde gezeigt, daB sick durch eine
wrreduzible Bindrform F (z, y) mit ganzen rationalen Koeffizienten vom Grad
n = 3 hochstens endlichviele Potenzprodukte gegebener endlichvieler Prim-
zahlen eigentlich, d.h. mit teilerfremden ganzen rationalen Zahlen z = p,
y = q, darstellen lassen.

In diesem zweiten Teil wird mittels einiger einfacher Abschiitzungen
eine Schranke fiir die Anzahl dieser darstellbaren Potenzprodukte gewonnen.
Das Ergebnis lautet:

,,Zu der irreduziblen Bindrform F (z,y) mit ganzen rationalen Koeffi-
zienten vom Grad n = 3 lifit sich eine positive Zahl c, angeben mit der
folgenden Eigenschaft: Sind P,, Py, ..., P, trgend endlichviele gegebene
Primzahlen, so gibt es hochstens ci*+1 verschiedene Paare p, q tetlerfremder
ganzer rationaler Zahlen, fiir die F(p,q) allein durch diese Primzahlen
teilbar ist.”

Aus diesem Satz werden verschiedene Folgerungen gezogen; so ergibt
sich z. B., daBl die Anzahl aller Darstellungen grofer ganzer rationaler
Zaklen g durck die Bindrform F (x,y) hichstens gleich O (| g [f) ist, wobei &
eine beliebig kleine positive Konstante bedeuten darf.

I

1. Im ersten Teil dieser Arbeit wurde folgender Satz bewiesen?):
Hilfssatz 1. Bedeute:
f(z) ein irreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten
vom Grad n = 3,
a die Zahl [f (z)],
¢ eine reelle Nullstelle von f(x),
P, P, ..., P, t verschiedene Primzahlen,
C fir v =1, 2,..., ¢t etne P,-adische Nullstelle von f(z),
s eine natiirliche Zahl kleiner als n,

1) Siehe Hilfssatz 3, S.709 im ersten Teil dieser Arbeit, Math. Annalen 107
(1933), S. 691 —~730.
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?, O, k drev positive Zahlen mat
B = —H’fl +s+0=<n 9
K die aus ihnen gebtldete positive Zahl
(2509) (5+3) 1= +0
K —. (4a) min (1, 6 — 9) k O—ﬂa ,

r,r,..,I im Fall (0,¢t)t positive Zahlen der Summe Eins,
ry,r,r, ...,I'i im Fall (1,t) t+ 1 positive Zahlen der Summe Eins.

Die Paare p, q teilerfremder ganzer rationaler Zahlen, die der Un-
gleichung

(1, 0: |2—c| < ®lp g0,

bzw. der Ungleichung

(0, 1): |p —ql:lp, < k|p, q1~F,

bzw. den t Ungleichungen

(0, 1): |p—q&ile, < (klp, ¢|-#)" (r=12...,1),

bzw. den t 4+ 1 Ungleichungen

(L : |E—¢| < RIp a0, Ip—gbelr, < Kl gmN G =1,2,...,0
geniigen, befriedigen entweder alle die Ungleichung |p, q¢| < K, oder es gibt
auch solche Losungen mit | p, ¢| > K, und wenn p,, ¢, eine von thnen mit mog-
lichst kleinem |p,, g,| > K ist, so befriedigen alle anderen Lésungen p, q
mit | p, ¢| > K die Ungleichung

2n3

1
[P0 Gl Z [P gl <(E F Do, g0]) 7 -
Es wurde ferner gezeigt?):
Hilfssatz 2: Gelten dieselben Bezeichnungen wie tm vorigen Hilfssatz,
st f* eine positive Zahl grifer als B und v eine natiirliche Zahl mat

B
”gg;—_—fy(t-i-l),

80 kann jedem Paar teilerfremder ganzer rationaler Zahlen p, q mit
|p, ¢| > k¢, das der Ungleichung

min (1. [2—¢|) [[ min(1, |p—g&le) < klp, g7

geniigt, auf eindeutige Weise ein System wvon t -+ 1 nichinegativen ganzen
rationalen Zahlen f, f,, f,, ..., f; mit

fo +f1 +‘f2+-+ft ="
3) Siehe den Beweis von Satz 1 im ersten Teil dieser Arbeit, S.710.
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370 KURT MAHLER

Approximation algebraischer Zahlen. II. 39
zugeordnet werden, so daﬂ auch die Unglez'ckungen

) < klp. g1 g

min (1,

Iz

min (1, [p—gql|p) < (klp, g~ (r=12...,0
bestehen. Fuir das System der Zahlen fy, f,, fs, ..., [ ¢1bt es genau

vt
()
verschiedene Moglichkeiten.
2. Vermdge dieser beiden Hilfssiitze soll eine obere Schranke herge-

leitet werden fiir die Anzahl der gekiirzten Briiche £ 7 mit positivem Nenner,
die der Ungleichung

(1, 0): |E—c|<kip gl

oder der Ungleichung

(0, 1): |p —q&lr, < klp, q|7F

oder den ¢ Ungleichungen

0, 0): p—gllp, < klp,gI™® (r=12...,1

oder den ¢t 4+ 1 Ungleichungen

(L1 |E—¢| < EIp a0, |p—alile, < Rlpo gl (r=12...,0)
oder schlieflich der einen Ungleichung

¢+1:  min(1,]|2—¢]) []mm(l 1p—qlls) S kip g #
geniigen. o
Seien ZL

und —Z—J“— zwel verschiedene Losungen von (1, 0), (0, 1), (0, 1)
1 b]

oder (1, t), also ohne Einschriinkung

o) =1 (@Put)=1 >0¢>0, 711)':' * ’2_:’ [P0 @ | = 120 0]
Dann bestehen die Ungleichungen

R
C' C = 93
lm%—mmlz 1 ,
=19, 11128 @2l = [P0 @l | P20 22l

max (|9, — ¢, &lp,s [ Pa—9aelp) 2 10001 — 180 — @ (Po— 0: 80 lp,
1
=Inb—rule = s na

Aus ihnen folgt im Fall (1, 0):
1 P P
|21 ¢11{Pss g3l =<=2maxd 21 ¢|’ I(Ia é'l)
g 2max(k lpn 9, |_ﬂ’ klpz’ 9 |_ﬁ) = 2k lpu q, |_ﬁ’

2 max
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im Fall (0, 1):
.
21p1 @111 Pos a)

é max (Ipl —q, C!IP,’ Ipz - qﬂc"ip‘z)

< max(k|p,, 0,77 k|py &7 F) = klpp @77,
im Fall (0, ¢):

¢
1

[ S— J—

2170 G111 2o 0o =1]'plqn P ilp,

T=1

t
é HmaX(lp,—~qlCz|P,, |1’2"%€f|1’1)

T=1

¢
= ]]max (| ¢4 (_ﬁ)rf» (% | Pos %l_ﬁ)rr) = k|p» 1770

T=1
und im Fall (1, 2):
¢

. \mts—ral Ipies—pailp,
< =1
|21 G111 P2 G2l = | P15 9111 P25 Qo
l .
§2max( %_t |2 — l)]]maxqp:—qlcfll’f’ |2 — @2 &elp,)
1 '$) =1

< 2max((k|p, ¢, -0, (kP ¢ 1-H™) X

t
X ]]max((klpp 0. 1=, (k) Py 01F) = 2k|p,, ¢,]~ .

T=1
Folglich miissen in allen vier Fillen zwei verschiedene Liésungen 22
und % durch dieselbe Ungleichung o
mgkm,qxl‘ﬁ oder Ipa,qsl_z_-g%lppqllf’—‘
miteinander verkniipft sein.
3. Nach Hilfssatz 1 muB fiir jeden Losungsbruch % von (1, 0), (0, 1),
(0, ¢) oder (1, t) entweder

2nd

1 ant
[P0 G|l = 125 ¢l <(B # Do g]) ° (120 o1 > K)

oder
1 .

thi*<|pgl<K

oder

1
|ps ¢ < (4R)F—2

sein. Diese drei Intervalle fiir |p, ¢| seien zur Abkiirzung der Reihe nach
mit J,, J, und J, bezeichnet.
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Das Intervall J, beginnt wegen |p,, ¢,| > K rechts von

(+H +9)(3+—\’9—' 1—%+3

K= (4a)  *-p% A E

aus
(Frro)o e3> (E oo rn>1-5 40
folgt daher
1—--;—+.9 1—%+~9

[P @o| > K > (4ak) ¢—F¥ > (2k) ¢—F% .

Zu den Voraussetzungen von Hilfssatz 1 trete von jetzt ab noch die
weitere Annahme

0—ﬁ0§—é—(1—~§-+0)(ﬂ—2).

Dann ist
208

2 1
1205 01 > (2B)F=2, (B P |Po @) * =1P0 6] * -
Im Intervall J, habe jetzt irgend eins der vier Probleme (1, 0), (0, t),
(0,¢), (1, t) insgesamt die u Losungen
Pk P Pu

@’ a7 g,
in gekiirzten Briichen mit positivem Nenner. Ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit darf

2

2R <|pp o) S w6l Zlpw sl < - - -

1
=100 6l < P20 46)) 7 = P0s 0]
angenommen werden. Nach 2. ist aber dann

2n3
3

ant
3

1
|Pasrs G| = Sk [P0 @lf~1 A =1,2,..., u—1),
und demnach besteht die Ungleichung

| 215 g |67

> ((2F) P2 |p,, q, )67,

1 \1+@=D+...+@—D""3
| s 4u| = (‘2‘“];)

daher erst recht die Ungleichung

203 1

|2 06l T > (@F) 777 | pyy go )0

2

1Po> 40| > (2K)F—2

3nd 1

190 €] > |P0r o2
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Hierin ist gewiB |p,, ¢,| groBer als Eins und g groBer als Zwei, so daB
man nach p auflésen kann und folgende Schranke hierfiir bekommt:

4n3
log -
A v 1R

In entsprechender Weise gelangt man zu einer oberen Schranke fiir
die Anzahl der simtlichen gekiirzten Briiche mit positivem Nenner

Pysy p,u+2 p,u-i-r

3

q,u+1’ qu+2’ U qu+y
fiir die |p, ¢| im Intervall J; liegt und die einem der vier Probleme (1, 0),
(0, 1), (0, ¢), (1, t) geniigen. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit darf

1

(4k)p"’ g Ip;t-*-v q.«+ll é Ipy-wp Qy+gl g . é lpu+” q_“_“.! g K
vorausgesetzt werden. Dann ist ebenso wie vorhin
1
Ip“’“" q-“+“| > ((2 k) -2 lp.u+17 qn+1‘)(ﬂ—l)r—1,
also erst recht
K > 26-v—!
und
log K
log log2

v <!+ =1

Was schliefllich die Anzahl o der Losungen —g— eines der vier Probleme

mit |p, ¢| im Intervall J; anbetrifft, so gibt es iiberhaupt nur hochstens

1

(2(41;)?—175 +1)@EFT < 3(41:)%

gekiirzte oder ungekiirzte Briiche % nit

1

D, gl < (4k)F—2;

folglich ist

2
0o < 3(4k)F-2,
4. Damit ist gezeigt, dal jedes der vier Probleme (1, 0), (0, 1), (0, ¢t),
(1, t) nicht mehr als .

4nt log K
log - + log _lo_gg 3

log (f—1)

Losungen in gekiirzten Briichen —;3 mit positivem Nenner besitzt. Diese

2

p+v4o<<2+ +3(4k)F-2

Schranke hat bemerkenswerterweise in allen Fallen denselben Wert und
ist vor allem wnabhdngig von den Zahlen I
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Hieraus folgt auch eine obere Schranke fiir die Anzahl der Losungen

der Ungleichung (¢ + 1) in gekiirzten Briichen —g mit positivem Nenner.
1

An Losungen mit |p, ¢| << (4k)F~* kann auch diese Ungleichung nicht

mehr als
2

3(4k)F—2
haben. Es ist aber
1 1
(44k)F=2 > kF,
Aus Hilfssatz 2 folgt also, daB jeder Ldsung g- des Problems mit

1
|p, gl = (4k)P—2

sich ein System von ¢4 1 nichtnegativen ganzen rationalen Zahlen
for ths fos ++ .5 fo der Summe v eindeutig zuordnen 148t, so dal gleichzeitig

min 1, ]%—C\)_é_(klp,ql“ff)%;

min(l’lp—qulPT)g(klp:ﬂ_ﬂ)T (‘t = 1’2:""“‘)
ist. Moge jetzt eine von den Zahlen f, etwa f,, von Null verschieden

gein. Dann ist
163

*k1p gI=)v <1,
go daB bei der betreffenden Ungleichung links das Minimum nicht gleich
Eins sein kann. Der Bruch £ muB also einem Problem (1, 0) oder (0, 1)
oder (0,t) oder (1,t) geniigen, wobei die Zahlen I' gerade gleich den
positiven unter den Zahlen — sind. Fiir das System der Zahlen f gibt

es nun genau (htLt) verschiedene Moglichkeiten; einem von soviel ver-

schiedenen Ungleichungssystemen einer der Arten (1, 0), (0, 1), (0, ¢), (1,¢)

mufl} demnach % geniigen. Aus den oberen Schranken fiir 4 und » folgt
somit, daB die Ungleichung (t + 1) hichstens

4n8 log K

2 log —— 4 log ——-—>

- vt ¢ log 2

3(4]6){3 ? +( t )<2+ log (B—1)

verschiedene Lisungen in gekiirzten Brichen —;1 miat positivem Nenner besitzt.

5. Die letzten Schranken konnen noch auf eine fiir die Anwendung
bequemere Form gebracht werden. Nach C. Siegel geniigt die Zahl

. n
o = min (———-}—s)
$=1,2...,n—~1 s41
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der Ungleichung B
2Vn—1<a< Vén+1—1;

ihr Wert wird angenommen an der Stelle

Uber 8 und @ werde so verfiigt, daB
B=a+6 0<O<——
ist. Wegen n = 3 hat man dann
a—2=4% o—s=1, aZn,

=ta—(1—2) <(F—2(1—5 +9)
so daB die zuletzt erhobene Forderung
O—BF<3(6—2(1—5+9)

B
fiir jedes & > 0 erfiillt ist. Die andere Voraussetzung
. O—F8>0
wird durch die Wahl
e
T aF1+6

erfiillt, denn es ist
O—88=9>0.

Die Zahl ¢ liegt im Intervall

e (]
2 < 2
Van+140=  =2\n+6
Da wegen n = 3

1 1
O=m=n
ist, so gilt demnach
& 1 1
19
0§§V“§<§2<§-
Es ist also
n . n __ n424 n41 n __ n+38 n+1
3+1+19é2+19— 7 < g 3+§“‘ < )

und folglich

n n
(37 +9) (3+3)< (n+1? (a1 (a1 48
min (1, 8 —F§) 2917 T 263 ’

ferner

1—§+ﬂ<1—0+

[
ot W
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376 KURT MAHLER

Approximation algebraischer Zahlen. II. 45
und folglich
1—=+4¢
_L< _3a+1+0)
o—p% 2% 2 e

Endlich ist
4n  4nd(a414-0)
5 e
Durch Verschlechtern kénnen diese Ausdriicke noch etwas vereinfacht
werden. Es ist

sz, m12}

also
atl+6 o+l i 50
a—1 = a—1 —1+a——l§1+36<3’
n+1 n-41 n+41 4 1
< = < =2
(@1 = 4(n + 1) d(n+1—2n) = 4(4—23) < 4—1
o n+1 < 9.

a— 1 = («—1)

" Folglich bestehen die folgenden drei Unglelchungen

(—' +’9)(3+ ) 4a—1)4-9(x—1)*  18(x—1)8

" min(1,8 — ﬁz‘))‘"< 28 - o ’
ﬁ+19 33(0(——1) g(a——l)
8 —pBo <3 =3 e ¢

4nd _ 4. 8(a—l)°-3(a——-1) _ 98(a—1)

5 < e =5

Wegen der numerischen Identititen
2-18 << (3, 2-3<<(}), 96 <<())"” log2>0,693> @
folgt aus ihnen

L3O @=° 1 (3yee=1 £ (o —1)7
K<(4a)’(2) & ke(s) v 47;‘3<(i_(_°‘___

8 »
1 3
log —— log 3
log 2 <
log(B—1) ~ log(a—1)
In der ersten dieser drei Ungleichungen ist entweder
10 (a ])6

(4a) a( )m (a_l)e k%(%)sg%, d.h. K<(4a)( )

dann erhilt man

log log K log log K log (s)w log (o —1)8 + log log (4a) + 2log ]
Tg(F—1) ~Tog@a—1)  log(§) T Toge—D T lgla—1 " logla—T
oder
og 11081; log log (4a) + 2 log é—
og
2 B-D < 17 + Tog (a—1)
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Oder es ist

“—l

10 (¢ — 116 ¢
4a)2() 62 <]cz() l’ d.h. K<k()
und man bekommt

1
log log K < log log X < l_og(i)o + log (0. —1) '°SE log log k
log (8 —1) log (a—1) log (3) log (« —1) log (x —1) + log (x — 1)
oder
log K
log log B log log k 4 log — 9

log (B—TY <8&+- log (a —1)

Aus der zweiten Ungleichung erhilt man entsprechenderweise

4ns
log Y log 1

=T )
log (8 —1) <19+ log(a—1)"

Fallt man die letzten Ungleichungen zusammen, so kommt man aldo
zu den beiden Ungleichungen

log K
0 +log I!Zg(;f;l 1252 +3 (4})(*—1
<o s PR s TS
und
log K
3(4k)ﬂ_:—9 +(FY (2 + EzT;I_T‘E:E_)
<ot 17 o (a0 RS gy 1)

Die rechte Seite der ersten Ungleichung liefert eine obere Schranke fiir
die Anzahl der gekiirzten Briiche % mit positivem Nenner, die einem der
"Probleme (1, 0), (0, 1), (0, t), (1, ¢) geniigen, die rechte Seite der zweiten Un-
gleichung eine obere Schranke fiir die Anzahl der gekiirzten Briiche -3;— mit
positivem Nenner, die dem Problem (¢ + 1) genligen. Damit ist bewiesen®):

Hilfssatz 3: Bedeute:
f(x) ein trreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten

vomG-'radn23undmzla'°‘| (z|,

8) In ahnlicher Weise kann fiir § = n gezeigt werden, daB das Ungleichungs-
system [t 1] héchstens
L log log (4 a)

L log log k
(4(2 k)" +1)“+maX(24+1og(,, 1’ 1‘”'103(»-—1))

Losungen besitzt.
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¢ eine reelle Nullstelle von f(z),

P, P, ..., P, endlichviele verschiedene Primzahlen,

te fiir v =1,2, ..., t eine P,-adische Nullstelle von f(x)
r,r,rr,...,I' t+1 nichtnegative Zahlen der Summe Eins,
«, @, B, B*, k positive Zahlen mat

+S> 0<@§%1 ﬂ:a+@7 ﬂ*>ﬂ, kgl)

o= min (
§8=1,2, ..., n— s+1

v eine natiirliche Zahl mat
0= g )
Dann gibt es hichstens

2 loglog(4a)+3]og—l—- log ]ogk+2log 1
3(4%k)"* 4+ max |\ 38 + e =T , 29 4+ _7____

verschiedene gekiirzte Briiche mit positivem Nenner, die den Ungleichungen

min (1, | £ —¢[) < ®1p, g1,
min (1, [p—qllp) < (k|p, g7 (T =12...,10

It +1]:

geniigen; ebenso gibt es hiochstens

1
2 loglog (4a) + 3 log — ]oglogk+2log
= 6
3(4k)F 2 4 (v—l-t)max<38+ oG 20T >

verschiedene gekiirzte Briiche mit positivem Nenner, fir die

log (x —1)

t
(¢+1): min(1, l—g———d)lgmin(l, 19— qtele,) < k|7, P
ist.

Dieser Satz gibt eine Ubersicht iiber die Abhingigkeit der Losungs-
anzahlen der Probleme [t 4 1] und (¢4 1) von den auftretenden Para-

metern. Nach ihm sind die beiden Loésungsanzahlen als Funktion von %
von der GréBenordnung

2
0®"™*),
als Funktion von ¢, d.h. von f(z), von der GréB8enordnung
O (loglog (4a)).
Im folgenden wird aber vor allem die Abhiingigkeit der Losungsanzahl des

Problems (¢ 4+ 1) von der Anzahl ¢ der betrachteten Primzahlen P,, P,, ..., P,
zu untersuchen sein. Dam werde v als Funktion von t durch die Ungleichung

(t+1)+1

ﬂ*
eindeutig festgelegt, so daB

ﬂ* B*

ﬂ
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und demnach
[ t+1)

v+t
v+t R AN =8
SEEPNGTEEe
ist. Die Anzahl der Lésungen von (¢ + 1) ist also kleiner als

2
3(4kf " .

1
N 2m(, +1) (38 . loglog (4a) + 3 log % log log k + 2 log -—9—)
max

ogta—l) > 2T Thga—1 /"

Jetzt werde eine beliebige, aber hinreichend kleine positive Zahl e vorge-

geben; dann kann man eine positive Zahl @ < le bestimmen, so daB

7 = et

ist. Durch diese Wahl wird der vorige Ausdruck kleiner als

ﬂt
————-{3‘__“(1+|)t
Cy - s

wobei ¢, eine positive Zahl bedeutet, die wohl von n, a, f*, ¢ und k& ab-
hiéingt, nicht aber von den Primzahlen P,, P,, ..., P, und ihrer Anzahl ¢.
Indem statt f* wieder B geschrieben wird, 1iBt sich dies Ergebnis
folgendermaBen aussprechen:
Satz 4: Bedeute:
f(x) ein irreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten
vom Grad. n =3 und mit a = [f(z)]»
¢ eine reelle Nullstelle von f(z),
P, P,, ..., P, endlichviele verschiedene Primzahlen,
L flir v =1,2, ..., t eine P,-adische Nullstelle von f(x),
o und B 2wei positive Zahlen mit

@ = min +s), f>a B=<n,

_n_
8=1,2, ..‘,n—l(s'*'l
e und k 2wei positive Zahlen.
Dann gibt es eine positive Zakl c,, die allein von m, a, B, ¢ und k ab-
hiingt, nicht aber von den Primzahlen Py, P,, ..., P, und ihrer Anzahl i,
-80- daf die Ungleichung

min (1, | %——C})!Jmin(l, 1p—glele) < klp, qI=*

durch hichstens

[}ﬁa 1+t
Co .2 v

verschiedene gekiirzte Briiche % mat positivem Nenner befriedigt wird.
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(Die beim Beweis dieses Satzes gemachten Einschrinkungen, daB e
hinreichend klein und £ =1 ist, sind offenbar iiberfliissig bei der Fassung,
die fiir ihn gewédhlt ist.)

II.
6. Im ersten Teil dieser Arbeit wurde folgender Satz bewiesend):
Hilfssatz 5: Bedeute:
F (x,y) eine irreduzible Bindrform vom Grad n =3 mit ganzen
rationalen Koeffizienten,
¢ & ..., L= die samilichen reellen Nullstellen von f(z) = F(z, 1),
P,, P,, ..., P, endlichviele verschiedene Primzahlen,
Cop Cov vy L0570 fiir v =1, 2, ..., t die simtlichen P.-adischen
Nullstellen des Polygoms f(z),
p und q zwei teilerfremde ganze rationale Zahlen mit ¢ = 0,
Q(p,q) das gréfte Potenzprodukt der Primzahlen P,, das in der
Zahl F (p,q) aufgeht.
Dann gibt es eine positive Konstante c,, die wohl von der Bindrform F (2, y)
abhdngt, nicht aber von den Primzahlen Py, P,, ..., P, und threr Anzahl t,

so daf stets
7{2.0)} nmin (1, |2 ¢! |2 ¢ P o
Q(p,9) ;c’lp’tﬂ mm(l,‘q $ply C{,...,#q & 1’).><

s [[min (L 1p—gteley |p—a8lep - 12— 428 VI)

ist. 1=1

Dieser Satz, zusammen mit Satz 4, filhrt zu weiteren Ergebnissen
iiber die Anzahl der Darstellungen ganzer rationaler Zahlen durch die
Binérform F(z, y). '

Dazu werde die Menge der Primzahlen P,, P,, ..., P, in zwei Teil-
mengen

P,P,..,P ud Py, P(y,...., P, r+s=t

zerlegt, so daB fir v =1, 2, ..., r die Zahl », mindestens gleich Kins
und natiitlich héchstens gleich » ist, fir 7 =r4+1, »4+2, ..., r+s
dagegen v, == 0 gilt. Dies ist durch geeignete Numerierung immer
méglich. Die Faktoren

min (1, |p —g&ele, |2 —q&lpy -0 [P =08 lp,) =1
konnen in der Ungleichung des letzten Satzes fortgelassen werden und es
muf} daher auch die Ungleichung
) x

|F (p, 9] P P
q 5(’[ g ¢
x [[min (1,19 —gtle,s [p—aless -+ [p— 020715,

y seny

P per-D
q g

= " min (1
Q(p’q) ..—=01|Z)7q| mln( )
z=1

4) Siehe Teil 1, Hilfssatz 5, S. 722.
Mathematische Annalen. 108. 4
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stets gelten. Ist auch » = 0, so darf rechts der Faktor
1 r__ P__ ’ ‘_P_ — =1
min(1,| 2—¢, |2 -], .. [ 2 —gom

gleichfalls fortgelassen werden.

In Satz 4 werde nun die Zahl %k gleich

ko=

¢y

gewdhlt. Nach diesem Satz hat jede Ungleichung

) =1

min (1, | £ —¢w|) Emm(l, [P =gt e) < ki gl™"

héchstens
f

cz.2ﬂ_a(1+t)r

verschiedene Losungen in teilerfremden ganzen rationalen Zahlen p, ¢ mit
¢+ 0, wenn y, fir jedes 7 =1, 2, ..., 7 irgendeiner der Indizes
0,1,..., »»—1 und u einer der Indizes 0, 1, ..., v —1 ist, ferner ¢,
eine gewisse positive Zahl bedeutet, die nicht von den Primzablen P,,
P,, ..., P, oder von den Anzahlen 7, s, ¢t abhingt. Dieselbe Ungleichung
fiir die Losungsanzahl bleibt auch noch bestehen, wenn » = 0 sein sollte,
also f(z) gar keine reelle Nullstellen hat, so daB

min(l,

2 —¢w|) durch 1
zu ersetzen ist.

Nun kénnen fiir jede der Zahlen u, hiochstens », verschiedene Indizes
gewihlt werden, ebenso, wenn » == 0 ist, fiir die Zahl x hochstens ».
Also hat fiir ¥ = 1 die Ungleichung

) x

w1 [3~2| |2 -
x [[ min (L, |9 —q&le, 1P~ aileys oo |2 — 080 "2,)

T==1

<k|pq|~f

P __ro-1)
g gt

9 ooy

hochstens
ﬂi;a Q+er
cy. 2 VY el

* und fiir v = 0 die Ungleichung

r —
7111_:-@(1: |p—QC1:IP¢7 ‘p—qCTIPx’. te |p"_qc-(rc I)IP'.-:) g klp’ ql_ﬂ

hécehstens

ﬁi“(l-}-a)r
Cy.2 Vi ¥y oo ¥,
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verschiedene Losungen in teilerfremden ganzen rationalen Zahlen p, ¢ mit
g & 0. Diese beiden Ergebnisse lassen sich zu der Aussage zusammen-
fassen, daB die Ungleichung

) x

w113} [3—¢] o [2 0=
t
x [ min (L, {p—gleley 19 —qilp, oo [p — 20 l2)

T=1

< k|p, gq|~F
hochstens

L a+or i
c,. 2 max (1, ») JT max (1, »,)
T=1
verschiedene Ldsungen in ganzen rationalen teilerfremden Zahlen p, ¢ mit
¢ = 0 besitzt.
Fiir alle Zahlpaare p, ¢, die dieser Ungleichung nicht geniigen, be-
steht aber nach Hilfssatz 5 die Ungleichung

F (p, n _
IQ+£,Z—))_‘_ >01lp, Ql 'klp, gl f = |p, qln-—p.

Es gibt ferner an Paaren p, ¢ teilerfremder ganzer rationaler Zahlen mit
¢ = 0 nur die beiden 1,0 und —1,0. Indem man auch diese noch da-
durch mitberiicksichtigt, daB man von ¢, zu einer geeigneten groBeren
Zshl c¢g iibergeht, folgt schlieBlich:
Satz 6: Bedeute:
F(z, y) eine trreduzible Bindrform mit ganzen rationalen Koeffi-
ztenten vom Grad n = 3,
v die Anzahl der reellen Nullstellen des Polynoms [ (z) = F (z, 1),
P, P,, ..., P, endlichviele verschiedene Primzahlen,
v, fir v =12, ..., t die Anzahl der P.-adischen Nullstellen des
Polynoms f(z),
r die Anzahl derjenigen unter den Zahlen vy, v, ..., v, die nichi
verschwinden,
p und q 2wei beliebige teilerfremde ganze rationale Zahlen,
Q(p, q) das gropte Potenzprodukt der Primzahlen P,, das in der
Zahl F(p, q) aufgeht,
«, B 2wet positive Zahlen mit »
o .—_‘;1, gfln_l(;{—l——l— 8), >a, < n,
& etne positive Zahl.
4%
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Dann gibt es eine positive Zahl c,, die wohl von der Bindrform F(z, y),
vorn B und &, nicht aber von den Primzahlen Py, P,, ..., P, und den An-
zahlen t und r abhingt, so daf die Ungleichung

‘F (pa ‘I_)_‘_ n— ﬁ
Q9 =lpdl
durch hichstens
i
cy.2f7°

A+e8r t
max (1, ») J] max (1, »,)

T=1
Paare p, q befriedigt wird.

7. Aus Satz 6 lassen sich mehrere Folgerungen iiber die Darstellung
von ganzen rationalen Zahlen durch die Form F(z, y) herleiten.

Es ist trivialerweise
r=mn < n =12 ..,1,

also fiir ¢ = 1, § = n, und mit ¢ statt »

8 (1+8r

¢,. 2P

t
max (1, ») J7T max(l, ») < ¢+,
=1
wo ¢, eine positive Zahl ist, die nur noch von der Binidrform F (z, y)
abhéngt. Die Anzahl der teilerfremden ganzen rationalen Zahlpaare p, g
mit
IF(p, )l < Qp,q) also |F(p, 9| =Q(p 9,

d. h. derjenigen Paare, fiir die F(p, ¢) allein aus den ¢ Primzahlen P,,
P,, ..., P, zusammengesetzt ist, ist demnach hochstens gleich ci+1. Diese
Aussage 168t sich auf zwei verschiedene Weisen interpretieren. Erstens
ergibt sich:

Folgerung 1: Zu der irreduziblen Bindrform F (z, y) mit ganzen ratio-
nalen Koeffizienten vom Grad m = 3 lifit sich eine nur von thr abhingige
positive Zahl ¢, angeben mit folgender Eigenschaft: Sind irgendwelche end-
lichvielen verschiedenen Primezahlen gegeben, etwa mit der Anzahl t, so gibt
e3 hochstens cit1 verschiedene ganze rationale Zahlen g, die allein durch
diese Primzahlen teilbar sind und sich durch die Bindrform F (z, y) eigent-
lich, d. h. mit teilerfremden ganzen rationalen Zahlen z = p, y = ¢, dar-
stellen lassen.

Zweitens ergibt sich:

Folgerung 2: Zu der irreduziblen Bindrform F(z, y) mit ganzen ratio-
nalen Koeffizienten vom Grad n = 3 lift sich etne nur von ihr abhingige
positive Zahl c, angeben mit folgender Eigenschaft: Ist g irgendeine ganze
rationale und von Null verschiedene Zahl, in der elwa genau t verschiedene
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Primzahlen aufgehen, so lift sich g auf hichstens ci+1 verschiedene Arten
eigentlich durch die Bindrform F(z, y) darstellen.

Ist g selbst eine Primzahl, so sind offenbar alle Darstellungen dieser
Zahl durch die Bindrform von selbst eigentlich; man erhilt also das
merkwiirdige Ergebnis, daB die Anzahl der Darstellungen dieser Primzahl
durch F(x, y) unterhalb einer Schranke liegt, die alletn von der Bindrform
abhingt.

8. Die Folgerung 2 fiihrt weiter zu einer einfachen oberen Schranke
fiir die Anzahl der simtlichen Darstellungen der groflen ganzen rationalen
Zahl ¢ durch die feste Bindrform F(z, y). Sei diese Anzahl zur Ab-
kiirzung mit A4 (g) bezeichnet; sei ferner a(g) die Anzahl der sidmtlichen
eigentlichen Darstellungen von ¢ durch die Bindrform. Offenbar besteht
dann die Formel

A(q) = g
(9) dgl’a( Z)
atlg
wo die Summe iiber alle natiirlichen Zahlen d zu erstrecken ist, deren n-te
Potenz in ¢ aufgeht. Ist nun ¢t die Anzahl der in g aufgehenden Prim-

zahlen und daher nicht kleiner als die Anzahl der in den Zahlen % auf-

gehenden Primzahlen, so ist nach Folgerung 2:

a(l)<ct+1 (d:l,z,s,.,.)_
ar) = d*lg

Da d~ in g aufgehen muB, so gibt es ferner fiir d hichstens 7 (|g|) Moglich-
keiten, wenn v (|g|) die Anzahl der positiven Teiler von ¢ bedeuf'z;t Die
Identitét fiir 4 (¢) ergibt demnach

4@ =z(gher

Nach bekannten elementaren Sitzen iiber Primzahlen ist aber fiir alle
groBen natiitlichen Zahlen g¢°):

_ log|g| _ log|g|
logz(1g) = 0(tlil), ¢ = o8l )

und folglich

]ogA(g)SO( %)

Damit ist folgender Satz bewiesen:
Folgerung 3: Zu der urreduziblen Bindrform F(z,y) mit ganzen
rationalen Koeffizienten vom Grad n =3 Uift sich eine nur von thr ab-

5) Vgl. E. Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen,
Bd. 1 (1909), B. G. Teubner, Leipzig, S.220—222, wo sogar viél mehr bewiesen.wird.
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héngige positive Zahl ¢, angeben mit folgender Eigenschaft: Ist g eine ganze
rationale Zahl mit hinreichend grofem Absolutbetrag, so ist die Anzahl der
Darstellungen von g in der Gestalt

g =F(pq

mat ganzen rationalen nicht notwendig teilerfremden Zahlen p und q hichstens
gleich
log 9]
05108 log lgi,

also insbesondere fur jede positive Zahl ¢ von der Grofenordnung

O(g[)-

In diesem Satz ist enthalten, daB die Konvergenzabszisse der
Dirichletschen Reihe

T A(9) 2 ZIF(p, e

g__ngV P

gF0 PrevdE
nicht groBer als Eins ist; der genaue Wert ist nach C. Siegel (1925)
‘gleich —i—, also kleiner.

9. Nach Trygve Nagell strebt fiir groBes p die groBte Primzahl, die
in dem Produkt
W) 12)...1()

aufgeht, zu einer héheren GroSenordnung gegen Unendlich, als p; dabei
bedeutet f(x) ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten, das min-
destens ‘eine irrationale Nullstelle hat®). Ein &hnliches, aber nicht so
gcharfes Ergebnis fiir Bindrformen laft sich aus Folgerung 2 herleiten.
Es gilt folgender Satz:

Folgerung 4: Zu der irreduziblen Bindrform F (x,y) mit ganzen rationalen
Koeffizienten vom Grad n = 3 lafit sich eine nur von thr abhingige positive
Zahl ¢, angeben mit folgender Eigenschaft: Ist m eine gentigend grofe natiir-
liche Zakl und sind

' o @15 P 03 - -5 P> O
m verschiedene Paare teilerfremder ganzer rationaler Zahlen, so ist die grifte
Primzahl, die in dem Produkt

F(pu0) F (0o 83) - - - F (P Gm)
aufgeht groper als o, log m log log m.

¢) Siehe Tr.Nagell, ,, Zur Arithmetik der Polynome‘‘, Abhandlungen aus dem
. thath, Seminar der Hamburgischen Universitit 1, S. 179 (1922).
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Beweis: Bedeute ¢, die Konstante aus Folgerung1; ohne Einschrinkung
ist sie grofer als Eins. Zu der groBen natiirlichen Zahl m 1iBt sich ein-
deutig eine natiirliche Zahl ¢t bestimmen, die der Ungleichung

ct+1m<citt 41
geniigt. Dann koénnen nach Folgerung 1 die Zahlen

Fpi 0 F(po @), -+ s F (Pms Gm)
nicht alle nur aus den ¢ —1 ersten Primzahlen zusammengesetzt sein,
denn ihre Anzahl m ist groBer als ¢f. Also muB in ihrem Produkt eine
Primzahl aufgehen, die groBer oder gleich der t-ten Primzahl ist. Nach
bekannten Sitzen iiber Primzahlen ist jedoch die ¢-te Primzahl grofer
als 3¢log¢, wenn ¢ geniigend grof ist’). Ferner ist nach Definition

log (rh——}l_l

log ¢, ’

t>
und daraus folgt die Behauptung.

?) Siehe 5), S.214.

(Eingegangen am 4. 8. 1932.)
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