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Abstract. This paper discusses the relations between a conjecture,
proposed by the authors, concerning the equidistribution of homoge-
neous subvarieties in arithmetic quotients; and the André–Oort con-
jecture.

1 Introduction

Dans un article récent [3 ] nous avons étudié la question suivante. Soient G
un groupe algébrique connexe sur Q, G(R)+ la composante neutre de G(R) et
Γ ⊂ G(R)+ un sous-groupe de congruence. Soit par ailleurs Hα ⊂ G (α > 1)
une suite de sous-groupes connexes définis sur Q. On suppose la suite stricte :

(1.1) Pour tout sous-groupe H & G (connexe, défini sur Q), Hα 6⊂ H
pour α assez grand.

Si Γα = Γ ∩Hα(R)+, on obtient alors naturellement une suite de mesures de
probabilité µα sur S(G,Γ) = Γ\G(R)+. (On suppose G, Hα “de type F ” [3 ] de
sorte que les mesures invariantes sont finies). On se demande si, pour α → ∞,
µα tend vers la mesure de probabilité naturelle µG sur S(G,Γ) = Γ\G(R)+.
Dans certains cas il n’en est rien [3, § 2.3]. Nous avons donc donné une reformu-
lation adélique de la conjecture [3 ]. Soit K ⊂ G(Af ) le sous-groupe compact
ouvert définissant Γ, de sorte que S(G,Γ) = S(G,K)+ où

S(G,K) = G(Q)\G(A)/K .
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234 L. Clozel, E. Ullmo

Pour H ⊂ G, soit S+(H,KH) la réunion des composantes connexes de
S(H,KH) = H(Q)\H(A)/KH ⊂ S(G,K) contenues dans S(G,K)+. Elle est
munie d’une mesure de probabilité naturelle (H de type F); notons-la µa,α si
H = Hα. Alors la conjecture est

(1.2) (Ea) - La suite de mesures µa,α tend vers µG (pour la conver-
gence faible) si α → +∞.
Nous ne connaissons pas de contre-exemple à (Ea). Noter que cette conjecture
se formule naturellement de façon adélique : par exemple, si G est simple et
simplement connexe (et G(R) non compact) (Ea) est équivalente à la conjecture
analogue pour les sous-espaces

Hα(Q)\Hα(A) ⊂ G(Q)\G(A).

Dans [3], (Ea) est démontrée dans de nombreux cas, essentiellement quand la
théorie de Ratner s’applique, i.e., quand les groupes Ha “contiennent assez
d’unipotents” (mais voir a contrario [3, Théorème 3.3] où l’on démontre E
mais non (Ea)). Le cas pur et inaccessible à ces méthodes est celui où G est
semi-simple et où les Hα sont des tores; dans [3, § 5-7] on vérifie qu’il est lié à
des questions profondes de théorie analytique des nombres.
La théorie de Ratner a par ailleurs été appliquée dans [2] à des questions issues
de la conjecture d’André-Oort. On y démontre l’équidistribution de familles de
sous-variétés modulaires de dimension positive d’une variété de Shimura,
associées à des sous-groupes semi-simples du groupe ambiant. Au contraire, il
est bien connu [3, 16] que l’équidistribution des familles de points CM est lié
au problème d’équidistribution des orbites toriques.
Le but de cet article est d’éclaircir cette dernière relation, dans le cadre de
la conjecture d’André-Oort. Notons maintenant S une variété de Shimura,
associée à un groupe réductif G/Q est aux données usuelles (§ 2), et soit zα ∈ S
une suite de points CM. Ainsi tout point zα est associé à un tore Tα ⊂ G, son
groupe de Mumford-Tate. La variété S est définie sur un corps de nombres E
(le corps reflex); zα est défini sur la clôture algébrique Ē de E et son orbite
sous gE = Gal(Ē/E) est décrite par Shimura et Deligne, et liée à l’action de
Tα(Af ) sur S, Af désignant l’anneau des adèles finis.
Plus précisément, soit Eα = E(zα) le corps reflex de zα (c’est le corps E(Tα, hα)
de [4,§ 2.5] où hα : S → GR est associé à zα). Pour simplifier la notation,
écrivons simplement T pour Tα et soit R = ResE/QGm, un Q-tore. Il existe
alors un morphisme surjectif de tores algébriques dit de réciprocité

rec : R → T

et l’orbite de zα sous gEα
est contrôlée par l’image de R(Af )/R(Q). Notons U

le noyau de l’application de réciprocité: c’est un groupe diagonalisable sur Q.
Nous démontrons (Théorème 3.3) l’énoncé suivant.

Théorème 1.1 Soit (G,X) une donnée de Shimura de type adjoint. Il existe
un entier k tel que pour toute sous-donnée de Shimura spéciale (T, h) telle
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que T est le groupe de Mumford-Tate de h et telle que U = Ker(R → T ) est
connexe, l’ordre du conoyau de rec (vu comme morphisme des tores à valeurs
dans Af , modulo l’adhérence des points rationnels) est fini, d’ordre borné par
k. Il en résulte que la taille de l’orbite sous gE d’un point CM z, associé à une
sous-donnée de Shimura spéciale (T, h) vérifiant les hypothèses précédentes, est
(à un facteur majoré près) celle de T (Af ).

Il est donc crucial de comprendre la connexité de U , et c’est ce que nous avons
fait dans la première partie (§ 2, 3), au moins pour les groupes classiques.
Nous nous sommes limités en général aux points zα (ou aux tores Tα) “Galois-
génériques”. Ceci veut dire tout d’abord que le groupe de Mumford-Tate est
de dimension maximale (si G est adjoint, c’est en fait un tore maximal); puis,
que l’image de gE = Gal(Ē/E) dans Aut(X∗(T )), X∗(T ) étant le groupe des
caractères, est aussi maximale (cf. § 2, 3). On peut alors calculer le groupe
π0(U).
Dans le § 2, ceci est fait pour les groupes adjoints classiques, à l’aide du for-
malisme de Shimura et Deligne. Dans le § 3, on reprend le problème pour
G = GSp(g,Q) ou G = GU(h), groupe de similitudes unitaires.
Ces groupes sont plus naturels que les groupes adjoints, en relation avec les
problèmes de modules des variétés abéliennes. De plus, pour les groupes uni-
taires quasi-déployés à la place réelle, on verra que le noyau U est connexe alors
que son analogue ne l’est pas pour le groupe adjoint. Le § 3 contient aussi la
démonstration du Théorème mentionée plus haut.
Enfin, le § 4, plus géométrique, contient une application (conditionnelle) à la
Conjecture d’André-Oort (Théorème 4.7):

Théorème 1.2 Soit S une variété de Shimura associée à une donnée de
Shimura (G,X) avec G un groupe de type adjoint. Soit Z ⊂ S est une sous-
variété Hodge-générique ( condition naturelle, cf. § 4) contenant une famille
infinie bornée (pour la topologie usuelle) de points CM tels que le noyau U est
connexe. Si la conjecture (Ea) est vérifiée alors Z = S.

En particulier, sous (Ea), on peut donc démontrer la conjecture d’André-
Oort pour des familles de points CM (bornées) “Galois-génériques” quand les
résultats de § 2 et du § 3 nous assurent la connexité du noyau U . Notons
aussi que dans notre situation l’analogue de la conjecture (Ea) sur la variété de
Shimura est l’équidistribution des orbites toriques des points CM de S. Une
conséquence surprenante de l’étude de la conjecture (Ea) initiée dans [3] est
que la conjecture (Ea) semble plus facile à obtenir que son analogue sur la
variété de Shimura. Si G est le groupe PGL(2, F ) pour un corps de nombres
totalement réel, la conjecture (Ea) et son analogue sur la variété modulaire de
Hilbert se ramènent via une formule de Waldspurger à des estimations analy-
tiques de la valeur L(Π, 1

2 ) de la fonction L du changement de base Π d’une
représentation automorphe π pour PGl(2, F ) à un corps de multiplication com-
plexe E = F [

√
d]. La preuve de (Ea) se déduit de propriétés élémentaires de

convexité des fonctions L alors que l’analogue sur la variété de Shimura est une

Documenta Mathematica · Extra Volume Coates (2006) 233–260



236 L. Clozel, E. Ullmo

conséquence de la sous-convexité bien plus difficile à obtenir. L’hypothèse
de Lindelöf conséquence de l’hypothèse de Riemann généralisée donnerait des
résultats plus précis dans les deux situations.

Le Théorème 3.3 de cet article est étroitement lié à des arguments déjà utilisés
par Edixhoven et Yafaev [7]. On se référera aussi à un article récent de
Zhang [16] où des résultats plus complets sont obtenus dans un cas partic-
ulier. Néanmoins, Edixhoven et Yafaev appliquent ces idées en une place, ou
un nombre fini de places, p-adiques; ils n’ont donc pas besoin de la connexité du
noyau. La portée réelle, globale, du résultat, dans la situation particulière de
ce texte (quand le noyau du morphisme de réciprocité est connexe) ne semble
pas avoir été remarquée.

Dans tout l’article, notre référence implicite pour la théorie des variétés de
Shimura est à Deligne [4].

2 Connexité des noyaux de réciprocité : groupes adjoints

2.1

Dans tout ce paragraphe, G est un groupe semi-simple connexe sur Q et de
type adjoint (= de centre trivial). Notons T ⊂ G un tore maximal; soit
TC ⊂ GC les groupes obtenus par extension des scalaires à C et B un sous-
groupe de Borel de GC contenant TC. (Si X est un groupe sur k et k′/k une
extension, Xk′ = X ×k k′).

Soient X∗(T ) le groupe des caractères de TQ̄, R ⊂ X∗(T ) l’ensemble des racines
de (G,T ) et W = W (R) le groupe de Weyl. Soit Γ le groupe d’automorphismes
de R préservant les racines de B. Alors A(R) = W ⋊ Γ est le groupe
d’automorphismes de R; soient {α1, . . . αℓ} les racines simples.

L’image I de g = Gal(Q̄/Q) dans Aut(X∗(T )) est contenue dans A(R). Soit
π : A(R) → Γ la projection et soit IΓ = π(I). Alors IΓ est indépendant (à
isomorphisme unique près) du choix de T et B; l’application g → IΓ définit
en fait la classe des formes intérieures de G parmi les Q-formes de GQ̄. On
a I ⊂ W ⋊ IΓ. On dira que T est Galois-générique s’il est maximal et si
I = W ⋊ IΓ.

On se donne par ailleurs une classe de conjugaison X, sous G(R),
d’homomorphismes h : S → G(R) où S = ResC/RGm. On suppose que
X vérifie les conditions de Deligne [4, 2.1.1, 1-3]. Pour h ∈ X on note
µ : Gm,C → GC le groupe à un paramètre associé, “z 7→ h(z, 1)” [4, 1.1.1]. On
rappelle que si H ⊂ G est un Q-sous-groupe, h(C×) ⊂ H(R) si et seulement si
µ(C×) ⊂ H(C) [4, Lemme 1.2.4]. Pour h ∈ X soit MT (h) ⊂ G le plus petit
Q-sous-groupe H tel que H(R) contienne h(C×) – ou que H(C) contienne
µ(C×).

Proposition 2.1 Il existe un sous-ensemble X ′ de X, dense pour la topologie
complexe, tel que, si h ∈ X ′, MT (h) est un tore maximal Galois-générique.
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Notons en effet M l’espace de modules des tores maximaux de G : c’est une
variété rationnelle définie sur Q (Platonov-Rapinchuk [12, p. 104]) et on dispose
d’un espace fibré tautologique T → M tel que Tm est le tore maximal associé
à m ∈ M . En particulier, soit Tη le tore au-dessus du point générique η de M
: c’est donc un tore sur Q(X1, . . . , XN ). Si L est le corps de décomposition
de Tη, on sait d’après Voskresenskii [15] que Gal(L/Q(X1, . . . , XN )) est égal à
W ⋊ IΓ. D’après le théorème d’irréductibilité de Hilbert (cf. Serre [13, Prop. 1
p. 122]) on sait alors que

V = {m ∈ M(Q) : Tmest Galois-générique}

est le complémentaire d’un ensemble mince; il en résulte que V est dense dans
M(R) pour la topologie réelle (voir Lang [10, Cor. 2.5 p. 231] pour une variété
M de dimension 1. En général, on peut combiner ce théorème avec un balayage
de PN ou AN par des droites, cf. Serre [13, Theorem p. 127]).
Si U ⊂ M(R) est l’ensemble des tores compacts de G(R), alors U est ouvert
dans M(R). On en déduit :

Lemme 2.2 L’ensemble des tores maximaux Galois-génériques T tels que T (R)
est compact est dense dans U .

Soit T ⊂ G un Q–tore maximal et µ : Gm,C → TC. On a par ailleurs :

Lemme 2.3 (cf. Serre [14, Lemme 3 (b)])
Supposons que Im(µ) n’est contenu dans H(C) pour aucun Q-sous-groupe nor-
mal propre H de G. Alors l’orbite g·Wµ de µ dans X∗(TC) = X∗(TQ̄) engendre
le Q-espace vectoriel X∗(TQ̄)⊗Q.

En effet les sous-espaces de X∗(TQ̄)⊗Q stables par W et g correspondent aux
Q-sous-groupes normaux connexes de G.
Soit (G,X) une donnée de Shimura, on rappelle que le groupe de Mumford-
Tate générique de X est le plus petit Q-sous-groupe G′

Q de GQ tel que les
x ∈ X se factorisent par G′

(R). Un point x de X est dit Hodge-générique si son
groupe de Mumford-Tate est le groupe de Mumford-Tate générique de X. Il
existe toujours des points Hodge-génériques. Rappelons que G, étant adjoint,
est égal au groupe de Mumford-Tate d’un point Hodge-générique de X. Si
h ∈ X et µ est associé à h, on en déduit aussitôt que l’hypothèse du Lemme
2.3 est vérifiée puisqu’elle est invariante par conjugaison de h sous G(R).
Le lemme suivant permet de calculer simplement le groupe de Mumford-Tate
associé à un paramètre h dont l’image est contenue dans un tore.

Lemme 2.4 Soit T ⊂ G un Q-tore, de sorte que g opère sur X = X∗(TQ̄).
Soient h : S → TR et µ le paramètre associé. Soient V l’espace engendré par
gµ dans X ⊗ Q et Λ = X ∩ V . Alors Λ est le réseau des cocaractères de
MT (h) ⊂ T .

En effet Λ est un réseau primitif de X, invariant par g, et définit donc un
sous-tore rationnel de T contenant l’image de µ et évidemment minimal.
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Lemme 2.5 Si T ⊂ G est un Q-tore maximal Galois-générique et si

h : S → TR,

alors T est le groupe de Mumford-Tate de h.

Avec les notations du Lemme précédent, soit en effet Vµ ⊂ X⊗Q le sous-espace
engendré par g · µ. Puisque T est Galois-générique, W · µ ⊂ g · µ. D’après le
Lemme 2.3, Vµ = V . On conclut grâce au Lemme 2.4.

2.2

Nous supposons maintenant que G, toujours adjoint, est absolument simple sur
Q. Puisqu’il existe une donnée de Shimura pour G, GR est absolument simple
et la conjugaison complexe agit sur le diagramme de Dynkin par l’involution
d’opposition [4].
Soit h ∈ X une donnée dont le groupe de Mumford-Tate est un tore maximal
Galois générique (i.e., une donnée passant par TR où T est Galois-générique,
cf. Lemme 2.5). Soient µ : Gm,C → GC associé à h et E = E(T, h) le corps
reflex: ainsi µ est défini sur E:

µ : Gm,E → TE ⊂ GE .

On dispose alors d’un morphisme de réciprocité

rec : R = ResE/QGm → T ,

défini sur Q, d’où par fonctorialité

rec∗ : X∗(RQ̄) → X∗(TQ̄).

Rappelons que les corps reflex sont, par hypothèse, contenus dans C; on note
Q̄ la clôture algébrique de Q dans C. On a alors naturellement

X∗(RC) ∼=
⊕

σ:E→C

Z · [σ]

et rec([σ]) = σ(µ) := µσ ∈ X∗(T ), Gal(Q̄/Q) opérant naturellement sur
X∗(TQ̄). (Si T est un tore sur Q, on écrira simplement X∗(T ) pour le groupe
X∗(TC) = X∗(TQ̄) des cocaractères géométriques de T ).
Notons Lµ le sous Z-module de X∗(T ) engendré par les µσ (σ : E → C).
Puisque T est le groupe de Mumford-Tate, l’application R → T est sur-
jective. Du point de vue des cocaractères, ceci se traduit par le fait que
Lµ ⊗ Q = X∗(T ) ⊗ Q. Notre but est d’expliciter Lµ pour les groupes de type
A, B, C, D et les cocaractères minuscules associés aux variétés de Shimura.
Dans les énoncés, T est un tore maximal Galois-générique du groupe (du type
indiqué) G, et h se factorise par T . Le groupe de Galois opère donc sur T par
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Equidistribution Adélique des . . . 239

I = W ⋊ IΓ. Enfin, les possibilités pour µ sont décrites par Deligne [4]: ce sont
les poids minuscules de Bourbaki [1].
Dans tous les calculs qui suivent, nous avons utilisé sans commentaire les no-
tations de Bourbaki [1] relatives aux systèmes de racines; en particulier nous
n’avons pas rappelé la description des bases naturelles, des poids fondamentaux
associés, etc.

2.3 Type Cℓ (ℓ > 2)

Proposition 2.6 Si T ⊂ G et G est de type Cℓ,

Lµ = X∗(T ).

Notons XR = X
⊗

Z R et YR le dual de XR, engendré par les coracines. On
peut alors identifier XR et YR à Rℓ, la dualité étant le produit scalaire usuel.
On a les racines et coracines 1 :

R = {±2εi , 1 6 i 6 ℓ} ∪ {±εi ± εj , i < j}

R∨ = {±εi , ±εi ± εj}.

Le groupe A(R) est W (R) = Sℓ ⋊ (Z/2Z)ℓ, opérant de la façon usuelle; il est
égal à I.
Le seul cocaractère minuscule est µ = ω∨

ℓ = 1
2 (ε1 + · · · + εℓ), ℓ-ième copoids

(Bourbaki [1]); son orbite sous I, de cardinal 2ℓ, est l’ensemble { 1
2 (±ε1 ±

ε2 · · · ± εℓ)}. Donc Lµ contient ε1, . . . εℓ ainsi que 1
2 (ε1 + · · · εℓ)}; G étant

adjoint X∗(T ) est le réseau des copoids de T , qui est engendré par ces (ℓ+ 1)
éléments.

2.4 Type Bℓ (ℓ > 2).

Avec les notations précédentes,

R = {±εi , ±εi ± εj}
R∨ = {±2εi , ±εi ± εj}.

Le groupe de Weyl opère comme dans le cas Cℓ. L’unique copoids minuscule
est µ = ω∨

1 = ε1 (Bourbaki [1, p. 255); on a fixé la base usuelle de R et donc
de R∨). Alors Lµ = X∗T = Zε1 ⊕ · · ·⊕Zεℓ, réseau des copoids (Bourbaki, loc.
cit.). Ainsi :

Proposition 2.7 (G de type Bℓ)

Lµ = X∗(T ).

1On a utilisé, sans risque de confusion, R pour un système de racines ainsi que pour le

tore ResE/QGm. . .
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2.5 Type Dℓ (ℓ > 4).

Nous excluons pour l’instant, dans le cas où ℓ = 4, les groupes associés à la
trialité. Distinguons deux cas :
– Si ℓ est pair, le groupe réel déployé de type Dℓ est forme intérieure de sa
forme compacte. D’après l’hypothèse qui précède, le groupe IΓ est isomorphe à
{1} ou à Z/2Z. Dans le second cas, gQ opère donc sur le diagramme de Dynkin
par Gal(F/Q) où F est une extension quadratique réelle de Q (cf. Deligne [4,
2.3.4]).
– Si ℓ est impair, le groupe compact de type Dℓ correspond à une action non
triviale de Gal(C/R) sur le diagramme de Dynkin. Donc IΓ ∼= Z/2Z.
Dans ce cas

R = {±εi ± εj : 1 6 i < j 6 ℓ}
R∨ = R (Rℓ étant identifié à son dual).

W (R) = Sℓ ⋊ (±1)ℓ−1, (±1)ℓ−1 étant donné par les changements de signe de
produit égal à 1 des coordonnées et par hypothèse gQ opère par W (R) ou par
W (R) ⋊ {1, c} où c permute les racines αℓ−1 = εℓ−1 − εℓ et αℓ = εℓ−1 + εℓ;
alors W (R)⋊ {1, c} = Sℓ ⋊ (±1)ℓ.
Il y a deux possibilités pour le cocaractère µ [4, p. 261] :
– si GR est un vrai groupe orthogonal, µ = ω∨

1 = ε1
– si ℓ > 5 et si GR est le groupe symplectique d’un module hermitien sur une
algèbre de quaternions, µ = ω∨

ℓ = 1
2 (ε1 + · · ·+ εℓ).

Enfin, X∗(T ) = P (R∨) =

ℓ
⊕

i=1

Zεi + Z(
1

2

ℓ
∑

1

εi).

– Si µ = ω∨
1 , l’orbite de µ est, quelle que soit l’image de gQ, égale à ⊕Zεi. On

a donc une suite exacte

1 → Lµ → X∗(T ) → Z/2Z → 0 (2.1)

Z/2Z étant identifié à P (R∨)
⊕

Zεi.
– Si µ = ω∨

ℓ , et si gQ est d’image Sℓ ⋊ (±1)ℓ, Lµ contient ω∨
ℓ et 1

2 (ε1 + · · · +
εℓ−1 − εℓ) donc εℓ, donc

⊕

i

Zεi ⊕ Zω∨
ℓ = X∗(T ).

Si l’image de gQ n’est pas totale, ℓ est pair; X∗(T )/ZR∨ ∼= Z/2Z × Z/2Z,

engendré par les images de ω∨
ℓ et ε1; Lµ contient 1

2

∑

εi, donc
1
2 (ε1+ε2−

∑

i>2

εi),

donc ε1 + ε2, donc enfin R∨.
Enfin X∗(T ) = {x = (xi ∈ ( 12Z)

ℓ : xi ≡ xj [1]}. L’homomorphisme X∗(T ) →
Z/2Z, x 7→

∑

i6ℓ

xi −
∑

i>ℓ

xi [2] annule ZR∨ et ω∨
ℓ est invariant par l’action de

W (R). Il n’est pas trivial sur ε1, d’où de nouveau une suite exacte de la forme
(2.1), Z/2Z étant l’image de ε1.
Revenons sur le cas de la trialité. L’image I de gQ dans A(R) contient W (R)
qui est d’indice 1, 2 ou 6 dans I. Dans le second cas, nous pouvons supposer
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pour un choix de base convenable de R que I = S4⋊(±1)4. Les deux caractères
ω∨
1 et ω∨

ℓ ne sont pas conjugués par I et la relation entre Lµ et X∗(T ) est celle
décrite précédemment. Enfin, si |I/W (R)| = 6, ω∨

1 et ω∨
4 sont conjugués par

I. Ils sont donc indiscernables de notre point de vue, et le calcul précédent
montre que Lµ = X∗(T ). Pour résumer :

Proposition 2.8 (G de type Dℓ; si ℓ = 4, ω∨
1 et ω∨

4 sont définis comme ci-
dessus).
(1) Si µ = ω∨

1 et si G n’est pas trialitaire sur Q, Lµ est d’indice 2 dans X∗(T ).
(2) Si µ = ω∨

ℓ et si G n’est pas trialitaire, |X∗(T )/Lµ| = 1 si |I/W (R)| = 2;
|X∗(T )/Lµ| = 2 si I = W (R).
(3) Si ℓ = 4 et G est trialitaire, Lµ = X∗(T ).

2.6 Type Aℓ (ℓ > 2)

C’est le cas le plus riche, puisque tous les poids fondamentaux sont associés à
des variétés de Shimura. On pose n = ℓ+1, donc G est une forme de PGL(n).
On identifie XR = X∗(T )⊗ R à

H = {x ∈ Rn :
∑

xi = 0} .

La dualité euclidienne sur Rn permet d’identifier H à son dual. Alors

R = R∨ = {εi − εj : i, j 6 n , i 6= j}
B = B∨ = {α1 = ε1 − ε2, . . . αℓ = εn−1 − εn} .

Le groupe W (R) = Sn opère par permutation; A(R) = W (R) ⋊ Z/2Z, égal à
I car G(R) doit être forme extérieure de PGL(n,R).
Le réseau des racines est

Q(R) = Q(R∨) = {x ∈ Zn :
∑

xi = 0} ;

le réseau des poids est engendré par les poids

ωp = ω∨
p = projection sur H de ε1 + · · ·+ εp

= ε1 + · · ·+ εp −
p

n

n
∑

i=1

εi (1 6 p 6 ℓ).

On a donc :

P (R) = P (Ř) = (x ∈ 1

n
Zn :

∑

xi = 0 , xi ≡ xj [1]} ;

L’isomorphisme, qu’on notera det : P (Ř)/Q(R̂) → Z/nZ est donné par x =
(xi) 7→ xi [mod 1] où l’on a identifié 1

nZ/Z et Z/nZ, et i est arbitraire.
Fixons p ∈ {1, . . . ℓ} et soit r = (n, p).
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Proposition 2.9 (G de type Aℓ, n = ℓ+ 1, µ = ω∨
p ).

(i) Lµ contient Q(R∨)

(ii) On a une suite exacte

0 → Lµ → X∗(T ) →
det

<
n

r
· 1 >→ 0

le quotient étant donc isomorphe à Z/(r)Z.

Notons π la projection de Rn sur H. Alors Lµ contient π(ε1 + · · ·+ εp) donc,
étant stable par Sn, π(ε2+· · ·+εp+1), donc π(ε1−εp+1); l’action de Sn montre
alors que Lµ contient Q(R∨). Par ailleurs

det(ω∨
p ) = − p

n
(∈ 1

n
Z/Z) ≡ −p(∈ Z/nZ),

qui engendre le sous-groupe < r · 1 > de Z/nZ. Mais l’image inverse de ce
sous-groupe dans P (R∨) = X∗(T ) est stable par A(R) car det(σx) = det(x) si
σ ∈ Sn et det(θx) = − det(x) si θ est le générateur du sous-groupe Z/2Z de
A(R), qui opère par (x1, . . . , xn) 7→ (−xn, . . . ,−x1).

Corollaire 2.10 Lµ = X∗(T ) si, et seulement si, (p, n) = 1.

C’est le cas, en particulier, si p = 1 ou si n = 2p + 1 : dans ce dernier cas GR

est quasi déployé. Dans le paragraphe suivant on vérifiera que si n = 2p (donc
GR quasi-déployé) on peut améliorer le résultat en considérant un groupe de
similitudes unitaire.

2.7

La signification de ces calculs pour le contrôle de l’application de réciprocité
est donnée par le résultat évident qui suit :

Proposition 2.11 Si Lµ = X∗(T ), U = ker(rec : R → T ) est connexe.
En général, X∗(T )/Lµ s’identifie à U/U0 où U0 est la composante neutre
(géométrique) de U .

Si en effet X est un tore, Ext1(Gm, X) = {0}, sur Q̄ ou C; si X est un groupe
(diagonalisable) fini, Ext1(Gm, X) est naturellement isomorphe à X(Q̄) (ou
X(C)).
La suite exacte

Hom(Gm, R) −−−−−→ Hom(Gm, T ) −−−−−→ Ext1(Gm, U) −−−−−→ Ext1(Gm, X)

‖ ‖ ‖

X∗(R) X∗(T ) {0}
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permet de conclure.

On remarquera que (pour G de type Aℓ) la description explicite du conoyau
donnée par la Proposition 2.9 contient l’action de Gal(Q̄/Q) sur U/U0.

Enfin, terminons sur l’espoir qu’un expert des calculs relatifs aux groupes ex-
ceptionnels pourra résoudre ce problème pour les groupes de type E6 et E7

(Deligne [4, p. 261]).

3 Connexité des noyaux de réciprocité : une autre approche

Dans ce paragraphe nous ne supposons pas G adjoint; nous supposerons en fait
que G est associé, à la Shimura-Deligne-Langlands, à un problème de modules
pour des variétés abéliennes (cf. tout particulièrement [8] pour une description
précise.) Nous reprenons dans ce cadre l’étude de la surjectivité de l’application
R → T du § 2. Dans ce cas la question ne se réduit pas à un problème relatif aux
systèmes de racines. Nous avons décrit les tores, et les applications, en restant
proche du problème de modules. Nous nous limitons au groupe symplectique
et aux groupes unitaires.

3.1 Le formalisme de la multiplication complexe

Soient E un corps CM, F son sous-corps totalement réel maximal et c ∈
Aut(E/Q) la conjugaison complexe. Notons Egal la clôture galoisienne de E
dans Q̄ (comme dans le § 2, on suppose les corps de nombres plongés dans C).
Soient J l’ensemble des plongements E → Q̄ et Σ ⊂ J un type CM : ainsi
J = Σ∐ cΣ.

Notons g = Gal(Egal/Q). Alors g opère sur J , transitivement et fidèlement,
c ∈ g et cσ = σc (σ ∈ g).

Soit g = [F : Q].

Nous pouvons indexer Σ par les indices {1, . . . g} et cΣ par les indices {g +
1, . . . 2g} de sorte que c s’identifie à la permutation (1, 2g)(2, 2g−1) · · · (g, g+1).
Le centralisateur de c dans S2g s’identifie à Cg = Sg ⋉ (Z/2Z)g ; si σ ∈ Sg

l’élément associé de S2g laisse stable Σ et cΣ, opère sur Σ ∼= {1, . . . g} de la
façon naturelle et sur cΣ ∼= {g + 1, . . . 2g} par 2g + 1 − i 7→ 2g + 1 − σ(i)

(i = 1, . . . g). Un élément ε = (εi) de (Z/2Z)g opère par le produit

g
∏

i=1

sεii où

si = (i, 2g + 1 − i) ∈ S2g. Noter que le groupe Cg est bien sûr isomorphe
au groupe de Weyl de type Cg. On a ainsi associé à un corps CM un groupe
g ⊂ Cg ⊂ S2g transitif sur J ≡ {1, . . . 2g}.

3.2 Le cas de GSp(g)

Fixons une forme bilinéaire alternée – par exemple, de matrice

(

−1g
1g

)

–

sur Q2g et soit G = GSp(g) le groupe de similitudes symplectiques associé.
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Soit h : S → GR un paramètre associé au problème de modules usuel des
variétés abéliennes (Kottwitz [8] : avec la description donnée de G, h est con-
jugué à

h0 : z = x+ iy 7→
(

x y
−y x

)

où les blocs sont de taille g). On suppose que h définit un point CM d’une
variété SK associée à G, avec K ⊂ G(Af ). Soit T un tore maximal de G
contenant l’image de h.

Alors TR est un tore maximal elliptique de GR et T est donc un tore maximal
elliptique de G. Rappelons que ceux-ci sont décrits par les données suivantes.
Posons g = g1 + · · · + gr (r 6 g) et donnons-nous, pour tout j, un corps
de nombres Fj de degré gj et une extension quadratique Ej de Fj ; on note
simplement z 7→ z̄ la conjugaison de Ej par rapport à Fj . Pour tout j soit
ιj ∈ Ej tel que ῑj = −ιj . On munit Ej d’une forme Q-linéaire alternée donnée
par < x, y >= TrEj/Q(x̄ιjy). Alors le tore {x ∈ Ej : xx̄ ∈ Q×} se plonge dans
le groupe des similitudes symplectiques de Ej . Lorsque les données proviennent
de h, les paires (Ej , Fj) doivent être des données CM. Le tore rationnel T associé
a pour points rationnels :

T (Q) = {(xj ∈ Ej : xj x̄j = x ∈ Q×)} ,

de dimension g+1. On le plonge dans G en identifiant les espaces symplectiques
⊕

Ej et Q2g.

Nous dirons que h, ou T est Galois-générique s’il en est de même pour les
données à eux associées pour le groupe adjoint. Ceci veut dire que le corps CM
E est unique, de dimension 2g, et que le groupe g décrit dans le § 3.1 est égal à
Cg. (On vérifie que ceci ne dépend pas du choix d’un type CM). La Proposition
2.1 nous garantit l’existence de (nombreux) tores Galois-génériques.

Notons S le tore associé à T dans GL(Q2g) – son centralisateur. Alors S ∼=
ResE/Q(Gm) et h : S(R) → (C×)2g s’écrit à permutation près des coordonnées
sous la forme

z 7→ (z, . . . , z, z̄, . . . , z̄) (z ∈ C×).

Le paramètre µ associé est

z 7→ (z, . . . , z, 1, . . . , 1).

Si on note (xi) (i 6 2g) les coordonnées de x ∈ S, T est décrit par

T = {(x1, . . . , x2g;x) : xix2g+1−i = x} ⊂ S ×Gm

(l’indexation étant choisie, pour l’action de la conjugaison complexe, con-
formément au § 3.1) et

µ : z 7→ ((z, . . . , z, 1, . . . 1); z). (3.1)
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Nous utiliserons aussi ces descriptions sur Q̄, l’action du groupe de Galois g

(ou gQ) s’y lisant de façon évidente. On a aussi

µ = ((1, . . . 1, 0, . . . 0); 1) ∈ X∗(S ×Gm) = Z2g+1.

Le réseau X∗(T ) ⊂ X∗(S ×Gm) s’identifie à l’ensemble des

λ = {(λ1, . . . λ2g;λ) : λi + λ2g+1−i = λ} . (3.2)

Calculons d’abord le corps reflex, que l’on notera ici K. C’est le corps de
rationalité de µ, donc

Gal(Egal/K) = {σ = (s, ε) ∈ Sg ⋉ (Z/2Z)g : σ fixe µ} = Sg.

Donc Gal(Egal/Q)/Gal(Egal/K) ∼= {j : K → Q̄} ∼= (Z/2Z)g (isomor-
phismes d’ensembles). On remarquera que |Gal(Egal/K)| est le degré de la
représentation du groupe dual associée par Langlands à la variété de Shimura
: tous deux sont en effet égaux au cardinal de l’orbite de µ par le groupe de
Weyl.
A ce point du calcul on peut vérifier que T est le groupe de Mumford-Tate du
paramètre h, ce qu’on pourrait bien sûr déduire du § 2. On a en effet une suite
exacte

0 → E×
1 → T → Gm → 0

où E×
1 est le Q-tore défini par le noyau de NE/F : E× → F×. Le groupe

de Mumford-Tate s’envoie surjectivement sur Gm, cf. (3.1); Cg opère na-
turellement sur X∗(S) = Z2g et commute à la conjugaison complexe c (§ 3.1).
Décomposons R2g = V = V + ⊕ V − sous l’action de c. Alors l’action de Cg sur
X∗(E×

1 )⊗R est sa représentation sur V −, qui est l’action naturelle, irréductible,
du groupe de Weyl. Le groupe de Mumford-Tate doit donc contenir E×

1 et est
égal à T .

Vérifions la surjectivité de rec∗ : X∗(R) → X∗(T ). On a X∗(R) =
⊕

ε∈(Z/2Z)g

Zε,

et X∗(T ) s’identifie à Zg+1 par les coordonnées (λ1, . . . , λg, λ) de (3.2). Alors
µ = (1, . . . , 1; 1) ∈ Zg+1; si ε = (1, . . . , 1, 0, 1, . . . , 1) ∈ (Z/2Z)g (0 à la place i),
ε(µ) = (0, . . . , 1, . . . 0; 1) (1 à la place i). Notons εi cet élément de (Z/2Z)g, et
soit θ = (1, . . . 1) ∈ (Z/2Z)g.
L’application

rec∗ :
⊕

ε=εj ,θ

Zε → X∗(T ) = Zg+1

a pour matrice
















1 0 0

0 1
...

...
...

. . .
...

0 0 1 0
1 1 1 1
















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de déterminant 1. L’application X∗(R) → X∗(T ) est donc surjective. On en
déduit, par la Proposition 2.11, la connexité du noyau.
Remarquons qu’il est vraisemblable que la connexité du noyau du morphisme de
réciprocité pour le groupe adjoint (et un morphisme µad) devrait l’impliquer
pour le groupe de similitudes (et µ d’image µad). Nous n’avons pas su le
démontrer.
Terminons par quelques calculs dans le cas g = 2; G est alors associé à l’espace
de modules de surfaces abéliennes. Supposons que T est un tore maximal
irréductible, i.e., défini par un corps CM E de degré 4. On ne suppose plus
E Galois-générique. D’après le § 3.1, Gal(Egal/Q) s’identifie à un sous-groupe
g de C2 = S2 ⋉ (Z/2Z)2, contenant la conjugaison complexe c = (14)(23), et

transitif sur I4. Soit s :=

(

1234
2143

)

le générateur du facteur S2. Il y a deux

possibilités pour g 6= C2 :
(a) g = {1, c, s, sc} ∼= (Z/2Z)2

(b) g = {1, τ, τ2, τ3} où τ = sε, ε = (14) ou (23) ∈ (Z/2Z)2. Alors τ2 = c et
g est cyclique d’ordre 4.
Soit V = Q4, muni de la représentation naturelle de g; on a V = V + ⊕ V −

sous l’action de c, et le groupe de Mumford-Tate M est déterminé par le sous-
espace de V − stable par g, tel que le tore associé à ce sous-espace et au facteur
de V + correspondant au sous-espace diagonal de V contienne l’image de h :
z 7→ (z, z, z̄, z̄). Dans le cas (a), c’est le cas pour (V −)s. On a un diagramme
d’extensions

E

< c > � � < s >

F E0

� �

Q
avec F quadratique réel, E0 quadratique imaginaire, et

M(Q) = E×
0 ⊂ T (Q) = {z ∈ E× : NE/F z ∈ Q×}.

Le corps reflex est K = E0. Identifiant X∗(M) à Z2 de la façon naturelle, on
a X∗(R) → X∗(M) donné par Gal(R/Q) = {R → Q̄} = {1, c}

1 7→ (1, 0) ∈ X∗(M)

c 7→ (0, 1).

Le morphisme de réciprocité est donc l’isomorphisme canonique E×
0 → E×

0 et
donc bijectif.

Considérons le cas (b), par exemple pour ε = (14); alors τ =

(

1 2 3 4
3 1 4 2

)

=

(1 3 4 2). Puisque τ2 opère par (−1) sur V −, τ n’a pas de sous-espace ra-
tionnel stable. Par conséquent M = T . On vérifie que le corps reflex est E.
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L’application de réciprocité est donnée par

1 7→ (1, 1, 0, 0; 1)

τ 7→ (1, 0, 1, 0; 1)

τ2 7→ (0, 0, 1, 1; 1)

τ3 = cτ 7→ (0, 1, 0, 1; 1)

On vérifie aisément qu’elle est surjective de X∗(R) vers X∗(T ).
Il serait bien sûr intéressant d’étudier la surjectivité pour les corps CM arbi-
traires, mais ceci semble difficile.

3.3 Groupes de similitudes unitaires

Dans cette section E0/Q est un corps quadratique imaginaire, et G est le groupe
de similitudes unitaires d’un espace hermitien de dimension n sur E0. (Les cal-
culs qui suivent s’appliquent aussi aux groupes unitaires définis par des algèbres
à division).

Rappelons la description des tores maximaux (elliptiques) deG : soit n =
r
∑

1

ni

et pour tout i soit Fi une extension de Q linéairement disjointe de E0 de degré
ni et Ei = E0Fi. Sur Ei notons simplement z 7→ z̄ la conjugaison par rapport
à Fi. Alors

T (Q) = {(zi ∈ E×
i ) : ziz̄i = x ∈ Q×}.

Le tore T ne peut être Galois-générique que si r = 1; pour que T (R) contienne
l’image d’un paramètre de Shimura, il faut que F soit totalement réel; E est
alors un corps CM.
Choisissons un plongement complexe ι0 de E0. (E0 n’est pas a priori un corps
reflex, donc n’a pas de plongement préféré dans C). Les places complexes
de E s’identifient alors aux plongements complexes E → C par le choix, pour
toute place w, d’un plongement ι, ι0-linéaire, définissant w; ceci définit un type
CM pour E. Si T est associé à E,

T (Q) = {z ∈ E× : NE/F z ∈ Q×} (3.3)

et T (R) est défini par la relation déduite de (3.3) dans

S(R) = (E ⊗ R)× = E×
w1

× · · · × E×
wn

∼= (C×)n; (3.4)

on a noté S le tore ResE/QGm.
Les paramètres h déduits des problèmes de module naturels, pour les variétés
abéliennes, associés à G sont décrits par Kottwitz [8]. Si h se factorise par
T (R) on a alors

h : z 7→ (z, . . . z, z̄ . . . z̄) (z ∈ S(R) = C×) (3.5)
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avec p occurences de z et q = n − p occurences de z̄. Noter que l’image de h
est bien dans T (R) défini, dans la description (3.4) par

T (R) = {(zi = zwi
) : ziz̄i = x ∈ R×}.

On a naturellement
X∗(S) =

⊕

w

(Zι⊕ Zῑ) ∼= Z2n

où pour tout w = w1, . . . , wn, ι est défini comme ci-dessus, et X∗(T ) s’identifie
alors à

X∗(T ) = {(λι, λῑ : λι + λῑ = λ)}
isomorphe à Zn+1 par le choix des coordonnées (λι, λ). Le paramètre µ déduit
de h est alors

µ : z 7→ (z, . . . z, 1, . . . , 1; z) (z ∈ Gm)

ou de façon équivalente

µ = (1, . . . 1, 0 . . . 0; 1) ∈ Zn+1

(p occurences de 1).
Enfin, le tore adjoint associé T ad est Galois-générique si et seulement si
Gal(Egal/Q) est isomorphe à Sn × Z/2Z, Sn permutant les plongements {ι}
et le générateur c de Z/2Z opérant par conjugaison complexe.
Calculons le groupe de Mumford-Tate. Soit d’abord V = X∗(S) ⊗ Q ∼= Q2n.
Sous l’action de c, V est la somme de deux modules V + et V −, chacun
somme d’un module irréductible V ±

n−1 sous Sn et d’un module trivial V ±
1 .

La représentation de Sn× < c > sur X∗(T ) ⊗ Q est somme de V +
1 , V −

1 et
V −
n−1.

On a une application naturelle (rapport de similitude)

T → Gm,Q, z 7→ NE/F (z), (z ∈ T (Q)),

et l’on sait que le groupe de Mumford-Tate M ⊂ T a pour image Gm. De plus
son image dans T ad est égale à T ad, par exemple d’après le § 2 (T ad est son
groupe de Mumford-Tate). Il en résulte que X∗(M)⊗Q ⊂ X∗(T )⊗Q est égal
à V +

1 ⊕V −
1 ⊕V −

n−1 ou à V +
1 ⊕V −

n−1. Le second module correspond au sous-tore
T1 de T défini par

T1(Q) = {z ∈ E× : NE/F z ∈ Q×, NE/E0
z ∈ Q×}.

Si z ∈ T1(R) ⊂ S(R) s’écrit (zi) avec zi ∈ E×
wi

∼= C× (3.4), les relations
définissant T1 donnent alors :

ziz̄i = x ∈ R× (3.6)

z1 · · · zn = y ∈ R×. (3.7)

Revenons à l’expression (3.5) de h : h vérifie (3.6), et (3.7) si, et seulement si,
p = q. On a donc démontré :
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Lemme 3.1 Si p 6= q, T est égal à son groupe de Mumford-Tate. Si p = q, le
groupe de Mumford-Tate d’un paramètre h passant par T est égal à T1.

Soit K le corps reflex de µ, donc K ⊂ Egal. Un calcul simple montre que
Gal(Egal/K) = Sp × Sq ⊂ Sn si p 6= q, et que Gal(Egal/K) est le produit
semi-direct de Sp ×Sp avec {1, c} si p = q.
Supposons maintenant p 6= q (p, q > 1) et considérons le morphisme de
réciprocité

r∗ : X∗(R) → X∗(T ) = Zn+1 (3.8)

où X∗(R) ∼= Z2N (N =

(

n
p

)

), et où l’on a utilisé le fait que T est le groupe de

Mumford-Tate. Une base de X∗(R) correspond à la réunion des sous-ensembles
I ⊂ {1, . . . , n} de cardinal p (action de Sn) et des sous-ensembles I de cardinal

q (action deSn×c). Si eI sont les éléments de Zn donnés par eI =
∑

i∈I

ei dans la

base canonique, et si l’on choisit (n+1) éléments I1, . . . , In+1 ( Ij ⊂ {1, . . . , n}
de cardinal p ou q), le mineur correspondant de r∗ est

det

(

eI1 · · · eIn+1

1 · · · 1

)

.

Si (p, q) = (p, n) = r, on vérifie aisément que ce déterminant est divisible par r
(remplacer la première ligne par la somme des n premières lignes). Les résultats
du § 2 ne peuvent donc être améliorés.
Considérons, au contraire, le cas où p = q et n = 2p. On note toujours T1 le
groupe de Mumford-Tate, de sorte que T1 ⊂ T ⊂ S. On a naturellement

X∗(T ) = {(λ1, . . . λn, λn+1, . . . , λ2n)} ⊂ Z2n = X∗(S)

où λj + λj′ = λ (j′ = 2n+ 1− j); X∗(T ) s’identifie donc à Zn+1 = {(λj , λ)}.
La relation (3.7) définit alors X∗(T1) ⊂ X∗(T ) par

∑

λj =
∑

λj′ =
∑

(λ− λj)

donc X∗(T1) est défini par {(λj , λ) : 2
∑

λj = 2pλ} soit enfin

X∗(T1) = {(λj , λ) :

n
∑

1

λj = pλ}

∼= Z2p−1 × Z

par les coordonnées ((λj)j62p−1, λ).
Pour tout I ⊂ {1, . . . 2p − 1} de cardinal p, l’image de X∗(R) dans X∗(T1)
contient, avec la notation précédente, le vecteur (eI , 1); si I

′ ⊂ I est de cardinal
p − 1, elle contient aussi (eI′ , 1) : remplacer I par I ′ ∪ {n}. Donc l’image
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contient les vecteurs (ei, 0) (i = 1, . . . 2p − 1) ainsi qu’un vecteur quelconque
(eI , 1). Puisque le déterminant d’ordre 2p



































1 1
1 1

. . .
...

. . . 1
. . . 0

. . .
...

. . . 0
0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 1



































est égal à 1, on a démontré :

Proposition 3.2 Si G(R) est de type (p, p), le noyau de réciprocité est con-
nexe pour les tores maximaux Galois-génériques.

3.4 Uniformité du conoyau de l’application de réciprocité

Dans cette section nous supposons simplement que (G,X) est une donnée de
Shimura vérifiant les conditions de Deligne [4, § 2.1]. Soit T ⊂ G un tore; on
suppose qu’il existe un élément de X h : S → TR et que T est le groupe de
Mumford-Tate de h. Soit E le corps reflex, R = ResE/QGm et

rec : R → T

le morphisme de réciprocité.
Si T est un tore, π0(T (A)/T (Q)) est son groupe de composantes connexes,
qui s’identifie à π0(T (R))×T (Af )/T (Q)− (adhérence topologique). On notera
simplement π(T ) le groupe T (Af )/T (Q)−, modifiant un peu la notation de
Deligne.
Si T → S est un morphisme de Q-tores tel que l’application T (A)/T (Q) →
S(A)/S(Q) soit de conoyau fini, il en est de même de l’application induite
au niveau des composantes connexes ; si l’on dispose, pour une famille de
tores, d’une borne universelle pour l’ordre du conoyau, il en est de même pour
l’application induite.
Le groupe π0(R(R)) × π(R) s’identifie, par la théorie du corps de classes, au
groupe Gal(Eab/E). Rappelons que le composé

Gal(Eab/E) → π(R)
rec→ π(T )

décrit l’action du groupe de Galois abélien sur les points z des variétés de
Shimura SK(G,X) (K ⊂ G(Af )) déduits de h ([4 ,p. 269]; § 4).
Dans l’énoncé suivant, h : S → GR varie parmi les paramètres CM; T est le
groupe de Mumford-Tate associé; R est le tore associé au corps reflex E = E(h).
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Théorème 3.3 Si (h, T ) varie parmi les sous-données CM de (G,X) telles
que le noyau

U = ker(rec : R → T )

est connexe, le conoyau de rec : π(R) → π(T ) est de taille uniformément
bornée.

Noter que si G est adjoint, T (R) est compact et connexe et l’application de
réciprocité envoie Gal(Eab/E) vers T (Af )/T (Q).

Pour la démonstration, on utilise la description de la dualité de Tate-Nakayama
donnée par Kottwitz et Shelstad [9]. Considérons la suite exacte

1 → U → R →
rec

T → 1 (3.9)

Puisque U est un tore, elle se scinde sur Q̄; avec les notations de [9] on en
déduit une suite exacte

1 → U(Ā)/U(Q̄) → R(Ā)/R(Q̄) → T (Ā)/T (Q̄) → 1 . (3.10)

Si X est un module continu sur gQ = Gal(Q̄/Q), on écrira simplement
H•(Q, X) pour H•

ct(gQ, X). Alors (3.9) donne

H0(Q, R(Ā)/R(Q̄)) → H0(Q, T (Ā)/T (Q̄)) → H1(Q, U(Ā)/U(Q̄)). (3.11)

Le dernier terme de (3.11) est dual de H1(Q, X∗(U)) donc fini ([9, p. 621]) ;
noter que le terme suivant est H1(Q, X∗(R))∨ = H1(E,Z)∨ = {0} d’après le
lemme de Shapiro, donc (3.11) est surjective à droite.

Par ailleurs, pour tout tore T sur Q, la suite exacte

1 → T (Q̄) → T (Ā) → T (Ā)/T (Q̄) → 1

donne

1 → T (A)/T (Q) → H0(Q, T (Ā)/T (Q̄)) → H1(Q, T ) → H1(Q, T (Ā));

avec les notations de [9], cf. en particulier [9, 3.4.3], si on note H1(Q, T (Ā)) =
⊕

p,∞

H1(Qv, T (Q̄v)) alors

ker1(Q, T ) = ker[H1(Q, T ) → H1(Q, T (Ā)],

est le groupe de Shafarevich-Tate, fini pour un tore. Réécrivons donc la suite
exacte précédente comme

1 → T (A)/T (Q) → H0(Q, T (Ā)/T (Q̄)) → ker1(Q, T ) → 1 . (3.12)
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Le morphisme de suites exactes (3.12) appliquées aux groupes R et T de (3.9)
donne un diagramme

1 −−−−−→ A −−−−−→ A′ −−−−−→ A′′ −−− >




y





y





y

1 −−−−−→ R(A)/R(Q) −−−−−→ H0(Q, R(Ā)/R(Q̄)) −−−−−→ ker1(Q, R) −−−−−→ 1




y





y





y

1 −−−−−→ T (A)/T (Q) −−−−−→ H0(Q, T (Ā)/T (Q̄)) −−−−−→ ker1(Q, T ) −−−−−→ 1




y





y





y

−−− > B −−−−−→ B′ −−−−−→ B′′ −−−−−→ 1

où d’ailleurs A′′ = ker1(Q, R) = {1} d’après le théorème 90 de Hilbert. D’après
(3.11),

B′ = H1(Q, U(Ā)/U(Q̄)) = H1(Q, X∗(U))∨

(dualité de Pontryagin); B′′ = ker1(Q, T ) et le conoyau B du morphisme de
réciprocité s’identifie donc à

ker[H1(Q, X∗(U))∨ → ker1(Q, T )]. (3.13)

B est donc fini, les deux groupes figurant dans (3.13) l’étant; pour borner
uniformément 6=6= B, il suffit de borner 6=6= H1(Q, X∗(U)). Le lemme très simple
qui suit est fondamental (cf. [7]).

Lemme 3.4 Quand h varie parmi les paramètres CM, dimU = dimR− dimT
est uniformément borné.

Pour démontrer le Lemme, on n’a pas à supposer la connexité de U . Il suffit
bien sûr de borner dimR = [E : Q] = cardinal de l’orbite de µ sous Gal(Q̄/Q).
Le corps reflex est un sous corps du corps de décomposition d’un Q-tore de G
donc est de degré uniformément borné par le maximum des cardinaux des sous
groupes finis de GL(s,Z) où s désigne le rang de G (considérer l’action de gQ
sur le groupe des caractères d’un tore de G) .
Terminons la démonstration du Théorème. On considère H1(Q, X∗(U)) ∼=
H1(Q,Zr) où r est borné d’après le Lemme; gQ opère par un sous-groupe fini
g ⊂ GL(r,Z); à conjugaison près le nombre de possibilités pour g est fini.
Considérons la suite exacte

1 → h → gQ → g → 1 .

Elle donne une suite exacte

1 → H1(g, H0(h,Zr)) → H1(gQ,Z
r) → H1(h,Zr)g.

Le dernier terme, égal aux invariants de g dans Homct(h,Zr), est trivial. Le
premier est égal à H1(g,Zr). Puisque le nombre de sous-groupes g, munis
de leur plongement, à conjugaison près, dans GL(r,Z), est fini il n’y a qu’un
nombre fini de possibilités.
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4 Une conséquence géométrique

4.1

Soient G un groupe réductif sur Q, X une classe de conjugaison de morphismes
S → GR, vérifiant les conditions de Deligne [4, 2.1]. Soient K ⊂ G(Af ) et
S = SK(G,X) la variété associée.
Si E0 est le corps de rationalité de la classe de conjugaison de µ : Gm → G
déduit d’un élément arbitraire h ∈ X, la théorie des modèles canoniques définit
S sur E0. (Pour un exposé des résultats finaux, voir Milne [11]).
Soit h : S → T un point CM , T étant le groupe de Mumford-Tate. Le corps
reflex E = E(h, T ) contient E0. Dans ce qui suit, on notera souvent x le point
de X défini par ( égal à) h. Si (x, g) ∈ X ×G(Af ) on note [x, g] sa classe dans
SK . L’action de Gal(Eab/E) sur x est décrite par le morphisme de réciprocité
[§ 3.4].
Soit S+ la composante connexe de l’image de X+×1 dans S, où l’on a fixé une
composante connexe X+ de X. On considère une sous-variété fermée Z ⊂ X+.
On dit que Z est Hodge-générique si Z n’est pas contenue dans une sous-
variété de type Hodge propre [3] de S+.
Fixons un domaine fondamental F ⊂ X+ pour l’action de Γ = G(Q) ∩K. Si
z ∈ S+ et si x ∈ F relève z, on note MT (z) ⊂ G le groupe de Mumford-Tate
de x.

Proposition 4.1 Supposons Z Hodge-générique et que G est le groupe de
Mumford-Tate générique de X. Si H est un sous-groupe connexe propre de
G défini sur Q, l’ensemble des points CM{z ∈ Z : MT (z) ⊂ H} n’est pas
Zariski-dense dans Z.

La condition que G est le groupe de Mumford-Tate générique est nécessaire
(prendre H le groupe de Mumford-Tate générique). On peut en fait supposer
que G est adjoint. Soit en effet π : G → Gad le morphisme canonique et H un
sous-groupe propre connexe de G tel que l’ensemble des points CM{z ∈ Z :
MT (z) ⊂ H} soit Zariski-dense dans Z. La proposition pour la donnée adjointe
(Gad, Xad) nous assure que π(H) = Gad donc que Hder = Gder. L’hypothèse
que G est Hodge générique assure alors que H = G.
On suppose donc G de type adjoint. Fixons H ⊂

6=
G sur Q et soit (zα) une suite

Zariski-dense de Z telle que MT (zα) ⊂ H.

Lemme 4.2 HQ est réductif.

Soit en effet HQ = N H ′
Q, où N est unipotent et H ′

Q est réductif, une
décomposition de Levi. Puisque MT (zα) est un tore on peut choisir cette
décomposition de sorte que MT (zα) ⊂ H ′

Q. Alors ZG(H
′(R)) ⊂ ZG(hα(

√
−1))

où hα : S → G est associé à xα, donc ZG(H
′(R)) est compact. En partic-

ulier H ′ n’admet pas de caractère rationnel non trivial. Rappelons un lemme
d’Eskin, Mozes et Shah [6, Lemme 5.1].
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Lemme 4.3 Soit F ⊂ G un Q-sous-groupe sans caractère non trivial. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) ZG(F ) est anisotrope (réductif).

(ii) Tout Q-sous-groupe de G contenant F est réductif.

Appliquant le Lemme à H ′ on en déduit que H = H ′ est réductif.
Revenant à la démonstration de la Proposition, soit

H = S H1 · · ·Hr

(produit quasi-direct) où S est un tore – tel que S(R) est compact – et les
Hi sont semi-simples et irréductibles sur Q. Soit πi la projection de H sur

H/S
∏

j 6=i

Hj . On peut supposer dans cette démonstration que πi ◦ hα 6= 1 pour

tout i.

Lemme 4.4 Pour tout α ∈ N soit Xα la H(R)-classe de conjugaison de hα;
donc Xα ⊂ X.

(i) (H,Xα) est une sous-donnée de Shimura de (G,X).

(ii) Pour α variable il n’y a qu’un nombre fini de possibilités pour Xα.

Pour les définitions précises relatives aux données et sous-données de Shimura
on renvoie à [2].
La partie (i) est une variante de [2, Prop. 3.2]. Fixons α tel que MT (xα) ⊂ H.
Si C = hα(

√
−1), C est de carré central dans H(R). Alors Lie(G/R) définit une

représentation fidèle et C-polarisable de HR, selon la terminologie de Deligne;
d’après celui-ci [4, 1.1.15] Int(C) est une involution de Cartan de H(R). Par
ailleurs G(R) opère fidèlement sur gC = Lie(G/C) = kC ⊕ pC ⊕ p̄C, z ∈ C× =
S(R) opérant par (1, z/z̄, z̄/z) via hα et C par (1,−1,−1). Puisque πi ◦hα 6= 1,
hα(z) n’opère pas trivialement sur Lie(Hi) par l’action adjointe. Il en résulte
que C n’est pas triviale sur Hi(R). Enfin, la représentation de S sur Lie(H/R)
est de type (0; (1,−1); (−1, 1)) comme sous-représentation de Lie(G/R). Ainsi
(H,XH) vérifie les conditions d’une sous-donnée de Shimura [3, 3.1].
Pour la partie (ii), noter tout d’abord qu’il n’y a qu’un nombre fini de pos-
sibilités pour les classes de conjugaison géométrique des hα : S → H/C par
H(C). Si h : S → H/R est donnée, et si L ⊂ H est le stabilisateur de h pour
la conjugaison, le nombre de classes de conjugaison réelles de h dans le classe
de h sous H(C) est 6=6= ker((H1(R, L) → H1(R, H)) donc fini.
Complétons la démonstration de la Proposition 4.1. On peut supposer donnée
(zα) telle que zα soit défini par xα ∈ X+ et que la donnée (H,Xα) soit
constante; notons XH la classe Xα. Alors pour tout α, zα est donné
par [xα, 1] ∈ SK+ , qui est contenu dans l’image de ShK∩H(Af )(H,XH) =
H(Q)\XH × H(Af )/K ∩ H(Af ). Pour un sous-ensemble Zariski-dense de Z,
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zα est donc contenu dans une composante irréductible d’une sous-variété de
Shimura, i.e., une variété de type Hodge. Donc Z est contenu dans cette sous-
variété, contrairement à l’hypothèse.
On déduit aussitôt de la Proposition :

Corollaire 4.5 Soit Z une sous-variété Hodge-générique. Supposons que Z
contient une suite dense de points CM, (zα), et soit Tα = MT (zα). Alors Z
contient une suite Zariski-dense de points CM, (zβ), tels que la suite (Tβ) soit
stricte.

En effet Z, contenant un ensemble dense D de points algébriques, est
définie sur Q̄; les adhérences de Zariski des sous-ensembles de D sont
définies sur Q̄ et donc forment un ensemble dénombrable. Si l’on ordonne,
Z1, Z2, . . . Zk, . . . ces adhérences 6= Z on peut trouver une suite extraite (zαj

)
telle que zαj

/∈ Zk (j > k). Alors, pour tout H ⊂
6=

G, Tαj
6⊂ H, si j est assez

grand, d’après la Proposition.

4.2

Avec les hypothèses énoncées au début du § 4.1, et G étant adjoint, soit alors
Z ⊂ S+ une sous-variété Hodge-générique contenant une suite dense de points
CM . On en extrait une sous-suite, qu’on notera simplement (zα), ayant la
propriété du Corollaire 4.5.
Supposons pour l’instant que Z est définie sur E0, et que la suite Tα associée
à zα est telle que rec : π(Rα) → π(Tα) soit surjective (cf. Thm. 3.3 ; les
notations sont évidentes). Noter que ceci apparâıt par exemple dans un des
exemples traités à la fin du § 3.2. Puisque zα ∈ S+ on peut écrire

zα = [xα, 1] ∈ Z . (4.1)

Alors xα définit le tore Tα; sous notre hypothèse de surjectivité, on a alors

[xα, t] ∈ Z ∀t ∈ Tα(Af )/Tα(Q) (4.2)

Notons S̃K(G) ou simplement S̃, l’espace G(R)-homogène G(Q)\G(A)/K. On
notera [[g∞, g]] la classe d’un élément (g∞, g) ∈ G(R) ×G(Af ). Enfin, S̃+ est

la composante connexe de (la classe de) 1 dans S̃.
Supposons alors l’hypothèse Ea (§ 1) vérifiée pour la famille Tα, et soit g∞ ∈
G(R)+. La convergence de la suite de mesures implique évidemment, pour tout
α, la densité de

⋃

β>α

S̃+(Tβ ,Kβ)

dans S̃+, avec Kβ = K ∩ Tβ(Af ).
En particulier

[[g∞, 1]] = lim
α
[[t∞α , tα]]
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où (t∞α , tα) ∈ Tα(A) et la convergence est dans S̃+. On en déduit qu’il existe
une suite γα ∈ G(Q) telle que

γα(t
∞
α , tα) → (g∞, 1)

dans G(R)×G(Af )/K. Le second facteur étant discret, ceci veut dire que

{

γα t∞α → g∞ ,

γα tα ∈ K (α >> 0).
(4.3)

Par ailleurs d’après (4.2)

[γα xα, γα tα] ∈ Z .

Si γα tα ∈ K, on a donc

[γα xα, γα tα] = [γα xα, 1] ∈ Z .

Mais t∞α appartient au centralisateur de xα := hα, donc

[γα t∞α xα, 1] ∈ Z . (4.4)

Supposons alors que la suite (zα) admet une sous-suite convergente dans S+.
On peut alors choisir le relèvement xα de (4.1) convergent dans X+ en choisis-
sant un domaine fondamental comme dans le § 4.1. Soit donc xα → x∞ ∈ X+.
Alors γα t∞α xα → g∞ x∞ ∈ X+ et (4.4) implique [g∞ x∞, 1] ∈ Z. Puisque g∞
était arbitraire, ceci implique que S+ ⊂ Z. (Noter que X+ étant connexe est
une orbite de G(R)+).
Nous supposons maintenant que G est adjoint, Z Hodge-générique dans S+;
soit E′ un corps de rationalité de Z, et supposons seulement que les conoyaux
de rec : π(Rα) → π(Tα) sont uniformément bornés. Pour tout α, l’image
de Gal(Eab

α /EαE
′) (où Eα est le corps reflex du tore Tα) est un sous-groupe

d’indice uniformément borné dans π(Tα). Notons T̄ 0
α ce sous-groupe de T̄α =

Tα(Af )/Tα(Q). L’argument qui précède donne alors :

Lemme 4.6 Supposons g∞ ∈ G(R)+, et

(i) xα → x∞ ∈ X

(ii) [[g∞, 1]] = lim[[h∞
α , hα]])

avec hα ∈ Tα(Af ) d’image contenue dans T̄ 0
α. Alors [g∞x∞, 1] ∈ Z.

Notons alors Z̃ ⊂ S̃+ l’image inverse de Z par l’application S̃+ → S,

[[g∞, 1]] → [g∞x∞, 1].

Cette application est une submersion, donc Z̃ est une sous-variété
(différentielle) de S̃+, sous-variété propre si Z 6= S+.
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Considérons par ailleurs les plongements

(Tα(Q)\Tα(A)/Kα)
+ → (G(Q)\G(A)/K)+ = S̃+ (4.5)

(notations du § 1 : le terme de gauche est l’ensemble des éléments du quotient
dont l’image est dans S̃+). D’après la loi de réciprocité des modèles canoniques
pour les composantes connexes de SK (Deligne [4]) le groupe G(Af ) opère sur

les composantes connexes de S̃ via l’action transitive d’un quotient abélien.
On en déduit que la composante (+) du membre de gauche de 4.5 est un sous-
groupe. Il contient un sous-groupe ouvert d’indice fini, l’image de T̄ 0

α, et l’indice
de cette image est uniformément borné.
Si µa,α est la mesure de Haar du membre de gauche de (4.5), identifiée à son

image sur S̃+, l’hypothèse (Ea) est

µa,α → µG ; (4.6)

quitte à supposer l’indice de l’image de T̄ 0
α constant, égal à r, on peut écrire

µa,α =
r
∑

i=1

µi
α

où r µ1
α est la mesure de Haar normalisée sur cette image, et µa,i est positive

de masse 1
r .

Soit alors f une fonction continue à support compact, telle que f(x) 6 1
(x ∈ S̃+), f(x) = 0 (x ∈ Z̃) et µG(f) = 1 − ε. Si µ1

α(f) 6= 0 pour une suite
infinie de α, Supp(f) doit rencontrer Z̃ d’après le Lemme 4.6. On a donc
µ1
α(f) = 0 (α >> 0) et donc

µa,α(f) =

r
∑

2

µi
α(f) 6

r − 1

r

ce qui contredit (4.6) pour ε < 1
r . On a ainsi démontré le théorème suivant dans

le cas où Z ⊂ S+; le cas général s’en déduit de la façon usuelle en translatant
Z par un élément de G(Af ).

Théorème 4.7 (G adjoint).
Soit Z une sous-variété de S = SK(G, h) et supposons :

(i) Z contient un sous-ensemble Zariski-dense de points CM (zα) dont le
groupe de Mumford-Tate Tα vérifie :

ker(rec : π(Rα) → π(Tα)) est connexe.

(ii) (zα) contient une sous-suite convergente pour la topologie complexe.

(iii) Z est Hodge-générique.
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Alors, sous l’hypothèse Ea pour les groupes Tα ⊂ G, Z est une composante
connexe de S.

D’après les § 2-3, l’hypothèse (i) sera très souvent vérifiée si Z contient un
ensemble dense de points CM Galois-génériques.

Pour terminer (et pour justifier notre § 3.3), notons que l’hypothèse “G ad-
joint”, si elle est commode, n’est pas cruciale. Expliquons l’argument quand
G est un groupe de similitudes (de type (p, p) à l’infini, cf. § 3.3) et quand
les points zα sont Galois génériques. Soit E0 le corps quadratique imaginaire
associé à G. On notera ici E×

0 le Q-tore ResE0/Q Gm.

Le tore T = Tα est décrit par T (Q) = {z ∈ E× : NE/F z ∈ Q×, NE/E0
z ∈ Q×}.

Le centre Z de G s’identifie à E×
0 ⊃ Gm. Soit Ḡ = G/Gm : on a donc des

morphismes naturels

G → Ḡ → Gad.

Pour des choix de compacts naturels, les variétés de Shimura associées sont
identiques (sur C). Si (zα) est une suite de points de SK(G), dense dans
une variété Hodge-générique, un sous-groupe H ⊂ G contenant les Tα doit être
d’image totale dansGad. Son image dans Ḡ doit donc être Ḡ ou le groupe dérivé
de celui-ci. Mais la composante neutre de l’image inverse dans G de Ḡder est
Gder, avec Gder(R) ∼= SU(p, p) et le paramètre h : z 7→ (z, . . . z, z̄, . . . z̄) ne passe
pas par ce sous-groupe. Par conséquent les arguments du § 4.1 s’appliquent à
Ḡ.

Rappelons que la conjecture d’équidistribution n’est naturelle que pour les
groupes de type (F), ce qui exclut G à cause de son centre déployé. On procède
donc dans Ḡ, de centre E×

0 /Gm. Les arguments du § 4.1 s’étendent : il reste
donc à vérifier l’essentielle surjectivité des applications π(R) → π(T̄ ) (T̄ ⊂ Ḡ
Galois-générique).

Si µ : Gm → T → T̄ est un paramètre Galois-générique, on vérifie tout d’abord
que le corps reflex cöıncide dans T et T̄ . Ceci résulte immédiatement de la
trivialité de H1(Q,Gm) où Gm = ker(T → T̄ ). Considérons alors le diagramme

1 −−−−→ 1 −−−−→ R R −−−−→ 1




y





y





y

1 −−−−→ Gm −−−−→ T −−−−→ T̄ −−−−→ 1 .

On en déduit une suite exacte

1 → ker(R → T ) → ker(R → T̄ ) → Gm → 1 ;

puisque les deux termes extrêmes sont connexes, il en est de même du terme
médian.
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