
Chapitre 1

Racines, convexes et .G;M/-familles

1.1 Le corps F

Dans tout cet article, F est un corps global et, sauf mention expresse du contraire
lorsque nous faisons le parallèle avec le cas des corps de nombres, il est de caracté-
ristique p > 0.

Soit Fq « le » corps fini à q éléments, pour une puissance q du nombre premier p.
Soit V une courbe projective lisse et géométriquement connexe sur Fq , de corps de
fonctions F . L’ensemble jVj des points fermés de V est en bijection avec l’ensemble
des places de F . Pour v 2 jVj, on note Fv le corps complété de F en v, ov l’an-
neau des entiers de Fv , pv l’idéal maximal de ov , et �v le corps résiduel ov=pv . Ce
dernier est une extension finie de Fq , de degré deg.v/ appelé « degré de v », et de
cardinal qv D qdeg.v/. Pour v 2 jVj, on note encore v la valuation sur Fv normalisée
par v.F �v / D Z, c’est-à-dire par v.$v/ D 1 pour une uniformisante $v de Fv , et on
note j jv la valeur absolue sur Fv définie par

jxjv D q
�v.x/
v ; x 2 Fv:

Soit A l’anneau des adèles1 et A� le groupe des idèles de F . On dispose de l’appli-
cation degré

deg W A� ! Z;

définie par

deg.a/ D
X
v2jVj

�v.av/ deg.v/ pour a D .av/v2jVj 2 A�;

et on pose jaj D
Q
v javjv D q

deg.a/. Le groupe F � est un sous-groupe discret de A�,
contenu dans

A1 D ¹a 2 A� W deg.a/ D 0º;

et le quotient F �nA1 est un compact.

1Le corps F étant fixé dans toute la suite nous allègeons la notation en notant simplement
A l’anneau AF .
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1.2 Espaces vectoriels et réseaux

Soit P un groupe algébrique linéaire connexe défini sur F . On noteXF .P / le groupe
des caractères algébriques de P définis sur F . Si R est un anneau, on pose

aP;R
déf
D Hom.XF .P /; R/:

Le Z-module libre de type fini aP;Z est un réseau de l’espace vectoriel réel

aP
déf
D aP;R:

Pour x 2 P.A/, on note HP .x/ l’élément de aP tel que

h�;HP .x/i D deg�.x/ pour tout � 2 XF .P /:

L’application x 7! HP .x/ est un homomorphisme

HP W P.A/! aP ;

dont l’image – notée aP;F dans [8] et dans [34] – sera ici notée AP :

AP
déf
D HP .P.A//:

Pour un corps de fonctions, AP est un sous-groupe d’indice fini de aP;Z et donc
un réseau de aP (alors que AP D aP pour un corps de nombres). Une inclusion
de F -groupes algébriques linéaires connexes P � Q induit des homomorphismes

aP;� ! aQ;�:

On pose

a
Q
P

déf
D kerŒaP ! aQ� et AQP

déf
D kerŒAP ! AQ� D AP \ a

Q
P :

Pour H 2 AP on notera P.AIH/ l’image réciproque de H . Le noyau de HP ,
usuellement noté P.A/1, n’est autre que P.AI 0/. Le groupe P.A/1 D P.AI 0/
opère par translations sur P.AIH/ ainsi que le groupe P.F / des points F -ration-
nels de P qui est un sous-groupe de P.A/1, et donc P.A/1 opère à droite sur le
quotient P.F /nP.AIH/.

Supposons que le radical unipotent UP de P soit défini sur F et qu’il existe une
section � W P D P=UP ! P , elle aussi définie sur F (c’est toujours le cas si P est
un F -sous-groupe parabolique d’un groupe algébrique réductif connexe défini surF ).
On note ZP le centre « schématique » de P , et AP � ZP le tore F -déployé maximal
de ZP . On identifie AP à �.AP /. L’homomorphisme naturel

AAP ! AP
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est bien défini (il ne dépend pas de la section �). Il est injectif mais non surjectif en
général ; son image sera notée

BP
déf
D HP .AP .A//:

C’est un sous-groupe d’indice fini de AP ; on pose

cP
déf
D BP nAP ' AP .A/P.A/

1
nP.A/:

Pour P � Q deux F -sous-groupes paraboliques d’un groupe algébrique réductif
connexe défini sur F , l’inclusion AP � AQ (définie via le choix de sections P ! P

etQ!Q définies sur F ) induit une section aQ! aP de l’homomorphisme surjectif
aP ! aQ et donc une décomposition

aP D aQ ˚ a
Q
P :

Pour X D XP 2 aP , cette décomposition s’écrit X D XQ CXQ.

1.3 Dualité et mesures

On appelle caractère d’un groupe topologique, un homomorphisme continu dans C�,
et caractère unitaire, un caractère à valeurs dans le groupe U des nombres complexes
de module 1. Le dual de Pontryagin d’un groupe abélien localement compact est le
groupe topologique de ses caractères unitaires.

Si a est un espace vectoriel réel de dimension finie, on notera a� l’espace vectoriel
réel dual, hƒ;Xi le produit scalaire de X 2 a et ƒ 2 a�, etba le dual de Pontryagin
de a que l’on peut identifier, au moyen de l’exponentielle, au sous-espace ia� des
vecteurs imaginaires purs dans a� ˝ C. Si R est un réseau de a, on notera R_ l’en-
semble des ƒ 2 ia� tels que hƒ;Xi 2 2i�Z pour tout X 2 R. C’est l’orthogonal
de R du point de vue de la dualité de Pontryagin : le groupe compactba=R_ s’identifie
au dual de Pontryagin de R : bR 'ba=R_:
Pour une fonction à décroissance rapide f sur R, on note bf la fonction lisse sur bR
définie par bf .ƒ/ DX

X2R

f .X/ehƒ;Xi; ƒ 2 bR:
Si bR est muni de la mesure duale de la mesure de comptage sur R, c’est-à-dire telle
que vol.bR/ D 1, on a la formule d’inversion

f .X/ D

Z
bR bf .ƒ/e�hƒ;Xidƒ; X 2 R:
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Pour alléger légèrement les notations, pour P comme en section 1.2, on se permettra
d’écrirebaP , bAP , etc., en place de caP , bAP , etc. On pose

�P
déf
D bAP :

Notons „.P /, resp. „.P /1, l’ensemble des caractères unitaires de AP .A/, resp.
AP .A/1, qui sont triviaux sur AP .F /. Ce sont deux groupes abéliens localement
compacts, et „.P /1 est un quotient discret de „.P /. On notera „.P /C l’ensemble
des caractères, non nécessairement unitaires. Le groupe „.P / s’insère dans la suite
exacte courte

0! bBP ! „.P /! „.P /1 ! 0:

Convention 1.3.1. Pour les mesures de Haar sur les groupes abéliens localement
compacts, on adoptera les normalisations suivantes. On impose la compatibilité aux
suites exactes courtes et à la dualité de Pontryagin. Les réseaux de aP sont munis de
la mesure de comptage. Cela implique que le groupe fini cP est, lui aussi, muni de la
mesure de comptage, et que l’on a2

vol.�P / D vol.bBP / D vol.bcP / D 1:
On impose aussi que la mesure de Haar sur AP .F /nAP .A/ vérifie

vol.AP .F /nAP .A/1/ D 1:

Ceci implique en particulier que le groupe discret „.P /1, dual du groupe compact
AP .F /nAP .A/1, est muni de la mesure de comptage.

Tout caractère � de P.A/ s’écrit de manière unique

� D �uj�j

avec j�j.g/ D j�.g/j et �u unitaire. Le caractère j�j est trivial sur P.A/1. On note
�1 D �1u la restriction de � à P.A/1. Tout élément � 2 a�P;C définit un caractère
de P.A/, trivial sur P.A/1 :

p 7! eh�;HP .p/i; p 2 P.A/:

Ce caractère ne dépend que de l’image de � dans a�P;C=A
_
P et sa restriction à AP .A/

ne dépend que de l’image de � dans a�P;C=B
_
P . La suite exacte courte

0!bcP ! a�P;C=A
_
P ! a�P;C=B

_
P ! 0

2On observera que cette convention n’est pas celle utilisée dans [8].
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correspond à la restriction des caractères de P.A/ à AP .A/. Si � est une représen-
tation de P.A/, pour � 2 a�P;C=A

_
P on note �� la représentation de P.A/ définie

par
��.p/ D �.p/e

h�;HP .p/i; p 2 P.A/:

On la notera aussi parfois � ? �. De même, si � est un caractère de AP .A/, pour
� 2 a�P;C=B

_
P , on note �� D � ? � le caractère a 7! �.a/eh�;HP .a/i de AP .A/.

1.4 Sous-groupes paraboliques

Soit G un groupe algébrique réductif connexe défini sur F . Tous les sous-groupes
paraboliques de G considérés dans la suite, ainsi que leurs composantes de Levi,
sont supposés définis sur F . On fixe un sous-groupe parabolique minimal P0 de G et
une composante de LeviM0 de P0. On note A0 le tore F -déployé maximal du centre
ZM0 deM0. AinsiM0 est le centralisateur deA0 dansG. Un sous-groupe parabolique
deG est dit « standard », resp. « semi-standard », s’il contientP0, resp.M0. Un facteur
de Levi de G, c’est-à-dire une composante de Levi d’un sous-groupe parabolique
de G, est dit « semi-standard » s’il contient M0, et il est dit « standard » si c’est la
composante de Levi semi-standard d’un sous-groupe parabolique standard. Dans la
suite, tous les sous-groupe paraboliques et tous les sous-groupes de Levi seront semi-
standards – nous omettrons parfois de le préciser.

On note P D PG , resp. L D LG , l’ensemble des sous-groupes paraboliques,
resp. facteurs de Levi, de G, (semi-standards), et Pst D P

G
st le sous-ensemble de P

formé des éléments standards. Pour P 2 P, on note MP ou simplement M la com-
posante de Levi (semi-standard) de P , et UP ou simplement U , le radical unipotent
de P ; on a les identifications

AP D AM ; aP D aM et AP D AM :

On pose
aP D dim.aP /:

Pour P; Q 2 P tels que P �Q, on a noté a
Q
P le noyau de l’homomorphisme naturel

aP ! aQ. On pose
a
Q
P D dim.aQP / D aP � aQ:

Pour M 2 L on note P.M/, resp. F.M/, le sous-ensemble des Q 2 P avec
comme composante de Levi MQ DM , resp. MQ �M . Pour Q 2 F.M/, on pose

PQ.M/ D ¹P 2 P.M/ W P � Qº; FQ.M/ D ¹P 2 F.M/ W P � Qº:

On se permettra de remplacer l’indice P par un indice M dans les objets qui ne dé-
pendent pas du choix de P 2 P.M/. Par exemple, pour Q 2 F.M/ et P 2 PQ.M/,
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on écrira parfois a
Q
M au lieu de a

Q
P , et XQM au lieu de XQP pour X 2 aP0 . On rem-

placera souvent l’indice « P0 » par un indice « 0 » : ainsi on écrira A0 pour AP0 ,
a0 pour aP0 , a0 D aQ ˚ a

Q
0 , etc.

On fixe une forme quadratique définie positive .�; �/ sur a0, invariante par le
groupe de Weyl W D NG.A0/=M0, où NG.A0/ est le normalisateur de A0 dans G.
Pour tout X 2 a0, on note kXk D .X; X/1=2 la norme de X . Pour M 2 L, la
forme .�; �/ induit, par restriction, une forme quadratique définie positive sur aM ,
invariante par le groupe de Weyl WM D NM .A0/=M0. Pour Q 2 F.M/, a

Q
M n’est

autre que l’orthogonal de aQ dans aM , pour cette forme.
Pour P 2 Pst, on dispose des racines de A0 dans MP et des coracines, qui sont

de éléments de aP0 . Pour toute racine ˛ et toute coracine Ľ on a

h˛; Ľi D N˛;ˇ 2 Z:

Les coracines appartiennent donc à aP0;Q. Soit �P0 l’ensemble des racines simples

de A0 dans MP pour l’ordre défini par P0 \MP ; on note L�P0 la base de aP0 formée
par les coracines simples, et O�P0 la base des poids pour MP , c’est-à-dire la base
de .aP0 /

� duale de L�P0 . Lorsque P D G, on écrira souvent �0 pour �G0 . On observe
que �P0 � �0 et que O�P0 est l’ensemble des restrictions non nulles des éléments
de O�0 au sous-espace aP0 de aG0 .

Plus généralement, pour P; Q 2 Pst tels que P � Q, on note �QP l’ensemble

des restrictions non nulles des éléments de �Q0 au sous-espace a
Q
P de a

Q
0 . On note

L�
Q
P l’ensemble des projections non nulles des éléments de L�Q0 sur l’espace a

Q
P par

rapport à la décomposition a
Q
0 D aP0 ˚ a

Q
P . On note O�QP la base de .aQP /

� duale

de L�QP : c’est le sous-ensemble des éléments de O�Q0 nuls sur aP0 . On considère les

éléments de �QP et O�QP comme des formes linéaires sur a0, grâce à la décomposition

a0 D aP0 ˚ a
Q
P ˚ aQ:

Rappelons que deux réseaux R1 et R2 d’un R-espace vectoriel de dimension finie
sont dits commensurables si leur intersection R1 \ R2 est d’indice fini dans chacun
d’eux. En particulier on a le lemme suivant.

Lemme 1.4.1. Les réseaux Z. L�QP / sont commensurables aux AQP .

Ces définitions s’étendent à toute paire de sous-groupes paraboliques .P;Q/ deG
tels queP �Q : on choisit un élément g 2G.F / tel que g�1Pg�P0 et, par transport
de structures via le F -automorphisme Intg de G, on définit les analogues des objets
ci-dessus ; cela ne dépend pas du choix de g.

On note aC0 l’ensemble des X 2 a0 tels que h˛; Xi > 0 pour tout ˛ 2 �0. Un
élément de a0 est dit régulier s’il appartient à aC0 . Pour X 2 a0, on pose

d0.X/ D inf
˛2�0
h˛;Xi:
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Ainsi X est régulier si et seulement si d0.X/ > 0.
SoitM un facteur de Levi deG. Pour P 2 P.M/, les homomorphismes de R-es-

paces vectoriels aM ! aP et de Z-modules AM ! AP sont des isomorphismes.
Pour P; Q 2 P tels que P �Q, on a notéAQP le réseau kerŒAP ! AQ�D AP \ a

Q
P

de a
Q
P .

Lemme 1.4.2. On a une suite exacte courte de réseaux :

0! A
Q
P ! AP ! AQ ! 0:

Démonstration. Il convient d’établir la surjectivité de la flèche AP ! AQ. Pour cela
on invoque la décomposition d’Iwasawa (rappelée en section 3.1) : tout q 2 Q.A/
peut s’écrire q D pk avec k 2 K , où K est un bon sous-groupe compact maximal
dans G.A/ et p 2 P.A/, donc HQ.q/ D HQ.p/ D HP .p/.

On pose dualement

�
Q
P

déf
D �P =�Q D

bAQP :
Notons qu’en général il n’y a pas de section canonique relevant AQ dans AP . En
revanche, on a toujours l’inclusion

BQ D HQ.AQ.F // D HP .AQ.F // � BP :

Puisque AQ est un sous-tore de AP , on a l’égalité :

BQ D BP \ aQ:

En résumé, les inclusions

AQ.A/ � AP .A/ �MP .A/ �MQ.A/

donnent le diagramme commutatif suivant :

AP // AQ

BP

OO

BQ;

OO

oo

où la flèche horizontale du haut est surjective alors que les trois autres sont injectives.
On pose

B
Q
P

déf
D BQnBP et CQP

déf
D BQnAP :

On observe que BQP est un réseau de a
Q
P et que CQP est un Z-module de type fini qui

s’insère dans la suite exacte courte

0! B
Q
P ! C

Q
P ! cP ! 0:
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1.5 Familles orthogonales et .G;M/-familles

Fixons un facteur de Levi M 2 L et considérons une famille

X D .XP /P2F.M/

d’élémentsXP 2 aP . Une telle famille est diteM -orthogonale (ou simplement ortho-
gonale) si pour tous P etQ dans F.M/ tels que P �Q, la projection .XP /Q de XP
dans aQ est égale à XQ. Pour M 0 2 L tel que M �M 0, une famille M -orthogonale
détermine par restriction une famille M 0-orthogonale. Il suffit, pour définir une fa-
mille M -orthogonale, de se donner des XP 2 aM pour chaque P 2 P.M/ vérifiant
la propriété suivante : si P et P 0 2 P.M/ sont adjacents et si ˛ est l’unique racine
de AM positive pour P et négative pour P 0, alors XP � XP 0 est un multiple de L̨ .
La famille est dite régulière si les XP � XP 0 sont des multiples positifs de L̨ . On dit
que la famille est entière, resp. rationnelle, si XP 2 AM , resp. XP 2 aM;Q, pour tout
P 2 P.M/. Dans ce cas XQ 2 AQ, resp. XQ 2 aQ;Q, pour tout Q 2 F.M/.

On notera HG;M ou simplement HM si aucune confusion n’en résulte, le R-es-
pace vectoriel de dimension finie formé des familles M -orthogonales, et

HM D HG;M � HM

le réseau formé des familles qui sont entières. On notebHM D iH�M
le dual de Pontryagin de HM . Le groupe compactbHM D bHM=H_M
s’identifie au dual de Pontryagin deHM . Pour chaque P 2 F.M/, on dispose d’une
application

�P W HM ! aP ; X 7! XP

qui est surjective et on note
�P WbaP ! bHM

l’application injective transposée de �P .
Une manière très simple de construire une famille M0-orthogonale est de fixer

un élément T 2 a0. Pour P 2 P.M0/, si w est l’unique élément de W tel que
w.P0/ D P , on pose ŒT �P D wT . On a donc ŒT �P0 D T et l’ensemble

T D .ŒT �P /P2P.M0/

définit une famille M0-orthogonale. Pour Q 2 F.M0/, on a ŒT �Q D .ŒT �P /Q pour
un (i.e. pour tout) P 2 PQ.M0/. Cette famille est régulière, resp. rationnelle, si et
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seulement si T 2 aC0 , resp. T 2 a0;Q. Soit X D .XP / une famille M -orthogonale, et
soit T un élément de a0. On définit une autre famille M -orthogonale en posant :

X.T / D XCT ; c’est-à-dire X.T /P D XP C ŒT �P :

Une .G;M/-famille est la donnée d’une famille de fonctions

c D .ƒ 7! c.ƒ; P / j P 2 F.M//

à valeurs dans C, ou plus généralement à valeurs dans un espace vectoriel de dimen-
sion finies E , vérifiant les conditions :

• pour tout P 2 F.M/, la fonction ƒ 7! c.ƒ; P / est lisse surbaP ;

• pour tous P; Q 2 F.M/ tels que P � Q (i.e. P 2 FQ.M/), on a

c.�; P /jbaQ D c.�;Q/:
Pour chaque P 2 F.M/, on prolonge c.�; P / en une fonction surba0 constante sur les
fibres de la projectionba0 !baP . Comme pour les familles M -orthogonales, il suffit
pour définir une .G;M/-famille de se donner des fonctions lisses

c.�; P / WbaM ! E pour P 2 P.M/

qui vérifient la propriété suivante : pour P; P 0 2 P.M/ deux éléments adjacents cor-
respondant à des chambres séparées par le mur aR, où R est l’élément de F.M/

engendré par P et P 0, on a l’égalité

c.�; P /jbaR D c.�; P 0/jbaR :
Les fonctions c.�;Q/ pour Q 2 F.M/XP.M/ s’en déduisent par restriction.

Une .G;M/-famille c D .c.�; P // est dite périodique si pour tout P 2 F.M/,
la fonction ƒ 7! c.ƒ; P / est invariante par translation par A_P , i.e. se factorise
par �P

déf
D bAP . Pour qu’une .G;M/-famille c D .c.�; P // soit périodique, il suffit

que pour tout P 2 P.M/, la fonction ƒ 7! c.ƒ; P / soit A_M -périodique. On notera
D.G;M/ le C-espace vectoriel formé des .G;M/-familles périodiques.

Soit m une mesure de Radon à décroissance rapide sur HM et à valeurs dans E .
On lui associe une .G;M/-famille en posant, pour ƒ 2baP :

c.ƒ; P / D

Z
HM

ehƒ;XP idm.X/;

où XP D �P .X/. La .G;M/-famille c est périodique si et seulement si la mesure m
est le produit d’une fonction à décroissance rapide sur le réseauHM par la mesure de



Racines, convexes et .G;M/-familles 20

comptage. Par abus de notation nous noterons encorem cette fonction. Sa transformée
de Fourier bm.L/ D X

U2HM

ehL;Uim.U/ pour L 2 bHM
se factorise par bHM , c’est-à-dire est invariante parH_M . On notera cm la .G;M/-fa-
mille périodique définie par

cm.ƒ; P / D
X

U2HM

ehƒ;UP im.U/ D .bm ı �P /.ƒ/:
On munit l’espace vectoriel de dimension finie HM d’une structure euclidienne

et on note kXk la norme du vecteur X 2 HM . L’espace S.HM / des fonctions m à
décroissance rapide sur HM est muni d’une structure d’espace de Fréchet au moyen
des normes nd pour d 2 N :

nd .m/ D sup
U2HM

.1C kUk/d jm.U/j:

Tout opérateur différentiel à coefficients constants D surbaM permet de définir une
semi-norme ND sur l’espace D.G;M/ en posant

ND.c/ D
X

P2P.M/

sup
ƒ2�M

jDc.ƒ; P /j;

munissant ainsi D.G;M/ d’une structure d’espace de Fréchet. L’application linéaire

S W S.HM /! D.G;M/;

définie par m 7! cm, est continue.

Lemme 1.5.1. Toutes les .G; M/-familles périodiques sont obtenues de cette ma-
nière. En d’autres termes, l’application S est surjective.

Démonstration. C’est une variante de [25, proposition 1.10.1]. La preuve en est iden-
tique, à ceci près que la fonction � sur R servant à construire la globalisation sur bHM
de la .G;M/-famille c donnée, qui ici est périodique, doit être prise périodique au
lieu de lui imposer d’être à support compact. Plus précisément, on fixe une base BG

debaG D ia�G , et pour chaque P 2 F.M/, on pose

BP D �P .BG [ ib�P / � bHM :
On note B la base de bHM formée par l’union de ces ensembles BP . C’est l’union
de BG et des eQ D �Q.i$Q/, où Q parcourt l’ensemble Fmax.M/ des sous-groupes
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paraboliques maximaux propres de G contenant M et $Q est l’unique élément
de b�Q. Pour chaque P 2 F.M/, on a une partition de B en

B D BP [BP avec BP
D ¹eQ jQ 2 Fmax.M/; Q 6� P º

qui induit une décomposition de bHM en somme directe. Pour � 2 bHM , on note
� D �P C �

P la décomposition associée et l’on pose

�P .�
P / D

Y
Q 6�P

�.xQ.�// si �P D
X
Q 6�P

xQ.�/eQ:

On définit la fonction

f .�/ D
X

P2F.M/

.�1/aQ�aM c.�P ; P /�P .�
P /;

où l’on a identifié �P 2 �P .baP / à un élément debaP . Notons Z le réseau de R engendré
par les xQ.�/ pour � 2 H_M etQ 2 Fmax.M/. Il suffit de prendre pour � une fonction
lisse et Z-invariante sur R, telle que �.0/ D 1. N’importe quel caractère de ZnR
convient – par exemple � D 1.

Ce résultat permet de définir d’autres normes sur l’espace D.G;M/ :

Définition 1.5.2. Pour d 2 N on pose

Nd .c/ D inf¹nd .m/ j cm D cº:

1.6 Fonctions caractéristiques de cônes et de convexes

Pour P; Q 2 P tels que P � Q, on note3 �
Q
P , resp.b�QP , la fonction caractéristique

du cône ouvert dans a0 défini par �QP , resp. O�QP :

�
Q
P .X/ D 1, h˛;Xi > 0; 8˛ 2 �

Q
P ;b�QP .X/ D 1, h$;Xi > 0; 8$ 2 O�QP :

Pour Q D G, on écrira souvent �P D �GP ,b�P Db�GP . La propriété essentielle pour la
combinatoire est que les matrices, indexées par les couples de sous-groupes parabo-
liques standards, � D .�P;Q/ etb� D .b�P;Q/ définies par

�P;Q D

´
.�1/aP �

Q
P si P � Q

0 sinon,
et b�P;Q D ´ .�1/aPb�QP si P � Q

0 sinon,

3Comme dans [25], toutes les fonctions indexées par P sont des fonctions sur a0 qui se
factorisent à travers aP

0
na0 .' aP /. Dans [34], elles sont considérées comme des fonctions

sur aP .
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sont inverses l’une de l’autre : �b� Db�� D 1 (cf. [25, proposition 1.7.2]).
Soit M 2 L. Fixons un élément Q 2 P.M/. Cet élément définit un ordre sur

l’ensemble des racines de AM dans G. On écrit ˛ >Q 0, resp. ˛ <Q 0, pour signifier
qu’une racine ˛ est positive, resp. négative, pour cet ordre. Pour P 2 P.M/, notons
�GP;Q la fonction caractéristique des X 2 aGP suivante :

�GP;Q.X/ D 1,

²
h$˛; Xi � 0 pour ˛ 2 �P , tel que ˛ >Q 0,
h$˛; Xi > 0 pour ˛ 2 �P , tel que ˛ <Q 0,

où ¹$˛ W ˛ 2 �P º D O�P est la base de .aGP /
� duale de ¹ L̨ W ˛ 2 �P º D L�P . On

note a.P; Q/ le nombre des ˛ 2 �P tels que ˛ <Q 0. Par définition, �GP;Q se

factorise par aGP . Observons que �GP;Q est noté �M;s dans [25] lorsque P D s.Q/

pour un élément s dans le groupe de Weyl. Plus généralement pour R 2 F.M/ et
P; Q 2 PR.M/, on définit la fonction �RQ;P comme ci-dessus, en remplaçant G

par L D MR, P par P \ L, et Q par Q \ L. Nous aurons aussi besoin de �QP ,

la fonction caractéristique du cône fermé dans a0, défini par � O�QP :

�
Q
P .X/ D 1, h$;Xi � 0; 8$ 2

O�
Q
P :

On observera que �QP D �
Q
P;P .

Nous allons citer des résultats empruntés à la section 1.8 de [25]. Leurs preuves
reposent sur le lemme 1.8.1 de [25, page 22], dont la démonstration est incorrecte.
Cette erreur a été observée par P.-H. Chaudouard. Une preuve alternative en est don-
née dans l’annexe (cf. Err (i), lemme A.3).

Pour P et R dans P tels que P � R, on définit la fonction �RP sur a0 � a0 par

�RP .H;X/ D
X

¹QjP�Q�Rº

.�1/aQ�aR�
Q
P .H/b�RQ.H �X/:

D’après [25, lemme 1.8.3] la projection dans aRP du support de la fonction
H 7! �RP .H;X/ est une union d’ensembles C.P; Q; R; X/ et est donc compacte.
Précisément, il existe une constante c > 0 telle que, si �RP .H;X/ ¤ 0, on a

kHR
P k � ckX

R
P k;

oùX 7!XRP est la projection sur l’orthogonal de aP0 ˚ aR. De plus, si P est standard
et X est régulier, on a

�RP .H;X/ D �
R
P .H/�

R
P .H �X/:

Soit M 2 L. Pour une famille M -orthogonale X D .XP / et pour R 2 F.M/, on
note �RM .�;X/ la fonction sur a0 définie par

�RM .H;X/ D
X

P2FR.M/

.�1/aP�aRb�RP .H �XP /:



Fonctions caractéristiques de cônes et de convexes 23

D’après [25, proposition 1.6.5], si la famille X est régulière, alors �RM .�;X/ est la
fonction caractéristique de l’ensemble des H 2 a0, dont la projection HR

M dans aRM
appartient à l’enveloppe convexe des points XRP pour P 2 PR.M/. En général, la
projection du support de la fonction �RM .�; X/ dans aRM est compacte [25, corol-
laire 1.8.5]. Précisément, il existe une constante c > 0 (indépendante de la famille
X), telle que pour tout H 2 a0 tel que �RM .H;X/ ¤ 0, on ait

kHR
Mk � c sup

P2PR.M/

kXRP k:

On se limite maintenant au cas R D G.

Lemme 1.6.1. Soit Q 2 P.M/. On a

�GM .H;X/ D
X

P2P.M/

.�1/a.P;Q/�GP;Q.H �XP /:

Démonstration. Ceci résulte de [25, proposition 1.8.7 (2)].

Pour les (nombreuses) autres égalités reliant les fonctions �QP , b�QP , �GP;Q, �QP
et �QM , on renvoie à [25, sections 1.7, 1.8] et à [34, section 1.3].

Pour P; Q 2 P tels que P � Q, les fonctions méromorphes �QP sur a�0;C sont
définies dans [25, section 1.9]. On rappelle leur définition :

Définition 1.6.2. On munit l’espace vectoriel a
Q
P d’une mesure de Haar. Pour

ƒ 2 a�0;C en dehors des murs, on pose

�
Q
P .ƒ/ D vol.aQP =Z. L�

Q
P //

Y
˛2�

Q
P

hƒ; L̨ i�1;

où Z. L�QP / désigne le réseau de a
Q
P engendré par L�QP , et a

Q
P =Z.

L�
Q
P / est muni de la

mesure quotient de la mesure sur a
Q
P par la mesure de comptage sur Z. L�QP /.

On observera que, si h<.ƒ/; ˛i > 0 pour tout ˛ 2 �QP , on a

�
Q
P .ƒ/ D

Z
a
Q
P

�
Q
P .H/e

hƒ;H idH:

Pour XP 2 aP on pose aussi

�
Q;XP
P .ƒ/ D

Z
a
Q
P

�
Q
P .H �XP /e

hƒ;H idH D ehƒ;X
Q
P
i�
Q
P .ƒ/:

En sommant sur des réseaux au lieu d’espaces vectoriels on définit, comme en [34,
section 1.5], des variantes "Q;XPP .ZIƒ/ des fonctions �Q;XPP . PourZ 2 AQ, on pose

A
Q
P .Z/

déf
D ¹H 2 AP W HQ D Zº:
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Si Z0 2 AP est tel que Z0Q D Z, on a alors

A
Q
P .Z/ D Z

0
CA

Q
P :

Pour ƒ 2 a�0;C , Z 2 AQ et XP 2 aP , on pose

"
Q;XP
P .ZIƒ/ D

X
H2A

Q
P
.Z/

�
Q
P .H �XP /e

hƒ;H i:

Lemme 1.6.3. La série définissant "Q;XPP .ZI ƒ/ est absolument convergente si

h<ƒ; L̨ i > 0 pour tout ˛ 2 �QP . Dans ce domaine, la série ne dépend que de la pro-
jection de ƒ dans a�P;C=A

_
P . Pour XP 2 aP;Q, la fonction

ƒ 7! "
Q;XP
P .ZIƒ/

se prolonge méromorphiquement à tout ƒ 2 a�0;C .

Démonstration. Montrons le prolongement méromorphe, pourXP 2 aP;Q. La preuve
ci-après est classique (cf. [8] et [34]). Pour tout entier k � 1 on pose

Dk D k
�1D; où D D Z. L�QP / � a

Q
P :

Choisissons k tel que Dk contienne AQP et .XP � Z0/Q. Le réseau dual D_
k

, formé

des ƒ 2 a
Q;�
P ˝C tels que hƒ; Y i 2 2i�Z pour tout Y 2 Dk , vérifie l’inclusion

D_k � A
Q;_
P :

Considérons les fonctions méromorphes4

"
Q

P;k
.ƒ/ D

Y
˛2�

Q
P

.1 � e�k
�1hƒ; L̨ i/�1:

L’ensemble des H 2 Dk tels que �QP .H/ D 1 est celui formé desX
˛2�

Q
P

n˛k
�1
L̨

pour des entiers n˛ � 0. Pour ƒ 2 a�0;C tel que h<ƒ; L̨ i > 0 pour tout ˛ 2 �QP , on a
donc :

"
Q

P;k
.ƒ/ D

X
H2Dk

�
Q
P .H/e

hƒ;H i:

4Dans [8], cette fonction est notée .�Q
P;k�1

/�1.
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Par inversion de Fourier sur le groupe abélien fini AQP nDk , on obtient

"
Q;XP
P .ZIƒ/ D

ehƒ;Z
0i

ŒDk W A
Q
P �

X
�2A

Q;_
P

=D_
k

X
H2Dk

�
Q
P .H CZ

0
�XP /e

hƒC�;H i

D
ehƒ;Z

0i

ŒDk W A
Q
P �

X
�2A

Q;_
P

=D_
k

X
H2Dk

�
Q
P .H/e

hƒC�;HC.XP�Z
0/Qi

et donc

"
Q;XP
P .ZIƒ/ D

ehƒ;Z
0i

ŒDk W A
Q
P �

X
�2A

Q;_
P

=D_
k

ehƒC�;.XP�Z
0/Qi"

Q

P;k
.ƒC �/:

Le lemme en résulte.

Lemme 1.6.4. Le lemme 1.6.3 reste vrai pour tout XP 2 aP .

Démonstration. Notons Z le réseau de R engendré par les h$;H i pour $ 2 O�QP
et H 2 AP . Pour $ 2 O�QP , XP 2 aP et H 2 AP , posons x$ D h$; XP i 2 R et

h$ D h$;H i 2 Z. Notons O�1 l’ensemble des $ 2 O�QP avec x˛ 2 Z. Il existe un
YP 2 aP;Q tel que les coordonnées y$ D h$;YP i vérifient :

• y$ D x$ pour tout $ 2 O�1 ;

• .y$ � h$ /.x$ � h$ / > 0 pour tout $ 2 O�QP X O�1 et tout H 2 AP .

Pour un tel YP on a

�
Q
P .H � YP / D �

Q
P .H �XP /

et donc

"
Q;YP
P .ZIƒ/ D "

Q;XP
P .ZIƒ/:

Pour P; Q 2 P.M/, Z 2 AQ et XP 2 aP , on pose

"
G;XP
P;Q .ZIƒ/ D

X
H2AG

P
.Z/

�GP;Q.H �XP /e
hH;ƒi;

la série étant absolument convergente si h<ƒ; L̨ i > 0 pour tout ˛ 2 �Q. Elle ne
dépend que de la projection de ƒ dans a�P;C=A

_
P .

Lemme 1.6.5. Pour XP 2 aP , la fonction ƒ 7! "
G;XP
P;Q .ZIƒ/ ne dépend que de

l’image de ƒ dans a�P;C=A
_
P . Elle se prolonge méromorphiquement à tout ƒ 2 a�0;C ,

et on a l’égalité
"
G;XP
P;Q .ZIƒ/ D .�1/a.P;Q/"

G;XP
P .ZIƒ/:
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Démonstration. Compte tenu du lemme 1.6.4, c’est l’assertion (2) de [34, sec-
tion 1.5].

Soit X D .XP /P2F.M/ une famille M -orthogonale. On pose5


Q;X
M;F .ZIƒ/ D

X
H2A

Q
M
.Z/

�
Q
M .H;X/e

hƒ;H i:

Lemme 1.6.6. La série X
H2A

Q
M
.Z/

�
Q
M .H;X/e

hƒ;H i

est une somme finie. La fonction ƒ 7! 
Q;X
M;F .ZI ƒ/ est une fonction entière de

ƒ 2 a�0;C , qui ne dépend que de l’image de ƒ dans a�M;C=A
_
M . Pour ƒ en dehors

des murs, on a l’identité suivante :


Q;X
M;F .ZIƒ/ D

X
P2PQ.M/

"
Q;XP
P .ZIƒ/:

Démonstration. La compacité de la projection sur a
Q
M du support de la fonction

H 7! �
Q
M .H;X/

([25, corollaire 1.8.5]) implique que la série définissant Q;XM;F est une somme finie.
Elle définit donc une fonction entière. Pour la seconde assertion on invoque l’expres-
sion de �M dans le lemme 1.6.16, au moyen des �P;Q et du lemme 1.6.5.

Pour P 2 PQ.M/ et � 2 a�P;C , notons d.�/ le cardinal de l’ensemble des

˛ 2 �
Q
P , tels que h�; L̨ i 2 2ik�Z.

5L’indice F et la lettre Z indiquent que l’on somme sur le translaté AQ
M
.Z/ D Z0 CA

Q

M

du réseauAQ
M

de aQ
M

; à ne pas confondre avec l’intégrale
R

aGM
�
Q

M
.H;X/ehƒ;HidH (cf. [25,

lemme 1.9.3]) qui apparaîtra dans la preuve de la proposition 1.7.4. Idem pour l’expression
c
Q;X
M;F

.ZIƒ/, voir plus loin.
6On observera que l’identité du lemme 1.6.1, qui résulte de [25, proposition 1.8.7], rem-

place (avantageusement) la décomposition [25, lemme 1.9.3 (3)], dont ni la formulation, ni la
preuve, ne s’étendent au cas des corps de fonctions – en effet, les murs peuvent contenir des
points du réseau qui donnent alors une contribution non nulle.
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Lemme 1.6.7. On suppose que la familleM -orthogonale X est rationnelle. Choisis-
sons un entier k tel que, pour tout P 2 PQ.M/, le réseau Dk dans a

Q
M contienne

A
Q
M et .XP �Z0/Q. La valeur en ƒ de la fonction Q;XM;F .ZIƒ/ peut s’écrire


Q;X
M;F .ZIƒ/ D

X
P2PQ.M/

X
�

pP;ƒC�.X
Q
P /e

hƒC�;X
Q
P
i;

où les � varient dansAQ;_M =D_
k

et les pP;� sont des polynômes enXQP , de degré d.�/.

Démonstration. Pour ƒ en dehors des murs, on a


Q;X
M;F .ZIƒ/ D

X
P2PQ.M/

"
Q;XP
P .ZIƒ/:

On a vu dans la preuve du lemme 1.6.3 que

"
Q;XP
P .ZIƒ/ D

ehƒ;Z
0i

ŒDk W A
Q
M �

X
�2A

Q;_
M

=D_
k

ehƒC�;.XP�Z
0/Qi"

Q

P;k
.ƒC �/:

Fixons � D ƒ C �. Pour t 2 R et � en position générale, on dispose du dévelop-
pement de Laurent au voisinage de t D 0 des fonctions "Q

P;k
.t� C �/. On rappelle

que

"
Q

P;k
.�/ D

Y
˛2�

Q
P

.1 � e�k
�1h�; L̨ i/�1

et donc

eht�C�;.XP�Z
0/Qi"

Q

P;k
.t� C �/ D t�d.�/eht�;X

Q
P
ifP .t; �; �/e

h�;X
Q
P
i;

où d.�/ est le nombre de racines ˛ 2 �QP telles que ek
�1h�; L̨ i D 1, c’est-à-dire

h�; L̨ i 2 2ik�Z et où, pour � et � fixés, fP .t; �; �/ est une fonction de t , lisse au
voisinage de t D 0, indépendante de XP , et vérifiant fP .0; �; �/ ¤ 0. La dérivée par
rapport à t , d’ordre d.�/ de

eht�;X
Q
P
ifP .t; �; �/;

est un polynôme enXQP de degré d.�/. Le terme de degré zéro dans le développement
de Laurent au voisinage de t D 0 de la fonction

eht�C�;Z
0i

ŒDk W A
Q
M �
eht�C�;.XP�Z

0/Qi"
Q

P;k
.t� C �/

est donc de la forme pP;�.X
Q
P /e

h�;X
Q
P
i. Comme d’après le lemme 1.6.6 la fonction

t 7! 
Q;X
M;F .ZIƒC t�/
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est lisse, les parties polaires se compensent7.

Soit c D .c.�; P // une .G;M/-famille. PourQ 2 F.M/, Z 2 AQ, et une famille

M -orthogonale X D .XP /, on note cQ;XM;F .ZI �/ la fonction définie pour ƒ 2ba0 en
dehors des murs par8

c
Q;X
M;F .ZIƒ/ D

X
P2PQ.M/

"
Q;XP
P .ZIƒ/c.ƒ;P /:

Proposition 1.6.8. Soient Q � R deux sous-groupes paraboliques dans F.M/.
Considérons une .R;M/-famille périodique c associée à une fonction m à décrois-
sance rapide surHR;M , et une famille M -othogonale X. Alors

c
Q;X
M;F .ZIƒ/ D

X
U2HR;M

m.U/
Q;XCU
M;F .Z C UQIƒ/;

et la fonction
ƒ 7! c

Q;X
M;F .ZIƒ/

est une fonction lisse sur �M .

Démonstration. On exprime la .R;M/-famille c au moyen de la fonction m : pour
P 2 P.M/ et ƒ 2 �M , on a

c.ƒ; P / D
X

U2HR;M

ehƒ;UP im.U/;

et donc

c
Q;X
M;F .ZIƒ/ D

X
P2PQ.M/

X
U2HR;M

m.U/ehƒ;UP i"
Q;XP
P .ZIƒ/:

Fixons un P 0 2 P.M/. Pour ƒ dans le cône positif associé à P 0 on a

"
Q;XP
P .ZIƒ/ D .�1/a.P;P

0/
X

H2A
Q
M
.Z/

�
Q
P;P 0.H �XP /e

hƒ;H i:

Donc cQ;XM;F .ZIƒ/ est égal àX
U2HR;M

m.U/
X

P2PQ.M/

.�1/a.P;P
0/

X
H2A

Q
M
.Z/

�
Q
P;P 0.H �XP /e

hƒ;HCUP i;

7On remarquera que, contrairement au cas des corps de nombres, les polynômes obtenus ne
sont en général pas homogènes.

8Notons que cette fonction ne dépend que de la .Q;M/-famille .c.�; P //P2FQ.M/ et de
la famille .Q;M/-orthogonale .XP /P2FQ.M/, déduites de c et de X par restriction.
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qui est encore égal àX
U2HR;M

m.U/
X

P2PQ.M/

.�1/a.P;P
0/

X
H2A

Q
M
.ZCUQ/

�
Q
P;P 0.H � .XP C UP //e

hƒ;H i:

Donc, vu le lemme 1.6.1,

c
Q;X
M;F .ZIƒ/ D

X
U2HR;M

m.U/
X

H2A
Q
M
.ZCUQ/

�
Q
M .H;XC U/ehƒ;H i

et on obtient la formule de l’énoncé grâce au lemme 1.6.6. On observe maintenant
que pour ƒ 2 �M , la fonction surHR;M

U 7! XCU
M;F .Z C UQIƒ/ D

X
H2A

Q
M
.ZCUQ/

�
Q
M .H;XC U/ehƒ;H i

est majorée par
U 7!

X
H2A

Q
M
.ZCUQ/

j�
Q
M .H;XC U/j:

La fonction
H 7! j�

Q
M .H;XC U/j pour H 2 AM

ne prend qu’un nombre fini de valeurs entières, bornées indépendamment de U. Elle
est à support compact inclus dans une boule de rayon majoré par un polynôme en U.
Sa somme surH est donc bornée par un polynôme en U. Par ailleurs,m est à décrois-
sance rapide, ce qui prouve la convergence absolue, uniforme en ƒ, de la série en U.
L’expression cQ;XM;F .ZIƒ/ est donc une fonction continue en ƒ. Plus généralement,
les dérivées en ƒ correspondent à des séries analogues, où l’opérateur différentiel
sur c se traduit en transformée de Fourier par la multiplication par un polynôme en U.
On a encore la convergence uniforme des séries, vu la décroissance rapide dem, d’où
la lissité de la fonction ƒ 7! c

Q;X
M;F .ZIƒ/.

Lemme 1.6.9. On reprend les hypothèses du lemme 1.6.7. La valeur en ƒ de la
fonction cQ;XM;F .ZIƒ/ peut s’écrire

c
Q;X
M;F .ZIƒ/ D

X
P2PQ.M/

X
�

qP;ƒC�.X
Q
P /e

hƒC�;X
Q
P
i;

où les � varient dans AQ;_M =D_
k

, et les qP;ƒC� sont des polynômes en XQP de degré
inférieur ou égal à d.ƒC �/.

Démonstration. La preuve est analogue à celle du lemme 1.6.7 : les fonctions
fP .t; �; �/ doivent être remplacées par les

gP .t; �;ƒC �/ D fP .t; �;ƒC �/c.ƒC t�; P /:



Racines, convexes et .G;M/-familles 30

Il convient ensuite d’observer que là aussi les singularités des "Q;XPP .ZIƒ/ se com-
pensent puisque la fonction

t 7! c
Q;X
M;F .ZIƒC t�/

est lisse d’après la proposition 1.6.8. Mais les degrés des polynômes peuvent s’abais-
ser là où les c.ƒ; P / ont des zéros.

Pour une .G; M/-famille c (périodique ou non) et une famille M -orthogonale
quelconque X, on pose pour ƒ 2ba0 en dehors des murs9,

c
Q;X
M .ƒ/ D

X
P2PQ.M/

�
Q;XP
P .ƒ/c.ƒ; P /:

Cela définit une fonction lisse surba0 (les singularités des fonctions � sur les murs sont
compensées par des annulations dues aux propriétés des .G;M/-familles). Si X est
la famille triviale, on écrit simplement

cGM .ƒ/ D c
G;XD0
M .ƒ/:

Pour U 2 HM , on note c.U/ la .G;M/-famille définie par

c.UIƒ;P / D ehƒ;UP ic.ƒ; P /:

Pour ƒ 2ba0 en dehors des murs, on pose

c
Q
M .UIƒ/ D

X
P2PQ.M/

�
Q
P .ƒ/c.UIƒ;P /:

On a10

c
Q
M .UIƒ/ D e

hƒ;UQic
Q
M .U

Q
Iƒ/;

où UQ est la familleM -orthogonale .UQP / dansMQ. Plus généralement, pour X et U

deux familles M -orthogonales quelconques, on pose

c
Q;X
M .UIƒ/

déf
D

X
P2PQ.M/

�
Q;XP
P .ƒ/c.UIƒ;P /:

Observons que
c
Q;X
M .UIƒ/ D c

Q
M .X

Q
C UIƒ/:

9Rappelons que la fonction �
Q;XP
P

.ƒ/ dépend du choix d’une mesure de Haar sur

aQ
P
D aQ

M
. On prend, bien sûr, la même mesure pour tous les P 2 PQ.M/.

10Notons que dans [34], c’est la .G;M/-famille c.UG/ qui est notée « c.U/ ».
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Si c est une .G;M/-famille périodique et U une familleM -orthogonale rationnelle, la
.G;M/-famille c.U/ est périodique si et seulement si la famille U est entière. Auquel
cas, si c D cm pour une fonctionm à décroissance rapide surHM , alors c.U/D cm0 ,
où

m0.V/ D m.V � U/:

Pour U entière11 et X quelconque on pose

c
Q;X
M;F .Z;UIƒ/ D

X
P2PQ.M/

"
Q;XP
P .ZIƒ/c.UIƒ;P /:

On a
c
Q;X
M;F .Z;UIƒ/ D c

Q;XCU
M;F .Z C UQIƒ/:

On pose aussi


Q;X
M;F .Z;UIƒ/

déf
D 

Q;XCU
M;F .Z C UQIƒ/ D

X
P2PQ.M/

"
Q;XP
P .ZIƒ/ehƒ;UP i:

Si X D T pour un T 2 a0, on remplacera l’exposant T par un simple T dans les
expressions ci-dessus. Avec cette convention on a le

Corollaire 1.6.10. Soit c D cm une .G;M/-famille périodique donnée par une fonc-
tion m à décroissance rapide surHM . Pour T 2 a0 on a

c
Q;T
M;F .ZIƒ/ D

X
U2HM

m.U/
Q;T
M;F .Z;UIƒ/:

Démonstration. C’est un corollaire de la proposition 1.6.8.

Soit HQ;M le R-espace vectoriel formé des familles M -orthogonales dans MQ,
c’est-à-dire qu’on remplace les conditions sur P 2 P.M/ par des conditions sur
P 2 PQ.M/. Soit HQ;M � HQ;M le réseau formé des familles qui sont entières.
L’application naturelle (qui n’est a priori pas surjective)

HM D HG;M ! HQ;M

envoieHM D HG;M dansHQ;M . Elle donne, par dualité, une applicationbHQ;M ! bHM ;
qui se factorise en une application bHQ;M ! bHM :

11On observera que la famille UQ est a priori seulement rationnelle.
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Toute fonction lisse h sur bHM D iH�M définit donc par composition une fonction

lisse hQ surbHQ;M D iH�Q;M , et si h est périodique, alors hQ l’est aussi. Dans ce cas,
h D bm pour une (unique) fonction à décroissance rapide m sur le réseau HM , et on
notemQ la fonction à décroissance rapide sur le réseauHQ;M définie par bmQ D hQ.
Cette fonction vaut 0 en dehors de l’image de l’application HG;M ! HQ;M , et
pour U dans cette image on a

mQ.U/ D
X

V2HG
Q;M

.U/

m.V/;

oùHGQ;M .U/ � HG;M est la fibre au-dessus de U.

Corollaire 1.6.11. Soit c D cm une .G;M/-famille périodique donnée par une fonc-
tion m à décroissance rapide surHG;M . Pour T 2 a0 on a

c
Q;T
M;F .ZIƒ/ D

X
U2HQ;M

mQ.U/
Q;T
M;F .Z;UIƒ/

où


Q;T
M;F .Z;UIƒ/ D 

Q;U.T /
M;F .Z C UQIƒ/:

Démonstration. C’est encore un corollaire de la proposition 1.6.8.

Par inversion de Fourier, ceci se reformule comme suit :

Lemme 1.6.12. Soit X une famille .Q;M/-orthogonale, et soit c une .Q;M/-fa-
mille périodique donnée par une fonction à décroissance rapide m sur HQ;M . Pour
Z 2 AQ et V 2 AM on pose

bcQ;XM;F .ZIV / D

Z
�M

c
Q;X
M;F .ZIƒ/e

�hƒ;V idƒ:

On a alors bcQ;XM;F .ZIV / D
X

U2HQ;M
ZCUQDVQ

m.U/�
Q
M .V;XC U/:

Démonstration. On sait d’après la proposition 1.6.8 que

c
Q;X
M;F .ZIV / D

X
U2HQ;M

m.U/
Q;XCU
M;F .Z C UQIV /;

donc bcQ;XM;F .ZIV / D
X

U2HQ;M

m.U/bQ;XCU
M;F .Z C UQIV /;



L’ensemble PolExp 33

et on observe que

bQ;XCU
M;F .Z C UQIV / D

´
�
Q
M .V;XC U/ si Z C UQ D VQ,
0 sinon.

1.7 L’ensemble PolExp

Nous avons besoin de deux lemmes élémentaires. Faute de référence nous en donnons
une preuve.

Lemme 1.7.1. On considère, pour k D 1; : : : ; m, des nombres complexes ak et des
nombres complexes bk deux à deux distincts, de module 1. On suppose que

(1.1) lim
n!C1

mX
kD1

akb
n
k D 0:

Alors les ak sont tous nuls.

Démonstration. On le démontre par récurrence sur m. Si m D 1, c’est évident.
Supposons-le vrai pour m � 1. En posant dk D bk=bm et ck D ak.1 � dk/, la condi-
tion (1.1) implique

lim
n!C1

�m�1X
kD1

akd
n
k �

m�1X
kD1

akd
nC1
k

�
D lim
n!C1

m�1X
kD1

ckd
n
k D 0:

Les bk sont tous différents donc les dk sont tous différents. L’hypothèse de récurrence
impose ck D 0 pour 1 � k � m � 1. Comme 1 � dk ¤ 0, les ak sont nuls pour
1 � k � m � 1 ; ceci implique am D 0.

Soit a un espace vectoriel réel de dimension finie, et soit R un réseau de a. On
considère pour T 2 R une combinaison linéaire de produits de polynômes et d’expo-
nentielles

�.T / D
X
�2E

p�.T /e
h�;T i;

où E est un sous-ensemble fini de bR Dba=R_ et les p� sont des polynômes sur a.

Lemme 1.7.2. Soit C un cône ouvert non vide de a, et soit T? 2 R. On suppose
que �.T / tend vers 0 lorsque kT k tend vers l’infini pour T dans T? C .C \ R/.
Alors p� D 0 pour tout �.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur la dimension de a. Le cas de la
dimension zéro est fourni par le lemme 1.7.1. Le réseau R peut être décomposé en
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une somme directe RD Zv˚R1 avec v 2 C \ R primitif (c’est-à-dire que v D nv1
avec v1 2 R et n 2 Z implique nD˙1). Considérons T D nvC T1 2 R avec n 2 N
et T1 2 R1. On peut écrire �.nv C T1/ sous la forme

�.nv C T1/ D
X

�2E.v/

q�.n; T1/b
n
�;

où les b� D eh�;vi sont des nombres complexes de module 1, deux à deux distincts
et E.v/ est le quotient de E défini par la restriction à Zv. Les fonctions q� sont de la
forme

q�.n; T1/ D

d�X
sD0

X
�2E�

rs;� .T1/e
h�;T1ins;

où les s sont entiers, les rs;� sont des polynômes sur a1, l’espace vectoriel engendré
par R1, et E� est un sous-ensemble fini de bR1 Dba1=R_1 . Soit d le degré maximal
des polynômes q� en n, et soit a�.T1/ le coefficient de nd dans q� :

a�.T1/
déf
D

X
�2E�

rd;� .T1/e
h�;T1i;

où, par convention, rd;� .T1/ D 0, si d > d�. On a

(1.2) lim
n!C1

�
n�d�.nv C T1/ �

X
�

a�.T1/b
n
�

�
D 0:

On observe que pour T1 fixé et n assez grand on a

nv C T1 2 T? C .C \ R/:

Par hypothèse

(1.3) lim
n!C1

�.nv C T1/ D 0:

On déduit de (1.2) et (1.3) que

lim
n!C1

X
�

a�.T1/b
n
� D 0:

D’après le lemme 1.7.1, les a�.T1/ sont tous nul. Par récurrence descendante sur le
degré, on obtient que, pour tout entier s et tout T1 2 R1,X

�2E�

rs;� .T1/e
h�;T1i D 0:

Par hypothèse de récurrence sur la dimension de a, cela implique que les rs;� sont
nuls. On en déduit que les p� le sont également.
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Nous introduisons maintenant, comme dans [34, section 1.7], l’ensemble PolExp :

Définition 1.7.3. On note PolExp l’espace vectoriel des fonctions � W a0;Q ! C
telles que, pour tout réseau R de a0;Q, il existe une famille indexée par les � 2 bR de
polynômes sur a0

T 7! pR;�.�; T /;

avec les propriétés suivantes :

• les � 2 bR tels que pR;� ¤ 0, sont en nombre fini ;

• pour T 2 R, on a l’égalité �.T / D
P
�2bR pR;�.�; T /eh�;T i.

D’après le lemme 1.7.2, les pR;� sont uniquement déterminés par une approxi-
mation de �R D �jR

sur l’intersection de R et d’un cône ouvert non vide de a0.

Observons que si R et R0 sont deux réseaux de a0;Q tels que R� R0, pour � 2 bR on a

pR;�.�; T / D
X

�02R_=R0_

pR0;�C�0.�; T /:

La famille .pR;�/�2bR se déduit donc de la famille .pR0;�0/
�02bR0 .

Proposition 1.7.4. Soient c une .Q; M/-famille périodique à valeurs scalaires,
X une famille M -orthogonale rationnelle, Z 2 AQ et ƒ 2baM . On note � l’image
de ƒQ dans �QM D �M=�Q. Soit R un réseau de a0;Q, et pour k 2 N� soit
Rk D k

�1R. Alors,

(i) la fonction T 7! �.T / D c
Q;X.T /
M;F .ZIƒ/ appartient à PolExp ;

(ii) si � ¤ 0, il existe un entier k0 � 1, ne dépendant que de R, tel que
pRk ;0.�; T / D 0 pour tout entier k � k0 ;

(iii) si � D 0, i.e. ƒ 2 ƒQ CA_M , alors

lim
k!C1

pRk ;0.�; T / D vol.AQMna
Q
M /
�1ehƒQ;Zic

Q
M .X.T /

Q
IƒQ/

et, en particulier, cette limite est indépendante de R. Plus précisément, il
existe un réel b > 0 ne dépendant que de R, X et T , tel que pour tout entier
k � 1, on ait la majoration

jpRk ;0.�;T /� vol.AQMna
Q
M /
�1ehƒQ;Zic

Q
M .X.T /

Q
IƒQ/j � bNd .c/k

�1;

où d est la dimension de a
Q
M et Nd est la norme pour les .G;M/-familles

périodiques introduite dans la définition 1.5.2.

Démonstration. L’assertion (i) est une conséquence immédiate du lemme 1.6.9. Re-
levons Z en un élément Z0 de AM et choisissons un entier k0 tel que, pour tout
P 2 PQ.M/, le réseauDk0 de a

Q
M contienneAQM et .XP �Z0/Q. Pour P 2 PQ.M/,
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notons ŒR�QP le réseau de a
Q
M image de R par l’application T 7! ŒT �

Q
P D .ŒT �P /

Q.
On suppose k assez grand de sorte que pour tout P 2 PQ.M/ on ait

ŒRk�
Q;_
P � D_k0 � A

Q;_
M :

Avec les notations du lemme 1.6.9 on sait que

pRk ;0.�IT / D
X

P2PQ.M/

X
�2EP

qP;ƒC�.ŒT �
Q
P /;

où
EP D ¹� 2 A

Q;_
M =ŒRk�

Q;_
P j ƒQ C � D 0º:

On voit que EP possède un unique élément si ƒQ 2 AQ;_M c’est-à-dire si � D 0 et
est vide sinon ; (ii) en résulte. Lorsque � D 0 on va esquisser une démonstration de
(iii), différente de celle de [34, section 1.7, lemme (ii)]. Pour alléger les notations on
commence par traiter le cas ƒQ D 0. D’après la proposition 1.6.8 on a

�.T / D
X

U2HM

m.U/
Q;X.T /
M;F .Z;UIƒ/

avec m à décroissance rapide sur le réseauHM et


Q;X.T /
M;F .Z;UIƒ/ D 

Q;.XCU/.T /
M;F .Z C UQIƒ/:

Fixons U 2 HM et posons V D XC U. On rappelle que


Q;V.T /
M;F .Z C UQIƒ/ D

X
H2A

Q
M
.ZCUQ/

�
Q
M .H;V.T //e

hƒ;H i:

Relevons UQ en un élément U 0Q de AM , et posons Z00 D Z0 C U 0Q. On obtient


Q;V.T /
M;F .Z C UQIƒ/ D e

hƒ;Z00i
X

H2A
Q
M

�
Q
M .Z

00
CH;V.T //ehƒ;H i:

Notons RQM l’image de R par l’application H 7! H
Q
M . On suppose R assez fin de

sorte que RQM contienne AQM ainsi que l’image .Z00/Q de Z00 dans a
Q
M . Par inversion

de Fourier sur le groupe fini AQMnR
Q
M , on a


Q;V.T /
M;F .Z C UQIƒ/ D

ehƒ;Z
00i

ŒR
Q
M W A

Q
M �

X
�2A

Q;_
M

=R
Q;_
M

X
H2R

Q
M

�
Q
M .Z

00
CH;V.T //ehƒC�;H i:

Le polynôme en T attaché à ƒ D � D 0, que nous noterons pR;0.V; T /, vaut

pR;0.V; T / D
1

ŒR
Q
M W A

Q
M �

X
H2R

Q
M

�
Q
M .Z

00
CH;V.T //:



L’ensemble PolExp 37

La restriction à a
Q
M de la fonction

H 7! �
Q
M .Z

00
CH;V.T //

est, d’après [25, lemmes 1.8.4 (2) et 1.8.3], combinaison linéaire à coefficients
dans ¹�1;C1º d’une famille finie de fonctions caractéristiques de polytopes du type
C.P;Q;R;X/ qui sont convexes, et bornés (mais en général non fermés) ; en parti-
culier elle est à support compact de rayon borné par un polynôme en V.T /. Lorsque
l’on remplace R par Rk D k�1R et que l’on fait tendre k vers l’infini, pRk ;0.V; T / a
pour limite une intégrale au sens de Riemann :

lim
k!1

pRk ;0.V; T / D vol.AQMna
Q
M /
�1

Z
H2a

Q
M

�
Q
M .H;V.T //dH;

soit encore

lim
k!1

pRk ;0.V; T / D vol.AQMna
Q
M /
�1

Q
M .V.T /I 0/:

Le terme d’erreur est majoré par le volume des hypercubes (les mailles du ré-
seau k�1RQM ) rencontrant la frontière des polytopes ; ces hypercubes sont inclus
dans un voisinage tubulaire de la frontière des polytopes, de rayon a=k où a est une
constante ne dépendant que de la taille des mailles de R. Le voisinage tubulaire a un
volume borné par le produit de a=k et de r.R;V.T // qui est la somme des mesures
des frontières des polytopes. Donc

jpRk ;0.V; T / � vol.AQMna
Q
M /
�1

Q
M .V.T /I 0/j �

a

k
r.R;V.T //:

On passe de Q;XM;F à cQ;XM;F en sommant sur U cette inégalité contre m.U/, d’où :

jpRk ;0.�; T /� vol.AQMna
Q
M /
�1c

Q
M .X.T /

Q
I0/j �

a

k

X
U2HM

r.R;UCX.T //jm.U/j:

Comme r.R;V.T // est majoré par un polynôme en V.T / on voit (avec les notations
de la définition 1.5.2) qu’il existe un entier d et une fonction b.R;X.T // telle queX

U2HM

r.R;UC X.T //jm.U/j � b.R;X.T //nd .m/:

En prenant l’infimum sur les m, on obtient l’assertion souhaitée lorsque ƒQ D 0.
Maintenant on observe que

c
Q;X.T /
M;F .ZIƒQ/ D e

hƒQ;Zid
Q;X.T /
M;F .ZI 0/;

où d est la .Q;M/-famille périodique déduite de c par translation par ƒQ. Le cas
général en résulte.
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L’expression
vol.AQMna

Q
M /
�1ehƒQ;Zic

Q;T1
M .XQIƒ/

est indépendante du choix de la mesure de Haar sur a
Q
M . Dans les applications que

nous avons en vue, la normalisation naturelle semble être la suivante : pour chaque
M 2 L, on munit aM de la mesure de Haar, telle que

vol.BMnaM / D 1

et pour Q 2 F.M/, on munit a
Q
M de la mesure de Haar compatible avec les mesures

sur aM et sur aQ D aMQ et avec la décomposition aM D aQ ˚ a
Q
M . Alors on a

vol.BQMna
Q
M / D 1; et vol.AQMna

Q
M / D jcM j

�1
jcQj:


