Chapitre 1

Racines, convexes et (G, M)-familles

1.1 Le corps F

Dans tout cet article, F' est un corps global et, sauf mention expresse du contraire
lorsque nous faisons le parallele avec le cas des corps de nombres, il est de caracté-
ristique p > 0.

Soit IF, «le» corps fini a ¢ éléments, pour une puissance ¢ du nombre premier p.
Soit V une courbe projective lisse et géométriquement connexe sur IF,, de corps de
fonctions F. L’ensemble |V| des points fermés de V est en bijection avec I’ensemble
des places de F. Pour v € |V|, on note F, le corps complété de F en v, o, 1’an-
neau des entiers de F,, p, ’idéal maximal de o,, et k, le corps résiduel o, /p,. Ce
dernier est une extension finie de F,, de degré deg(v) appelé « degré de v », et de
cardinal ¢, = ¢9€®)_ Pour v € |V|, on note encore v la valuation sur F, normalisée
par v(F,) = Z, c’est-a-dire par v(w,) = 1 pour une uniformisante @, de F,, et on
note | |, la valeur absolue sur F,, définie par

|x|U=q;v(x)7 -XEFU

Soit A 1’anneau des adeles' et A* le groupe des ideles de F. On dispose de 1’appli-
cation degré
deg: A - Z,

définie par

deg(@) = Y —v(ay)deg(v)  pour @ = (@)vey| € A%,
vE|V|

etonpose |a| =[], lavlv = q9°2@ Le groupe F* est un sous-groupe discret de A,
contenu dans
Al = {a € A : deg(a) = 0},

et le quotient F*\A! est un compact.

'Le corps F étant fixé dans toute la suite nous alleégeons la notation en notant simplement
A I’anneau A .
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1.2 Espaces vectoriels et réseaux

Soit P un groupe algébrique linéaire connexe défini sur F. On note X r (P) le groupe
des caracteres algébriques de P définis sur F. Si R est un anneau, on pose

ap.r £ Hom(Xfr(P), R).

Le Z-module libre de type fini ap z est un réseau de I’espace vectoriel réel

déf
ap = apRr.

Pour x € P(A), on note Hp (x) I’élément de ap tel que
(x,Hp(x)) =deg y(x) pourtout y € Xg(P).
L’application x — Hp (x) est un homomorphisme
Hp : P(A) — ap,

dont I’image — notée ap r dans [8] et dans [34] — sera ici notée Ap :
def
Ap = Hp(P(A)).
Pour un corps de fonctions, Ap est un sous-groupe d’indice fini de ap 7 et donc
un réseau de ap (alors que Ap = ap pour un corps de nombres). Une inclusion
de F-groupes algébriques linéaires connexes P C Q induit des homomorphismes

ape —> AQ.e.

On pose

0 déf s

ap = ker[ap — ag] et Ag = ker[Ap — Ag] = Ap N a2

P

Pour H € Ap on notera P(A; H) ’image réciproque de H. Le noyau de Hp,
usuellement noté P(A)!, n’est autre que P(A;0). Le groupe P(A)! = P(A;0)
opere par translations sur P(A; H) ainsi que le groupe P(F) des points F-ration-
nels de P qui est un sous-groupe de P(A)!, et donc P(A)! opére a droite sur le
quotient P(F)\P(A; H).

Supposons que le radical unipotent Up de P soit défini sur F et qu’il existe une
section 1 : P = P/Up — P, elle aussi définie sur F (c’est toujours le cas si P est
un F-sous-groupe parabolique d’un groupe algébrique réductif connexe défini sur F').
On note Zp le centre « schématique » de P, et Ap C Zp le tore F-déployé maximal
de Zp. On identifie Ap a t(Ap). Lhomomorphisme naturel

-AAP — Ap
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est bien défini (il ne dépend pas de la section ¢). Il est injectif mais non surjectif en
général ; son image sera notée

Bp £ Hp(Ap(A)).

C’est un sous-groupe d’indice fini de Ap ; on pose
déf
cp = Bp\Ap = Ap(A)P(A)'\P(A).

Pour P C Q deux F-sous-groupes paraboliques d’un groupe algébrique réductif
connexe défini sur F, I'inclusion Ap C Ao (définie via le choix de sections P—>P
et 0 — Q définies sur F) induit une section ap — ap de I’homomorphisme surjectif
ap — ag et donc une décomposition

ap =ag @a}Q,.

Pour X = Xp € ap, cette décomposition s’écrit X = Xp + Xe.

1.3 Dualité et mesures

On appelle caractere d’un groupe topologique, un homomorphisme continu dans C*,
et caractere unitaire, un caractere a valeurs dans le groupe U des nombres complexes
de module 1. Le dual de Pontryagin d’un groupe abélien localement compact est le
groupe topologique de ses caracteres unitaires.

Si a est un espace vectoriel réel de dimension finie, on notera a* ’espace vectoriel
réel dual, (A, X) le produit scalaire de X € a et A € a*, et @ le dual de Pontryagin
de a que I’on peut identifier, au moyen de 1’exponentielle, au sous-espace ia* des
vecteurs imaginaires purs dans a* ® C. Si R est un réseau de a, on notera R I’en-
semble des A € ia* tels que (A, X) € 2inZ pour tout X € R. C’est ’orthogonal
de R du point de vue de la dualité de Pontryagin : le groupe compact @/R" s’identifie
au dual de Pontryagin de R :

R~a/RY.

Pour une fonction a décroissance rapide f sur R, on note f la fonction lisse sur R
définie par
F)y =Y fX)et X AeR.

XeR

Si R est muni de la mesure duale de la mesure de comptage sur R, c’est-a-dire telle
que vol(R) = 1, on a la formule d’inversion

F(X) = A F(N)e X1 dA, X eR.
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Pour alléger 1égerement les notations, pour P comme en section 1.2, on se permettra
d’écrire ap, Ap, etc., en place de ap, Ap, etc. On pose
déf =
rp = Ap.

Notons E(P), resp. E(P)', I’ensemble des caracteres unitaires de Ap (A), resp.
Ap(A)!, qui sont triviaux sur Ap(F). Ce sont deux groupes abéliens localement
compacts, et E(P)! est un quotient discret de E(P). On notera E(P)™ I’ensemble
des caracteres, non nécessairement unitaires. Le groupe E(P) s’insere dans la suite

exacte courte
0— Bp - E(P) > E(P)! = 0.

Convention 1.3.1. Pour les mesures de Haar sur les groupes abéliens localement
compacts, on adoptera les normalisations suivantes. On impose la compatibilité aux
suites exactes courtes et a la dualité de Pontryagin. Les réseaux de ap sont munis de
la mesure de comptage. Cela implique que le groupe fini cp est, lui aussi, muni de la
mesure de comptage, et que I’on a’

vol(up) = vol(Bp) = vol(@p) = 1.
On impose aussi que la mesure de Haar sur Ap (F)\Ap (A) vérifie
vol(Ap(F)\Ap(A)") = 1.

Ceci implique en particulier que le groupe discret E(P)', dual du groupe compact
Ap(F)\Ap(A)!, est muni de la mesure de comptage.

Tout caractere y de P(A) s’écrit de maniére unique
X = Xull

avec |x|(g) = |x(g)| et yu unitaire. Le caractére | x| est trivial sur P(A)!. On note
x' = xi la restriction de y 2 P(A)'. Tout élément v € a}  définit un caractere
de P(A), trivial sur P(A)! :

p s eVHPP) e p(A),

Ce caractére ne dépend que de 'image de v dans a}, /Ay et sarestriction a2 Ap (A)
ne dépend que de I'image de v dans a}, /B}. La suite exacte courte

0—>¢Cp—>apc/Ap > apc/Bp >0

20On observera que cette convention n’est pas celle utilisée dans [8].
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correspond a la restriction des caracteres de P(A) a Ap(A). Si 7 est une représen-
tation de P(A), pour v € a}‘,,C /Ay on note m, la représentation de P(A) définie
par

7y(p) = 1(p)e NP p e PA).

On la notera aussi parfois 7 * v. De méme, si £ est un caractere de Ap(A), pour
v € a} /By, onnote & = £ x v le caractere a > £(a)e!V"HP @) de Ap(A).

1.4 Sous-groupes paraboliques

Soit G un groupe algébrique réductif connexe défini sur F. Tous les sous-groupes
paraboliques de G considérés dans la suite, ainsi que leurs composantes de Levi,
sont supposés définis sur F. On fixe un sous-groupe parabolique minimal Py de G et
une composante de Levi My de Py. On note Ay le tore F'-déployé maximal du centre
Zm, de My. Ainsi My est le centralisateur de Ag dans G. Un sous-groupe parabolique
de G est dit « standard », resp. « semi-standard », s’il contient Py, resp. My. Un facteur
de Levi de G, c’est-a-dire une composante de Levi d’un sous-groupe parabolique
de G, est dit « semi-standard » s’il contient My, et il est dit « standard » si c’est la
composante de Levi semi-standard d’un sous-groupe parabolique standard. Dans la
suite, tous les sous-groupe paraboliques et tous les sous-groupes de Levi seront semi-
standards — nous omettrons parfois de le préciser.

On note P = PY, resp. L = LY, I’ensemble des sous-groupes paraboliques,
resp. facteurs de Levi, de G, (semi-standards), et Pg; = ’J’g le sous-ensemble de P
formé des éléments standards. Pour P € P, on note Mp ou simplement M la com-
posante de Levi (semi-standard) de P, et Up ou simplement U, le radical unipotent
de P ; on a les identifications

Ap = Ay, ap=ay e Ap =Apy.
On pose
ap = dim(ap).

Pour P, Q € Ptelsque P C Q, on anoté ag le noyau de I’homomorphisme naturel
ap — ag. On pose
ag = dim(ag) =ap —agp.

Pour M € L on note P(M), resp. F(M), le sous-ensemble des Q € P avec
comme composante de Levi Mg = M, resp. Mg D M. Pour Q € F(M), on pose

POM)={PePM):PCQ}), FeM)={PecFM):PcCOQ}

On se permettra de remplacer I'indice P par un indice M dans les objets qui ne dé-
pendent pas du choix de P € P(M). Par exemple, pour Q € F(M) et P € PL(M),
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on écrira parfois aAQ4 au lieu de ag, et X 18 au lieu de X 3 pour X € ap,. On rem-
placera souvent I’indice « P » par un indice « 0 » : ainsi on écrira Ao pour Ap,,
ag pour ap,, ag = ag ® aOQ, etc.

On fixe une forme quadratique définie positive (-, :) sur ag, invariante par le
groupe de Weyl W = N (4y)/ My, ot N (Ay) est le normalisateur de Ay dans G.
Pour tout X € ag, on note || X| = (X, X)"/? la norme de X. Pour M € L, la
forme (-,-) induit, par restriction, une forme quadratique définie positive sur ayy,
invariante par le groupe de Weyl WM = NM (4,)/M,. Pour Q € F(M), aAQl n’est
autre que I’orthogonal de ag dans a,z, pour cette forme.

Pour P € Py, on dispose des racines de Ay dans Mp et des coracines, qui sont
de éléments de a . Pour toute racine « et toute coracine Bona

(@.B) = Nyp € Z.

Les coracines appartiennent donc a agi Q- Soit A(I; I’ensemble des racines simples
de Ay dans Mp pour I’ordre défini par Py N Mp ; on note Ag’ la base de a(l)) formée
par les coracines simples, et A(I)D la base des poids pour Mp, c’est-a-dire la base
de (al)* duale de A(}; .Lorsque P = G, on écrira souvent Ag pour A§. On observe
que A(‘)D C Ay et que AS) est ’ensemble des restrictions non nulles des éléments
de Ag au sous-espace al deaf.

Plus généralement, pour P, Q € Py tels que P C @, on note Ag I’ensemble
des restrictions non nulles des éléments de AOQ au sous-espace ag de aOQ. On note
Ag I’ensemble des projections non nulles des éléments de Ag sur ’espace ag par
rapport a la décomposition aOQ = a{; @ ag. On note Ag la base de (ag)* duale
de Ag : c’est le sous-ensemble des éléments de AOQ nuls sur aé’ . On considere les

éléments de Ag et Ag comme des formes linéaires sur ag, grace a la décomposition
P
ap = a EBag ®ag.

Rappelons que deux réseaux R; et R, d’un R-espace vectoriel de dimension finie
sont dits commensurables si leur intersection R; N R, est d’indice fini dans chacun
d’eux. En particulier on a le lemme suivant.

Lemme 1.4.1. Les réseaux Z(Ag) sont commensurables aux .Ag.

Ces définitions s’étendent a toute paire de sous-groupes paraboliques (P, Q) de G
tels que P C Q : on choisit un élément g € G(F) tel que g~! Pg D Py et, par transport
de structures via le F-automorphisme Intg; de G, on définit les analogues des objets
ci-dessus; cela ne dépend pas du choix de g.

On note ag' I’ensemble des X € aq tels que (o, X) > O pour tout @ € Ag. Un
élément de ay est dit régulier s’il appartient a a:{ . Pour X € ay, on pose

do(X) = aienAfo(a, X).
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Ainsi X est régulier si et seulement si d o(X) > 0.

Soit M un facteur de Levi de G. Pour P € P(M), les homomorphismes de R-es-
paces vectoriels ayy — ap et de Z-modules Ay — Ap sont des isomorphismes.
Pour P, Q € Ptelsque P C Q, on anoté Ag le réseau ker[Ap — Ap] =Ap N ag

o
deap.
Lemme 1.4.2. On a une suite exacte courte de réseaux :

0—>Ag - Ap - Ag — 0.

Démonstration. 11 convient d’établir la surjectivité de la fleche Ap — Ag. Pour cela
on invoque la décomposition d’Iwasawa (rappelée en section 3.1) : tout g € Q(A)
peut s’écrire ¢ = pk avec k € K, ou K est un bon sous-groupe compact maximal
dans G(A) et p € P(A),donc Hp(q) = Hg(p) = Hp(p). [

On pose dualement
Q déf ~0
Rp =Hp/itg =Ap.
Notons qu’en général il n’y a pas de section canonique relevant Ao dans Ap. En
revanche, on a toujours I’inclusion

Bo =Hp(Ao(F)) =Hp(Ap(F)) C Bp.
Puisque A est un sous-tore de Ap, on a I’égalité :
Bo =BpNag.
En résumé, les inclusions
Ag(A) C Ap(A) C Mp(A) C Mp(A)

donnent le diagramme commutatif suivant :

Ap —— Ag

|
Bp +— By,

ou la fleche horizontale du haut est surjective alors que les trois autres sont injectives.
On pose

B YU Bo\Bp et C2LE By\Ap.

On observe que BIQ, est un réseau de ag et que Gg est un Z-module de type fini qui
s’insere dans la suite exacte courte

O—>B§—>€IQ,—>CP—>O.
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1.5 Familles orthogonales et (G, M )-familles

Fixons un facteur de Levi M € L et considérons une famille
X = (Xp)rPesm)

d’éléments Xp € ap. Une telle famille est dite M -orthogonale (ou simplement ortho-
gonale) sipour tous P et Q dans F(M) tels que P C Q, la projection (Xp)o de Xp
dans ap est égale a Xo. Pour M’ € L tel que M C M’, une famille M -orthogonale
détermine par restriction une famille M’-orthogonale. I suffit, pour définir une fa-
mille M -orthogonale, de se donner des Xp € aps pour chaque P € P(M) vérifiant
la propriété suivante : si P et P’ € P(M) sont adjacents et si & est I’'unique racine
de Aps positive pour P et négative pour P’, alors Xp — Xp/ est un multiple de &.
La famille est dite réguliére siles Xp — Xp- sont des multiples positifs de &. On dit
que la famille est entiere, resp. rationnelle, si Xp € Ap, resp. Xp € ap,q, pour tout
P € P(M).Dans ce cas Xg € Ag, resp. Xp € ap, g, pour tout Q € F(M).

On notera H,pr ou simplement £y si aucune confusion n’en résulte, le R-es-
pace vectoriel de dimension finie formé des familles M -orthogonales, et

Hpr = He.m CS5u
le réseau formé des familles qui sont entieres. On note
Su =9
le dual de Pontryagin de $)s. Le groupe compact
Har = Sur/HY,

s’identifie au dual de Pontryagin de Hys. Pour chaque P € F (M), on dispose d’une
application
wp 9Oy — ap, X = Xp

qui est surjective et on note
Lp ap —> Sf)M

I’application injective transposée de mp.

Une maniere tres simple de construire une famille My-orthogonale est de fixer
un élément T € ag. Pour P € P(My), si w est 'unique élément de W tel que
Y(Po) = P,onpose [T]p = wT.Onadonc [T]p, = T et’ensemble

T = (Tlp)pPermy)

définit une famille My-orthogonale. Pour Q € F(My), on a [T]p = ([T]p)o pour
un (i.e. pour tout) P € P2(Mj). Cette famille est réguliere, resp. rationnelle, si et
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seulement si 7' € ag, resp. T € ag,@- Soit X = (Xp) une famille M -orthogonale, et

soit 7' un élément de ay. On définit une autre famille M -orthogonale en posant :
X(T)=X+7, c’est-a-dire X(T)p =Xp+[T]p.
Une (G, M )-famille est la donnée d’une famille de fonctions
c=ArcA,P)| PeF(M))

a valeurs dans C, ou plus généralement a valeurs dans un espace vectoriel de dimen-
sion finies E, vérifiant les conditions :

* pourtout P € F(M), la fonction A +— ¢(A, P) est lisse sur ap;
« pourtous P, Q € F(M) telsque P C Q (i.e. P € F2(M)),ona

(P, = e Q).

Pour chaque P € F(M), on prolonge ¢ (-, P) en une fonction sur @y constante sur les
fibres de la projection @y — ap. Comme pour les familles M -orthogonales, il suffit
pour définir une (G, M )-famille de se donner des fonctions lisses

c(\P):ay - E pour P eP(M)

qui vérifient la propriété suivante : pour P, P’ € P(M) deux éléments adjacents cor-
respondant a des chambres séparées par le mur ag, ol R est I’élément de F(M)
engendré par P et P’, on a I’égalité

C(', P)|/£I\R = C(',P/)k;R.

Les fonctions c (-, Q) pour Q € F(M)~P(M) s’en déduisent par restriction.

Une (G, M)-famille ¢ = (c(-, P)) est dite périodique si pour tout P € F(M),
la fonction A + ¢(A, P) est invariante par translation par Ay, i.e. se factorise
par up = Ap. Pour qu'une (G, M)-famille ¢ = (c(:, P)) soit périodique, il suffit
que pour tout P € P(M), la fonction A — ¢ (A, P) soit Ay, -périodique. On notera
D(G, M) le C-espace vectoriel formé des (G, M )-familles périodiques.

Soit m une mesure de Radon a décroissance rapide sur $Hps et a valeurs dans E.
On lui associe une (G, M)-famille en posant, pour A € ap :

c(A, P) :/ eXP) dm (%),
Sm

ou Xp = np(X). La (G, M)-famille ¢ est périodique si et seulement si la mesure m
est le produit d’une fonction a décroissance rapide sur le réseau Jps par la mesure de
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comptage. Par abus de notation nous noterons encore m cette fonction. Sa transformée
de Fourier

@)=Y Mm@ pour 2 e by
UeFH

se factorise par Fpr, ¢ est-a-dire est invariante par J(y,. On notera ¢, la (G, M)-fa-
mille périodique définie par

em(AP)= )" MUPImQ) = (o p)(A).
UeFH

On munit I’espace vectoriel de dimension finie $3s d’une structure euclidienne
et on note ||X|| la norme du vecteur X € 9. L’espace S(Hys) des fonctions m a
décroissance rapide sur Hjs est muni d’une structure d’espace de Fréchet au moyen
des normes ng pourd € N :

ng(m)= sup (1+ U9 m).

UeH

Tout opérateur différentiel & coefficients constants D sur aps permet de définir une
semi-norme Np sur I’espace D (G, M) en posant

Np(e)= Y_ sup |De(A, P)l,
Pep(M) NERM

munissant ainsi (G, M) d’une structure d’espace de Fréchet. L’application linéaire
S :8(Hy) — D(G, M),

définie par m +— ¢,,, est continue.

Lemme 1.5.1. Toutes les (G, M)-familles périodiques sont obtenues de cette ma-
niére. En d’autres termes, ’application S est surjective.

Démonstration. C’estune variante de [25, proposition 1.10.1]. La preuve en est iden-
tique, a ceci pres que la fonction y sur R servant a construire la globalisation sur §M
de la (G, M)-famille ¢ donnée, qui ici est périodique, doit étre prise périodique au
lieu de lui imposer d’étre a support compact. Plus précisément, on fixe une base Bg
de ag = iag, et pour chaque P € F(M), on pose

Bp =1p(Bg U l'Zp) C gf)\M

On note B la base de §M formée par ’'union de ces ensembles Bp. C’est I’'union
de Bg etdes eg = tg(iwp), ou O parcourt I’ensemble Fnax (M) des sous-groupes
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paraboliques maximaux propres de G contenant M et wgp est 'unique élément
de Ag. Pour chaque P € J(M), on a une partition de B8 en

i)’:i)’pUi))P avec £P={€Q|Qegjmax(M)’QzP}

qui induit une décomposition de $js en somme directe. Pour A € $js, on note
A = Ap + AP la décomposition associée et I’on pose

xpAF) =TT xxe) si AF = D" xpWeg.
opP opP
On définit la fonction

fA) = D (=D Mc(p, P)xp(AF).

PeF (M)

oul’on aidentifié \p € tp(ap) aun élément de ap. Notons Z le réseau de R engendré
parles xg(A) pour A € Hy, et Q € Fax(M). Il suffit de prendre pour y une fonction
lisse et Z-invariante sur R, telle que y(0) = 1. N’importe quel caractere de Z\R
convient — par exemple y = 1. ]

Ce résultat permet de définir d’autres normes sur ’espace D (G, M) :
Définition 1.5.2. Pour d € N on pose
Na(e) = infing(m) | ey = c}.

1.6 Fonctions caractéristiques de cones et de convexes

Q

Pour P, Q € P tels que P C Q, on note® 7%, resp. ?,?, la fonction caractéristique

du cone ouvert dans agy défini par A2, resp. Ag :
2(X) =16 (@, X)>0,Va € AY,

'fg(X) =14 (w,X)>0,Vo € Ag.

Pour Q = G, on écrira souvent tp = Tg, Tp = ?g. La propriété essentielle pour la

combinatoire est que les matrices, indexées par les couples de sous-groupes parabo-
liques standards, T = (tp,p) et T = (Tp,p) définies par

o { (-1arc? siPcCQ ~ { (-)arz? siPcQ
P,O — R 0

. et Tp,0 = .
0 sinon, € sinon,

3Comme dans [25], toutes les fonctions indexées par P sont des fonctions sur ag qui se
factorisent a travers ag \ap (~ ap). Dans [34], elles sont considérées comme des fonctions
surap.
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sont inverses I’une de I'autre : 77 = Tt = 1 (cf. [25, proposition 1.7.2]).

Soit M € L. Fixons un élément Q € P(M). Cet élément définit un ordre sur
I’ensemble des racines de Aps dans G. On écrit o > 0, resp. o <g 0, pour signifier
qu’une racine « est positive, resp. négative, pour cet ordre. Pour P € P(M), notons
¢1(>;,Q la fonction caractéristique des X € ag suivante :

(we,X) <0 poura € Ap,telquea >0 0,

G
X)=1
¢P,Q( ) {:}{ (wa. X) >0 poura € Ap,tel quer <g 0,

ol {wy : @ € Ap} = Ap est la base de (ag)* duale de {¢ : @ € Ap} = Ap. On
note a(P, Q) le nombre des o € Ap tels que o <o 0. Par définition, ¢Iq,Q se
factorise par ag. Observons que qbg’ o est noté ¢ur,s dans [25] lorsque P = s(Q)
pour un élément s dans le groupe de Weyl. Plus généralement pour R € F(M) et
P, Q € PR(M), on définit la fonction ¢S, p comme ci-dessus, en remplagant G
par L = Mg, P par P N L, et Q par Q N L. Nous aurons aussi besoin de ¢>§,
la fonction caractéristique du cone fermé dans ag, défini par —AIQ, :

P2 (X)=1% (w,X) <0, Vo € AS.

On observera que qbg = ¢§ I

Nous allons citer des résultats empruntés a la section 1.8 de [25]. Leurs preuves
reposent sur le lemme 1.8.1 de [25, page 22], dont la démonstration est incorrecte.
Cette erreur a été observée par P.-H. Chaudouard. Une preuve alternative en est don-
née dans I’annexe (cf. Err (i), lemme A.3).

Pour P et R dans P tels que P C R, on définit la fonction F}f sur ag X ag par

RH.X)= Y (=D rRtZ(H)TE(H - X).
{Q|PCOCR}

D’apreés [25, lemme 1.8.3] la projection dans af.? du support de la fonction
H— F;f (H, X) est une union d’ensembles C(P, Q, R, X) et est donc compacte.

Précisément, il existe une constante ¢ > 0 telle que, si FIIf(H ,X)#0,0na
IHFI < cIXE].
ou X — X 5 est la projection sur I’ orthogonal de ag’ @ agr. De plus, si P est standard
et X est régulier, on a
TE(H. X) = tf (H)¢F (H = X).

Soit M € L. Pour une famille M -orthogonale X = (Xp) et pour R € F(M), on
note I' A’; (-, X) la fonction sur ay définie par

TR(H%) = Y (=D *RTL(H - Xp).
PeFR(M)
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D’apres [25, proposition 1.6.5], si la famille X est réguliere, alors FAIfI (-, %) est la

fonction caractéristique de I’ensemble des H € ag, dont la projection H A’} dans ajf}

appartient a I’enveloppe convexe des points X ff pour P € PR(M). En général, la
projection du support de la fonction FAI; (-, ¥) dans aﬁ est compacte [25, corol-
laire 1.8.5]. Précisément, il existe une constante ¢ > 0 (indépendante de la famille
X), telle que pour tout H € ag tel que FAIfI (H, %) # 0, on ait

R R
[Hyll <c sup [ Xp].
PePR(M)

On se limite maintenant au cas R = G.

Lemme 1.6.1. Soit Q € P(M). Ona

Ty(H.%) = Y (~)*POeg (H — Xp).
PeP(M)

Démonstration. Ceci résulte de [25, proposition 1.8.7 (2)]. ]

Pour les (nombreuses) autres égalités reliant les fonctions rg, ’r\g, ¢gQ, r g
et Flg, on renvoie a [25, sections 1.7, 1.8] et a [34, section 1.3].

Pour P, Q € P tels que P C @, les fonctions méromorphes eg sur ag o sont
définies dans [25, section 1.9]. On rappelle leur définition :

Définition 1.6.2. On munit ’espace vectoriel ag d’une mesure de Haar. Pour
A € aj - en dehors des murs, on pose

€2 (M) =vol@g/Z(A%) [T (A&,
aeAg

ou Z(AIQ,) désigne le réseau de ag engendré par A2 et ag / Z(AIQ,) est muni de la
mesure quotient de la mesure sur a}Q, par la mesure de comptage sur Z(Ag).

On observera que, si (N(A), «) > 0 pour tout @ € A2 ona
€A = /Q ¢S (H)e™M ) dH.
ap
Pour Xp € ap on pose aussi

Q
e (N = | ¢P(H - Xp)e M dH = AXP)2(A).
af

En sommant sur des réseaux au lieu d’espaces vectoriels on définit, comme en [34,

section 1.5], des variantes 81Q>’XP (Z; A) des fonctions eg’X” .Pour Z € Ag, on pose

A8(Z)E{H e Ap : Hy = Z}.
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Si Z' € Ap esttel que Z’Q = Z,on aalors
A(2) =7+ AZ.
Pour A € aé)c, Z e Aget Xp € ap, on pose

s N(ZiN = Y dp(H —Xp)eMH).
HeAS(2Z)

Lemme 1.6.3. La série définissant & P’XP (Z; A) est absolument convergente si
(MA, @) > 0 pour tout o € AIQ,. Dans ce domaine, la série ne dépend que de la pro-
jection de A dans a3, /AY,. Pour Xp € ap,q, la fonction

0.Xp .
A ep™ " (Z:N)
se prolonge méromorphiquement a tout A € ag ..

Démonstration. Montrons le prolongement méromorphe, pour Xp € ap g.Lapreuve
ci-apres est classique (cf. [8] et [34]). Pour tout entier K > 1 on pose

Dy =k~'D, o D=27(AY% cdl

Choisissons k tel que Dy contienne AIQ, et (Xp —Z")€. Le réseau dual D}/, formé
des A € a}Q)’* ® C tels que (A,Y) € 2iw Z pour tout Y € Dy, vérifie I’inclusion

v o,v
Dy CAp.
Considérons les fonctions méromorphes*

g2, ()= [] (1—e ¥ A@)1,
aeAg

L’ensemble des H € Dy tels que ¢ I‘_? (H) = 1 est celui formé des

Z ngk 'a

o
aEAp

pour des entiers ny < 0. Pour A € az c tel que (MA,a) > 0 pourtout o € AQ, ona
donc :

2, ()= Y ¢f (H)e!M),
HeDy

“Dans [8], cette fonction est notée ((91,9},(,l )L,
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Par inversion de Fourier sur le groupe abélien fini A}Q,\Dk, on obtient

(A,Z7)
e
NN = ——5 Y Y GR(H +Z = Xp)etH I
[Di : Ap] veAQ py HEDy
A,Z'
_ ! ) Z Z ¢Q(H)e(A+v,H+(XP—Z/)Q)
D A9 P
[ k-/p veﬂg'v/D]\(/ HeDy
et donc
A 14
0.Xp Z-A) = €< 2 (A+v,(Xp—2")2) 0 A
e (Z; )_—D 0 Yoo ep (A +v).
[Dr : P] veAg'v/'D,{
Le lemme en résulte. n

Lemme 1.6.4. Le lemme 1.6.3 reste vrai pour tout Xp € ap.

Démonstration. Notons Z le réseau de R engendré par les (w, H) pour @w € Ag
et H € Ap. Pour w € AIQ,, Xp €ap et H € Ap, posons x5 = (@, Xp) € R et

he = (w, H) € Z. Notons A; 'ensemble des @ € AIQ, avec xq € Z. Il existe un
Yp € ap g tel que les coordonnées y, = (w, Yp) vérifient :

* Y@ = Xy pourtout w € Ar;
. o —he) Xy —hg) >0 ourtoutteAQ\AlettoutH e Ap.
y p P

Pouruntel Yp on a

¢F(H — Yp) = ¢£ (H — Xp)
et donc
eg’YP (Z;N) = Sg’XP (Z; A). [

Pour P, Q € P(M), Z € Ag et Xp € ap, on pose

G.X . ,
epo (Z:N) = > ¢fo(H — Xp)eA),
HeAS(Z)

la série étant absolument convergente si (RA, &) > 0 pour tout @ € Ag. Elle ne
dépend que de la projection de A dans a} ~/Ajp.

Lemme 1.6.5. Pour Xp € ap, la fonction A +— sg’)Q(P (Z; N) ne dépend que de
l'image de A dans a;",’c /A}. Elle se prolonge méromorphiquement a tout A € a;’c,
et on a l’égalité
G, X . , G.X .
epo’ (Z:A) = (=) PDLAr(Z: A).



Racines, convexes et (G, M)-familles 26

Démonstration. Compte tenu du lemme 1.6.4, c’est I'assertion (2) de [34, sec-
tion 1.5]. [ ]

Soit X = (Xp) pes(ar) une famille M -orthogonale. On pose’
X~
Yo EZiN = Y TE(H. %)M,
HeAS (2)
Lemme 1.6.6. La série

> TE(H X))
HeAS (2)

est une somme finie. La fonction A +— 7/18”35 (Z; A) est une fonction entiere de
Ae a;jc, qui ne dépend que de I'image de A dans ax,l’(c [ Ay Pour A en dehors
des murs, on a l’identité suivante :

k: X
YaE(ZiN) = Y 2N (Z:A).
PPl (M)

Démonstration. La compacité de la projection sur aAQ,I du support de la fonction
H i T2(H, %)

([25, corollaire 1.8.5]) implique que la série définissant )/18135 est une somme finie.
Elle définit donc une fonction entiere. Pour la seconde assertion on invoque 1’expres-
sion de I'ps dans le lemme 1.6.1°, au moyen des ¢p,o et dulemme 1.6.5. [ ]

Pour P € P2(M) et A € ap ¢, notons d(A) le cardinal de ’ensemble des
a € AIQ,, tels que (A, a) € 2iknZ.

SLindice F et la lettre Z indiquent que 1’on somme sur le translaté A,‘Q,, (Z2)=27"+ .AAQ,,
du réseau AI%I de aAQl ; a ne pas confondre avec I’intégrale fa% FAQ4 (H,%)e'MH) dH (cf. [25,
lemme 1.9.3]) qui apparaitra dans la preuve de la proposition 1.7.4. Idem pour I’expression
cAQ/Iale; (Z; A), voir plus loin.

°0n observera que I’identité du lemme 1.6.1, qui résulte de [25, proposition 1.8.7], rem-
place (avantageusement) la décomposition [25, lemme 1.9.3 (3)], dont ni la formulation, ni la
preuve, ne s’étendent au cas des corps de fonctions — en effet, les murs peuvent contenir des
points du réseau qui donnent alors une contribution non nulle.
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Lemme 1.6.7. On suppose que la famille M -orthogonale X est rationnelle. Choisis-

sons un entier k tel que, pour tout P € P2 (M), le réseau Dy dans aAQI contienne

AQ et (Xp — Z")2. La valeur en A de la fonction Yar F(Z A) peut s’écrire

o
vee(ZiN) = Y ppae(XE)e AR,
PeP2(M) Vv

oit les v varient dans AI%V /DY etles pp ; sont des polynomes en X 2 de degré d(A).

Démonstration. Pour A en dehors des murs, on a

X .
Ve E(ZiN) = Y e2X(Zi ).
PeP2 (M)

On a vu dans la preuve du lemme 1.6.3 que

e(A5Z/)

0.Xp . _
&p (Z,A)_[Dk:AAQI]

S 0 4
veAAQl‘V/'D]\C/

Fixons A = A 4+ v. Pour ¢ € R et £ en position générale, on dispose du dévelop-
pement de Laurent au voisinage de t = 0 des fonctions SIQ, (& + ). On rappelle
que

epp) = [ @—e 'y
aeAg
et donc
e<t§+’l’(XP_Z/)Q)8gk(t§ + A1) = t_d(l)e(ts’Xg)fP(t, E,l)eu’xfg),

ou d(XA) est le nombre de racines o € Ag telles que kA8 = 1 cest-a-dire
(A,a) € 2iknZ et ou, pour A et £ fixés, fp(t, &, A) est une fonction de ¢, lisse au
voisinage de t = 0, indépendante de Xp, et vérifiant fp (0, &, 1) # 0. La dérivée par

rapport a ¢, d’ordre d (1) de

o
UEXE) fp (1,5.1).
estun polynome en X 3 de degré d(A). Le terme de degré zéro dans le développement
de Laurent au voisinage de + = 0 de la fonction

Az
A2 (te+2,(Xp—-2"2) 0

5.¢ ep (€ + 1)

Dk 3‘AM]

(A.x5)

est donc de la forme pp (X 19 e . Comme d’apres le lemme 1.6.6 la fonction

t»—>yMF(Z A +t§)
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est lisse, les parties polaires se compensent’. |

Soit ¢ = (c(-, P)) une (G, M)-famille. Pour Q € 3 (M), Z € Ag, et une famille
M -orthogonale X = (Xp), on note c%“xp (Z; ) la fonction définie pour A € @y en
dehors des murs par®

eGP (ZiN = > e2XF(ZiN)e(A P).
PeP2 (M)

Proposition 1.6.8. Soient Q C R deux sous-groupes paraboliques dans F(M).
Considérons une (R, M)-famille périodique ¢ associée a une fonction m a décrois-
sance rapide sur H gy, et une famille M -othogonale X. Alors

cgFZin =Y mWygFTNZ + Ug:iA),
uEI}CR’M

et la fonction
A c%fw (Z;N)

est une fonction lisse sur ;.

Démonstration. On exprime la (R, M )-famille ¢ au moyen de la fonction m : pour
PePM)etA € py,ona

c(A.P)y= Y MUPIm,
UeHRr m
et donc

eFTZiN = > ST met RS Xr (7 A,

PeP2(M)UEHR pm

Fixons un P’ € P(M). Pour A dans le cone positif associé a P’ on a

X ’
ep (ZiA) = (1)U PED ST g p(H — Xp)eltH,
HeAS (2)

Donc cﬁaﬁw (Z;A)estégal a

Z m(ll) Z (_l)a(P,P/) Z ¢Ig,P’(H _ XP)€<A’H+UP),

UeH g, M PeP (M) HeA$ (2)

7On remarquera que, contrairement au cas des corps de nombres, les polyndmes obtenus ne
sont en général pas homogenes.

8Notons que cette fonction ne dépend que de la (Q, M)-famille (¢ (-, P)) pc Fo (M) et de
la famille (Q, M)-orthogonale (X p) pc50 (ar), déduites de ¢ et de X par restriction.
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qui est encore égal a

Som) Y GO S G (e Upel )

UeH R, m PePQ(M) HEAIQW(Z+UQ)
Donc, vu le lemme 1.6.1,

eFXZin= ) m ) TH(H.X+wetMH)
UeHRr M HeAS (Z+Up)

et on obtient la formule de 1’énoncé grace au lemme 1.6.6. On observe maintenant
que pour A € p,,, la fonction sur Hg pr

U yet M Z+ Ui = Y TOH.ZE+weMH)
HeAS (Z+Up)

est majorée par
U Y ToH.X+0).
HeA$ (Z+Up)

La fonction
H~ [T2(H,X+U)| pour HeAy

ne prend qu’un nombre fini de valeurs entieres, bornées indépendamment de U. Elle
est a support compact inclus dans une boule de rayon majoré par un polynéme en U.
Sa somme sur H est donc bornée par un polynéme en U. Par ailleurs, m est a décrois-
sance rapide, ce qui prouve la convergence absolue, uniforme en A, de la série en U.
L’expression cﬁi (Z; A) est donc une fonction continue en A. Plus généralement,
les dérivées en A correspondent a des séries analogues, ou 1’opérateur différentiel
sur ¢ se traduit en transformée de Fourier par la multiplication par un polyndme en U.
On a encore la convergence uniforme des séries, vu la décroissance rapide de m, d’ou
la lissité de la fonction A — 01%1315 (Z:; N). ]

Lemme 1.6.9. On reprend les hypotheses du lemme 1.6.7. La valeur en A de la
fonction c]%[f- (Z; M) peut s’écrire

X o
eTTZiN = D D gpary(X)ehTER),

PePQ(M) Vv

ou les v varient dans AI%V/DV, et les gp a4y sont des polynomes en XI? de degré
inférieur ou égal a d(A + v).

Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme 1.6.7 : les fonctions
fp(t, &, 1) doivent &tre remplacées par les

gpt.§&.A+v) = fp(t.§&. A+ v)c(A +1£ P).
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Il convient ensuite d’observer que 1a aussi les singularités des 5> " (Z; A) se com-
pensent puisque la fonction

L e SR (ZiA +18)

est lisse d’apres la proposition 1.6.8. Mais les degrés des polyndmes peuvent s’abais-
ser la ou les ¢(A, P) ont des zéros. ]

Pour une (G, M)-famille ¢ (périodique ou non) et une famille M -orthogonale
quelconque ¥, on pose pour A € @y en dehors des murs’,

¥ M= D M (Me(A. P).
PePl (M)

Cela définit une fonction lisse sur @g (les singularités des fonctions € sur les murs sont
compensées par des annulations dues aux propriétés des (G, M )-familles). Si X est
la famille triviale, on écrit simplement

cG(A) = S0,
Pour U € $y7, on note ¢(U) la (G, M)-famille définie par
c(U; A, P) = eMUP)e(A, P).
Pour A € @ en dehors des murs, on pose

cFA) = Y 2(M)eLA,P).
PeP2 (M)

Ona'’
e (W A) = e MU F e A),
ot U< est la famille M -orthogonale (U 19 ) dans M. Plus généralement, pour X et U

deux familles M -orthogonales quelconques, on pose

AN E D 2X(MeiA,L P).
PeP2 (M)

Observons que
cCFUA) =S (%2 + U ).

9Rappelons que la fonction eg’XP (A) dépend du choix d’une mesure de Haar sur

a}Q) = aAQ/,. On prend, bien sfir, la méme mesure pour tous les P € P2 (M).

'Notons que dans [34], ¢’est la (G, M )-famille ¢ (U ) qui est notée « ¢ () ».
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Si ¢ estune (G, M )-famille périodique et U une famille M -orthogonale rationnelle, la
(G, M)-famille ¢ (1) est périodique si et seulement si la famille U est entiére. Auquel
cas, si ¢ = ¢y, pour une fonction m a décroissance rapide sur Hjyy, alors ¢ (U) = ¢y,
ou

m' (V) = m(V - N).
Pour U entiere'' et X quelconque on pose
cFTZ WA = Y 2K (ZiNe (AL P).
PePQ (M)

Ona
ey (Z A = cZFTNZ + Ugi A).

On pose aussi

def

Y E(Z WA S yT TN Z + Ui N = Y €3NP (Z AU,

PeP2(M)

Si X = T pour un T € ag, on remplacera ’exposant T par un simple 7' dans les
expressions ci-dessus. Avec cette convention on a le

Corollaire 1.6.10. Soit ¢ = ¢, une (G, M)-famille périodique donnée par une fonc-
tion m a décroissance rapide sur Hyg. Pour T € ag on a

T .
cGH(ZiN) = Y mWyZp(Z. 0 A).
UeHpr
Démonstration. C’est un corollaire de la proposition 1.6.8. ]

Soit Ho m le R-espace vectoriel formé des familles M -orthogonales dans Mg,
c’est-a-dire qu’on remplace les conditions sur P € P(M) par des conditions sur
P € P2(M). Soit Hom C Ho.m le réseau formé des familles qui sont entiéres.
L’application naturelle (qui n’est a priori pas surjective)

Su = H6,m — Do,m
envoie Hys = Hg,p dans Ho pr. Elle donne, par dualité, une application
Som — Su,
qui se factorise en une application

g/'\CQ,M — :?CM

10n observera que la famille U€ est a priori seulement rationnelle.
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Toute fonction lisse & sur $py = i$y, définit donc par composition une fonction

lisse g sur §Q,M = i&*Q,M, et si i est périodique, alors /1 ’est aussi. Dans ce cas,
h = m pour une (unique) fonction a décroissance rapide m sur le réseau Hjyy, et on
note m g la fonction a décroissance rapide sur le réseau H o ps définie par mg = hg.
Cette fonction vaut O en dehors de I’'image de I’application Hg pm — Ho m, et
pour U dans cette image on a

moM)= Y m(DB),

BeHG ,, ()

ol f){g’M(ll) C Hg,m est la fibre au-dessus de U.

Corollaire 1.6.11. Soit ¢ = ¢, une (G, M)-famille périodique donnée par une fonc-
tion m a décroissance rapide sur Hg p. Pour T € ag ona

eFH(ZN = > moM)ygr(ZU:A)

UeHo m
ou
T . T
Vi F(Z W A) = vy (Z 4+ Ugs ).
Démonstration. C’est encore un corollaire de la proposition 1.6.8. ]

Par inversion de Fourier, ceci se reformule comme suit :

Lemme 1.6.12. Soit X une famille (Q, M )-orthogonale, et soit ¢ une (Q, M)-fa-
mille périodique donnée par une fonction a décroissance rapide m sur Ho pr. Pour
Z € Ag etV € Ay on pose

?Igii(z;V):/ e G (ZiNe MV dA.
57
On a alors
e zZvy= Y mWIG(v.x +u).
UeHo m
Z+Up=Vp

Démonstration. On sait d’apres la proposition 1.6.8 que

TRz VY= > mWygrtNZ +UgiV).
UeHo pm

donc

GrrZivy= ) mWpgETNZ + UiV,
UeHo pm
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et on observe que

TV, 2+U0) siZ+Ug =Vp,

~0.E+U )
Z+Up;V)= .
Ym.r (Z+Ug:V) { 0 sinon.

1.7 L’ensemble PolExp

Nous avons besoin de deux lemmes élémentaires. Faute de référence nous en donnons
une preuve.

Lemme 1.7.1. On considere, pour k = 1,...,m, des nombres complexes ay, et des
nombres complexes by deux a deux distincts, de module 1. On suppose que

n—-+o00

m
(1.1 lim > agbp =0.
k=1

Alors les ay. sont tous nuls.

Démonstration. On le démontre par récurrence sur m. Si m = 1, c’est évident.
Supposons-le vrai pour m — 1. En posant dy = by /by, et ¢ = ax(1 — di), la condi-
tion (1.1) implique

m—1 m—1 m—1
lim ard; — agd’') = lim crdy = 0.
n—>+oo kX—:I k% kZ—:l k% n—>~|-o<>kX_:1 ek

Les by sont tous différents donc les d sont tous différents. L’ hypothése de récurrence
impose ¢ = 0 pour 1 <k <m — 1. Comme 1 — dj # 0, les a; sont nuls pour
1 <k <m—1; ceciimplique a,, = 0. ]

Soit a un espace vectoriel réel de dimension finie, et soit R un réseau de a. On
considere pour T' € R une combinaison linéaire de produits de polynémes et d’expo-
nentielles

$(T) =D pu(T)e™ T,

veE
ol E est un sous-ensemble fini de R = a/RY et les p, sont des polyndmes sur a.

Lemme 1.7.2. Soit C un céne ouvert non vide de a, et soit T, € R. On suppose
que ¢(T) tend vers 0 lorsque ||T | tend vers Uinfini pour T dans T, + (C N R).
Alors p,, = 0 pour tout v.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur la dimension de a. Le cas de la
dimension zéro est fourni par le lemme 1.7.1. Le réseau R peut étre décomposé en
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une somme directe R = Zv & Rq avec v € C N R primitif (c’est-a-dire que v = nv,
avec v; € Retn € Z implique n = £1). Considérons T =nv + T; € Ravecn € N
et T1 € Ry. On peut écrire ¢ (nv + T1) sous la forme

v +Ti)= Y qun, T)bl,

HEE (v)

ol les b, = e!*¥) sont des nombres complexes de module 1, deux a deux distincts
et E(v) estle quotient de E défini par la restriction a Zv. Les fonctions g, sont de la

forme
du

‘IM(”s Tl) = Z Z rs,r(Tl)e(T’Tl)”s,

s=0t€E,

ou les s sont entiers, les rg ; sont des polynomes sur a;, I’espace vectoriel engendré
par Ry, et E,, est un sous-ensemble fini de Ry = a;/R}. Soit d le degré maximal
des polyndmes g, en n, et soit a,, (71) le coefficient de n? dans qu:

déf
ap(T) = Y ra (T)e™™,

€k,

oll, par convention, 4 ;(T1) = 0,sid > d,.Ona

n——+o0o

(1.2) lim (n_d¢(nv +Ty) — ZaM(Tl)bZ) = 0.
"
On observe que pour 77 fixé et n assez grand on a
nv+ Ty € T + (CNR).
Par hypothese
(1.3) lim ¢(mv+ Tp) =0.
n—+o00

On déduit de (1.2) et (1.3) que

n—>—+00

lim " a,(T1)b: = 0.
y7

D’apres le lemme 1.7.1, les a,,(T7) sont tous nul. Par récurrence descendante sur le
degré, on obtient que, pour tout entier s et tout 77 € Ry,

Z rs,r(Tl)e(r’T‘) =0.

t€E,

Par hypothese de récurrence sur la dimension de a, cela implique que les r; ; sont
nuls. On en déduit que les p,, le sont également. |
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Nous introduisons maintenant, comme dans [34, section 1.7], 1’ensemble PolExp :

Définition 1.7.3. On note PolExp I’espace vectoriel des fonctions ¢ : ag,g — C
telles que, pour tout réseau R de ag @, il existe une famille indexée par les v € R de
polyndmes sur ag

T+ pry(9.T),
avec les propriétés suivantes :
e lesv e Rtels que px,y 7 0, sont en nombre fini;
« pour7 € R,onalégalité¢ ¢(T) = > = pxv(@, T)el:T),
D’apres le lemme 1.7.2, les px,, sont uniquement déterminés par une approxi-
mation de ¢px = of » Sur I’intersection de R et d’un cOne ouvert non vide de agp.

Observons que si R et R’ sont deux réseaux de ag g tels que R C R/, pour v € Rona

pry@.T) = D prwsv(®.T).

VERY JRIV
La famille ( pR’V)vea se déduit donc de la famille ( pr/,v/)v/E L
Proposition 1.7.4. Soient ¢ une (Q, M)-famille périodique a valeurs scalaires,
X une famille M -orthogonale rationnelle, Z € Ag et A € ay. On note |1 I'image
de AC dans l'l’llgl = ppr/Io- Soit R un réseau de aoq, et pour k € N* soit
R = k=R Alors,

(1) lafonctionT — ¢(T) = c%”?(T)(Z ; \) appartient a PolExp;

(i) si u # O, il existe un entier kg > 1, ne dépendant que de R, tel que

PRi,0(¢, T) = 0 pour tout entier k > ko ;

(i) siu=0ie AeAg+ Ay, alors

lim pg,.o(¢.T) = vol(AZ\aZ) el 2 ((T)2; Ap)
k—+o00

et, en particulier, cette limite est indépendante de R. Plus précisément, il
existe un réel b > 0 ne dépendant que de R, X et T, tel que pour tout entier
k > 1, on ait la majoration

|PR0(h, T) —vol(AZ\a)1elh2 2 (2(T)2; Ag)| < b Na(e) kY,

o d est la dimension de aAQ,I et Ny est la norme pour les (G, M )-familles
périodiques introduite dans la définition 1.5.2.

Démonstration. L’assertion (i) est une conséquence immédiate du lemme 1.6.9. Re-
levons Z en un élément Z’ de Ays et choisissons un entier k’ tel que, pour tout
P € P2(M), le réseau Dy de a2 contienne A et (Xp — Z')2. Pour P € P2 (M),
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notons [R]g le réseau de aAQ,I image de R par ’application T +> [T]g = ([T]p)<.
On suppose k assez grand de sorte que pour tout P € P2 (M) on ait

[Re]SY € DY, c A,
Avec les notations du lemme 1.6.9 on sait que

Preo@:T) =Y > gran(TIP).

PeP2(M)veEp

Ep=1{ve A2V /[R2Y | A2 +v =0}

On voit que Ep posséde un unique élément si A2 € AI%V c’est-a-dire si u = 0 et
est vide sinon; (ii) en résulte. Lorsque © = 0 on va esquisser une démonstration de
(iii), différente de celle de [34, section 1.7, lemme (ii)]. Pour alléger les notations on
commence par traiter le cas Ag = 0. D’apres la proposition 1.6.8 on a

(M) =Y mWygr(Z.U;A)
UeH

avec m a décroissance rapide sur le réseau Hjy et
X(T . (E+U)(T .
Vae (20 A) =y D (2 1+ Ug: ).
Fixons U € Jps et posons B = X + U. On rappelle que

B
v Dz +Uginy= Y TQH.BT)e M,
HeAS (Z+Up)

Relevons Ug en un élément U, (’2 de Ay, etposons 2" = 7'+ U /Q On obtient

y23D(Z 4 Ugi Ay = e ™2 " T2(Z" + H, B(T))e!™H).
HeAY,

Notons iRAQ,, I’image de R par ’application H +— H A/Q[ On suppose R assez fin de
sorte que ZRAQ,, contienne AAQ,I ainsi que I’image (Z”)€ de Z” dans aAQ,I. Par inversion
de Fourier sur le groupe fini AAQ,I \ZRQ ,ona

0,%B(T) e!A2") Q71 (A+v,H)
YMF (z+UQ;A)=m > Y Typ(Z" + H B(T))e!rH),

M =MLy en QY IREY HeRS

Le polyndme en T attaché a A = v = 0, que nous noterons px o(‘8, T'), vaut

> T9(Z" + H.B(T)).
HeRS,

Pro(B.T) = —5—F5=
[RS - AZ]
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La restriction a aAQ,I de la fonction

H—T2(Z" + H,B(T))

N

est, d’apres [25, lemmes 1.8.4 (2) et 1.8.3], combinaison linéaire a coefficients
dans {—1, +1} d’une famille finie de fonctions caractéristiques de polytopes du type
C(P, Q, R, X) qui sont convexes, et bornés (mais en général non fermés); en parti-
culier elle est a support compact de rayon borné par un polynéme en B (7). Lorsque
1’on remplace R par Ry = k'R et que I’on fait tendre k vers I'infini, px,,0(T,T) a
pour limite une intégrale au sens de Riemann :

Jim pr, o(B.7) =V01(.A£I\agl)_1/ . T2 (H,B(T))dH,

HeaM
soit encore

lim pa, (8. T) = vol(AF\ag) ™ yg (B(T):0).

Le terme d’erreur est majoré par le volume des hypercubes (les mailles du ré-
seau k‘lfRﬁ) rencontrant la frontiere des polytopes; ces hypercubes sont inclus
dans un voisinage tubulaire de la frontiere des polytopes, de rayon a/k ol a est une
constante ne dépendant que de la taille des mailles de R. Le voisinage tubulaire a un
volume borné par le produit de a/k et de r (R, B(T')) qui est la somme des mesures
des frontieres des polytopes. Donc

[P0(B.T) = vol(A \afp) ™ yig (B(T):0)] < Zr(RB(T)).

On passe de ylglaf a c%i en sommant sur U cette inégalité contre m(U), d’ou :

[Pr,.0(9.T) = volAF\af) e R0 < T Y rRU+ET)|mAW)]
UeFH

Comme r (R, B(T)) est majoré par un polyndme en B (7") on voit (avec les notations
de la définition 1.5.2) qu’il existe un entier d et une fonction (R, X(T)) telle que

Yo rRUAXT)ImW)| < bR, E(T))na(m).

UeH

En prenant I'infimum sur les m, on obtient I’assertion souhaitée lorsque Ag = 0.
Maintenant on observe que

(T . , (T .
e r(ZiAg) = et Pa 37D (7:0),

ou d estla (Q, M)-famille périodique déduite de ¢ par translation par Ag. Le cas
général en résulte. |
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L’expression
vol(AZ\aZ)lelhe:2)c &7 (x2, p)

est indépendante du choix de la mesure de Haar sur aAQl. Dans les applications que
nous avons en vue, la normalisation naturelle semble €tre la suivante : pour chaque
M e L, on munit ays de la mesure de Haar, telle que

VOI(BM\C(M) =1

et pour Q € F(M), on munit aAQl de la mesure de Haar compatible avec les mesures

sur ap etsurag = apy,, etavec la décomposition ayr = ag @ aAQ,I. Alors on a

vol(BE\a2) =1, et vol(A2\a2) = |em| Vol



