Chapitre 2

Espaces tordus

Tous les résultats de [25, chapitre 2] sont vrais ici, a I’exception de 2.6 et 2.10.

Dans le chapitre précédent, on a décrit la version « corps de fonctions » des résul-
tats de [25, chapitre 1] sur les transformées de Laplace des fonctions caractéristiques
de cones et sur les (G, M )-familles. L’adaptation au cas tordu étant immédiate, nous
serons tres succincts.

2.1 Hypotheses

Soit (G, G) un G-espace tordu. On rappelle que G est une variété algébrique af-
fine, munie d’une action algébrique de G a gauche, qui en fait un G-espace principal
homogene, et d’une application

G — Aut(G), § — Intg, telle que Intgs = Intg o Ints

pourtout g € G ettout§ € G. On en déduit une action 2 droite de G sur G, donnée
par
6g = Intg(g)s.

On suppose que G est défini sur F, ¢’est-a-dire que les actions a gauche et a droite
de G sur G sont définies sur F, et que G (F) est non vide. L'ensemble G (A) des
points adéliques de G estun espace tordu sous G(A), et on a

G(A) = G(A)G(F) = G(F)G(A).

On notera souvent 6 1’automorphisme de G défini par Ints pour un § € G(F). On
observe que 1’automorphisme induit par 6 sur ag ne dépend que de G. On pose

ag = a%, et ag = dimaé.
On suppose, comme en [25, section 2.5]", que I’application naturelle

a% —ag/(1 —0)ag

'Dans [34], I’hypothése est un peu plus forte que celle de [25, section 2.5] : le F-auto-
morphisme 6 de Zg est supposé d’ordre fini, ce qui assure 1’existence d’un F-groupe
algébrique affine Gt de composante neutre G, tel que G soit une composante connexe de G 1.
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est un isomorphisme. Dans ce cas on a une décomposition en somme directe
- G G _
ag =ag ®ag, enposant ag = (1—0)ag.

On observe que _
det(d — 1]ag) # 0.

Notons X le Z-module libre des caracteres du tore Ag. Soit Xy le groupe des co-
invariants sous 6 dans X, et X le Z-module libre quotient de Xy par son sous-groupe
de torsion. On notera A le tore déployé dont le groupe des caracteres est X. Clest
aussi le tore déployé dont le groupe des co-caracteres est le sous-groupe Y9 des
invariants sous 6 du groupe Y des co-caractéres de Ag. Le morphisme X — X
induit un homomorphisme Az — Ag qui identifie Az a la composante neutre du
sous-groupe AGG de Ag, formé des points fixes sous 6. En particulier, A5(A) est un
sous-groupe d’indice fini de Ag(A)? = A%(A). Soit

Hz : G(A) — ag

I’application composée de Hg : G(A) — ag et de la projection sur az. On note
Ag l’imflge de Hg, c’est-a-dire I'image de A par la projection orthogonale par rap-
port a ag. C’est un réseau de ag. Comme dans le cas non tordu, on a un morphisme
naturel injectif A4 — Ag. On note Bz (= Hz(A5(A))) son image, qui est un
sous-groupe d’indice fini de A, et on pose
déf
cg = Bg\Ag.

Notons que d’apres ce qui précede, B coincide avec le sous-groupe BQG de Bg,
formé des points fixes sous 6 : on a

— RO — ~
On pose
G G
Bé =Bz\Beg et Cg =Bz\Ac.
On observe que Bg est un réseau de ag, et que Gg est un Z-module de type fini qui
s’insere dans la suite exacte courte

O—>Bg—>@g—>cG—>O.

On suppose, ce qui est loisible, que la paire parabolique définie sur F' minimale
(Po, Ap) de G a été choisie de telle sorte qu’elle soit stable par Ints, pour un élément
8o € é(F ), déterminé de maniére unique modulo My (F). On fixe un tel §y, et on
pose 6y = Intg,, ﬁo = 8o Py et Mo = §oMy. Alors le F-automorphisme 6y de G
induit par fonctorialité un automorphisme de ag, que 1’on note encore 6y. Puisque
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le F-automorphisme 6y préserve Ag et Po, il induit une permutation de 1I’ensemble
fini Ag et donc un automorphisme d’ordre fini de ag .

On renvoie a [25, sections 2.7, 2.8] pour la définition des sous-ensembles (ou
sous-espaces) paraboliques et sous-ensembles de Levi et ’adaptation des autres no-
tions. En particulier, un sous-groupe parabohque standard P dont le normalisateur
dans G est non vide est 6, stable et 'ensemble P = P§; est un sous- espace parabo-
lique standard.

L’extension au cas tordu de la notion de famille orthogonale, de (G, M )-famille et
de la combinatoire des fonctions 7, T, ¢ et I', est immédiate (cf. [25, section 2.9]). On
dispose de plus ici de la notion de famille M -ortho gonale entiere et de (é, M )-famille
périodique. Toute famille M -orthogonale X = (X p) définit par projection une famille
M -orthogonale (X ), et si X est entire alors (X ) I’est aussi. En particulier, tout
€lément T € ag définit une famille M -orthogonale ([7']5). Toutes les relations de
[25, section 1.7, 1.8] et de [34, section 1.3] sont valables pour ces nouvelles fonctions.
Par exemple, si X = (X ) est une famille M -orthogonale, pour A € a;’c, on pose

Z:N) = Y T2H BN,

o)
HeAF(Z)

J/MF

Comme dans le cas non tordu, A y (Z A) est une fonction entiere de

Ae ao c» €t on a la décomposition pour A en dehors des murs

2z =Y 2Fz.

PePO (M)

Pour une (G, M)-famille ¢ = (c(., E)), comme en section 1.6 et modulo le choix

d’une mesure de Haar sur I’espace al%, on définit pour A € @ en dehors des murs,

0 Ay — 0 5

cZ(A) = Z eZ(A)e(A, P).

PePl (M)
De méme, si Z € A et X = (Xp) est une famille M -orthogonale, on pose

0.% (7. Ay _ 0.% . 5
g (ZiN) = Z e57(Z1N)e(A, P).
PePQ (M)

Ces fonctions vérifient les mémes propriétés que dans le cas non tordu. En particulier,
toute (G, M)-famille périodique ¢ s’écrit ¢ = ¢,,, pour une fonction a décroissance

rapide m sur le réseau 3 ;; des familles M -orthogonales qui sont entieres. On a une
formule d’inversion de Fourier analogue de celle de la proposition 1.6.8 dans le cas
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tordu, et la fonction A +— cM (Z; A) sur @y est lisse et invariante par AV On a

aussi une variante de cette formule d’inversion de Fourier, lorsque ¢ se prolonge en
une (G, M)-famille périodique :

Lemme 2.1.1. Soient M € L, Q €eF(M)et Z € Ag. Soit X une famille M-or-
thogonale, et soit ¢ = (c(-, P)) une (G, M)-famille périodique. Supposons que ¢ se
prolonge en une (G, M)-famille périodique (c(-, P)), et soit m une fonction a dé-
croissance rapide sur JHpy telle que ¢ = ¢p,. Alors

x 0,%
2 (ZiN) = Y my g (Z L A)
UeFHp
avec

(z W A) = Qu+3€(Z+U A),
ou W est la famille M -orthogonale entiére déduite de U par projection.
Démonstration. Notons m’ la fonction a décroissance rapide sur J{;; définie par
m @)=Y m®),

UedH (W)

ol Hpr (W) C Hyy est la fibre au-dessus de 1. 11 suffit de voir que la (G, M)-fa-
mille ¢ est associée am’ :onac = ¢y ]

La preuve de la proposition 1.7.4 s’étend au cas tordu et fournit le lemme suivant.

Lemme 2.1.2. Soient M € L, QecFM)etZ € Ag. Soit X une famille M -orthogo-
nale rationnelle, et soit ¢ = (c(-, P)) une (G, M)-famille périodique. Pour A € @0,
la fonction T — ¢= x(T)(Z A) appartient a PolExp. On a aussi I’analogue tordu
des points (ii) et (111) de la proposition 1.7 4.

Nous aurons besoin d’une variante de ce qui précéde. Le Z-module de type fini
Q0 &l \ g
Gﬂ = Ba\Ajz
s’insere dans la suite exacte courte

OQBQ\BM%GI%—)CM—)O.

On note 'BI%(Z ) C GI% la fibre au-dessus de Z € c ;. C’est un espace principal ho-
mogene sous Bz% = BQ\BM- Pour A € (a(c);(c)* @BVQ, Pe TQ(AZ), T € ag et
X € agp, on pose

Oy _ (AH)
"Z:X,A) = > T5(H—X,T)e .

o
HG’BM(Z)

nﬁF



Hypotheses 43

L’expression

@.1) 12175 X) = n27T(Z: X,0)

- nP F
ne dépend que de I’'image de T dans B% \a%. La proposition suivante est une variante
du lemme 1.6.7 et de la proposition 1.7.4.

Proposition 2.1.3. Pour X € ag,q, la fonction

T ¢(T) = (Z X)

- r’P F
est un élément de PolEXp : pour tout réseau R de ag g, sa restriction a R s’écrit

¢x(T) =Y pro(Te™ T,

veE

ot E est un sous-ensemble fini de R et les px,,, sont des polynémes de degré majoré
parapg —ag. Les polynoémes px, o ont pour limite, lorsque k — oo, un polynéme
qui est indépendant du réseau R.

Démonstration. Puisque

"z.x)= T0:x -2,

nﬁF nﬁF

on peut supposer Z = 0, et il suffit de traiter le cas Q~ = G. Posons

nPF(X A) = n~ L0 X, A).

On rappelle que
(2.2) TE(H.T)= Y (—)*F“GcS(H)E(H-T),
{RIPcR}
et que la projection dans ag du support de la fonction H +— T g (H,T) est compacte.

Pour A € a((); ¢ sa transformée anti-Laplace

G (AL H)
T(X,A) = Z~ TE(H—X,T)e
Heﬁg

nPF

est donc une fonction holomorphe de A. Comme dans le lemme 1.6.3, on considere
un réseau Dy de ag assez fin pour que Bg et les images de X et T dans ag- soient

contenus dans ce réseau. On a

Tx.A)y=c'> TE(H — X, T)eAtH),

veNRHeD

nPF
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ou v parcourt le dual ft = Bg’V/DZ de Bg\@k et ¢ est I'indice de Bg dans Dy.
La somme en H peut se calculer au moyen de I’expression (2.2) lorsque R (—A) est
régulier :

ST A = Y bR (XA,
{R|IPCR}

avec

ﬂg,E(X, A) = c N (=1)*r9%G Z Z rg(H — X)ig(H — T — X)eAtvH),
veRR HeDy

qui est une fonction méromorphe en A ayant un pdle d’ordre a@ = a p—ag en
A =0.0On conclut comme dans le lemme 1.6.7 en considérant les développements
de Laurent des 17 = ~(X A). Pour la derniére assertion, on procéde comme dans la
preuve de la pr0p0s1t10n 1.7.4. [

2.2 Les fonctions o et &

D’apres [25, lemme 2.11.1], pour Q € Py, il existe un plus petit Q Te 55“ et un plus
grand Q~ € Py tels que

0" cCcQcor.

De plus ([25 lemme 2.11.2]), pour Q, R€ Py tels que QT C R, on a
(aQ)GO = ag+

Pour O, R € P, tels que Q C R, on note 05 la fonction caractéristique de I’en-
semble des H € ag tels que

(0, HY >0 poura € AR,
(¢, HY <0 pouraeAQ\éR,
(w,H) > 0 pourtout w € Ag.

Si de plus Q € P et O C R, il existe un P e?Ptel que Q C P C R, alors on
définit la variante tordue 8’5 de la fonction 05 en remplacant la troisieme condition
par

(@.H)>0 pourtout = e Ap.

D’apres [25, lemme 2.11.3], la fonction Eg est indépendante du choix du P P avec
Q C P C R utilisé pour la définir, ce qui justifie la notation.
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2.3 La fonction ¢
Pour Q € Py, considérons 1’application linéaire’
qg=4qp:ag— ag

définie par ~ 3
9(X) = (1= 00)X %) = (1= 60)X)G.

Elle se factorise a travers la projection orthogonale ay — ago, avec

Qo =0 N6, (Q) € Py

Tous les résultats de [25, sections 2.12 et 2.13] sont vrais ici, mutatis mutandis.

INotons que notre définition de g differe de celle de [25, section 2.13] puisqu’on projette
sur a(Q; et non pas sur a(Q;. Cela ne change pas grand chose a I’affaire puisque, par hypothese,

s . : . G
I’application 1 — 6 est un automorphisme de ag.



