
Chapitre 3

Théorie de la réduction

3.1 Décomposition d’Iwasawa

Pour v 2 jVj, on fixe une paire parabolique définie sur Fv minimale .Pv;0; Av;0/
de Gv D G �F Fv , et on note Mv;0 le centralisateur de Av;0 dans Gv . On suppose
que

Pv;0 � P0;v D P0 �F Fv; Av;0 � A0;v D A0 �F Fv:

Un sous-groupe compact de G.Fv/ est dit « Mv;0-admissible » s’il est spécial –
donc maximal – et correspond à un sommet de l’immeuble de G.Fv/ qui ap-
partient à l’appartement associé à Av;0. Rappelons qu’un sous-groupe compact
maximal Mv;0-admissible K v de G.Fv/ vérifie les propriétés suivantes (cf. [25,
lemme 3.1.1]) :

• G.Fv/ D Pv;0.Fv/K v (décomposition d’Iwasawa) ;

• tout élément de NG.Mv;0/.Fv/=Mv;0.Fv/ a un représentant dans K v ;

• pour tout sous-groupe parabolique P deG contenantMv;0 et défini sur Fv , notant
M la composante de Levi deP contenantMv;0 (elle est définie surFv), on a la dé-
compositionK v \ P.Fv/D .K v \M.Fv//.K v \UP .Fv// etK v \M.Fv/ est
un sous-groupe compact Mv;0-admissible de M.Fv/.

Nous dirons queK est un sous-groupe compact maximal «M0-admissible » deG.A/
s’il est de la forme

K D
Y
v2jVj

K v;

où les K v vérifient les propriétés suivantes :

• pour tout v 2 jVj, K v est un sous-groupe compact Mv;0-admissible de G.Fv/ ;

• pour tout F -plongementG ,!GLn, on aK v DGLn.ov/\G.Fv/ pour presque
tout v 2 jVj.

Fixons un sous-groupe compact maximal M0-admissible K D
Q
v2jVjK v de G.A/.

Alors on a la décomposition d’Iwasawa

G.A/ D P0.A/K ;

et tout élément de NG.A/.M0/=M0.A/ a un représentant dansK . Plus généralement,
pour tout P 2 P, on a G.A/ D P.A/K .

Pour P 2 P, grâce à la décomposition d’Iwasawa, on étend les morphismes HP
en des fonctions sur G.A/ tout entier que, par abus de notation, on note encore HP :
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pour g 2 G.A/, on écrit g D pk avec p 2 P.A/ et k 2 K , et on pose

HP .g/ D HP .p/:

Pour zP 2 eP, on note eHP W zG.A/! aP la fonction définie pareHP .ı0g/ D HP .g/:

Suivant la convention habituelle, on pose H0 D HP0 et eH0 D
eHP0 .

La construction de hauteurs dans [25, section 3.2], qui reprend essentiellement
celle de [32, sous-section I.2.2], est valable pour un corps global de caractéristique
quelconque. Pour la notion de hauteur sur un F -espace vectoriel de dimension finie,
on renvoie à loc. cit. On suppose donné un F -plongement

� W G ! GL.V /

pour un F -espace vectoriel de dimension finie V . On choisit une hauteur k�k sur le
F -espace vectoriel End.V / � End.V /, et pour x 2 G.A/, on pose

jxj D k.�.x/; t�.x�1//k:

3.2 Point central

D’après [25, lemme 3.3.3], il existe un point T0 2 aG0 tel que pour tout élément s 2W,
et pour tout représentant ws de s dans G.F /, on ait

H0.ws/ D T0 � sT0; H0.w
�1
s / D T0 � s

�1T0:

Cet point est donné par
T0 D

X
˛2�0

t˛.1/ L$˛;

où L$˛ 2 aG0 est l’élément correspondant à ˛ 2�0 dans la base duale et t˛.1/ 2 R est
défini par

H0.w˛/ D t˛.1/ L̨ ;

où w˛ est un représentant dans G.F / de la symétrie s˛ . Puisque les L$˛ sont
dans a0;Q, il existe un entier k � 1 tel que T0 2 k�1A0. Pour x 2 G.A/, T 2 a0
et s 2W, on pose1

Yx;T;s D s
�1.T �H0.wsx//:

1Dans [25, sections 3.3 et 5.3], les éléments Yx;T;s , YT;s , Ys sont notés respectivement
Ys.x; T /, Ys.T /, Ys .
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Si x D 1, on écrit simplement

YT;s
déf
D Y1;T;s D s

�1T C .T0 � s
�1T0/;

et si T D 0, on pose Ys D Y0;s . Pour P 2 P.M0/, et s 2W tel que s.P / D P0, on
pose YT;P D YT;s . Ceci définit comme en [25, section 3.3] une famille orthogonale

Y.T /
déf
D .YT;P /P2P; avec YT;P D ŒT �P C .T0 � ŒT0�P /:

On note Y D .YP / la famille M0-orthogonale définie par

YP
déf
D Y0;P D T0 � ŒT0�P D T0 � s

�1T0 D Ys:

Puisque Ys.P0/ D H0.w
�1
s / 2 A0, la famille Y est entière et on a Y.T / D YCT .

Plus généralement, pour x 2 G.A/ et T 2 a0, on définit comme en [25,
lemme 3.3.2 (iii)] une familleM0-orthogonale .Yx;T;P / : pour P 2 P.M0/, et s 2W
tel que s.P / D P0, on pose Yx;T;P D Yx;T;s . On a donc YT;P D Y1;T;P . La fa-
mille .Yx;T;P / est rationnelle si T 2 a0;Q. De plus (loc. cit.), il existe une constante c
telle que si d0.T / > c, alors cette famille est régulière.

3.3 Éléments primitifs

En caractéristique positive, la décomposition de Jordan n’est en général pas définie
sur le corps de base ; il convient donc ici de remplacer la notion d’élément quasi
semi-simple régulier elliptique par celle d’élément primitif [25, section 3.7, page 76] :
un élément de zG.F / est dit primitif (dans zG) s’il n’appartient à aucun sous-espace
parabolique propre de zG défini sur F , autrement dit, si son orbite sous G.F / ne
rencontre aucun zP .F / pour zP ¤ zG. On note zG.F /prim l’ensemble des éléments
primitis de zG.F /. Pour zM 2 eL, on dispose plus généralement de la notion d’élément
primitif de zM.F / et de l’ensemble zM.F /prim.

On appelle paire primitive (dans zG) une paire . zM; ı/ où zM 2 eL et ı est un
élément primitif de zM.F /. Deux paires primitives . zM; ı/ et . zM 0; ı0/ sont dites
équivalentes si elles sont conjuguées i.e. s’il existe un élément x 2 G.F / tel que
zM 0 D Intx. zM/ et ı0 D Intx.ı/. On note Œ zM; ı� la classe d’équivalence de . zM; ı/ et

O l’ensemble de ces classes.
Pour un élément  2 zG.F /, on note O./ sa classe de G.F /-conjugaison.

Considérons un espace parabolique zP D zMU 2 eP tel que O./ \ zP .F / ¤ ; avec
zP minimal pour cette propriété. On choisit g 2 G.F / tel que g�1g 2 zP .F /. On

peut écrire g�1g D ıu avec ı 2 zM.F / et u 2 U.F /. La condition de minimalité
assure que ı est primitif dans zM.F /.
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Lemme 3.3.1. La correspondance  7! . zM; ı/ induit une application surjective

� W zG.F /! O:

Démonstration. Il convient de montrer que deux paires primitives associées à un
même  sont équivalentes. Soient donc zP D zMU et zP 0 D zM 0U 0 deux éléments
deeP tels que

 D ıu D ı0u0

pour ı 2 zM.F /, u 2 U.F /, ı0 2 zM 0.F / et u0 2 U 0.F / ; de plus eP et eP 0 sont mini-
maux pour ces conditions. L’ensembleeH D eP \ eP 0 D .P \ P 0/ D .P \ P 0/
est un espace tordu de groupe sous-jacent H D P \ P 0. Soit L une composante
de Levi de H définie sur F (cf. [16, proposition 4.7]). Puisque Int .L/ en est une
autre, d’après loc. cit. il existe un unique élément uH 2 UH .F / tel que Int .L/ D
IntuH .L/, où UH est le radical unipotent de H . AinsieL D �L D L�; avec � D u�1H  2 eH.F /;
est une composante de Levi de eH définie sur F : on a l’égalité eH DeL⋉UH . CommeeH normalise U (resp. U 0), d’après [16, proposition 4.4 (b)] Q D eHU (resp. eQ DeHU 0) est un sous-espace parabolique de eG défini sur F et contenu dans eP (resp. eP 0).
Par construction,  2 eQ.F / (resp.  2 eQ0.F /). Par minimalité, on a donc eQ D eP
et eQ0 D eP 0. D’après loc. cit., cela entraîne que eL est une composante de Levi de eP
(resp. eP 0) et UH � U (resp. UH � U 0). On en déduit qu’il existe un unique v 2 U.F /
(resp. v0 2 U 0.F /) tel que eL D Intv.fM/ (resp. eL � Intv0.fM/). On a doncfM 0 D Inty.fM/; avec y D v0

�1
v:

Il reste à montrer que ı et ı0 sont conjugués par ce y. Écrivons  D ı00u00 avec
ı00 2 eL.F / et u00 2 UH .F /. On a donc

 D v�1ı00vu1; avec u1 D v
�1Intı00�1.v/u

00:

Or v�1ı00v appartient à fM et u1 appartient à U.F /. Puisque  D ıu, cela entraîne
v�1ı00v D ı et u1 D u. On obtient, de la même manière, l’égalité v0�1ı00v0 D ı0. On
a donc bien ı0 D Inty.ı/.

Lemme 3.3.2. On a les assertions suivantes :

(i) L’application � fournit une partition de l’ensemble des classes de
G.F /-conjugaison dans zG.F /, et pour o D Œ zM; ı� 2 O, l’ensemble

Oo D

[
zQ2P. zM/

¹g�1ıug jg 2 G.F /; u 2 UQ.F /º
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est la fibre de � au desus de o.

(ii) Pour zQ 2 eP, on a la décomposition

Oo \ zQ.F / D .Oo \ zMQ.F //UQ.F /:

Démonstration. Le point (i) est clair. Prouvons (ii). Soit . zM; ı/ une paire primitive
dans la classe o. On distingue deux cas : ou bien il n’existe aucun élément x 2 G.F /
tel que zM � Intx. zMQ/, auquel cas les ensembles à gauche et à droite de l’égalité du
point (ii) sont vides. Ou bien il existe un tel x et, quitte à remplacer zQ par Intx. zQ/,
on peut supposer que zM � zMQ. Un  2 Oo \ zQ.F / peut s’écrire  D 1u avec
1 2 zMQ.F / et u 2 UQ.F /. Soient zP1 un F -sous-espace parabolique de zMQ mi-
nimal pour la condition 1 2 zP1.F / et zM1 une composante de Levi de zP1 (définie
sur F ). On a 1 D ı1u1 avec ı1 2 zM1.F / et u1 2 UP1.F /. La paire . zM1; ı1/ est
conjuguée à . zM; ı/ et 1 appartient donc à Oo \ zMQ.F /. D’où l’inclusion �. L’in-
clusion en sens inverse s’obtient de manière similaire.

3.4 Ensembles de Siegel, partitions et lemme de finitude

Rappelons qu’on a noté G.A/1 le noyau de HG , et P0.A/1 D M0.A/1U0.A/, celui
de H0 D HP0 . Pour t 2 R, on note AG0 .t/ l’ensemble des a 2 A0.A/ \ G.A/1 tels
que

h˛ ; H0.a/i > t pour toute racine ˛ 2 �0:

On peut choisir un ensemble fini F dans M0.A/ \G.A/1, de sorte que

.A0.A/ \G.A/
1/M0.A/

1F DM0.A/ \G.A/
1:

D’après [39], on sait que :

(1) le quotient G.F /nG.A/1 est compact si et seulement si Gder est anisotrope ;

(2) il existe un t 2 R tel que

G.A/1 D G.F /P0.A/
1AG0 .t/FK :

Puisque M0;der est anisotrope, l’assertion (1) montre qu’il existe un sous-
ensemble compact �0 de M0;der.A/, tel que M0;der.A/ D M0.F /�0. D’après
[39, Proposition 1.7], l’ensemble U0.F /nU0.A/ est compact, il existe donc un
sous-ensemble compact �1 de U0.A/, tel que U0.F /�1 D U0.A/. Il résulte de l’as-
sertion (2) qu’il existe un t 2 R tel que, en posant � D �1�0 � P0.A/, on ait

(3.1) G.A/1 D G.F /�AG0 .t/FK :
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Maintenant considérons une section du morphisme composé

A0.A/! AG.A/nA0.A/! B
G
0 D BGnB0 .D AAGnAA0/

et notons BG
0 son image. Une telle section s’obtient en choisissant (arbitrairement)

des représentants dans l’image réciproque d’une Z-base de BG0 et en prenant le sous-
groupe engendré2. On pose

BG
0 .t/ D BG

0 \ A
G
0 .t/:

Pour t 2 R et � un sous-ensemble compact de P0.A/1, on pose

S1
t;F;� D �BG

0 .t/FK :

D’après (3.1), on voit que pour t assez petit et � assez gros, on a

(3.2) G.A/1 D G.F /S1
t;F;�:

On notera simplement S1 un tel domaine S1
t;F;�, pour le quotient G.F /nG.A/1.

La propriété de finitude usuelle pour un corps de nombres, à savoir que si S1 est
un domaine de Siegel pour le quotient G.F /nG.A/1, alors l’ensemble des  2 G.F /
tels que S1

\S1
¤ ; est fini, n’est plus vraie ici. En effet, pour tout corps global,

tout élément unipotent u 2 U0.A/ et tout voisinage ouvert relativement compact de
l’identité V dansU0.A/, on a a�1ua 2V pour a 2 A0.A/ avec H0.a/ assez loin dans
la chambre de Weyl positive (i. e. pour d0.H0.a// assez grand). Maintenant, pour un
corps de fonctions, le sous-groupe compact maximalK est ouvert et nous avons donc
S1

\S1
¤ ; pour tout  2 U0.F / ; il en résulte que la propriété de finitude est en

défaut.
Pour P 2 Pst, notons P.F /st-prim l’ensemble des  2 P.F / tels que  … Q.F /,

pour tout Q 2 Pst tel que Q ⊊ P . Tout élément primitif de G.F / est contenu
dans G.F /st-prim, mais la réciproque est fausse en général.

Pour ˛ 2 �0, notons P˛ l’unique élément de Pst tel que�0X¹˛º soit une base du
système de racines de MP˛ . Un élément  2 G.F / est dans G.F /st-prim si et seule-
ment s’il n’appartient à aucun P˛.F / pour ˛ 2 �0. Soient  2 G.F / et g; g0 2 S1,
tels que g D g0. Écrivons g D yax et g0 D y0a0x0 avec y; y0 2 �, a; a0 2 BG

0 .t/

et x; x0 2 FK . D’après [39, Proposition 2.6], pour chaque ˛ 2 �0, il existe une
constante c˛ > t telle que si log j˛.a/j � c˛ ou log j˛.a0/j � c˛ , alors  2 P˛.F /.
On en déduit que l’ensemble des  2 G.F /st-prim, tels que S1

\S1
¤ ;, est fini.

Le lemme ci-dessous est une simple généralisation de ce résultat. Nous l’énonçons
pour un travail ultérieur (il ne sera pas utilisé ici).

2A priori, BG
0

n’est pas invariant sous l’action de W.
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Lemme 3.4.1. Soit P D MU 2 Pst. Pour  2 P.F /, on note M la projection
de  sur M.F / D U.F /nP.F /. Alors l’ensemble des projections M des éléments
 2 P.F /st-prim, tels que S1

\S1
¤ ;, est fini.

Démonstration. Soient  2 P.F / et g; g0 2 S1 tel que g D g0. Comme plus haut,
on écrit g D yax, g0 D y0a0x0. Alors l D xx0�1 2 P.A/. Pour p 2 P.A/, écrivons
p D pUpM avec pU 2 U.A/ et pM 2M.A/. L’équation g D g0 se réécrit

yU IntyMa.lU /yMa lM D U IntM .y
0
U /My

0
Ma
0;

soit encore

yU IntyMa.lU / D U IntM .y
0
U / et yMa lM D My

0
Ma
0:

Puisque lM appartient au compact .P.A/ \ FKF�1/M de M.A/ et M appartient
à M.F /st-prim, l’équation yMa lM D My

0
Ma
0 assure que les projections M sont

dans un ensemble fini.

Fixons comme ci-dessus une section du morphisme AG.A/ ! BG et notons
BG son image. Puisque le groupe BGG.A/1nG.A/ D BG.M0.A/ \G.A/1/nM0.A/
est fini, on peut également fixer un sous-ensemble fini EG �M0.A/, tel que

G.A/ D BGG.A/
1EG D BGEGG.A/

1:

Posons
S� D EGS1 et S D BGS� D BGEGS1:

Ainsi S� est un domaine de Siegel pour le quotient BGG.F /nG.A/, et S est un do-
maine de Siegel pour le quotientG.F /nG.A/. Les résultats vrais pour S1 s’étendent,
sans difficulté, à S�.

Pour L 2 L, on peut définir de la même manière des domaines de Siegel SL;1,
SL;�

D ELSL;1 et SL
D BLSL;�. On peut, bien sûr, imposer, même si ce n’est

pas vraiment nécessaire, que ces domaines soient compatibles avec la conjugai-
son : si L; L0 2 L sont tels que AL0 D Intg.AL/ pour un g 2 G.F /, on demande
que SL0;1

D Intg.SL;1/, EL0 D Intg.EL/, et BL0 D Intg.BL/.
Fixons un élément T1 2 a0. Fixons aussi une section du morphismeA0.A/!B0,

et notons B0 son image (on peut prendre B0 DBG �BG
0 ). PourQ 2 Pst et T 2 a0,

on note
S
Q
P0
.T1; T /

l’ensemble des x D uac 2 G.A/, avec u 2 UQ.A/, a 2 B0, et c 2 CQ, où CQ est
un sous-ensemble compact de G.A/, tels que´

h˛;H0.x/ � T1i > 0 pour tout ˛ 2 �Q0 ,
h$;H0.x/ � T i � 0 pour tout $ 2 O�Q0 .
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D’après [25, lemme 1.8.3], si T � T1 est régulier (ce que l’on suppose), la condition
ci-dessus est équivalente à �QP0.H0.x/ � T1; T � T1/ D 1. On note

F
Q
P0
.�; T /

la fonction caractéristique de l’ensemble Q.F /SQ
P0
.T1; T /. Elle dépend du com-

pact CQ et aussi de l’élément T1 2 a0. En pratique, on prendra CQ assez gros,
et �T1 et T assez réguliers. En particulier, on supposera toujours que FQP0.�; T / est
invariante à gauche par BQQ.F /, où BQ est l’image d’une section du morphisme
AQ.A/! BQ. Observons que puisque AQ.F /BQnAQ.A/ D AQ.F /nAQ.A/1 est
compact, quitte à grossir le compact CQ, on peut même la supposer invariante à
gauche par AQ.A/. On la supposera aussi invariante à droite par K .

Tous les résultats de [25, section 3.6] sont vrais ici, en particulier [25, pro-
position 3.6.3] qui est l’analogue pour MP .F /UP .A/nG.A/ de la partition [25,
lemme 1.7.5] de a0.

Les lemmes 3.7.1, 3.7.2 et 3.7.3 de [25] sont vrais ici. Quant au lemme 3.7.4 de
[25], il suffit d’en modifier l’énoncé de la manière suivante :

Lemme 3.4.2. Soit � un compact de zG.A/, et soit zP 2 eP. L’ensemble des éléments
ı 2 zMP .F /, tels que ı soitMP .F /-conjugué à un élément ı1 2 zMP1.F /prim pour un
zP1 2 eP tel que zP1 � zP (i.e. P1 � P ), et x�1ıux 2 � pour des éléments x 2 G.A/

et u 2 UP .A/, appartient à un ensemble fini de classes de MP .F /-conjugaison.


