Chapitre 3

Théorie de la réduction

3.1 Décomposition d’Iwasawa

Pour v € |V|, on fixe une paire parabolique définie sur F, minimale (Py,0, Ay,0)
de G, = G xF Fy, et on note M, ¢ le centralisateur de A, dans G,. On suppose
que

PU,OCPO,UZPOXFFvv AU,ODAO,v=AOXFFv-

Un sous-groupe compact de G(Fy) est dit « My g-admissible » s’il est spécial —
donc maximal — et correspond a un sommet de ’immeuble de G(F,) qui ap-
partient a I’appartement associé a A, . Rappelons qu'un sous-groupe compact
maximal M, ¢-admissible K, de G(F,) vérifie les propriétés suivantes (cf. [25,
lemme 3.1.1]) :

*  G(Fy) = Pyo(Fy) Ky (décomposition d’Iwasawa) ;
» tout élément de Ng(My,0)(Fy)/ My o(Fy) a un représentant dans K, ;

* pour tout sous-groupe parabolique P de G contenant M, o et défini sur [, notant
M 1la composante de Levi de P contenant M, o (elle est définie sur F;,), on ala dé-
composition K, N P(Fy) = (K, N M(Fy))(K, NUp(Fy)) et K, N M(F,) est
un sous-groupe compact M, o-admissible de M (F,).

Nous dirons que K est un sous-groupe compact maximal « My-admissible » de G(A)
s’il est de la forme
K =[] K.

vE|V|
ou les K, vérifient les propriétés suivantes :
* pourtout v € |V|, K, est un sous-groupe compact M, o-admissible de G(F);
* pour tout F-plongement G — GL,, ona K, = GL,(0,) N G(Fy) pour presque
tout v € |V|.

Fixons un sous-groupe compact maximal Mo-admissible K = [],¢y| K» de G(A).
Alors on a la décomposition d’Iwasawa

G(A) = Po(A)K,

et tout élément de Ng(a)(Mo)/Mo(A) a un représentant dans K . Plus généralement,
pour tout P € P,ona G(A) = P(A)K.

Pour P € P, grice a la décomposition d’Iwasawa, on étend les morphismes Hp
en des fonctions sur G(A) tout entier que, par abus de notation, on note encore Hp :
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pour g € G(A), on écrit g = pk avec p € P(A) etk € K, et on pose
Hp(g) = Hp(p).
Pour P € P, on note Hp : G(A) — ap la fonction définie par
Hp (50g) = Hp(g).

Suivant la convention habituelle, on pose Hy = Hp, et H, = ﬁP() .

La construction de hauteurs dans [25, section 3.2], qui reprend essentiellement
celle de [32, sous-section 1.2.2], est valable pour un corps global de caractéristique
quelconque. Pour la notion de hauteur sur un F-espace vectoriel de dimension finie,
on renvoie a loc. cit. On suppose donné un F-plongement

0:G — GL(V)

pour un F-espace vectoriel de dimension finie V. On choisit une hauteur ||-|| sur le
F -espace vectoriel End(V') x End(V), et pour x € G(A), on pose

x| = ll(p(x). ‘PG

3.2 Point central

D’apres [25, lemme 3.3.3], il existe un point Ty € ag tel que pour tout élément s € W,
et pour tout représentant wy de s dans G(F'), on ait

Ho(wy) = To — 5Ty, Ho(w;') = To—s ' Tp.

Cet point est donné par

To= ) ta()da.

a€Ag

ol Wy € ag est I’élément correspondant & & € Ag dans la base duale et 7, (1) € R est
défini par
Hy(wy) = to (1),

oll wy est un représentant dans G(F) de la symétrie s,. Puisque les @, sont
dans ag , il existe un entier k > 1 tel que Tp € k=1 Ag. Pour x € G(A), T € ag
ets € W, on pose'

Yers = S_I(T — Ho(wsx)).

IDans [25, sections 3.3 et 5.3], les éléments Yy.7.s, Y75, Y sont notés respectivement
YS(X7 T)a YS(T)’ YS-
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Si x = 1, on écrit simplement

Yrs € Yirs =5 'T + (To —s~'To),

etsi T =0, onpose Y5 = Yo 5. Pour P € P(My), et s € W tel que s(P) = Py, on
pose Y7 p = Yr 4. Ceci définit comme en [25, section 3.3] une famille orthogonale

] (YT,p)Pep. avec Yrp =[T]p + (To — [To]p)

On note %) = (Yp) la famille My-orthogonale définie par

déf
Yp = Yo =To—[Tolp =To—s'To =Y.

Puisque Yy(p,) = Ho(w; ') € Ag, la famille ) est entiere eton a Y)(T) = Y + T.

Plus généralement, pour x € G(A) et T € ap, on définit comme en [25,
lemme 3.3.2 (iii)] une famille My-orthogonale (Y r,p) : pour P € P(My),ets € W
tel que s(P) = Py, on pose Yy 1.p = Yx1s. On a donc Yrp = Y;,7.p. La fa-
mille (Yy,7,p) estrationnelle si T € ag g. De plus (loc. cit.), il existe une constante ¢
telle que si d o(7T") > c, alors cette famille est réguliere.

3.3 Eléments primitifs

En caractéristique positive, la décomposition de Jordan n’est en général pas définie
sur le corps de base; il convient donc ici de remplacer la notion d’élément quasi
semi-simple régulier elliptique par celle d’élément primitif [25, section 3.7, page 76] :
un élément de G(F ) est dit primitif (dans 6) s’il n’appartient a aucun sous-espace
parabolique propre de G défini sur F, autrement dit, si son orbite sous G(F) ne
rencontre aucun P (F) pour F P # G. On note G(F )prim 1’ensemble des éléments
primitis de G (F ). Pour M e L on dlspose plus généralement de la notion d’élément
primitif de M (F) et de I’ensemble M (F )prim-

On appelle paire primitive (dans G) une paire (M §) ou M e L et § est un
élément primitif de M(F ). Deux paires primitives (M, §) et (M ’,8) sont dites
équivalentes si elles sont conjuguées i.e. s’il existe un élément x € G(F) tel que

= Int, (M) et § = Int,(8). On note [M, §] la classe d’équivalence de (M, §) et
O I’ensemble de ces classes.

Pour un élément y € G(F), on note O()/) sa classe de G(F) -conjugaison.
Considérons un espace parabolique P = MU € P tel que O(y) N P(F) ;é @ avec
P minimal pour cette propriété. On choisit g € G(F) tel que g~ 'yg € P(F ). On
peut écrire g7 lyg = Su avec § € M (F) et u € U(F). La condition de minimalité
assure que § est primitif dans M(F).



Théorie de la réduction 50

Lemme 3.3.1. La correspondance y (1\71 ,8) induit une application surjective
¢:G(F)— 9.

Démonstration. 11 convient de montrer que deux paires primitives associées a un
méme y sont équivalentes. Soient donc P = MU et P/ = M'U’ deux éléments
de P tels que

y = 8u =8
pour § € M(F),u € U(F), 8 € M'(F) etu’ € U'(F); de plus P et P’ sont mini-
maux pour ces conditions. L’ ensemble

H=PNnP =(PnP)yy=yPnP)

est un espace tordu de groupe sous-jacent H = P N P’. Soit L une composante
de Levi de H définie sur F (cf. [16, proposition 4.7]). Puisque Int, (L) en est une
autre, d’apres loc. cit. il existe un unique élément uy € Uy (F) tel que Int, (L) =
Int,,, (L), ot Uy est le radical unipotent de H. Ainsi

L= nL =Ln, avec n= u,‘ily € ﬁ(F),

est une composante de Levi de H définie sur F :ona I’égalité H=LxU - Comme
H normalise U (resp. U’), d’apres [16, proposmon 44 (b)] 0 = HU (resp Q =
HU' ) est un sous- espace parabolique de G défini sur F et contenu dans P (resp P’ )
Par construction, y € Q(F ) (resp. y € Q (F )) Par minimalité, on a donc Q =P
et Q’ =P.D apres loc. cit., cela entraine que L est une composante de Levi de P
(resp. P’ YetUg C U (resp. Uy C U’). On en déduit qu’il existe un unique v € U(F)
(resp. v/ € U'(F)) tel que L = Int,(M) (resp. L C Int, (M)). On a donc
M' =1Int,(M), avec y= vt

Il reste & montrer que § et §’ sont conjugués par ce y. Ecrivons y = §"u” avec
8" € L(F)etu” € Ug(F).On adonc

y =v 18"vu;, avec u; = v 'Intg—1(v)u”.
Or v~1§"v appartient a M et u; appartient a U(F). Puisque y = du, cela entraine

v718"v = § et u; = u. On obtient, de la méme maniere, I’égalité v'~16"v' = §’. On
a donc bien §’ = Int,(§). [

Lemme 3.3.2. On a les assertions suivantes :
(1)  L’application ¢ fournit une partition de [’ensemble des classes de
G (F)-conjugaison dans G (F), et pour o = [M, 8] € O, I’ensemble

| fe7'suglg € G(F).u e Ug(F)}
OeP(M)
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est la fibre de ¢ au desus de o.

(i)  Pour Q € ?ﬁ on a la décomposition
0o N O(F) = (0 N Mo(F)Ug(F).

Démonstration. Le point (i) est clair. Prouvons (ii). Soit (M, §) une paire primitive
dans la classe 0. On distingue deux cas : ou bien il n’existe aucun élément x € G(F)
tel que M C Int, (1\71 0), auquel cas les ensembles a gauche et a droite de 1’égalité du
point (ii) sont vides. Ou bien il existe un tel x et, qultte a remplacer Q par Intx(Q)
on peut supposer que M c MQ Un VE O, N Q(F) peut s’écrire y = y1iu avec
Y1 € MQ(F) etu € Ug(F). Soient Py un F-sous- espace parabolique de MQ mi-
nimal pour la condition y; € P (F) et M; une composante de Levi de P1 (définie
sur ). On a Y1 = 81uy avec 81 € Ml(F) et u; € Up,(F). La paire (Ml, 81) est
conjuguée a (M, §) et y1 appartient donc a O, N MQ(F ). D’ou I’inclusion C. L’in-
clusion en sens inverse s’obtient de maniere similaire. ]

3.4 Ensembles de Siegel, partitions et lemme de finitude

Rappelons qu’on a noté G(A)! le noyau de Hg, et Py(A)! = My(A)'Uy(A), celui
de Ho = Hp,. Pour ¢ € R, on note AOG(z) I’ensemble des a € Ag(A) N G(A)! tels
que

(a, Ho(a)) >t pourtouteracine o € Ay.

On peut choisir un ensemble fini F dans My(A) N G(A)!, de sorte que
(Ao(A) N G(A))Mo(A)'F = Mo(A) N G(A)".
D’apres [39], on sait que :

(1) le quotient G(F)\G(A)! est compact si et seulement si Gqe; est anisotrope ;

(2) ilexisteunt € R tel que
G(A)' = G(F)Po(A)' AT (HTK.

Puisque My 4er est anisotrope, I’assertion (1) montre qu’il existe un sous-
ensemble compact Q¢ de My, ger(A), tel que My ger(A) = Mo(F)Q0. D apres
[39, Proposition 1.7], I’ensemble Uy(F)\Up(A) est compact, il existe donc un
sous-ensemble compact 21 de Uy (A), tel que Up(F)21 = Up(A). 1l résulte de 1’as-
sertion (2) qu’il existe un ¢ € R tel que, en posant Q@ = Q129 C Py(A), on ait

(3.1) G(A)! = G(F)QAS (1) K.



Théorie de la réduction 52

Maintenant considérons une section du morphisme composé
Ao(A) = AG(A)\Ap(A) = BS = Bs\Bo (= Aag \A4,)

et notons ?Bg son image. Une telle section s’obtient en choisissant (arbitrairement)
des représentants dans I’image réciproque d’une Z-base de CBOG et en prenant le sous-
groupe engendré’. On pose

B (1) = B N AS(1).
Pour ¢ € R et £ un sous-ensemble compact de Py(A)!, on pose
Si 5.0 = 2B (FK.
D’apres (3.1), on voit que pour ¢ assez petit et £2 assez gros, on a
(3.2) G(A)' =G(F)8zq.

On notera simplement &' un tel domaine 6} .- pour le quotient G (F NG(A)L

La propriété de finitude usuelle pour un corps de nombres, a savoir que si B! est
un domaine de Siegel pour le quotient G(F)\G(A)?, alors I’ensemble des y € G(F)
tels que y&' N &' £ @ est fini, n’est plus vraie ici. En effet, pour tout corps global,
tout élément unipotent u € Uy(A) et tout voisinage ouvert relativement compact de
I’identité V dans Uy (A),onaa 'ua € V poura € Ag(A) avec Hy(a) assez loin dans
la chambre de Weyl positive (i. e. pour d o(Hg(a)) assez grand). Maintenant, pour un
corps de fonctions, le sous-groupe compact maximal K est ouvert et nous avons donc
Y& N &! % @ pour tout y € Uy(F); il en résulte que la propriété de finitude est en
défaut.

Pour P € Py, notons P (F)siprim ’ensemble des y € P(F) tels que y ¢ Q(F),
pour tout Q € Py tel que O C P. Tout élément primitif de G(F) est contenu
dans G (F )stprim, mais la réciproque est fausse en général.

Pour @ € Ay, notons P, 1’unique élément de P tel que Ag~{a} soit une base du
systeéme de racines de Mp,. Un élément y € G(F) est dans G(F )st_prim Si et seule-
ment s’il n’appartient 2 aucun Py (F) pour o € Ag. Soient y € G(F) et g, g’ € &',
tels que ¢ = yg’. Ecrivons g = yax et g’ = y'a’x’ avec y, y' € Q, a, a’ € B (t)
et x, x’ € §K. D’apres [39, Proposition 2.6], pour chaque o € Ay, il existe une
constante ¢, > ¢ telle que si log |a(a)| > ¢4 ou log |a(a’)| > cq, alors y € Py(F).
On en déduit que I’ensemble des y € G(F )st-prim, tels que y&! N &! £ @, est fini.
Le lemme ci-dessous est une simple généralisation de ce résultat. Nous 1’énongons
pour un travail ultérieur (il ne sera pas utilisé ici).

%A priori, %g n’est pas invariant sous I’action de W.
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Lemme 3.4.1. Soit P = MU € Py. Pour y € P(F), on note yy la projection
de y sur M(F) = U(F)\P(F). Alors I’ensemble des projections yp des éléments
Y € P(F)st-prim, tels que y@l ne! % 0, est fini.

Démonstration. Soienty € P(F)etg, g’ € &' tel que g = yg’. Comme plus haut,
on écrit g = yax, g’ = y'a’x’. Alors | = xx’~! € P(A). Pour p € P(A), écrivons
p = pupm avec py € U(A) et ppr € M(A). L’équation g = yg’ se réécrit

yuInty, o(lv)ymaly = yoInty,, Gy)ymyyud',

soit encore
yuInty, o(ly) = yuInt,, (yy) et ymaly = ymypyad'.

Puisque /3s appartient au compact (P(A) N FKF 1)y de M(A) et yp appartient
a M(F)st-prim» ’équation yaraly = ymyp,a’ assure que les projections yps sont
dans un ensemble fini. ]

Fixons comme ci-dessus une section du morphisme Ag(A) — Bg et notons
B¢ son image. Puisque le groupe B G(A)'\G(A) = Bg(Mo(A) N G(A)H)\My(A)
est fini, on peut également fixer un sous-ensemble fini € C My(A), tel que

G(A) =B6G(A)'Cg = BgEcG(A)!.

Posons
B* =68 et B =6 =BsE;6".

Ainsi @™ est un domaine de Siegel pour le quotient Bg G (F)\G(A), et & est un do-
maine de Siegel pour le quotient G(F)\G(A). Les résultats vrais pour &' s’étendent,
sans difficulté, 3 &*.

Pour L € £, on peut définir de la méme manidre des domaines de Siegel &L°!,
el* = ¢ 85! et &®F = B, &5 *. On peut, bien sir, imposer, méme si ce n’est
pas vraiment nécessaire, que ces domaines soient compatibles avec la conjugai-
son : si L, L' € L sont tels que Az- = Intg(Ar) pour un g € G(F), on demande
que &L = Int, (@51, €1 = Int, (€1), et By, = Inty (By).

Fixons un élément 77 € ay. Fixons aussi une section du morphisme Ay (A) — By,
et notons By son image (on peut prendre By = Bg % ?Bg ).Pour Q € P etT € ay,
on note

&3 (T1.T)

I’ensemble des x = uac € G(A), avec u € Ug(A), a € By, et c € Cg, ou Cg est
un sous-ensemble compact de G(A), tels que

(o, Ho(x) — T7) > 0 pour tout & € A2,
(w,Ho(x) —T) <0 pourtout w € AOQ
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D’apres [25, lemme 1.8.3], si T — T est régulier (ce que I’on suppose), la condition
ci-dessus est équivalente a I' }?0 (Ho(x) = T1,T — T1) = 1. On note

FE(.T)

la fonction caractéristique de 1’ensemble Q(F )GgO(Tl, T). Elle dépend du com-
pact Cp et aussi de I’élément 77 € ao. En pratique, on prendra Co assez gros,

—Ti et T assez réguliers. En particulier, on supposera toujours que F' }% (-, T) est
invariante a gauche par Bg Q(F), ou B est I'image d’une section du morphisme
Ag(A) — Bg. Observons que puisque Ao (F)Bo\Ag(A) = Ag(F)\Ag(A)! est
compact, quitte a grossir le compact Cg, on peut méme la supposer invariante a
gauche par Ag (A). On la supposera aussi invariante a droite par K.

Tous les résultats de [25, section 3.6] sont vrais ici, en particulier [25, pro-
position 3.6.3] qui est ’analogue pour Mp(F)Up(A)\G(A) de la partition [25,
lemme 1.7.5] de aq.

Les lemmes 3.7.1, 3.7.2 et 3.7.3 de [25] sont vrais ici. Quant au lemme 3.7.4 de
[25], il suffit d’en modifier I’énoncé de la maniére suivante :

Lemme 3.4.2. Soit Q2 un compact de G(A) et soit P € P. L'ensemble des éléments
5 e Mp (F), tels ' que 8 soit Mp (F)-conjugué a un élément §; € Mp1 (F)prim pour un
Py €D tel que Py C P (ie. Py C P) et x ‘Sux e Q pour des éléments x € G(A)
etu € Up(A), appartient a un ensemble fini de classes de Mp (F)-conjugaison.



