Chapitre 5

Formes automorphes et produits scalaires

5.1 Formes automorphes

On fixe une mesure de Haar dg sur G(A). On note dk la mesure de Haar sur K,
telle que vol(K) = 1. Pour P € P, on note dup, ou simplement du, la mesure de
Tamagawa sur Up (A). Par quotient par la mesure de comptage sur Up (F), on obtient
une mesure sur Up (F)\Up (A) qui vérifie

vol(Up (F)\Up(A)) = 1.

Posons M = Mp. La mesure de Haar dm sur M (A) est choisie de sorte que 1’on ait
la formule d’intégration

f(g)dg = / f(umk)e—(ZpP,HP(m)) dudmdk,

G(A) Up(A)xM(A)xK

ou pp désigne la demi-somme des racines positives de Ap. La fonction
m > 8p(m) = et20p Hp (m))

est le module de P(A) :
d(mum™) = §p(m)du.

On pose'

Xp=P(F)Up(A\G(A) et Xp=Ap(A)P(F)Up(A)\G(A).
En particulier
X6 = G(F)\G(A) et Xg = Ag(A)G(F)\G(A).

Les groupes G(A) et P(F)Up(A) sont unimodulaires; on dispose donc d’une me-
sure quotient invariante a droite sur X p. Pour ¢ localement intégrable et a support
compact sur X p, on a la formule d’intégration :

(5.1 ¢ (x)dx =/ 8p(m) L (mk)dmdk,

XP XMXK

!On prendra garde a ce que I’espace noté ici X ¢ ne coincide pas avec 1’espace ainsi noté
dans [25], car dans cette référence il y a, en plus, un quotient par B . Son usage correspond
plutot a celui de notre X ¢, sans toutefois lui étre égal.
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ou dx est la mesure quotient. Par contre, si P # G, il n’y a pas de mesure G(A)-in-
variante a droite sur X p. Toutefois, il existe une fonctionnelle invariante 2 droite "X,
sur I’espace des sections du fibré en droites sur X p, défini par § p. Ces sections sont
représentables par les fonctions sur X p, vérifiant

¢(px) =8p(p)p(x) pour pe Ap(A)P(F)Up(A).

La fonctionnelle est définie par :

e, @ = [ 8pm g 0mb i
X xK
ou dm est la mesure quotient.
Rappelons que 1’on a noté E(P) le groupe des caractéres unitaires de Ap(A)
qui sont triviaux sur Ap (F). Soit £ € E(P). On dit qu’une fonction ¢ sur X p «se
transforme a gauche suivant £ », si pour tout x € G(A) on a

p(ax) = §(a)p(x) pour ac Ap(A).

On note L?(X )¢ Iespace de Hilbert formé des fonctions ¢ sur X p qui se trans-
forment & gauche suivant £ et sont de carré intégrable sur X pr. Le groupe M(A)
agit sur L?(X pr)¢ par translations a droite. Considérons deux fonctions ¢ et ¥ loca-
lement intégrables sur X p qui se transforment a gauche suivant le méme caractere
& € E(P). On pose (si I’intégrale converge)

(5.2) (p.¥)p = /;( « o(mk)y (mk) dm dk.

Ce produit scalaire définit I’espace de Hilbert L2(X p)g, siege de la représentation
unitaire « induite parabolique »

G(A
Indp ) L2(X ).

définie par
(PRI (x) = 852 (082 (xy)e(xy).

Pour la notion générale de forme automorphe, nous renvoyons le lecteur a [32,
sous-section 1.2.17]. Soit M € L. Un caractere de Aps(A) est automorphe, s’il est
trivial sur Aps (F). Ainsi E(M) est le groupe des caractéres unitaires automorphes
de Aps(A). Pour P € P(M), une forme automorphe ¢ sur X p est une fonction K -fi-
nie a droite telle que la fonction m — @(mx) sur X ps est automorphe. Elle est dite
cuspidale, si pour tout Q € P tel que Q C P, le terme constant ¢ est nul — ou,
ce qui revient au méme, si pour tout x, la fonction m + @(mx) sur X ps est cuspi-
dale. Notons oAcyusp (X p) I’espace des formes automorphes cuspidales sur X p. Pour
& € E(P), notons

ejA’cusp(lYP)E C 'A’cusp(XP),
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le sous-espace formé des fonctions qui se transforment a gauche suivant &.

Définition 5.1.1. Soit P € P(M). On appelle représentation automorphe discréete
modulo le centre — ou simplement discrete —de M(A), une sous-représentation irré-
ductible de M (A) dans I'espace L*(X pr)¢ pourun § € E(M). Onnote L3 (X m)e
le sous-espace fermé de L?(X pr)¢ engendré par ces représentations.

On appelle forme automorphe discrete pour P une fonction K -finie sur X p telle
que, pour tout x, la fonction m + @(mx) sur M(A) soit un vecteur d’une représen-
tation automorphe discrete modulo le centre de M.

Une représentation automorphe irréductible de M (A) est discréte modulo le
centre si et seulement si sa restriction 3 M(A)! est une somme finie de représen-
tations irréductibles dans

LA (M(F)\M(A)").

Pour § € E(P), on note Agjsc(X p)g 'espace engendré par les formes automorphes
discretes qui se transforment a gauche suivant £ sur X p. Le produit scalaire (-, -)p
munit Agisc(X p)g d’une structure d’espace pré-hilbertien. On sait (grace a la propo-
sition 4.2.1 pour les corps de fonctions) que

’A’cusp(XP)f;‘ C 'A’disc(XP)E~

Ainsi, HAcysp (X p)g est lui aussi muni d’une structure d’espace pré-hilbertien.

5.2 Opérateurs d’entrelacement et séries d’Eisenstein

Soient P, Q € P deux sous-groupes parabolique associés, i.e. tels que Mp et Mg
soient conjugués dans G(F'). Considérons une fonction & lisse sur X p se transfor-
mant & gauche suivant un caractere unitaire automorphe & de Ap (A). Pour A € a} ¢
et x € G(A), posons

d(x, 1) = e()t-i-pP,HP(X))q)(x).

La fonction x + ®(x, A) ne dépend que de I'image de A dans a} /Ap. Pour
s € W(ap,ap) et pour A € aj, ~ «assez régulier »> dans la chambre associée & P
dans a}, , on a une expression définie par une intégrale convergente :

(Mg|p (5. )®)(x., 54) = / S(w-tnx, V) dn,
US.P.Q(A)

En notant Rp I’ensemble des racines de Ap dans P, on demande ici ’inégalité stricte
(@, ML — pp) > 0, pour toute racine a € Rp telle que s € —Ro.
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ou I’on a posé
Us,p,0 = (Ug N wSUpws_l)\UQ.
On obtient ainsi un opérateur
Mgp(s,A) : Adisc(XP)g = Adise(X 0)st-
Pour P et Q standards et P fixé, Q est déterminé par s, et I’on pose
M(s,A) = Mg|p (s, A).

Pour s = 1, on écrira
Mg p(1) = Mg p(1,4).

Dans le cas particulier ot Q = s(P), on a (cf. [25, lemme 5.2.1]) :
M;p)p(s,A) = eWAterYs)g ou Y, = Ho(ws_l) =To—s"'T,
et
§ @ Adisc(X p)g = Adisc(X 0)sg  est défini par sP(x) = CD(wS_lx).
Définition 5.2.1. Pour ;& € u p, on pose
ou(x) = e(MsHP(x))(p(x)’
et on note D, 1’opérateur ¢ = ¢,,,i.e. Do = @,.

Lemme 5.2.2. Pour P, Q € P associés, s € W(ap,ag), L € Lp et A € a}‘,,c assez
régulier, I'opérateur D, vérifie I'équation fonctionnelle :

MQ|P(S,A)DM = DSMMQ‘p(S,/\ + ).
Démonstration. 11 suffit d’observer que (D, ®)(x, 1) = &(x, A + p). [

Soient P, Q € Ptels que P C Q. Pour ® € Agisc(Xp)g et A € a}’c assez ré-
gulier, on définit une série d’Eisenstein sur X o, par la formule :

E2(x.®. )= > ®(yx.A).
yeP(F)\Q(F)

Pour Q = G, onpose E(-,®, 1) = EG(-, ®, ). Le théoreme 5.2.2 de [25] est vrai
ici (mutatis mutandis)’ : pour ® € HAgisc(X pleetx € X, les fonctions

A (Moip(s,M)P)(x) et A E(x,®P,1)

admettent un prolongement méromorphe définissant des fonctions rationnelles sur le
cylindre a, /Ay = Hom(Ap, C>).

3Les propriétés de rationalité dans le cas cuspidal sont établies dans [32, section TV.4]. Le
cas général est traité dans [32, appendice II].
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5.3 La (G, M)-famille spectrale

Soient M € L, P € P(M) et A € a}, . On définit une (G, M)-famille périodique a
valeurs opérateurs [25, corollaire 5.3.2] : pour Q € P(M) et A € ays, on pose

M(P,A; A, Q) = Mgip(A) 'Mpp(A + A).

Soit T' € ay. Rappelons que 1’on a défini en section 3.2 une famille My-orthogonale,
qui est rationnelle si T € ap,@ :

W)= (Yr,p),
ou, pour P € P(M,), on a posé
Yr.p =[T]p + Yp, et  Yp=Ty—[Tolp.

Suivant la convention habituelle, pour Q € Pet P € P(My) telsque P C Q, on pose
Yr,0 = (Y1,p)0 et Yo = (Yp)p. Rappelons que pour P € P(My), I’élément Yp
appartient a Ag. En particulier, la famille My-orthogonale (Yp) est entiere. On
peut donc définir une autre (G, M )-famille périodique a valeurs opérateurs : pour
Q € P(M) et A € @y, on pose

MEY; P, A A, Q) = MNP A A, Q).

Le lemme suivant résulte de la proposition 1.6.8 :

Lemme 5.3.1. Fixons un élément Z € Ag. Les fonctions méromorphes de A et A a

valeurs opérateurs*

Mp (20 P AN = 3 egt 1 (Z MY P4 AL Q)
QeP(M)

sont lisses pour les valeurs imaginaires pures de A et A.

Observons que I’expression Mz?/}:" (Z,%0); P,A; A) est égale a

My (Z PN = Y 8g’[T]Q(Z§A)M(Pv)“A’Q)
QeP(M)

si Y) = 0, et donc, par exemple, si G est déployé.

4La notion de méromorphie invoquée pour un opérateur, disons A(1), est entendue au sens
faible, il s’agit de la méromorphie pour les fonctions A — A(1)®, pour ® dans un espace de
Banach.
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Soit Z € Ag.Pour Q, R € Py, on introduit la fonction méromorphe de A € a*Q C
et 4 € ag ¢, & valeurs opérateurs,

Q%o (Zid ) = D 65T (Zish — )M, p) T M(Gs., M),

S,s,t

ou S parcourt les éléments de Pg qui sont associés a @, s parcourt les éléments
de W(ag,ag), et ¢ parcourt les éléments de W(ag, as). Notons que SZ%lQ(Z; A1)
ne dépend que des images de A dans az,c /Aé etde p dans ay ¢ /A%, etquel’ona

SZITHQ(Z; A, ) = 0si R et Q ne sont pas associés.

Le lemme 5.3.4 de [25] est vrai ici. Il entraine la variante suivante de [25,
lemme 5.3.5] : en posant M = Mp, le changement de variables s - u = t~1Ls,
S8 =t"1SetsA —tu > Ay =ul — u, donne
QEo(ZiA. 1)

- ¥ 30 M SIS (7 A MR, i A S Mg (1. 2)
ueW(ap,ar) S’eP(M)

G,T . .
= Z MM,F(Z’ §D’R,/¢L’ AM)MR|Q(u7A’)
ueW(ap,ar)

Puisque, pour A € g, I'opérateur Mg o (u, A) est une isométrie [25, théoreme 5.2.2 (2)],
on en déduit que la fonction a valeurs opérateurs

(A ) > Qpo(ZiA )

est lisse pour les valeurs imaginaires pures de A et u. L’opérateur
Q% o(Z: A 1)

entrelace les représentation de G (A) dans Agisc(X )¢ et Agisc (X r)gr, ol € et £ sont
des caracteres unitaires automorphes de Ag (A) et Ag(A) respectivement, tels que
pour un (i.e. pour tout) u € W(ag,ag), on ait £ = ué.

Définition 5.3.2. On pose

@110 (Z: A ) = [€IT" Y Dy Ry (Zid. pt +v).

VECR

La fonction a valeurs opérateurs (A, ) — [SZ]I,TQ| 0 (Z; A, ) est lisse pour les valeurs
imaginaires pures de A et /.

>Dans 1’énoncé de loc. cit., M est la composante de Levi standard de Q.
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5.4 Séries d’Eisenstein et troncature

Soit M € L.Pour Z € Ag et H € Ay, on pose
X6(Z)=G(F)\G(A:Z), Xpy(H)=MF)\MA; H)

et

Xm = Ay (A)M(F)\M(A).

Pour P € P(M), soient ® et ¥ deux fonctions sur X p qui se transforment a gauche
suivant le méme caracteére unitaire automorphe de Aps(A). On a défini un produit
scalaire

(®,V)p = / O(mk)V(mk)dmdk.
XM xK
Lemme 5.4.1. Pour H € Ay, on pose

(@, W) p gy = / (mk)W(mk)dm dk.
Xym(H)xK

On a alors
(@, V) pu = [Cp|™ Z e HND, D, W) p.

VE,G'Z\M
Démonstration. On observe que puisque
d(amk)V(amk) = ©(mk)¥(mk)

pour tout a € Apr(A), le produit scalaire (®, W) p i ne dépend que de I’'image de H
dans cjps. On conclut par transformée de Fourier sur le groupe fini ¢y . ]

Soitp € L1 (P(F)\G(A; Z)). On pose, si la série converge,

loc

Exo)= Y, oyx).

yEP(F)\G(F)
Soit Y € L}OC(YM x K), c’est-a-dire que i est une fonction localement intégrable

sur X pr x K qui est invariante a gauche sous Aps(A). On pose, si ’intégrale a un
sens, pour v € Ty,

V() = / M M)y (k) dm dk.
XMXK

Nous aurons besoin du calcul formel suivant.
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Lemme 5.4.2. Notons Ap(Z) 'image réciproque dans Apy de Z € Ag. Soit ¢
comme ci-dessus et supposons que

op(x) = [ o(ux) du
Up(F)\Up(A)

soit de la forme
(5.3) op (mk) = 8p(m)e &1y (m k)

pourm € M(A), k € K, £ € uyy ety € L1 (Xpr x K). On a ’égalité suivante :

loc

| Epdr=fut Y Y ).
Xc(2)

veen HEAM(Z)

Démonstration. Tout d’abord, il est classique d’observer que

/ E(x,p)dx =/ o(x)dx =/ op(x)dx.
Xc(2) P(F)\G(A;Z) P(F)Up(A\G(A;Z)

La formule d’intégration (5.1) montre alors que

/;(G(Z) E(x,p)dx = Z /X 8 p(m) "\ op (mk) dm dk,

HeApy (z) Y Xm (H)xK

soit encore, compte tenu de 1I’hypothese (5.3),

/ E(xg)dx= Y~ e(E’H)/ v (mk) dm dk,
X (2) X

HeAp (Z) M (H)xK

et il suffit pour conclure d’observer que

/ Y(mk)ydm dk = [ep|™" D ey (). n
Xap(H)xK ~

VECHM

Nous pouvons maintenant établir 1’analogue, dans notre cadre, de [25, théo-
reme 5.4.3]. Soient ® et W des formes automorphes associées a des sous-groupes
paraboliques standards, vérifiant les conditions suivantes :

Hypotheses 5.4.3. On suppose que :

(i) D€ Agisc(X ) et W € sAgisc(X r)gr pour des sous-groupes paraboliques
associés Q, R € Py, ol &, resp. &, est un caractére unitaire automorphe
de Ag(A), resp. de Ar(A);

(i) Ae a’é’c/ﬂé etjL € ag o/ Ags

(iii) &’ = wé pour un (i.e. pour tout) w € W(ag, ag).
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Théoreme 5.4.4. Soit Z € Ag. Sous les hypothéses 5.4.3, on a les assertions sui-
vantes :

(1)  Onsuppose que © et V sont cuspidales. On a I’égalité entre fonctions méro-
morphes de A et i :

/ ATE(x, ®, ME(x, W, —)dx = ([R]Fo(Z: 1. 1)@, V).
Xc(2)

(i)  On suppose que ® et V sont discrétes mais non nécessairement cuspidales.
1l existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout A € p ¢ et tout (L € jLp,
on ait :

[ AT B 0 ) G B (910 (253,10, ) | < 70D,
Xg(2)

Démonstration. Prouvons (i). Pour A € az) ¢ dans le domaine de convergence de
la série d’Eisenstein E(x, @, 1), et puisque  est cuspidale, on a ([25, proposi-
tion 5.4.1])

ATE(x,®,2) = ) (=1)*O¢us (s (Ho(yx) — T)(M(s, 1) (yx, s1)),
S,s,y

ou la somme porte sur les S € Py associés a O, s € W(ag,ag), y € S(F)\G(F),
et M = Mg. On déduit du lemme 5.4.2 que pour A dans le domaine de convergence
de E(x,®, 1), et —ju dans celui de E(x, ¥, —fi), I'intégrale de (i) est égale a

_1nya(s) -1 _
(5.4) SZ [X oy V57 (o) — A )

avec
Xs(Z) = S(F)Us(A\G(A: Z)

(X 5(Z) est'image de (][ gea,, z) Xm(H)) x K dans X g), et
A(x,s) = (M(s, 1)) (x, sA) s E(x, W, —f1),
ou [Tg E est le terme constant de E le long de S. Notons que ¢ps,s(s ™ (Ho(x) — T))

ne dépend que de I'image (Hg(x)° — Tsc) de (Ho(x) — T') dans ag. D’apres [25,
théoréme 5.2.2 (5)], on a

A,y = ) ebATmaRes s M(s, 1) @) () (M(1, — 1) W) ().

teWC (apg,as)
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La fonction M(s, A) ® appartient & oAcysp (X 5)s¢ et la fonction M(z, —f1) W appartient
a Acusp(X 5)er. Il résulte des lemmes 5.4.1 et 5.4.2 que I’expression (5.4) est égale
alasomme sur S, s ett de

€17 Y D (=D Ours(H — Ts)eH = H1(D,M(s, 1)@, M(1, —j1) V) 5.
ve’c\s HeAg(Z)

Fixons un triplet (S, s, ¢) comme ci-dessus. En tenant compte du lemme 1.6.5 on a
pour A assez régulier et u fixé,

> D)y (H = Ts)et v H) = e3TS(Zysh — 1 —v).
HeAs(Z)

On obtient que I’expression (5.4) est égale a la somme sur S, s et ¢, de

55 [@s7' D] e TS (Zish — i — v)(D,M(s, ) D, M(r, — ) W) s,
VG/C\S

soit encore

5.6)  [CrI™ Y &g TS (ZisA — t(u + v) (D M(s. ), M(1. — ) ¥)s.
ve/c\R
et, grace a I’équation fonctionnelle du lemme 5.2.2, on obtient que (5.6) est égal a
5.7 [€rI™ Y e$TS(Zish — t(u + v)DM(E, —(1e + 1) " M(s, ) D, B) .
VE/Q\R

On voit apparaitre la (G, M )-famille spectrale a valeurs opérateurs pour M = Mg et
I’intégrale de (i) est donc égale a

CrI™" D (DRY 5 (Z: A+ v)D, W)k
VE’Q\R

Lassertion (i) en résulte. Le cas général (ii), dans le cas des corps de nombres, est di
a Arthur [3]. La preuve consiste a se ramener au cas cuspidal, ¢’est-a-dire a la formule
de Langlands [25, théoreme 5.4.2 (i)]. Dans le cas des corps de fonctions, on prouve,
de la méme manicre, (ii) a partir de (i). Notons qu’ici les groupes gy et g sont
compacts, d’ou la borne uniforme en A et u. |

Sous les hypotheses 5.4.3 (i) et 5.4.3 (ii), pour que I’intégrale

f ATE(x,®, )E(x, ¥, —1)dx
X (2)
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soit non nulle, il faut que wé et & coincident sur Ag(F)\Ag(A)! pour un (et donc
pour tout) w € W(ag, ar). Cette condition équivaut a I’existence d’un 7 € pp, tel
que

(wf) » 7 =¢".

Son image dans Bg est uniquement déterminée.

Proposition 5.4.5. Notons E(&,£") I'ensemble des T € p g vérifiant I’équation
(wE) xt=¢,

pour un w € W(ag,ag). S’il est non vide, c’est un espace principal homogeéne
sous Cg, indépendant du choix de w. Sous les hypothéses 5.4.3 (i) et 5.4.3 (ii),
le théoreme 5.4.4 reste vrai sans ’hypotheése 5.4.3 (iii), a condition de remplacer
[ﬂ]ng (Z; A, w) par l’opérateur
[R1%10(Z.68 0.0 ERRIT Y Dy Ro(Z:id i+ ).
veE(§.£)

Par convention, [Sl]ng(Z, E,E:A, 1) =0si E,E) estvide. Si(A— . —v) €Cq
pour v € E(&, &), chacun des membres de 1’égalité ne dépend que de I'image de Z
dans cg.

Démonstration. 11 suffit d’observer que E(x,D, ¥, u) = E(x, ¥, u + v). ]



