Chapitre 7

Décomposition spectrale

Les sorites de [25, section 7.1] sont valables ici. La décomposition spectrale
de L?(X g) a été obtenue par Langlands pour les corps de nombres [28] et par Morris
pour les corps de fonctions [35, 36], puis rédigée pour tout corps global par Mceglin
et Waldspurger [32].

7.1 Un résultat de finitude

Soit P € P. On observe qu’une fonction K -finie sur X p est forcément K’-inva-
riante a droite pour un sous-groupe ouvert K’ de K. Pour £ € E(P), on note
Agise. k' (X p)g le sous-espace de Agisc(X p)g, formé des fonctions qui sont K '_in-
variantes. On définit de la méme maniére les espaces A, /(X p)g. Sur un corps
de fonctions on a le résultat de finitude suivant :

Théoréme 7.1.1. La représentation de G(A) dans HAgisc(X p)g est admissible : pour
tout sous-groupe ouvert compact K’ de G(A), I’espace Agise. k' (X P)g est de dimen-
sion finie.

Démonstration. D’apreés le lemme 4.1.2, il existe un sous-ensemble compact 2
de X p tel que toute forme automorphe cuspidale K'-invariante sur X p soit 2 support
contenu dans €2. On en déduit que I'espace A, g’ (X p)¢ est de dimension finie. En
d’autres termes, la représentation de G(A) dans Acusp (X p)g est admissible. D’apres
la décomposition spectrale de Langlands, les formes automorphes discretes

o e ejA’disc,K/(‘XP)S

s’obtiennent comme résidus de séries d’Eisenstein E€ (x, ®’, 1) construites a par-
tir de formes automorphes cuspidales @ € Ao, k(X g)g pour un Q € P tel
que Q CP,§eB(Q)et e ;ﬂé o a"é C/Aé; avec la condition que I’élément
£ % A de E(Q)* défini par (£ x 1) (a) = £'(a)e!*He@) pour tout a € Ag(A), pro-
longe &. Observons que £’ x A ne dépend que c/l\e la projection de A sur a*Q,C /BY, =
ker[E(Q)Y — E(Q)']. Pour p € pgy (=Ag), la fonction D,P" appartient
a ’A’cusp,K'(XQ)S'*M et

EP(x, D, A —p) = EF(x, ', 1) pour tout A€ MJQF.

Soit E(Q) xBe [LE le quotient de E(Q) x [LZ par la relation d’équivalence définie
comme suit : deux couples (£7, A1) et (§5, A2) sont équivalents si et seulement s’il
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existe un u € pg tel que (§5,42) = (&7 * w, A1 — p); auquel cas & * Ap = &) » A1.
Puisque ¢p = ker[;l,JQr — a*Q c/ Bé] est fini, I’application (surjective)

2(0) xP2 uh — E(Q)F. (€.0) > & %

est a fibres fines. Comme I'espace oA, k' (X g)¢ est de dimension finie, il suffit
de voir que les éléments de E(Q)™ de la forme £ x A avec (§,1) € E(Q) x [LE,
tels qu’il existe une forme @’ € A, x’(X ¢)¢ pouvant donner naissance par ré-
sidu de la série d’Eisenstein E¥ (x, ®',-) en A a une forme dans Agise. k' (X P)es
appartiennent & un ensemble fini. La projection (£’ x A)! = & » A Ao ()1 de &' x A

sur E(Q)! coincide avec la projection de &', qui est un caractére du groupe fini
Ap(F)(K' N Ag(A))\Agp(A). Par conséquent, les classes £ + B varient dans
un sous-ensemble fini de E(Q)/ B 0. On peut donc fixer £’ et se contenter de faire va-
rier A. Ecrivons A = Ay + A" avec Ay € pp et AT € ap. La projection (A%)p de A

sur a est nulle (car §’ = §) et la projection (A+)§ de A sur ag’* varie dans

: *Mapa)
un compact de a Q’*. La compacité de u o assure que A varie dans un compact du cy-
lindre ;LJQF. L’intersection d’un ensemble compact et d’un ensemble discret (les poles
d’une série d’Eisenstein) est finie, ce qui acheve la démonstration du théoréeme. =

Ce théoreme rend inutile le découpage suivant les données cuspidales utilisé par
Arthur (et repris dans [25]) dans le développement spectral de la formule des traces,
puisqu’il regle immédiatement les éventuelles questions de convergence.

7.2 Données discretes et décomposition spectrale

Pour M € L, notons WY (M) le quotient de I’ensemble des éléments w € WO tels
que w(M) = M par WM _ C’est un groupe et on note w® (M) son ordre. Rappe-
lons que pour o une représentation de M(A) et A € py, onanoté o, =0 x A la
représentation définie par les opérateurs

oxA:x > MM g (),

Définition 7.2.1. On appelle donnée discrete pour G un couple (M, o), ol ¢ est une
représentation automorphe irréductible de M(A) discrete modulo le centre, ¢’est-a-
dire apparaissant comme composant de Lgisc (X m)e — Iespace de Hilbert engendré
par les sous-représentations irréductibles de L?(X M )¢ — pour un caractére unitaire
automorphe £ de Aps(A). Deux données discretes (M, o) et (M, 0”) de G sont dites

équivalentes s°il existe un couple (w, ) € WG x u,, tel que

wMw™ =M et wox) ~o.
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Nous noterons Stabys (o) le sous-groupe de €3s formé des A tels que 0 x A ~ o,
et ¢p (o) son indice :

e (0) = | € |
M |Staba (0)]°

Soit (M, o) une donnée discrete pour G et soit P € P(M). Soit & la restriction
a Ap(A) du caractere central de o. On notera

A(Xp.0) C Adisc(XP)e

le sous-espace des formes automorphes ¢ sur X p telles que, pour tout x € G(A),
la fonction m — @(mx) sur X s soit un vecteur de la composante isotypique de o
dans Lﬁisc (X am)e. Cest I’espace des fonctions K -finies a droite dans I’espace de la
représentation induite parabolique de P(A) a G(A) de la composante isotypique de o
dans L2 (X m)e. _ _

Considérons x € Xp,y € G(A),0 = Intgavec§d € G(F)et u € aL,C. Rappe-
lons que I’on a posé

(71.1) o(x, p) = elterHr@p ().

Définition 7.2.2. Pour une représentation automorphe irréductible o de Mp (A) dis-
crete modulo le centre, on définit pour Q = @(P) un opérateur unitaire'

(7.2) pP,U,M(S’yﬂw) : 'A(XP’U) _>°A’(XQ’0((U®U))’
en posant
(7.3) (PP (8.7, 0)@)(x,0(n) = (@) (§~ ' xy, ).

Cet opérateur réalise un avatar tordu par 6 et w de la représentation induite para-
bolique
G(A)
IndP(A) (o % ).

Différentes réalisations peuvent apparaitre et doivent étre comparées :

Lemme 7.2.3. Pour i1 et A € uyy, les avatars tordus

Py = pP,a,/H-M(S? Y, w) et Py = pP,a*A,/L(Sv y, )

'On prendra garde a ce que, contrairement au cas des corps de nombres, on ne dispose pas
d’un représentant canonique dans 1’orbite de o sous les décalages parles (1 € .
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sont équivalents et I’entrelacement est donné par les opérateurs D, et Dy (défini-
tion 5.2.1). En d’autres termes, le diagramme suivant

P

A(Xp.0)

AXg,0(w ®0))
D, Do)

AXp,o*A) 2 AXg.0(@ R0 * L))
est commutatif, c’est-a-dire que I’on a
(7.4) De(/l) 0 pP,U,A-i-M(& y,w) = pP,U*/\,M(& y,w)oD,.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des équations (7.1) et (7.3). ]

Par intégration contre une fonction f € Cfo(G(A)), on définit I’opérateur

pP,a,u, (8’ f7 a))

et on pose

F/\)’P,G,/J, (y, o) = PPo,u (8o, Y, ), FP,U,N«(f’ w) = PPo,u (80’ f’ w).

Soit ¢ : Xg — C une fonction continue et a support compact. Pour P € P,
U € Agisc(Xp) et L € pp, on pose

@(\P,u)=/ o(x)E(x, ¥, p)dx.

Xg

Pour deux fonctions ¢, ¢ : X — C continues et & support compact, on pose
6. 0)xo = [ sLopd
Xg

Pour M e L, notons

o Il4isc(M) I’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations automor-
phes irréductibles de M (A) discrétes modulo le centre ;

o I4isc(M) le quotient de Igisc(M) par la relation d’équivalence donnée par la
torsion par les caracteres unitaires de Ay ;

*  Wp(0) une base orthonormale de 1’espace vectoriel pré-hilbertien A(X p, o).

D’apres [32, chapitre VI] avec les conventions 1.3.1 pour la normalisation des me-
sures (vol(p ) = 1) et les notations de la définition 7.2.1, on a le théoréme suivant.
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Théoréme 7.2.4. Le produit scalaire (¢, ) x , admet la décomposition spectrale
1 -~ -~ =~
Woxe= Y taap L ) [ Y dwwsm.
MeL|W o €l gisc (M) M Qe p (o)

ou l’on a identifié L/W a un ensemble de représentants dans L, et on, pour chaque
classe 0 € M gisc(M), on a choisi un représentant o € Tlgisc(M) dans la classe o.”

7.3 Décomposition spectrale d’un noyau

La proposition 7.2.2 de [25] est vraie ici, mutatis mutandis®. Plus précisément,
soient P € Py et 6 un F-automorphisme de G. Soit H(x, y) un noyau intégral sur
Xgpy x Xp,delaforme H = K; K} :

H(x.y) = /X K. 2)KE (2. y) dz.

ol Ky (resp. K») est un noyau «A-admissible sur X g(py X X p (resp. Xp x X p). On
suppose que pour S € PE, o € Myise(Ms) et 1 € g, on a des opérateurs de rang
fini et, plus précisément, qui s’annulent en dehors d’un ensemble fini de vecteurs

de ¥g(o):

A1, € Hom(A(X 5,0), A(Xg(s).0(0)))

et
Az,a,u € Hom(A(X 5,0), A(X s,0)),
vérifiant
/X K ) EP (3 W, ) dy = EP)(x, Ay 0.0V, 60(10))
P
et
/ Ka(ro )EP (v W, ) dy = EP (x, Ag.o W, 1),
Xp
Posons

BU,M = AI,G,MA;,G,H, S HOl‘n(eAa(Xs,O'), A(X@(S), 9(0’)))

20n observera que pour chaque facteur de Levi M € £/W, on a choisi un sous-groupe
parabolique P de composante de Levi M. Le choix de ces sous-groupes paraboliques P est
indifférent. Il en est de méme pour les formules des propositions 7.3.1 et 7.3.2 ci-dessous.

30n observera que, dans [25], la définition des espaces X p differe de la ndtre par un quo-
tient par B p ; il en résulte que, pour que la formule [25, proposition 7.2.2 (1)] soit correcte, il
faut la modifier comme indiqué en Err (viii) dans I’annexe.
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et

Ho(x.yiw) = E*P(x.Bou W 6(w)ET (v, V. p).
YeWgs (o)

Proposition 7.3.1. Le noyau H(x, y) admet la décomposition spectrale

15 HEn= Y —— Y o) [ HeGeyimdu

G
Mel /W w? (M) o €Ml gisc (M) d

De plus, la somme sur ¥ dans ’expression Hy(x, y; |4) est finie, et en posant

ey = Y —— Y o) [ IHeGryswlde,

G

w¢ (M

MeL /W (M) o € gisc (M) my
on a la majoration (inégalité de Schwartz)

(7.6) |H(x,y)| < h(x,y) < Ki K} (x,x) 2K K5 (. y)"/2

84

Démonstration. Comme dans la preuve de [25, proposition 7.2.2], cela résulte
des généralités sur la décomposition spectrale des noyaux produits [25, proposi-
tion 7.1.1 (1)] et de la forme explicite de la décomposition spectrale automorphe

(théoreme 7.2.4).
Pour § € G (F), posons 6 = Ints et Q = 6(P). On considere I’opérateur
p@. f.w): LX(Xp) > L2(Xg).

défini par
p(5. f.)p(x) = [ FO) P xy)dy.
G(A)

Il est donné par le noyau intégral

Kostx) = [ o) Y Gy sy du.
Uo(P\Uo®) o0
Soit S € PE, et soit o une représentation automorphe de M (A). Pour 1 € ap.c

et feCX® (G (A)), on a défini en section 7.2 un opérateur
Psou(S, fLo): AXs, 0) > AXgs). 0w ®0)).
Pour ¥ € A(Xgs,0)etx € Xp,ona

P, fo)EP (x, W, 1) = E2(x, pg 4, (8. f,0)V.0(1)),
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N

d’ou
/X Koo ) EP (5. W, j)dy = E2(x. pg g (6. f)W. O(10)).
P

Rappelons que I’on a fixé une base orthonormale ¥ g (o) de I’espace pré-hilber-
tien A(X 5,0). Pour u € pg, on pose

Kopolx,yiw) = Y EC(x, 50,8 f@)W,0()EL (3, W, ).
VeV (o)
On a les variantes de la proposition 7.3.1 de [25] et de son corollaire 7.3.2 :
Proposition 7.3.2. La fonction f € C° (G (A)) étant fixée, alors
(i) lenoyau K¢ 5(x,y) admet la décomposition spectrale suivante :

1 ~
Kos(x.))= Y P Y Tu) | Kopolx.yipdu:
MeLP/wP o €ll gisc (M) tum

(ii) la restriction a © x G(A) de la fonction

1 ~
(x,y) Z m Z cy (o) |A{’QKQ,P,o(x,y;M)|d/L
MeLP/WP o€l gise (M) km

est bornée et a support compact en X, et a croissance lente en y.

Démonstration. Le point (i) est une conséquence de la proposition 7.3.1 et de
la section 6.2 : on choisit un sous-groupe ouvert compact K’ de G(A) tel que
e’ * [ keg = fetw|K, =1;pourS € Tﬁ,a € Mgisc(Ms) et 4 € pg, on consi-
dere les opérateurs

AI,U,M = pS,a,M(‘S’ fiw) et AZ,U,M = pS,a,p,(eK’)v

b —_ *k
puis on pose By, = Al,U,MAz,a,M-

On en déduit que le noyau tronqué AlT’Q Ko s(x,y)estégal a

! - T
2. wran 2. u© ATCKg oo (. y: ) di.
MeLP /W o€llgjsc (M) 197

On observe que, grace a la factorisation de la section 6.2, on a

T, . T, . . .

A QKQ,p,U(x,y,p,) = /X A QKQ’P’O(X,Z,M)K;’P’U(BK/,Z,y,[,L)dZ
G

avec

Kp polegiz,yipn) = Z EP(z, W WEP (3, psoplex)V. 11).
WeW (o)
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On en déduit le point (ii), comme dans la preuve de [25, proposition 7.3.1 (ii)], grace
a I’inégalité de Schwarz (7.6), au lemme 6.3.1 (i), et a I'inégalité du lemme 6.1.1. m

Corollaire 7.3.3. La restriction a @ x G(A) de la fonction
(x.y) > [ATC K 5(x. )]

est bornée et a support compact en x, et a croissance lente en y.



