Chapitre 9

Développement géométrique

9.1 Convergence : coté géométrique

Rappelons qu’on a introduit en section 3.3 I’ensemble £ des classes d’équivalence
de paires primitives dans G (F') et que pour chaque o € O on a défini un ensemble O,
de classes de conjugaison de G (F). Compte tenu du lemme 3.3.2 on peut décompo-
T
ser K yeom (X) €0
T T
kfeom () = kI (x)
0€D

ol kz ne comporte que la contribution des éléments § € O, :

ki)=Y (=P N kg (6%)

Pepy, §€P(F)\G(F)
avece
k5 () = tp(Ho(x) = T)Kp ,(x. ),
ou
Kp  (x.x) = / > o) f(x sux)du.
Up(F)\Up(A) §c0.NB(F)

On rappelle que d’apres le lemme 3.3.2 (ii), on a la décomposition
0o N P(F) = (05 N Mp(F))Up(F),

ce qui donne un sens a I’expression ci-dessus.

On considere Q, R € Pg. Rappelons que d’apres [25, lemme 2.11.1] il existe
un P € A?Sst tel que Q C P C R si et seulement siona QO C R™. On a défini en
section 3.4 un ensemble GgO(Tl, T) dépendant d’un compact Cg C G(A), et on a

noté F 1% (-, T) la fonction caractéristique de 1I’ensemble
Q(F)&Z (T1.T).

Comme en [25, proposition 3.6.3], on suppose que Co est assez gros, et que T
et —77 sont assez réguliers.
On pose'
Yo = Ag(A)Q(F)\G(A).

ILe lecteur prendra garde que dans [25] on passe au quotient par B¢, qui, dans le cas des
corps de nombres, est identifié a un sous-groupe du centre, car f a été intégrée sur le centre.
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Le point clef pour la convergence du c6té géométrique (théoréme 9.1.2 ci-dessous)
est le résultat suivant [25, proposition 9.1.1] :

Proposition 9.1.1. Supposons T assez régulier, c’est-a-dire d o(T') > ¢ oii ¢ est une
constante dépendant du support de f. L’intégrale

[ e C ISR S D SR it SNCRINE
Yo PPy, 0+ cPcR-
est COnVergente.

Démonstration. Notons Q7 le support de f. C’est un compact de G(A), et pour
x €G(A) tel que Kp ,(x,x) # 0, on a x 18ux € Qy pour des éléments
§ €Oy N P(F)etu € Up(A). Puisque Hg (x " '8ux) = 0 et Qr N G(A)! est com-
pact, on peut appliquer [25, corollaire 3.6.7] : si T est assez régulier, précisément
sido(T) > c ou c est une constante dépendant de 2 ,les § € O, N P(F) qui donnent
une contribution non nulle a I’expression de I’énoncé appartiennent a O, N Q T(F).
En utilisant la décomposition (point (ii) du lemme 3.3.2)

0o N OT(F) = (9 N M o+ (F)Ug+ (F),

on peut donc comme dans la preuve de [25, proposition 9.1.1] remplacer K (x, x)

par une expression CI>P~’D(x) qui s’écrit @5 | = ZneooﬂMQJr @ﬁ’mo(x) avec

D5 (x)=/ O poux) du.
P Up(F)\Up (4) 2

vEUQ+(F)
Posons
EG() =G5MHo(x)=T) ) Y. DT, ()],
PePy,QCPCR

nEOUHMQ+

Il s’agit de montrer que I’intégrale
0 =R
/ FPO(x, T) Eg(x) dx
Yo
est convergente. Posons
ZQ = A@(A)AQ(F)\AQ(A) - YQ.

On commence par estimer, pour v € Upg(A) et x € G(A), I'intégrale

®S(v,x) =/Z Eg(vax)SQ(a)_lda,
0
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de fagon uniforme lorsque x reste dans un compact fixé. Notons que la somme sur 7,
dans I’expression & g (vax) porte sur un ensemble fini, dépendant a priori de x et a.
Comme dans la preuve de [25, proposition 9.1.1], on montre que pour x dans un
compact fixé, ’ensemble des a € Z o donnant une contribution non triviale a I’ex-
pression @g (v, x) est contenu dans un compact ; par conséquent la somme sur 1 dans
I’expression E Q(vax) porte sur un ensemble fini (indépendant de a et x dans un
compact fixé). Il reste a estimer la somme sur a dans I’expression @S (v, x). Notons

Z§ Iimage de
Ag(A) N Ag-(A)! = {a € Ag(A) : Hg-(a) = 0}
dans Z g. Le morphisme
1-6p:Zg—>Zo=2Zp,, ar>abhla™")

a pour noyau le sous-groupe Z S_ de Z IQe:r formé des éléments 6y-invariants. D apres
la preuve [25, proposition 9.1.1], il suffit de considérer les a € Z S_.

Soit u I'algebre de Lie de Up+. On n’a pas ici d’application exponentielle mais
on peut fixer un F-isomorphisme de varietés algébriques j : u — Ugp+ compatible
avec I'action de Ag+, i.e. tel que

joAd, =Intyoj

pour tout a € Ap+. On obtient j par restriction a partir d’'un F-isomorphisme de
variétés algébriques jo : 19 — Uy compatible avec I’action de A9 = Ap,, oli g est
I’algebre de Lie de Uy = Up,. Pour toute racine o de A¢ dans Uy, on pose o = {o, 2c}
si 2a est une racine et (@) = {«a} sinon. On note U(y) le F-sous-groupe de Uy
correspondant a (o) et 11¢,) son algébre de Lie. Soient «y, ..., a, les racines pri-
mitives (c’est-a-dire non divisibles) de Ay dans Uy, ordonnées arbitrairement. On
a la décomposition en produit direct Uy = U(y,) - - - Uq,), resp. en somme directe
g = U(g,) D - D U(y,), et il suffit de prouver que pour i =1, ..., r, il existe
un F-isomorphisme de variétés algébriques &; : 1(q;) — Ul(q;) compatible avec I’ac-
tion de Ag. Alors pour X € ug, on écrit X = ) ;_, X; avec X; € u(y,) et on pose
Jo(X) = &1(X1) -+ - & (X,). Fixons un indice i et prouvons I’existence de &;. Suppo-
sons tout d’abord (o) = {o; }. D’apreés [15, Lemma 21.17, Theorem 21.20], Ug,) est
F-isomorphe, en tant que variété algébrique, a un espace affine V;, la conjugaison
par a € Ag sur U, correspondant a la translation par o; (a) sur V;. Si maintenant
(oj) = {o, 2w}, d’apres [15, Lemma 21.19] et la preuve de [15, Theorem 21.20], il
existe un F-isomorphisme de variétés algébriques

U/ Uca)) * Uoe) = U

compatible avec I’action de Ag et I’argument précédent s’applique a chacun des deux
groupes unipotents Uy, )/ U(aq;) €t Uaq;)- Cela prouve I’existence de &; en général,
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et donc celle de jo. La restriction de jp a u donne le F-isomorphisme j : u — Ug+
cherché; il est compatible avec 1’action de Ay. Observons que j induit une bijection
u(A) — Up+(A) qui se restreint en une bijection u(F) — Ug+(F).

Soit u™* le dual de u. Fixons un caractére non trivial ¥ de F\A, et notons u" 1I’or-
thogonal de u(F) dans u*(A) pour ce caractere. Pour A € u*(A) et u € Up(A),
posons

g(x, A, 8,u) = /(A) VA, X)) f(x718j(X)ux)dX.

Comme dans la preuve de [25, proposition 9.1.1], la formule de Poisson permet
d’écrire

0]

50 =GFHo(x)—T) >

n

Y. g A

AeuV(Q,R)

ot uY(Q, R) est un sous-ensemble de u" défini en loc. cir. Observons qu’ici g est &
support compact en A comme transformée de Fourier d’une fonction lisse a support
compact. La suite de la démonstration est identique a celle de loc. cit. : via I’étude de
I’action coadjointe de ZS_ sur 1", on obtient que la somme définissant @Ié (v, x) est
absolument convergente, uniformément lorsque x reste dans un compact. On conclut
comme a la fin de la preuve de loc. cit. ]

Rappelons que si le compact Cg est assez gros, et si T’ et —77 sont assez réguliers,
on a la partition [25, proposition 3.6.3]

> Y FRExT)thMeEx) ~T) = 1.
Q€Pst,QCP E€Q(F)\P(F)

On en déduit un analogue de [25, théoreme 9.1.2] :

Théoreme 9.1.2. Si T est assez régulier, précisément si do(T) > c ou ¢ est une
constante ne dépendant que du support de f, I’expression

> [ weolax

o€ Y

est convergente. De plus, seul un ensemble fini de classes o (dépendant du support
de f) donne une contribution non triviale a la somme.

L’intégrale étant absolument convergente, il est loisible de poser

T déf ~ dét
TS kT(xydx et 3L :/Y kL (x)dx.
G

géom géom
Yo

On obtient alors le développement géométrique de la formule des traces :

ngéom - Z Jo -
0€D

Corollaire 9.1.3. Ona
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Il ne s’agit ici que de la forme dite « grossiere » du développement géométrique.
Nous allons donner une forme plus explicite pour certains termes. La théorie des
intégrales orbitales pour les corps de fonctions est encore a écrire. Elle sera bien siir
nécessaire pour un développement géométrique « fin » au sens de Langlands. Il est
toutefois possible de traiter les termes primitifs (cf. section 9.2) et les termes quasi
semi-simples comme pour les corps de nombres (cf. section 9.4). Pour les autres
termes, on tombe sur des difficultés que nous n’essaierons pas de résoudre ici (cf.
section 9.3). Il est raisonnable d’espérer que pour p >> 1 ces difficultés disparaissent
(cf. section 9.5).

9.2 Contribution des classes primitives

Notons Oprim C O I’ensemble des classes de G (F')-conjugaison d’éléments primitifs
dans G (F). Pour 0 € Oprim, I’expression

kg (0) = ) o) f(x7'8x)

§€0,

ne dépend pas de 7. On la note aussi k,(x). Avec les notations de la section 8.2, on a
donc

kprim(ﬁ w;X) = Z ko (x)

DGDprim

et I'intégrale
©.1) S F) = [ g S 1)
Yo

est absolument convergente. Elle définit une distribution sur G(A), donnée par

02 Sgafo= ¥ | w(g) f(g™'6g)dg

PR 5 (AGS(FI\G(A)
ou Fprim est un systetme de représentants des classes de G(F)-conjugaison
dans G (F )prim. Ici G®(F) est le groupe des points F-rationnels du centralisateur” G°
de § dans G, et dg est le quotient de la mesure de Haar sur 45(A)\G(A) par la me-
sure de comptage sur A g (F )\G? (F). Seul un nombre fini de § (dépendant du support
de f) donne une contribution non triviale a la somme.

2Vu comme F-schéma en groupes, G® n’est a priori ni lisse, ni connexe.
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Corollaire 9.2.1. Pour§ € G(F )prim, ['intégrale orbitale

[ o(9) f(g ") dg
Az (A)GS(F)\G(A)

est absolument convergente.

Corollaire 9.2.2. Pour§ € G(F )prim, le groupe (localement compact) G%(A) est uni-
modulaire et le quotient
Ag(B)G* (FI\G*(A)

est de volume fini.

Démonstration. Considérons le cas w = 1 et f positive. L’intégrale orbitale

/ F(x18x)dx
Az (A)G(FI\G(A)

étant convergente, il en résulte que pour toute fonction lisse ¢ et a support compact
sur

Y = GY(A)\G(A),
Iintégrale

/ @(x) f(x"18x)dx

A5(A)GH(FI\G(A)

est convergente et définit une fonctionnelle G (A)-invariante a droite sur I’espace vec-
toriel engendré par les fonctions v sur Y de la forme (%) = ¢(x) f(x~'8x). Mais,
en variant f et ¢, on obtient ainsi toutes les fonctions lisses et a support compact
sur Y. Il existe donc une mesure G (A)-invariante a droite sur Y, ce qui implique que
le groupe G% (A) est unimodulaire, puisque G (A) Iest. La convergence de I’intégrale
orbitale implique que le volume de A5 (A)GP(F)\G?(A) est fini. [

Pour § € é(A)prim, on choisit une mesure de Haar sur G%(A) et on pose
a®(8) = vol(Ag(A)G’ (F)\G (A)),

ou le volume est calculé en prenant la mesure quotient de la mesure de Haar
sur Ag (A)\G®(A) par la mesure de comptage sur A@(F)\GS(F). Si G4(A) ¢ ker(w),
on pose

05(f.w) =0,

et si G3(A) C ker(w), on pose

Os(fiw) = /

w(g) f(g'8g)dg,
GO (AN\G(A)
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ou dg est la mesure quotient de la mesure de Haar sur G(A) par la mesure de Haar
sur G¥(A).

On fixe un systeme de représentants TcC G (F) des classes de G(F)- -conjugaison
dans G(F ), et on note Fpnm C T le sous-ensemble formé des éléments primitifs.

Proposition 9.2.3. L’intégrale (9.1) est absolument convergente et définit une distri-
bution invariante sur G(A). On a

(93) prlm(f a)) - Z aG((S)OS(f; Cl)),

SEFprim
ou la somme porte sur un ensemble fini (dépendant du support de f).

Démonstration. Un calcul élémentaire fournit 1’égalité (9.3). La finitude résulte du
lemme 3.4.2. ]

9.3 Sur la descente centrale

Dans [25, section 9.2], en vue de I'utilisation de la descente centrale de Harish Chan-
dra, qui est une technique essentielle dans les travaux d’ Arthur sur le développement
géométrique fin, I’expression kI (x) est remplacée par une expression jI (x), de
méme intégrale sur Y . En caractéristique positive, le lemme 9.2.1 de [25], qui
permet de faire ce remplacement, n’est plus vrai, méme dans le cas non tordu. En
effet considérons une paire primitive (M, §) dans G et P = M U. Notons U? le cen-
tralisateur de § dans U.* On considere le F-morphisme 75 de variétés algébriques

g Up X Uf, — Up défini par (u,v) — utvInts(u).

En général I’inclusion 75 (Up x U 8) C Up est stricte et donc le lemme 9.2.2 de [25]
est en défaut, comme le montre 1’exemple ci-dessous.

3Rappelons qu’ici Y g joue le rdle de l’espace X = A G(F)\G(A) de [25]. Observons
aussi que la définition de 1’expression /~ (x) donnée dans [25, section 9.2] est incorrecte et
doit étre remplacée par celle donnée par Err (xi) dans I’annexe.

“Notons (1 — §)U I'image du F-endomorphisme u — u.Ints(u)~!. Ce morphisme se
factorise en un F-morphisme bijectif de variétés algébriques US\U — (1 — 8)U, qui n’est en
général pas un isomorphisme. Au F-schéma en groupes (affine) U 8 correspond un sous-groupe
algébrique F-fermé (au sens de Borel [15]) de G, noté de la méme maniere. Le F-morphisme
en question est un isomorphisme si et seulement s’il est séparable, auquel cas le F-schéma
en groupes U est géométriquement réduit (donc lisse) et correspond 4 un groupe algébrique
défini sur F.
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Supposons F' de caractéristique p > 0. Soit y un élément de GL,(F) qui en-
gendre une extension radicielle non triviale £ = F[y] de F. Cette extension est de
degré p et y est primitif dans GL, (F). Plongeons M = GL, x GL, diagonalement
dans GL,, et notons § 1’élément (y, y) de M (F). Alors (M, §) est une paire primitive
dans G = GL,, etsi P le sous-groupe parabolique standard de G de composante de
Levi M,ona U%(F) ~ E. On identifie U(F) 2 M,(F) et U*(F)a E C M,(F).On
voit que dans ce cas I’application g est donnée par

o)) +y  od n(x) = (Ad(y) - Dx.
On peut choisir y tel que y# soit scalaire et donc (Ad(y) — 1)? = 0. Il en résulte
que s ne peut pas étre surjective. Par exemple si p = 2, on a yn(x)y~! = n(x) et
donc n(x) € E pour tout x € M»(F), ce qui implique n(x) + y € E pour tout couple
(x,y) e Mr(F) x E.

Cet exemple montre que pour les paires primitives (M, §) dans G avec M # G
et § inséparable, la descente centrale ne fonctionne plus sans modification. C’est 1’une
des principales difficultés a résoudre du coté géométrique.

9.4 Contribution des classes quasi semi-simples

Un élément § de G est dit quasi semi-simple si I’automorphisme t = Ints de G est
quasi semi-simple, c’est-a-dire s’il stabilise une paire de Borel (B, 7)) de G. Pour
I’étude des automorphismes quasi semi-simples sur un corps quelconque, on ren-
voie a [31, chapitres 2 et 3]. Un automorphisme 7 de G est quasi semi-simple si et
seulement I’automorphisme tger de Gyer €st quasi semi-simple. La composante neutre
G. = (G")° du centralisateur d’un automorphisme quasi semi-simple 7 de G est un
groupe algébrique linéaire réductif (connexe)’. On prendra garde a ce que si F est de
caractéristique p > 0, un automorphisme non trivial de G peut étre quasi semi-simple
et unipotent ; toutefois, un tel automorphisme est forcément quasi-central®.

SLe théoréme 4.6.3 de [31] affirme que ce groupe est défini sur F, ce qui n’est pas toujours
vrai (la preuve de loc. cit. utilise le lemme 4.5.2 de [31] qui est faux en général). Pour un
énoncé correct, on renvoie aux travaux récents de Adler-Lansky-Spice sur la question (https://
www.arxiv.org/pdf/2503.00183). Nous nous limiterons ici aux éléments quasi-simples vérifiant
la conclusion de [31, théoreme 4.6.3].

®En caractéristique p > 0, un automorphisme t de G est dit unipotent s’il existe un entier
k > 1tel que 7" = 1d. Par exemple pour p = 2, I’automorphisme 7 : £ > ¢t~ ! du tore Gy, est
quasi semi-simple et unipotent. De plus le morphisme 1 — 7 : ¢ > 12 de Gy, n’est pas séparable.
Un automorphisme quasi semi-simple 7 de G est dit quasi-central si dim(G+) < dim(G) pour
tout automorphisme quasi semi-simple t’ de G de la forme v/ = Intg o 7 avec g € G.


https://www.arxiv.org/pdf/2503.00183
https://www.arxiv.org/pdf/2503.00183
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Pour § € G et T = Intg, notons (1 — 7)G I’image du morphisme de G dans G :
l—1:g—gt(g)" L.

On dit que 6 est séparable si le morphisme 1 — t est séparable, c’est-a-dire s’il induit
un isomorphisme de variétés algébriques

G\G - (1-1)G.

Sid e G(F ) est séparable, le F-schéma en groupes G® est lisse et correspond & un
sous-groupe algébrique fermé de G défini sur F.

Soit § € G(F ) un élément quasi semi-simple. En général, § n’est pas séparable,
mais on sait que la composante neutre G5 = (G®)° de son centralisateur est un groupe
algébrique réductif (connexe). On suppose de plus qu’il est défini sur F. On peut
alors, comme sur un corps de nombres, définir son centralisateur stable Ig (cf. [25,
section 2.6]7) :

Gs £ G* c 15 c G

Considérons le tore déployé maximal As dans le centre de /s, ou, ce qui revient
au méme, de Gg, et notons Mj le centralisateur de As dans G. C’est un facteur de
Levide G, et § est elliptique (mais pas nécessairement régulier) dans Mg = My, en
d’autres termes® :

As = A #is-

Notons fi]\”st(S) le sous-ensemble de fﬂgst formé des P tel que M p contienne un conju-
gué de M dans G(F). Soit o = [M, §] une paire primitive dans G et soit ¢ la classe
de G(F)-conjugaison de § dans G (F). La contribution de ¢ 4 kI (x) est donnée par

kl)y= ) (D)%% 3 kE (6%
PePy(5) g€P(F)\G(F)

avec
K (%) = 2o (Ho(x) — T)K 5 . (x, %),

"Le centre « schématique » Z n’est en général pas réduit. On considere le centre « ré-
duit» 3G de G, c’est-a-dire le centre, au sens de Borel [15]. C’est un groupe algébrique
diagonalisable, a priori seulement F-fermé, mais qui est en fait défini sur F : d’apres [15, Theo-
rem 18.2] il existe un tore maximal 7" de G défini sur F ; un tel tore se déploie sur une extension
algébrique séparable E de F, par suite le sous-groupe fermé 3G C T est défini sur E, donc
sur F', puisqu’il est F-fermé. Le centre « réduit» 35 = SGG de G est, lui aussi, un groupe al-
gébrique diagonalisable, défini sur F. On prend pour /s le sous-groupe algébrique fermé de G,
engendré par Gs et 35.

80bservons qu’un élément quasi semi-simple § est primitif si et seulement s’il est elliptique
régulier, c’est-a-dire que G est un tore et le sous-tore déployé maximal de G est égal a As.
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Kp (x,x) = / Z w(x) f(x " 18ux)du.

Up(A) secnMp (F)

Quitte a remplacer § par un conjugué dans G(F'), on peut supposer que Mj est un
facteur de Levi standard. Pour P € Py, on définit I’ensemble

Wi(az ., P),
comme en [25, section 9.3] et on pose

Jp ) =& Yo e@ Ty s@E)n),

sEW(a g ,P)Yn€lss) (F)\P(F)

s(8) = wbwy et (8 = [I5(F)\G*(F)|.

Enfin on pose

Fey= > pree 3" Tp(Ho(Ex) — T)jp (Ex).

PPy E€P(F)\G(F)

Observons que la somme sur P porte en fait sur le sous-ensemble ’it ).

Lemme 9.4.1. On a I’égalité des intégrales

kI (x)dx = / 7 I (x)dx.

Yo Yo

Démonstration. Pour P € ?ﬁst(S) tel que I’orbite ¢ rencontre P (F), pour M; C Mp
un conjugué de Ms, et pour s € W(aﬂs, aﬂl), d’apres [31, proposition 3.7.6] le
morphime

Up — Up, u > u 'ntys)(u)

est séparable. Puisque le centralisateur U}s)(&) = Up N G*® est trivial, ce morphisme

est un isomorphisme qui induit une application bijective Up(A) — Up(A). On en
déduit 1’égalité

Kp (x.x) = / Jp (ux)du
Up(F)\Up(A)

et le lemme en résulte. [

Posons

déf G déf G
A1y SHgg (Is(A) C A et CF = Ba\Aj, C e%s.
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Si le caractere @ de G(A) est trivial sur I5(A)! = ker(I5(A) — Ajy), il définit, par
restriction a /5 (A), un caractere de (?IG5 de la forme H > e‘“sH) pour un élément
déf =
ps € ker(pr, — pg) C pg; = A

On a introduit en section 3.2 la famille orthogonale %) (x, T') et on pose

”%S(W»X)Zw(x) > F%S(H,sp(x,T))ews,H)_

G
HeC Ts
Lemme 9.4.2. La fonction T +— vj% (w, x) est dans PolExp.
]
Démonstration. On a la suite exacte courte

déf

0— B%s — CF —¢1; = By \Ary — 0.

On note B% (2) C GIGS la fibre au-dessus de Z € ¢y, et on pose
8

G YT . G ,
Ve D Zips) = Y T (H Y Tyelts ™.
HeBL (2)
Mg
On a donc B
T _ G,Yx.T) .
vy (@.%) = w(x) > g n (Zips).
Zecls
L’ assertion résulte alors de la proposition 2.1.3. ]

Observons que pour M € L, Q e F(M)etm € M(A)ona
Yimx,1,0 = Yx,1,0 — Ho(m)

et donc _ _
T8 (H,Wmx, 7)) = TE (H + Hagy (), V(x, T))
pour m € Mg(A). On en déduit que la fonction x v}% (w, x) est invariante par
5

translation a gauche par i € I5(A).

Proposition 9.4.3. Si I5(A)! C ker(w), on a Uidentité

[ il (x)dx = L(S)_lvol(l(g(F)\Ig(A)l)/ vE (w,x) f(x18x)dx.
Yg 1

SANGA) M

L’intégrale sur Y g est nulle sinon.
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Démonstration. Posons

e, Ty =" Y Y (=107 T5(s™ (Ho(wsx) — T)).

seWlazz) ey (Ms)

Comme dans la preuve de [25, proposition 9.3.1] on a

/ jl)ydx = (8! / o(x)e g (x, T) f(x"8x)dx.
Yo

Az (A)Is(FI\G(A)

Pour que I’intégrale sur Y g soit non nulle, il faut que /5(A)! soit inclus dans ker(w).
Si tel est le cas, on observe que pour 4 € Ms(A) on a

iz, (hx. T) = T (Hyg, (h). V(x. T))

et donc que

/ a)(h)c)engs (hx, T)dh = Vol(lg(F)\I,g(A)l)v% (w,x). =
Ag (A Is(F)\I5(A) 8

9.5 Sur le développement géométrique fin

Le développement géométrique fin consiste en I’expression des termes du développe-
ment géométrique du corollaire 9.1.3 au moyen d’intégrales orbitales pondérées. Les
propositions 9.2.3 et 9.4.3 fournissent une telle expression pour les termes primitifs
ou quasi semi-simples.

Les autres termes font intervenir des contributions unipotentes et, comme on a vu
en section 9.3, la descente centrale ne peut plus étre utilisée en général sans modifica-
tion. On ne peut donc pas espérer pouvoir reprendre sans efforts les travaux d’ Arthur,
a moins d’imposer a p d’étre « suffisament grand » par rapport au rang de G de sorte

que’ :

«  pour toute paire primitive (M, §), I'élément § est quasi semi-simple ;
e pourtoutd € G(F ), ’automorphisme Intg de G est séparable;

+ pourtout§ € G(F) on a une décomposition de Jordan
8 = 856y = Suds,

en partie quasi semi-simple J; et partie unipotente §, définie sur F';

Les hypothéses sont probablement redondantes : il s’agit d’une liste de propriétés toujours
vraies pour un corps de nombres mais, en général, fausses pour un corps de fonctions.
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« pour tout § € G (F) quasi semi-simple et tout ensemble fini S de places de F, il
n’y a qu’un nombre fini de classes de G ( Fs)-conjugaison unipotentes.

Observons que si, comme le fait Arthur, on se limite au cas ol un (et donc tout)
§€G (F) induit un automorphisme extérieur d’ordre fini de G, on peut alors deman-
der que le centre schématique Zg soit réduit et que G induise un automorphisme
de Z¢ d’ordre fini premier a p.

Une hypothese plus forte que les précédentes, mais aussi plus facile a vérifier,
est la suivante. On considere (GL,, GL,) comme un espace tordu c’est-a-dire que
GL, agit sur lui méme par conjugaison. On demande qu’il existe un entier n < p et
un F'-morphisme d’espaces tordus algébriques

1 (G,G) - (GL,,GL,)

d’image fermée et qui soit un isomorphisme sur son image. Sous ces hypotheses, il
doit étre possible de reprendre, sans grands changements, les travaux d’Arthur sur
le développement géométrique fin : on commence par traiter les contributions unipo-
tentes, c’est-a-dire les paires primitives (1\71 ,8) avec § quasi semi-simple et unipotent;
puis on traite le cas général par descente centrale. Toutefois, cela reste a faire.



