
Chapitre 10

Première forme du développement spectral

10.1 Convergence : côté spectral

On commence par réécrire l’expression pour kTspec.x/ définie en section 8.2. Pour
Q; R 2 Pst, on pose

kTspec.Q;R; x/ D e�RQ.H0.x/ � T /
X
zP2ePst

zQC� zP� zR�

.�1/a zP�a zGƒ
T;Q
1 K zP .x; x/:

On a donc

kTspec.x/ D
X

Q;R2Pst
Q�R

X
�2Q.F /nG.F /

kTspec.Q;R; �x/:

On pose e�.Q;R/ D ² .�1/a zR�a zG si QC � R�;
0 sinon;

et on note zG.Q;R/ l’ensemble des ı 2 zG.F / tels que ı 2 zP .F / pour un seul zP 2ePst

tel que zQC � zP � zR� (autrement dit l’ensemble des ı 2 zR�.F /, tels que ı … zP .F /
pour tout zP 2 ePst, tel que zQC � zP ⊊ zR�). On pose

KQ;R.x; y/ D

Z
UQ.F /nUQ.A/

X
ı2 zG.Q;R/

!.y/f .x�1u�1Q ıy/duQ:

D’après [25, lemme 10.1.1], on a
(10.1)
kTspec.x/ D

X
Q;R2Pst
Q�R

e�.Q;R/ X
�2Q.F /nG.F /

e�RQ.H0.�x/ � T /ƒ
T;Q
1 KQ;R.x; �x/:

Pour ı 2 zG.F /, on a défini KQ;ı.x; y/ dans la proposition 7.3.2, et on pose

Qı D Q \ Int�1ı .Q/ 2 P
Q
st :

On a donc

(10.2) KQ;R.x; x/ D
X

ı2eW.Q;R/
X

�2Qı.F /nQ.F /

KQ;ı.x; �x/;
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où eW.Q;R/ est un ensemble de représentants de zG.Q;R/ modulo Q.F / à droite et
à gauche, i.e. des doubles classesQ.F /n zG.Q;R/=Q.F /. Rappelons que l’on a posé

YQı D A zG.A/Qı.F /nG.A/:

Rappelons aussi que l’on a fixé en section 3.4 un sous-ensemble fini EQ de M0.A/
tel que MQ.A/ D BQEQMQ.A/1 où BQ � AQ.A/ est l’image d’une section du
morphisme AQ.A/! BQ. On pose

MQ.A/
� déf
D EQMQ.A/

1
DMQ.A/

1EQ:

On a donc MQ.A/ D BQMQ.A/�. On suppose de plus, ce qui est loisible,
que BQ est de la forme

BQ D B zGB
zG
Q;

où B
zG
Q est l’image d’une section du morphisme composé

AQ.A/! A zG.A/nAQ.A/! B
zG
Q D B zGnBQ

et B zG est l’image d’une section du morphisme A zG.A/! B zG . Les lemmes 10.1.2
à 10.1.4 de [25] sont vrais ici, et on a la variante de [25, lemme 10.1.5] :

Lemme 10.1.1. Soient ı 2 Q.F /n zG.Q; R/, u 2 UQ.A/, a 2 B
zG
Q, k1; k2 2 K et

m1; m2 2MQ.A/�. Supposons que, pour un � 2 Q.F /, on ait

KQ;ı.am1k1; �uam2k2/ ¤ 0 et e�RQ.H0.a// D 1:

Alors on a

kH0.a/k � c.1C kH0.m2/k/

pour une constante c > 0 ne dépendant que du support de f .

Démonstration. On reprend, en la modifiant, celle de [25, lemme 10.1.5]. On com-
mence par modifier ı et �, comme au début de la preuve de loc. cit. : on suppose
que ı D ws0ı0, où ws0 2 MR�.F / représente un élément s0 du groupe de Weyl
WMR� de MR� tel que s�10 ˛ > 0 pour toute racine ˛ 2 �Q0 , et � 2 U0.F /. Pour
i D 1; 2, on écrit mi D m0ixi avec m0i 2MQ.A/1 et xi 2 EQ. Rappelons que

KQ;ı.x; y/ D

Z
UQ.A/

!.x/
X

�2MQ.F /

f .x�1u�1Q �ıy/duQ:

On a supposé

KQ;ı.am1k1; �uam2k2/ ¤ 0;
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ce qui n’est possible que s’il existe un uQ 2 UQ.A/ et un � 2MQ.F / tels que

k�11 x�11 m0�11 a�1u�1Q �ı�uam
0
2x2k2

appartient au support de f . On en déduit qu’il existe un compact � de G.A/, ne
dépendant que du support de f , tel que

m0�11 a�1u�1Q �ı�uam
0
2 2 �:

On décompose H D H0.a/ suivant la décomposition

a
zG
Q D aR

�

Q ˚ bGR� ˚ a
zGeR� ˚ a

zG
G ;

où bGR� est l’orthogonal de a
zGeR dans aGR� . On rappelle que � � 1 W a zGG ! a

zG
G est un

automorphisme. Comme dans la preuve de loc. cit., il suffit de considérer les a 2BQ

tels que H 2 aR
�

Q et la suite de la démonstration est identique.

Proposition 10.1.2. Supposons T assez régulier, c’est-à-dire d0.T /� c, où c est une
constante dépendant du support de f . Alors pour tousQ; R 2 Pst tels queQ � R et
tout ı 2 zG.Q;R/, l’intégraleZ

YQı

e�RQ.H0.x/ � T /jƒ
T;Q
1 KQ;ı.x; x/jdx

est convergente.

Démonstration. C’est l’analogue de [25, proposition 10.1.6]. Rappelons que

G.A/ D UQ.A/MQ.A/K :

Puisque UQ.F /nUQ.A/ est compact, il existe un compact � � UQ.A/ tel que
UQ.A/ D UQ.F /�. On a donc

G.A/ D Q.F /�SMQK ;

où
SMQ D BQSMQ;� D .B zGB

zG
Q/.EQSMQ;1/

est un domaine de Siegel pour le quotient MQ.F /nMQ.A/. On pose S�Q D SMQ;�.

Alors �B
zG
QS�QK est un domaine de Siegel pour le quotient B zGQ.F /nG.A/. On

est donc ramené à estimer, pour ı 2 zG.Q;R/, l’expression

(10.3)
X
a2B

zG
Q

Z
��S�Q�K

ıQ.am/
�1e�RQ.H0.am/ � T /„Q;ı.uamk/dudmdk
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avec
„Q;ı.x/ D

X
�2Qı.F /nQ.F /

ˇ̌
ƒ
T;Q
1 KQ;ı.�x; �x/

ˇ̌
:

D’après [25, lemme 10.1.2], on a

„Q;ı.uamk/ D
X

�2Qı.F /nQ.F /

ˇ̌
ƒ
T;Q
1 KQ;ı.amk; �uamk/

ˇ̌
:

On déduit (d’après la définition de KQ;ı ) que l’expression (10.3) est égale àX
a2B

zG
Q

Z
��S�Q�K

ıQ.am/
�1e�RQ.H0.am/ � T /

�

X
�2Qı.F /nQ.F /

ˇ̌
ƒ
T;Q
1 KQ;ı.mk; �a

1�ı.a�1ua/mk/
ˇ̌
dudmdk;

avec a1�ı D aInt�1ı .a
�1/. Notons quee�RQ.H0.am/� T / ne dépend que de la projec-

tion H0.a/CHQ.m/C TQ de H0.am/ � T dans aQ. Puisque HQ.MQ.A/1/ D 1
et EQ est fini, HQ.m/ ne prend qu’un nombre fini de valeurs. On en déduit qu’il
existe une constante c1 > 0 (ne dépendant que de EQ) telle que si d0.T / � c1, alors
la conditione�RQ.H0.am/ � T / D 1 pour un m 2 S�Q entraîne quee�RQ.H0.a// D 1.
D’après le lemme 6.3.1 (i), l’opérateur de troncature fournit un noyau

(10.4) .m1; m2/ 7! ƒ
T;Q
1 KQ;ı.m1k; �a

1�ı.a�1ua/m2k/

sur MQ.A/ �MQ.A/, dont la restriction à S�Q � S�Q est lisse et à support com-
pact, donc bornée. Choisissons un sous-groupe ouvert distingué K 0 de K tel que
la fonction f 2 C1c . zG.A// définissant KQ;ı soit K 0-bi-invariante. Notons K 0Q le
groupe K 0 \MQ.A/. Pour tous a, u, k et �, la fonction

.m1; m2/ 7! KQ;ı.m1k; �a
1�ı.a�1ua/m2k/;

sur MQ.F /nMQ.A/ � MQ.F /nMQ.A/, est .K 0Q � K
0
Q/-invariante à droite.

D’après le lemme 6.3.1 (ii), il existe un compact�2 de S�Q �S�Q tel que pour tous a,
u, k et �, le support de la restriction à S�Q �S�Q du noyau tronqué (10.4) soit contenu
dans �2. Par restriction à la diagonale, on obtient une fonction en m D m1 D m2
bornée sur S�Q, et à support dans un compact C de S�Q indépendant de a, u, k
et �. D’après le lemme 10.1.1 (en supposant d0.T / � c1), si„Q;ı.umak/¤ 0, alors
kH0.a/

zGk � c2.1CkH0.m/k/ pour une constante c2 > 0. Par conséquent la somme
sur a 2 B

zG
Q dans (10.3) est finie. D’après [25, lemme 10.1.4], la somme sur � dansX

�2Qı.F /nQ.F /

ˇ̌
ƒ
T;Q
1 KQ;ı.mk; �a

1�ı.a�1ua/mk/
ˇ̌
;
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porte sur un ensemble fini, que l’on peut choisir indépendant de a, u,m et k (puisque
x Dmk et y D a1�ı.a�1ua/mk varient dans des compacts, cf. la preuve de loc. cit.).
Cela achève la démonstration.

On en déduit l’analogue de [25, proposition 10.1.7] :

Corollaire 10.1.3. Si d0.T / > c où c est une constante dépendant du support de f ,
l’intégrale Z

XG

jkTspec.x/jdx

est convergente.

Ce corollaire est aussi impliqué par l’identité fondamentale de la proposition 8.2.1
et le théorème 9.1.2.

10.2 Annulations supplémentaires

Nous allons maintenant donner une expression un peu différente pour

J Tspec D

Z
YG

kTspec.x/dx:

De fait, comme dans [25, corollaire 10.2.3], on a des annulations supplémentaires qui
sont une première étape essentielle pour le développement spectral fin :

Proposition 10.2.1. Si T est assez régulier (comme dans le lemme 10.2.1 de [25]),
on a

(10.5) J Tspec D
X

Q;R2Pst
Q�R

e�.Q;R/ Z
YQı0

e�RQ.H0.x/ � T /ƒ
T;Q
1 KQ;ı0.x; x/dx

avec e�.Q;R/ D ² e�.Q;R/ si QC D R�;
0 sinon.

Démonstration. SoientQ; R 2 Pst tels qu’il existe un zP 2 zPst avecQ � P �R. On
suppose que les éléments de eW.Q;R/ sont de la forme ı D ws où ws 2 zMR�.F / est
un représentant de s D s0 ⋊ �0 avec s0 2WMR� de longueur minimale dans sa
double classe WMQnWMR�=WMQ . On a donc s˛ > 0 et s�1˛ > 0 pour toute ra-
cine ˛ 2 �Q0 , et Ms D Qı \MQ est un sous-groupe parabolique standard de MQ

(cf. [25, section 10.2]). On note S l’élément de Pst tel que S \MQ D MS , et on
pose UQS D US \MQ. Le lemme 10.2.1 et la proposition 10.2.2 de [25] sont vrais
ici. Cela implique que si T est assez régulier (comme dans [25, lemme 10.2.1]),
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alors pour Q; R 2 Pst tels que Q � R, seul l’élément ı 2 eW.Q;R/ appartenant à la
double classeQ.F /ı0Q.F / donne une contribution non triviale à l’intégrale de kTspec

exprimé au moyen des équations (10.1) et (10.2).

Dans le cas non tordu la formule est beaucoup plus simple, puisque la condition
1 2W.Q;R/ implique Q D R, et que �QQ D 0 sauf si Q D G [25, lemme 2.11.4].
On a donc, dans le cas non tordu, et pour T assez régulier

J Tspec D

Z
XG

ƒ
T;G
1 KG.x; x/dx:


