Chapitre 11

Formule des traces : propriétés formelles

11.1 Le polynéome asymptotique

Rappelons que 1’on a la décomposition

ko (0) = kI (x)

0€D

et I’identité fondamentale de la proposition 8.2.1
geom (x ) spec (x )
Pour e = spec, géom ou o, on écrira parfois
k.é’T(f, w:x) enplacede kI (x),

s’il est nécessaire de préciser les données. On a vu dans le théoreme 9.1.2 et dans le
corollaire 10.1.3 que I’intégrale

kI (x)dx
Yo

est absolument convergente. En particulier on a la décomposition

kI (x)dx = Z/ kI (x)dx,

Yo Zecy Yg(2)

ol Y g(Z) est I'image dans Y ¢ de I’ensemble {g € G(A)|HG(g) Z'} pour un
relevement (quelconque) Z’ de Z dans Ag. La fonction f € C °°(G(A)) étant fixée,
on considere, pour chaque 0 € Py, la fonctlon fQ eC °°(MQ (A)), définie par

5 = k™ muk)dudk.
fQ(m) /UQ(A)XK f( m ) "

On a la suite exacte courte
G G _
0—>BQ~—>GQ—>CQ—>0
etpour Z e cz et T, X € ap, on a posé (cf. proposition 2.1.3)

(Z:X)= ) F§(H —X.T),

HeBG(z
e55(2)

UQF
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ol BS(Z) est la fibre au-dessus de Z € c¢5. On a la variante de [25, théo-

reme 11.1.1]:

Théoréme 11.1.1. Pour e = spec, géom ou o, Il existe une fonction

dans PolExp telle que si d o(T) > c(f) pour une constante c( f), ne dépendant que
du support de f, on ait

37 = / k7 (x)dx.
Yg

Demanstratzon On reprend celle de [25, théoreme 11.1.1]. D’apres [25, lemme 8.2.1],
pour Pe fPst ona

kg,spm(x) =Tp(Ho(x) —T)Kp(x,x) = k5 geom(X)-
On a donc
kT(xx)y= > (=% > t5(Hp(Ex) — T)Kp ,(Ex.£x),
PPy, £€P(F)\G(F)
ou
Kﬁ,spec = K KP ,géom

est introduit en section 8.2 et K5  a €té défini en section 9.1. Comme dans la dé-
monstration de [25, théoreme 11.1.1], pour T et X € ag,q assez réguliers, on obtient

/ KI+X (x)dx = Z / ré (Ho(x) XT)kX J(x)dx
QE st

avec

kg 0= > S )P 22 (Ho(6x) — X)Kp , (Ex. Ex).

(PP | Pc Oy E€P(F\Q(F)

Fixonsun Q € Py Puisque vol(Ag(F)\Ag(A)') = 1, on peut remplacer I'intégrale
sur Y ¢ par une intégrale sur

0 =Bz Q(F\G(A),

ou B est 'image d’une section du morphisme Ag(A) — Bg. Notons EB% I’image
d’une section du morphisme composé

Ag5(A) = Ag(ANA5(A) — Bg = Bz\B;
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et posons 5
B =B85, ¥j =B50(F\G(A).

Pour Z € ¢, notons ’é(Z) I’image de 1’ensemble {g € G(A)|H§(g) =27}
dans Y/é, oll Z’ est un relevement de Z dans A - On obtient que

/ re (Ho(x) X, T)kX dr= Y nGT(z X) kX (x)dx
Yo Zeey Yoz <°
avec
[ kX (x)dx —/ MQX(fQ,a) m)dm.
Y5(2) ® [BsMo (F)\Mo(A)(Z)

Pour e = o, le terme kiw o-X (fo, w; m) est défini en remplacant dans la défi-

nition de k&*X I’ensemble G(F)-invariant O, par I’ensemble M (F)-invariant
0, N MQ (F). Ce dernier correspond a une union finie (éventuellement vide) de
classes de paires primitives dans HQ. La finitude résulte du lemme 3.4.1. Comme
plus haut, on peut remplacer 1’intégrale sur [%QM 0(F)\Mo(A)](Z) par une inté-
grale sur Y ps, (Z). En posant

35X (frw) = / KX (f w:x)dx,
Yo

on a donc

3G+ (flw) = > > a3 X) 37X (Z: f5.0)

QETst Zec

avec

Mo, X M X
0 <z;fg,w>=/ X (f= o m)dm.
D’ot le résultat puisque d’apres la proposition 2.1.3 les fonctions 7' ng’i(z 1 X)
appartiennent & PolExp. ’ [

11.2 Action de la conjugaison

Pour y € G(A), onnote f7 lafonction f o Int,. Soient yEe G(A)etT € ag,g. Pour
Q € PyetZ e ¢ 5 considérons la fonction dans C, °°(M o(A)) définie par

mes f5 (Zim) = / f(k—lmuk)n@;“o(k”(z;T)dudk
24 Uo(A)xK Q.
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avec 5
G.X,~. _ ~ _
g p(Z:T) = Z T5(H —T.X).
HeBg(Z)

Proposition 11.2.1. Soient y € G(A) et T € ag,. Pour @ = spec, géom ou o et
pour T assez régulier, on a

STy = 3 Y 3OT(T (2.0
Q“E’}TSIZee

Démonstration. On reprend les notations de la preuve du théoréme 11.1.1. Commen-
cons par remplacer f par f” et x par xy dans I’expression pour kI (x). On obtient

KI(fwxy) = Y (=D 3 25(Ho(Exy) — T)K s (Ex.£x),

PePy §€P(F)\G(F)

o Kp ,(x',x") = Kp ,(f,w;x",x"). Si x" = ugmok est une décomposition d’Iwa-
sawa de x’ € G(A), avec ug € Up(A), mg € My(A) etk = ky € K, alorson a

Ho(x'y) = Ho(mo) + Ho(ky) = Ho(x") + Ho(ky).
D’apres [25, proposition 2.9.4 (2)], on en déduit que
k(ffoxy)= ) ) TgMHo(x) — T.—Holkyxy)k (1),

0Py n€QUN\G(F)

ou kg- &)= kg- J(fiw:X'), puis, grace au changement de variable x > xy, que
pour T € ag,q assez régulier, on a

~ ~

Q€Ps

(11.1) /Y kI (f 0, x) = Z/Y Tg(Ho(x) = T.~Ho(kxy)k 5 (x)dx.
G o

On obtient ensuite (comme dans la preuve du théoreme 11.1.1) que, toujours pour
T € ag,@ assez régulier, le terme a gauche de 1’égalité dans (11.1) vaut

(11.2) Z > / pGHokxy) (7. T)kT L(v)dx.

F
QG? Zees 0(2) Q

Compte tenu de la définition de fé , et de la décomposition d’Iwasawa pour G(A),
on obtient que I’intégrale sur Y’é (Z) dans (11.2) est égale a

/ KT (fT (Z).0im)dm.
YMQ(Z)

D’ou la proposition. |
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11.3 La formule des traces : premiere forme

D’apres le théoreme 11.1.1, pour tout réseau R de ag,q, la restriction a R de la fonc-
~G.,T

tion T — 3o " (f, ®) estde la forme
~G,T . .
35T (fw) =Y prale. frw:T)elT),
veR
ou les px,y(e, f,w; T) sont des polyndmes en T'. D’apres les propositions 1.7.4 et
2.1.3 les polyndmes px, o(e, f,w; T) ont une limite lorsque kK — oo et on pose

IS(fo) ¥ lim pxgole. fr0:To).
k—+o00
Théoreme 11.3.1. On a l’identité :

S IS (fw) =I5 (f).

0€D
Pour My et K fixés, elle est indépendante du choix de Py.

Démonstration. Par intégration de I’identité fondamentale de la proposition 8.2.1, ce
qui a un sens compte tenu du théoreme 9.1.2 et de la proposition 10.2.1, on obtient
I’identité B ~

Y Spa (fo) =8t (f o).

0€D
L’indépendance du choix de Py, lorsque ’on prend T = Ty, se prouve comme dans
[25, proposition 11.3.1]. Le théoréme en résulte par passage a la limite. ]

C’estI’analogue du théoreme 11.3.2 de [25]. Le reste de I’ouvrage est consacré au

calcul de la limite J S(;ec( f,w). L’ étude des limites J g (f, w) des termes géométriques
fera I’objet d’un article ultérieur.



