Chapitre 12

Estimées uniformes des développements spectraux

12.1 La formule de départ

Soit Q € Psi. On pose
Q'=6,'(Q). Q=0n¢"
Rappelons que 1’on a posé
Yo, = Ag(A)Qo(F\G(A).

Pour S € fPth/, on note 72'(S) le nombre de chambres dans ag. Pour S € fPth/,
o € Igjsc(Ms) et u € a*Q, ¢ on a défini en section 7.2 un opérateur

Ps.ou(fo0) = pg (S0, fr0) 1 AXs,0) = A(Xg,(s), 0o(0)),

et on a fixé une base orthonormale ¥ s (o) de I’espace pré-hilbertien A(X s, ). Pour
U € ¥ (o), posons

36.01w(x.7) = / ATCEQ (x, B o f, )W, 60 EQ (3, ¥, 1) dps
Rs
et

CC?g,Q’;‘If(y) = 55,@;\1}(% y).

La convergence de I'intégrale est claire puisque g ¢ est compact. Observons que, par
définition, on a

[ T, .
Z 30.01w(x.y) = [ ATPKg,0r0(x, yi ) du.
Vews (o) ns

On a la variante suivante de [25, proposition 12.1.1] :
Proposition 12.1.1. Pour T € ag tel que do(T) > c(f), ona
30T = Y e [ Fmem-1)
Qo

QaREﬂ)st
QOCR

(L g X @ X o)l

sep?’ 0 €Ml gisc(Ms) Vel s (o)
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Démonstration. Elle est identique a celle de loc. cit., compte-tenu de la formule de
la proposition 10.2.1 et de I’expression pour le noyau Ko 5, . ,, donnée par la propo-
sition 7.3.2. |

D’apres la proposition 7.3.2, I’ensemble des (o, W), tels que P4, (f, @)W # 0,
est fini. Donc, seul un nombre fini de termes non nuls apparaissent dans 1’expression
de 3YT. Lexpression 7

(en yeten w)

est une combinaison linéaire finie d’intégrales itérées

(12.1) /Y G5 MHo(y) — )35 o) dy.
Qo

A priori, la proposition n’affirme que la convergence des intégrales dans I’ordre
indiqué, et pas la convergence absolue de I’intégrale multiple.

Pour ¥ € A(X5,0) et ® € A(Xg,(s). Po(0)), on considérera aussi les expres-
sions suivantes :

38 orew(x.y) = / ATCE? (x, ®, o) EQ (v, W, 1) dpe
~s
et

gg,Q/;cp,\p()’) = SS,Q/;cp,\p(% y).
A nouveau, la convergence de I’intégrale est claire, puisque g s est compact.

Remarque 12.1.2. On observe que pour ¥ € A(X s, 0), on peut écrire

Ps.ou(f,0)¥ = > Jo,u (1),
PeA(X g (s),00(0))

ou la somme porte sur un ensemble fini et ot les ¢,y sont des fonctions lisses sur le
groupe compact i g. On voit donc que ’expression J, 5 0/ (), introduite plus haut,
est une combinaison linéaire finie d’expressions du type

~ déf S A TN
36,0100 (0) / ATCEC(y, &, 0) EQ (v, ¥, j)9 (1) de,
Brs

ol ® € A(Xg,(s), 0o(0)) ne dépend pas de 1 et out ¥ est une fonction lisse sur g g.
Pour I’étude de la convergence des intégrales itérées (12.1), il suffira de considérer
celle des

(12.2) /Y TR (Mo () ~ TS oy () dy.
Qo

Pour prouver la convergence de (12.2), on peut remplacer la fonction ¢ par le sup de
sa valeur absolue et, a un scalaire pres, on peut supposer que ce sup vaut 1. On est
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donc ramené a prouver la convergence des intégrales itérées
(12.3) /Y G8MHo(y) — T35 00w () dy.
Qo

En revanche pour effectuer le calcul exact de (12.1), il faut effectuer le calcul exact
de (12.2) pour n’importe quel ¥.

12.2 Estimations

Pour H € Ag,, soit Mg, (A; H) I’ensemble des m € Mg, (A) tels que
Ho,(m) = H.
Onnote Y g, (H) I'image de Ug,(A)xMg,(A; H) x K dans Y g,,. On pose
G deé
GQO = Bg\Ag,-

Observons que Hg, envoie Zg, = A5(A)Ag,(F)\Ag,(A) sur un sous-groupe
d’indice fini de Ggo. L’intégrale itérée (12.1) est égale a

> o -1) [ 354w
Z Y 0o (H)
Heef
0
Les estimations [25, lemme 12.2.1] et [25, proposition 12.2.3] sont valables ici,
mutatis mutandis. On rappelle que &* est un domaine de Siegel pour le quotient
BeG(F)\G(A), ou B est I'image d’une section du morphisme Ag(A) — Bg.

Lemme 12.2.1. Soit h € C2°(G(A)). Il existe ¢ > 0 tel que pour tout x, y € &%, on
ait

D hGT8y)] < e8py(x)28p, (1)1
5€eBGG(F)

Démonstration. Elle est identique a celle de [25, lemme 12.2.1]. Pour passer du
groupe Ug a son algebre de Lie ug, on utilise, comme dans la preuve de la pro-
position de la section 9.1, I’existence d’un F-isomorphisme de variétés algébriques
upr — Upg compatible avec I’action de Ag. [

On fixe S € iPth/, une représentation automorphe o € Ilgisc(Ms), et des vecteurs
Ve AXs,0)etde A(Xgys),0o(0)). On pose

L=Mgy, L =My, Lo= Mg,
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On fixe un domaine de Siegel &%* pour le quotient BoL(F)\L(A). On suppose
que Bgo C Ag(A) est de la forme

By = BeBY.
ou %g C Ag(A) est I'image d’une section du morphisme composé
Ag(A) — Ag(A)\Ag(A) - B,
On fixe aussi un compact Qg C Ug(A) tel que Ug(A) = Ug (F)S2 et ’on pose
G = QoBGe" K.

C’est un domaine de Siegel pour le quotient Bg Q(F)\G(A). On fixe, de la méme
maniere, un domaine de Siegel 68, = QQ/EBS/GL *K pour B Q'(F)\G(A).

Proposition 12.2.2. [l existe ¢ > 0 tel que pour tout (x,y) € @g X 68, , on ait

[ |EQ(x, @, 000 EL (y, ¥, )| dpt < ¢ 8py(x)"/?8py(»)"/>.
s

Démonstration. Comme dans [25, proposition 12.2.3] on se ramene a prouver qu’il
existe ¢ > 0 tel que, pour tout y € &*, on ait

[ [ES (v, W, )2y < ¢Sy ().
ns

On choisit un sous-groupe ouvert compact K’ de G(A) tel que la fonction ¥ soit
invariante a droite par K', et on considere le noyau

Kgleg:iy.0)= > expr(y7'6y).
§€eBGG(F)

Son expression spectrale est une somme de termes tous positifs ou nuls, et I'un d’eux
est 'intégrale ci-dessus. On conclut, griace au lemme 12.2.1. |

Corollaire 12.2.3. Pour tout (x,y) € G(A) x G(A), lintégrale définissant

T
dQ,Q/;@,\p(X, y)

est absolument convergente. De plus, il existe c, D > 0 et un sous-ensemble com-
pact Cg de &L* tels que, pour tout x € fB(Q;@L’*K et tout y € G(A), en écrivant

x = ask aveca € BG, s € @1 etk € K, on ait
c\:T D D
130,0%:0,0(x. V) = clal”|y|”,

siseCg,et SQT’Q/;q,’\p(x,y) = 0 sinon.
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Démonstration. Soit K’ un sous-groupe ouvert compact distingué de K tel que la
fonction ¢ soit invariante a droite par K'. D’aprés la proposition 4.2.1, il existe
un sous-ensemble compact Co de &L tel que pour tout (a,k) € %g x K et tout

W € g, le support de la fonction sur el
hi> ATCEC (ask, , 6p(w))

soit contenu dans Cg. D’autre part pour y € G(A), il existe un g € B Q' (F) tel que
gy € Gg,. On procede comme dans la preuve de [25, proposition 12.2.4], en remar-
quant que puisque la fonction § p, est a croissance lente, § p,(x)'/28 p,(gy)"/? est
essentiellement majoré par |a|P|y|P. [

A priori nous ne pouvons rien dire ici sur le centre, c’est pourquoi nous nous
sommes limités aux
x € B K.

Pour y = x, on en déduira en section 12.3 des estimations pour x € ?Bg@l“ *K.

12.3 Convergence d’une intégrale itérée

On suppose ici que T est un élément régulier de aOG tel que' 0(T) = T. On suppose
de plus que pour tout @ € Ay, on a

0<a(T) <kdo(T)

pour une constante k > 0 assez grande. Dans un tel cone, les fonctions d o(7T'), || T ||
et o(T') sont équivalentes, pour tout & € Ag.
Fixons des vecteurs W et ®, comme ci-dessus. Pour alléger 1’écriture, posons

3(x,y) =J0,0:0w(x,y) et F()=J0, ).

On veut prouver la convergence de I’intégrale

(12.4) /Y 7R (Ho(y) — T)|3 ()] dy.
Qo

ICette condition peut sembler inadéquate, dés lors qu’on aura in fine a évaluer un élément
de PolExp en Ty € .Ag qui n’est a priori pas fp-invariant. Mais comme 1’élément de PolExp

a évaluer ne dépend que de I'image de T € ag @ dans le sous-espace a€ = (ag @)90

Mo.Q
de ag o formé des €léments fp-invariants, cette condition n’est pas vraiment génante.
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ou, ce qui est équivalent, de I’expression
(12.5) > -1 [ 13ldy,
! Y o0 (H)
Heeg,
L’intégration sur ¥ g, (H) se décompose en une intégration sur le produit

Ugo(F)\Ug,(A) x X¢ (H) x K,

ou XLéo (H) est I'image de Lo(A; H') dans A5(A)Lo(F)\Lo(A) pour un releve-
ment H' € Ag,de H € Ggo. Par ailleurs, la fonction que I’on integre est invariante a
gauche par le groupe Ug (A) N Ug/(A). Posons Uéo =UpNLet Ué(; =Ug,NL"
L’application naturelle

Ug, — Uéo X UQ(/)

induit un isomorphime

Ugy(F)(Ug(A) N Ug (A)\Ugy(A) — UG, (FI\UG,(A) x U, (F\UG, (A).
On peut donc remplacer dans (12.5) la variable y par uu’xk avec

weUS (F\US (8), o e UL (F\UE (A), xeXG (H) et keK.
La mesure dy se transforme alors en

80, ()" dudu’ dx dk

etonaHp,(x) = Hp,(y) = H. On obtient
(12.6) S (uu'xk) = (uxk,u'xk).
On a la variante suivante du lemme 12.3.1 de [25] :

Lemme 12.3.1. I existe un sous-ensemble fini v C ag indépendant de T tel que

si 3 (uu'xk) est non nul, alors go(H) = ((1 — GO)H)S appartient a w.

Démonstration. Via le choix d’une section de la surjection Ay — Ay, on dispose
’

d’un isomorphisme ftyr = p g X [Lg et I’intégration sur u ¢ se décompose en une

intégrale double :

S (uu'xk) = /

/ ATCEC (uxk, @, 6o(ji0r + 12))
Q/
ks ror

x EQ (u'xk, W, o + u2)dpg du?.
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Soit Bo, C Ag,(A) un sous-groupe de la forme
Bo, =BG Bo (= B BFBo),
ou %go C Ag,(A) est I'image d’une section du morphisme composé
Agy(A) > Ag(A)\Ag,(A) > BS .

Notons &L0* = €L, &Ll un domaine de Siegel pour le quotient Bo,Lo(F)\Lo(A)
(cf. section 3.4).

Fixons de la méme maniére un sous-groupe By, = %SO%Q' C Ag,(A).Onne
peut pas en général s’arranger pour que B, = EB’QO, mais puisque B, N EB"QO est

d’indice fini dans B g, quitte a grossir €, on peut toujours supposer que

7

Lo(A) = (Bg, N By, ) Lo(F)&"*.

On suppose aussi que B est de la forme Bg = %2%5, ou %g C Ag(A) est’image
d’une section du morphisme composé

A(A) > Az(AN\Ag(A) > BE = Bz\Bg
et I’on pose
B =BG BG =83 BIBE et B =B B, =BG BG,B.
Choisissons un relevement de x € X fo (H) dans Lo(A; H') et écrivons x = zas avec
z€BzLo(F),ac (%SO N ?B’Qéo) ets € &Lo* On décompose a sous la forme
a=aga? = aQ/aQ/

avec dg € B3, a2 € Q%go, ag € %g, et a2 e %g;. Posons Hy = Hgp,(a).
Comme dans la démonstration de [25, lemme 12.3.1], on obtient que

S uu'xk) = 51Q/2(aQ)51Q//2(aQ’) / e{0o(on).(Ho) o)1 or-(Ho) or) dpg
ror

) / o ATCEC walsk, @, 60(u?))EQ (w'a? sk, ¥, p2)du?".
ks

Or

/ 800N (HO )~ 0r-(Ho)o1) gy, — / U005 (HOO~(H)01) 1,
ror ror
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et cette intégrale n’est non nulle que si 65 ((Ho)o) — (Ho)g’ = 0. Pour que
& (uu’xk) soit non nul, il faut donc que

(Ho(x) = 6o (Ho () = (H = 6o(H))§ = (Ho(s) — fo(Hor ()

Maintenant, on observe que 1’ensemble

© = {(Ho(s) — fo(Hg(5))° |5 € &%} c a§
est fini et le lemme en résulte. ]
Proposition 12.3.2. Pour T € (ag)eo, I’expression
> o -1) [ 188 prenldy
Hee§ Yoo
est convergente et la somme sur H est finie.
Démonstration. 11 s’agit de prouver que pour H € 660, la fonction

(., x. k) > GG (H — T)80,(x) ™' & (uu'xk)
est absolument intégrable sur
UL, (F)\UL (A) x U5 (F\UL.(A) x X (H) x K

et qu’elle est nulle, sauf pour un nombre fini de H. On procede comme dans
la preuve de [25, proposition 12.3.2]. On commence par découper le domaine de
sommation en H, grice a la partition de [25, lemme 1.7.5] appliquée au couple
(P, R) = (Qo, Q) : on peut fixer un P’ € Py tel que Q9 C P’ C Q et imposer
que

o5 (H—T)ytg(H—T) = 1.

On s’intéresse donc aux H € ag, tels que

(12.7) GR(H - T)¢b (H-T)t2(H-T)=1. qo(H) € w.

D’apres [25, lemme 2.13.3] (I’exposant G est ici remplacé par un exposant G, voir
section 2.2), pour H vérifiant (12.7), on a

(12.8) 1HC —To |l < 1+ [(H-T)%|
d’ou
(12.9) IHC|| < 1+ |HZ|.
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Les constantes implicites dans (12.8) et (12.9) dépendent de T'. Au lieu d’intégrer sur
xeX go(H ), on peut choisir un relevement H' € Ag, de H € Ggo et intégrer sur
x € ((Bg, N %’QO)GL"’*) N Lo(A; H’). De méme, on peut faire varier (u, u’) dans
un compact Qéo X ng de Uéo (A) x Ué(; (A). On écrit’ x = zas avec

zeBgLo(F), ae(BE NBG) et sec&lo,

et on décompose a ena = aga? = aga 2’ comme dans la preuve du lemme 12.3.1.
Pour u € Qéo, u' e ng et k € K, en supposant que aéleo(aQ/) appartient a
A@(A)AQ(A)1 —sinon § (uu’xk) = 0 (cf. la preuve de loc. cit.) —, on a

S uu'xk) = 89 (ap) (ualsk, u'a? sk).

Quitte a grossir €, on peut supposer que Lo(A)* = €g,Lo(A)! est contenu
dans Lo(A)* = €gLo(A)!. Alors pour chaque u € Qéo, on peut choisir un
y € L(F) tel que

y1 = yuaQs e @F* = &1,

D’apres le corollaire 12.2.3, il existe ¢, D > 0 et un compact Cr dans &L * tel
que pour tout k € K, tout u € Qéo et tout u’ € Qlélo, on ait §(yik, u'a?'sk) = 0
siy; ¢ Crp et

13 Ok, u'a® sk)| < clu'a®s|P  sinon.

Comme dans la preuve de [25, proposition 12.3.2], on obtient

(12.10) IHZ] + [Ho(s)[| < 1+ [[Ho(y1)ll.

Pour y; € Cr, d’apres (12.9) et (12.10), ||HG || et [|[Ho(s)|| sont bornés. On en déduit
que H varie dans un sous-ensemble fini de Ggo. D’autre part s appartient a glo*
et |[Ho(s)|| est borné, par conséquent |s| est borné. On obtient que

800 ()13 (uxk)| < 1.
D’oli la proposition, puisque I’ensemble
Qéo x Qéo x ((Bgy N éBIQO)gLo’* NLo(A;H)) x K

est de volume fini. ]

ZNotons que notre s joue le role du x de la démonstration de [25, proposition 12.3.2].
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12.4 Transformation de I’opérateur de troncature

Pour calculer I’expression

(12.11) Y Go(Ho—T) / 30,010,590 (V) Ay,
YQ()(H)

G
HeGQO

ou ¥ est une fonction lisse sur p g, on décompose I’intégrale sur Y g, (H) comme
en section 12.3. On peut permuter 1’intégrale sur le groupe compact

Ugs (F)\Ugy () x U (F)\Uqys (A)

avec celle sur le groupe (lui aussi compact) ug. Pour (x, k) € X E;O (H) x K,lacom-
posée de ces deux intégrales est égale a

(12.12) (ATCE2) g, (xk, ®. 00 () EG (xk. . )9 () de,
Rs

ou I'indice Qy signifie que 1I’on prend le terme constant le long de Q. D’apres [25,
lemme 4.1.1], cette expression (12.12) n’est non nulle que si

¢o (H—T)=1.

Cela entraine que dans le découpage suivant les P’ € Py tel que Q9 C P’ C Q dans
la preuve de la proposition 12.3.2, seul le domaine correspondant 8 P’ = Q donne
une contribution non nulle. D’apres (12.8), il existe ¢ > 0 tel que pour les H vérifiant

GEH ~T)dpg,(H—T)=1. qo(H)cw
on ait
(12.13) |HG — To,ll <c.

Le point est qu’ici la constante ¢ est indépendante de 7" (d’apres [25, lemme 2.13.3]
et le lemme 12.3.1). En particulier, puisque Tgp, € ag(), ona

HC —Tg, = HS + (H® - Tp,)

et |H g | est borné par une constante indépendante de 7'. Fixons un réel 7 tel que
0 <n < 1.SiT estassez régulier, la condition (12.13) entraine

(12.14) |HC =18 | < InT|l.
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Pour T € ayp, on note” kT la fonction caractéristique du sous-ensemble des X € ag
tels que || X || < ||T'||. D’apres [25, lemme 4.2.2] il existe ¢’ > 0, tel que si

do(T) > c'(c +1),
I’expression (12.12) multipliée par '5‘5 (H — T) vaut*

K"T(HC — TS GE(H —T)¢g (H—T)
% / AT[[HQ]]’QOESO (xk, ®, GO(M))Wﬁ(VJ du
rs

si ||H G _ To, |l < c, et elle est nulle sinon. Ce dernier point résulte de 1’analogue
de la preuve de (12.8) pour I’expression ci-dessus. Notons que pour H vérifiant
¢, (H —T) = 1,1’élément

T[H?] = T[H2]? € af
est « plus régulier » que 720 : en effet, d’apres [25, lemme 4.2.1], on a
L L
dpln, (TIHC]) = d 50, (T90) = do(T).

On a donc prouvé la proposition suivante.

Proposition 12.4.1. I/ existe ¢, ¢’ > 0 tel que pour tout T € (ag Yoo vérifiant
do(T) > c'(c + 1), Uexpression (12.11) soit égale a

S k"T(HC - TL)GE(H —T)§S (H — T)e *0oH)

G
HeCg,

x/ . / AT[[HQ]]’QOESO(xk,@,Gg(u))Eg(;(xk,\D,u)ﬁ(u)dudxdk.
X7 (H)xK Jus

La somme sur Ggo ne fait intervenir que des H tels que |HC — Tg,|| < c.

On a aussi I’analogue de [25, proposition 12.5.1] :

30bservons que la fonction « T utilisée ici n’est pas tout-a-fait la méme que celle de [25],
puisque nous ne passons pas au quotient par le centre.

1l faut supprimer le signe (—1)4279G dans la formule du lemme 4.2.2 de [25]. Voir
Err (iii) de I’annexe.
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Proposition 12.4.2. Pour H € Ggo, on considere I’expression
(12.15)

) ATHELC0 £8 (k. @, 60 (1) EG, (xk, W ¥ ()| dprdix dk.
X?O(H)XK ns
On suppose que T est dans le cone introduit en section 12.3 et que d o(T') est assez
grand. On a les assertions suivantes :

@ Si ¢go (H —T) =1, ’expression (12.15) est convergente.

(ii) 1l existe ng avec 0 < ng < 1 tel que si 0 < n < no, alors il existe ¢ > 0 tel
que, pour tout T € ((1(();)9O ettout H € Ggo vérifiant

GRH —T)pg (H—T""(HC -TS) =1,

)
expression (12.15) soit majorée par ¢ e?P20-H) g o (T)dim(ag 9,

Démonstration. On reprend celle de loc. cit. On veut majorer I’intégrale intérieure
dans (12.15). Pour cela on peut supposer ¢ = 1 (cf. la remarque 12.1.2). Comme dans
la preuve de [25, proposition 12.2.3], on se ramene grace a ’inégalité de Schwartz a
majorer deux types d’intégrales :

(12.16) / AT[[HQH’QOESO(xk,CD, Oo(w)ATIHELCoES (xk, @, fo (1)) dpe
rs
et

(12.17) /Eg(;(xk,\lf,u)Eg(;(xk,\IJ,,u)d;L.
rs

Commengons par majorer 1’intégrale (12.17). Rappelons que I'on a fixé en sec-
tion 12.2 un domaine de Siegel 68, = QQ/?BS,GL’*K pour le quotient

B O'(F)\G(A). Soit h2 1a fonction sur Q'(F)\G(A)/K définie par

Wy = 3 8r @) 1gg, (7).
3eQ/(F)
On a
h? (y) < 8p, (1> < h(y) pour y e &G

D’apres la proposition 12.2.2, pour b € Bg et y, y' € Q’(F)@S,, I’intégrale
(12.18)

EQ’(by,‘P,M)EQ/(by’,‘If,u)dM=/ E2(y. W, )EQ (y', W, ) du

s rs

est essentiellement majorée par £2 (y)h 2 (y’). Ensuite on prend le terme constant
en chacune des variables y, y’. Cette opération, qui consiste & intégrer sur un com-
pact, commute 2 I’intégrale sur wg. Puis on prend y = y’ = a%sk avec k € K,
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s e @®Lo* x =as € Lo(A; H') pour un relevement H' € Ag, de H € Ggo et
a=aga% e %G%go (on peut méme supposer a% € ?Bgo N %’go comme dans la
démonstration de la proposition 12.3.2). L’intégrale (12.17) est donc essentiellement
majorée par

Q' N2 _ O
th(y) _th

(a%s)>.

Comme la fonction 2" est a croissance lente, son terme constant hg; I’est aussi.
L’intégrale (12.17) est donc essentiellement majorée par |a®s|P pour D > 0 as-
sez grand. L’intégrale (12.16) se déduit, elle aussi, de (12.18) en prenant les termes
constants le long de Qy, puis en appliquant 1’opérateur ATIH Q]]’QO, et enfin en po-
sant y = y’ = a%sk. Quand on prend les termes constants, on obtient une expression
essentiellement majorée par

hg, (MhS ().
Rappelons que I’hypothese ¢go (H — T) = 1assure que I’élément T[[H 2] € agoo est
régulier. D’apres la proposition 4.2.1, il existe un sous-ensemble compact €2 de glox

tel que si AT[[HQ]]’QOth (a%sk) # 0, alors s € Q. Comme

HQO(x)G = HQo(aG) + HQ()(S)G = HC

et que H est fixé, a¥ reste dans un ensemble fini de ?Bgo. D’ou le point (i). Prou-
vons (ii). On suppose que 1’hypothese

(12.19) GR(H —T)pg (H—-T)""(H2 -T§) =1
est vérifiée’. On peut prendre x dans un domaine de Siegel &0 = ?B‘LO@LO’*. On
écrit x = as avec a € B, et s € &Lo* Si n est assez petit, ’hypothese (12.19)

implique, comme dans la preuve de [25, proposition 12.5.1] (majoration (4), page
170), qu’il existe une constante D > 0, telle que

1
h3,(a%s) < 8g,(a)2|s|P.

Mais cette majoration est inutile ici, on peut directement passer a la page 172. Notons
C I’opérateur qui multiplie une fonction sur ¥ o, par la fonction

x> FEO(x, T[H2])

3Si 7 est assez petit, I’hypothése (12.19) implique rgo (H) =1, 00 P est I’unique élément
de Py vérifiant la double inclusion Q' C P C R (cf. [25, page 171]). En particulier, cela
entraine rgo (H)y=1let Tgo (H) =1.
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et décomposons 1’opérateur A = ATIHC1.00 o
(A-C)+C.

Rappelons que T[[H 2] est « plus régulier » que T. D’aprés la proposition 4.2.2,
si T est assez régulier, on peut remplacer I’opérateur A TIH®1.Q0 par C dans I’inté-
grale intérieure de I’expression (12.15). Il nous faut donc majorer I’intégrale

le(k) = [ FRo(ask. TLHODES, (vk. @. o) EG, (k. @.60(j0)
s

sous les hypotheses (12.19) et
(12.20) FRO(xk, T[HO]) = FE(s. T[H2]) = 1.

Cela conduit & majorer (12.17) et I’analogue de (12.17) ot Q remplace Q’. Sous
(12.19) et (12.20), on obtient comme dans la preuve de [25, proposition 12.5.1]
que hQ/(aGs) est essentiellement majoré par § p, (x)/2. Donc (12.17) est essentiel-
lement majoré par 8 p,(x). Il en est de méme de I’analogue de (12.17) relatif & O, et
donc aussi de I¢(xk). On obtient que I’expression (12.15) est essentiellement majo-
rée par

[ R TS p ax,
XL()(H)
ou, ce qui revient au méme, par
e{2r00-H) / F20(s, T[H2])8 py (5)ds.
@LO’* 0

Rappelons que
gLO’* = @L()@LO’I = 65L(‘nglto%élo(t)g\I‘OI(LO

avec ?BOLO(t) = Bo(t) N Lo(A)'. On décompose s en s = vhk avec v € €,QL,,
b e %OL O(t) et k € Fr,K 1, La décomposition des mesures introduit un facteur
811380 Lo (b)~! = 8p,(b)7, et 'intégrale sur &Lo* est essentiellement majorée par

le cardinal de I’ensemble
{beB°(): FEO(b. TIH]) = 1}.

En écrivant Y = Hy(b) € aOL 9, on conclut, comme 2 la fin de la démonstration de
[25, proposition 12.5.1]. [
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12.5 Retour a la formule de départ

On suppose désormais que 0 < n < 19, ol 1o vérifie les conditions de la proposi-
tion 12.4.2.

L expression pour %7 de la proposition de 12.1.1 est une combinaison linéaire
finie d’intégrales itérées (12.1) (ou, ce qui revient au méme, d’expressions (12.2))
dont la convergence est assurée par la proposition 12.3.2.

Proposition 12.5.1. I existe une constante absolue ¢’ > 0 et une constante ¢(f) > 0
telles que, si do(T) > ¢'(c(f) + 1), ona

BTN WMORY Lo X Bw@x Y T AT

QR0 sep?’ o €Maisc(Ms) Ve¥s©) gee§
avec
AT(H: W) = "T(HC — TS 58 (H — )¢S (H —T)

xeoontt) [ [ ATID00ES (uk B (£, 60()
XEO(H)xK ”

N

x ES (xk, W, p)dpdx dk.

Démonstration. Ceci résulte de la proposition 12.4.1 et de la remarque 12.1.2. ]

Définition 12.5.2. Pour ¥ € A(X5,0) et ® € A(Xg,(s), 0 (0)), et pour ¥ une
fonction lisse sur p g, on pose

AT(H: 0, W:9) =" (HC — TS )58 (H —T)pg (H —T)

Xe—(ZPQ()’H)/ B / AT[[HQ]]’QOESO(xk,CD, )
XfO(H)XK s

x EQ' (xk, W, )9 (n) dpdx dk.

On écrira simplement A7 (H) pour AT (H; ®, ¥; ) lorsque les fonctions &, ¥
et ¢ sont fixées, et on pose

AT = 3" AT(H).

G
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