
Chapitre 13

Simplification du produit scalaire

13.1 Une majoration uniforme

Pour P 2 P, choisissons une section du morphisme AP .A/! BP et notons BP son
image. Cela permet de relever „.P /1 dans „.P /, d’où une identification

„.P / D „.P /1 � bBP :
Le groupe des caractères automorphes, mais non nécessairement unitaires, de AP .A/
s’identifie à „.P / � a�P . Un tel caractère � peut donc s’écrire

� D �uj�j D .� ? �/ ? � D � ? .�C �/

avec � D �jAP .A/1
, � 2 bBP et � 2 a�P . On le notera � D .�; �; �/.

Soit � une forme automorphe sur XG (discrète ou non). Pour P 2 Pst, on note
�P;cusp le terme constant cuspidal de � le long deP , défini en [32, sous-sections I.3.4,
I.3.5]. C’est une forme automorphe cuspidale sur XP , qui s’écrit sous la forme

(13.1) �P;cusp D
X
.q;�/

q.HP .x//�q;�.x/;

où .q; �/ parcourt un sous-ensemble fini de CŒaP ��„.P /� a�P et �q;� est une forme
automorphe cuspidale sur XP , se transformant suivant �. En écrivant � D .�; �; �/,
comme ci-dessus, on voit que la fonction

x 7! e�h�C�;HP .x/i�q;�.x/

appartient à Adisc.XP /� . Notons Acusp.XP /„.P/1 le sous-espace de Acusp.XP /,
engendré par les espaces Acusp.XP /� pour � 2 „.P /1, identifié au sous-groupe
de „.P / des caractères triviaux sur BP . Il se décompose en

Acusp.XP /„.P/1 D
M

�2„.P/1

Acusp.XP /� :

Pour tout P 2 Pst, fixons un sous-ensemble compact �P � a�P;C=A
_
P , deux entiers

naturels nP et dP , et un sous-espace de dimension finie VP de Acusp.XP /„.P/1 . On
note

A..VP ; dP ; �P ;nP /P2Pst/
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l’ensemble des formes automorphes � surXG telles que, pour tout P 2 Pst, le terme
constant cuspidal �P;cusp puisse s’écrire

(13.2) �P;cusp.x/ D

nPX
iD1

eh�P;iC�P ;HP .x/i
nP;iX
jD1

qP;i;j .HP .x//�P;i;j .x/;

où les nP;j sont des entiers positifs ou nuls quelconques, nP � nP , �P;i 2 �P ,
qP;i;j 2 CŒaP � avec deg.qP;i;j /� dP , et �P;i;j 2 VP . Notons que cet ensemble n’est
pas un espace vectoriel (à cause de la condition nP � nP ). Dans l’expression (13.2),
on peut supposer que les �P;i sont deux-à-deux distincts. On définit comme en [25,
section 13.1] une norme

k�kcusp D
X
P2Pst

k�P;cuspkcusp:

D’après [25, lemme 13.1.1], on a le résultat suivant.

Lemme 13.1.1. Pour tout � 2 a�0 , il existe une constante c > 0 telle que pour tout
� 2 A..VP ; dP ; �P ;nP /P2Pst/ et tout x 2 S D BGS�, on ait la majoration

j�.x/j � ck�kcusp

X
P2Pst

nPX
iD1

eh�
PC<.�P;i /C�P ;H0.x/i.1CHP .x//dP ;

où �P est la projection de � sur aP;�0 et les �P;i sont ceux de l’égalité (13.2).

13.2 Majoration des termes constants

On fixe deux sous-groupe paraboliques standards Q; R 2 Pst tels que Q � R

et z�.Q; R/ D 1. On pose Q0 D ��10 .Q/ et Q0 D Q \Q0. On fixe aussi S 2 PQ
0

st

et � 2 …disc.MS /. La représentation � intervient dans le spectre discret de
MS .F /nMS .A/1. Considérons :

• un sous-groupe parabolique standard Scusp tel que Scusp � S ;

• une représentation automorphe cuspidale �cusp de MScusp.A/ qui est une sous-
représentation irréductible de L2.BScuspnXMScusp

/ – c’est-à-dire que �cusp se

réalise dans Acusp.XMScusp
/� pour un caractère � 2 „.Scusp/

1 ;

• un opérateur différentiel D à coefficients polynomiaux sur aS;�Scusp;C
;

• un point �0 2 aS;�Scusp
.

Rappelons que ‰Scusp\MS .�cusp/ est une base orthonormale de l’espace vectoriel

pré-hilbertien A.XScusp\MS ;�cusp/. Pourˆcusp 2 ‰Scusp\MS .�cusp/ et � 2 aS;�Scusp;C
,
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formons la série d’Eisenstein

EMS .y;ˆcusp; �/ D
X


2.Scusp\MS /.F /nMS .F /

ˆcusp.
y; �/; y 2MS .A/:

On applique l’opérateurD sous l’hypothèse que la fonction � 7!DEMS .y;ˆcusp; �/

est holomorphe en � D �0 et on note

D�D�0E
MS .y;ˆcusp; �/;

sa valeur en � D �0.
Comme dans [25] on voit qu’en choisissant convenablement la base ‰S .�/

de A.XS ; �/, on peut supposer que pour tout élément ‰ 2 ‰S .�/, il existe des
données Scusp, �cusp, D, �0 et ‰cusp 2 ‰Scusp.�cusp/ telles que

EQ
0

.y;‰;�/ D D�D�0E
Q0.y;‰cusp; � C �/

pour tout � 2 a�S;C=A
_
S . Prendre un terme constant et prendre un résidu sont deux

opérations qui commutent. Grâce à [25, théorème 5.2.2 (4)], on obtient
(13.3)

E
Q0

Q0
.y;‰;�/ D D�D�0

� X
s2WQ0 .aScusp ;Q0/

EQ0.y;M.s; � C �/‰cusp; s.� C �//

�
:

Le terme constant EQ
0

S 0cusp
.y;‰;�/ de la forme automorphe EQ

0

Q0
.y;‰;�/, relatif à un

sous-groupe parabolique S 0cusp 2 P
Q0
st associé à Scusp dans Q0, est égal à :

D�D�0

� X
s2WQ0 .aScusp ;Q0/

X
s02WQ0 .as.Scusp/;aS0cusp

/

M.s0s; � C �/‰cusp.y; s
0s.�C �//

�
:

Les exposants cuspidaux de EQ
0

S 0cusp
.y;‰;�/ sont les

s0s.�0 C �/ 2 a�S 0cusp;C
=A_S 0cusp

:

Pourw 2WQ0.aScusp ; aS 0cusp
/, notonsQ0w le plus petit sous-groupe parabolique stan-

dard de Q0 tel que aQ0w � w.aS /. D’après [25, section 13.2 (5), page 184] et [32,
corollaire V.3.16 et proposition VI.1.6 (c)], on sait que, pour � 2 �S , les parties

réelles des exposants cuspidaux de EQ
0

S 0cusp
.y; ‰; �/ sont de la forme w�0, pour des

w 2WQ0.aScusp ; aS 0cusp
/ tels que

(13.4) b�Q0wS 0cusp
.�w�0/ D 1:
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Ainsi dans l’expression EQ
0

S 0cusp
.y; ‰; �/ pour � 2 �S , les termes indexés par les

couples .s; s0/ tels que l’élément w D ss0 ne vérifie pas (13.4) sont nuls. On dé-
compose EQ

0

Q0
.y;‰;�/ en

E
Q0

Q0
.y;‰;�/ D E

Q0

Q0;unit.y;‰;�/CE
Q0

Q0;C
.y;‰;�/;

où le terme E
Q0

Q0;unit est la sous-somme de (13.3) indexée par les s tels que

s.aS0 / � a
Q0
0 et le terme EQ

0

Q0;C
est la sous-somme restante. On obtient, comme en

[25, section 13.2 (7)], que pour � 2 �S , on a

E
Q0

Q0;unit.y;‰;�/ D
X

s2WQ0 .aS ;Q0/

EQ0.y;M.s; �/‰;�/:

Rappelons que WQ0.aS ; Q0/ est l’ensemble des restrictions à aS des s 2WQ0 tels
que s.aS / � aQ0 et que s est de longueur minimale dans sa classe WQ0s (ce qui
signifie que s.S/\L0 est standard dans L0 DMQ0). D’après [25, section 13.2 (6)],

la fonction EQ
0

Q0;unit.y; ‰; �/ est lisse pour � 2 �S , il en est donc de même pour la
fonction

E
Q0

Q0;C
.y;‰;�/ D E

Q0

Q0
.y;‰;�/ �E

Q0

Q0;unit.y;‰;�/:

Proposition 13.2.1. Soient Z 2 AG et T1 2 a
Q0
0 .

(i) Il existe un entier N 2 N et un réel c > 0 tels que

jE
Q0

Q0
.xk;‰;�/j � c ıP0.a/

1
2 .1C kHk/N jsjN

pour tout H 2 AGQ0.Z/ tel que �Q
0

Q0
.H/ D 1, tout .a; s/ 2 BL0 �SL0;�

tel que x D as 2 L0.AIH/, tout k 2 K et tout � 2 �S .

(ii) Il existe un entier N 2 N et un réel c > 0 tels que

jE
Q0

Q0
.xk;‰;�/j � c ıP0.x/

1
2 .1C kXQ0k/

N .1C kH0.s/k/
N

pour tout X 2 AGP0.Z/ tel que �Q
0

P0
.X C T1/ D 1, tout .a; s/ 2 BL0 �SL0;�

tel que H0.x/ D X avec x D as, tout k 2 K et tout � 2 �S .

(iii) Il existe un entier N 2 N et un réel c > 0 tels que

jE
Q0

Q0;unit.xk;‰;�/j � c ıP0.x/
1
2 .1C kHk/N .1C kH0.s/k/

N

pour toutH 2 AGQ0.Z/, tout .a; s/ 2 BL0 �SL0;� tel xD as 2L0.AIH/,
tout k 2 K et tout � 2 �S .
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(iv) Il existe un réel R > 0, un entier N > 0 et un réel c > 0 tels que

jE
Q0

Q0;C
.xk;‰;�/j � c ıP0.x/

1
2 .1C kXQ0k/

N

� .1C kH0.s/k/
N sup
˛2�

Q0

0
X�

Q0
0

e�Rh˛;H0.x/i

pour tout X 2 AGP0.Z/ tel que �Q
0

P0
.X C T1/ D 1, tout .a; s/ 2 BL0 �SL0;�

tel que H0.x/ D X avec x D as, tout k 2 K et tout � 2 �S .

Démonstration. On suit, pas à pas, celle de la proposition 13.2.1 de [25].

13.3 Simplication du terme constant

On a introduit dans la définition 12.5.2 des expressions AT .H/ et AT . On note

ATunit D
X

H2C
zG
Q0

ATunit.H/

les expressions obtenues en remplaçant les fonctions EQ
0

Q0
par EQ

0

Q0;unit et EQQ0
par EQQ0;unit dans la définition de AT .H/. Alors [25, lemme 13.3.1] est vrai ici :

Proposition 13.3.1. L’intégrale définissant ATunit.H/ et la somme définissant ATunit
sont absolument convergentes, et pour tout réel r , il existe c > 0 tel que

jAT � ATunitj � cd0.T /
�r :

Démonstration. Elle est identique à celle de loc. cit., à la simplification suivante près :
la décomposition de l’opérateur ƒ D ƒT ŒŒH

Q��;Q0 en .ƒ � C/C C conduit à la dé-
composition des expressions AT .H/ et ATunit.H/ en

AT .H/ D ATƒ�C.H/C A
T
C .H/ et ATunit.H/ D A

T
ƒ�C;unit.H/C A

T
C;unit.H/:

Comme dans la preuve de la proposition 12.4.2, si T est assez régulier, on a

AT .H/ D ATC .H/ et ATunit.H/ D A
T
C;unit.H/:

Seules les expressions ATC .H/ et ATC;unit.H/ sont à comparer. Les assertions sont
alors conséquence de la proposition 13.2.1.
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13.4 Simplification du produit scalaire

On a défini en 4.1.5 un élément T ŒŒHQ�� dans a
Q0
P0

. Pour S 2 PQ
0

st et H 2 AQ0 ,
considérons l’opérateur (introduit en section 5.3, mais avec ici Q0 en place de G,
et T ŒŒHQ�� au lieu de T )

�
T;Q0
S j�0.S/

.H I�;�/ D
X

S 02P
Q0
st

X
s2WQ.a�0.S/;aS0 /

t2WQ0 .aS ;aS0 /

"
Q0;T ŒŒH

Q��S0

S 0 .H I s� � t�/M.t; �/�1M.s; �/:

On a fixé des fonctions

‰ 2A.XS ; �/ et ˆ 2A.X�0.S/; �0.! ˝ �//;

et une fonction lisse # sur �S . Rappelons que l’on a introduit dans la définition 5.2.1
un opérateur de décalage D� . Pour �; � 2 �S et � 2 ��0.S/, on pose

!T;Q0.H I�;�I �/
déf
D
˝
D��T;Q0

S;�0.S/
.H I�;�/ˆ;‰

˛
S
;

c’est-à-dire

!T;Q0.H I�;�I �/ D
X

S 02P
Q0
st

X
s2WQ.a�0.S/;aS0 /

t2WQ0 .aS ;aS0 /

"
Q0;T ŒŒH

Q��S0

S 0 .H I s� � t�/

�
˝
D�M.t; �/�1M.s; �/ˆ;‰

˛
S 0
:

Avec les notations de la proposition 5.4.5, pour tout zu 2W zG.aS ; aS /, on a

E.�0.!AS �/; �/ D ¹� 2 �S j zu.!AS �/ ? �jBM
D �º:

Comme seule la restriction de � à BM intervient, s’il est non vide, cet ensemble est
un espace homogène sousbcM .

Définition 13.4.1. Lorsque � D �� , on pose

E.�/
déf
D ¹� 2 �S j �zu.!˝�/ ? �jBM

D ��º D E.�0.!AS �� /; �� /:

Lemme 13.4.2. Pour que l’expression!T;Q0.H I�;�I�/ soit non nulle, il est néces-
saire que � appartienne à E.�/.

Démonstration. On a

D�M.t; �/�1M.s; �/ˆ 2A.XS ; zu.! ˝ �/ ? �/ et ‰ 2A.XS ; �/:

Pour que l’expression !T;Q0.H I�;�I �/ soit non nulle, il est nécessaire que l’on ait

�zu.!˝�/ ? �jBM
D �� :
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Définition 13.4.3. On pose

Œ!�T;Q0.H I�;�/ D jbcS j�1 X
�2E.�/

!T;Q0.H I�;�C �I �/

avec Œ!�T;Q0.H I�;�/ D 0, si E.�/ D ;.

Avec les notations de la proposition 5.4.5 on a

Œ!�T;Q0.H I�;�/ D hŒ��
T;Q0
S j�0.S/

.H; �; � 0I�;�/ˆ;‰iS ;

mais avec Q0 en place de G et T ŒŒHQ�� au lieu de T . D’après la section 5.4, cette
expression est holomorphe en � et �. Pour � D �0.�/, on écrit

Œ!�T;Q0.H I�/ D Œ!�T;Q0.H I �0.�/; �/:

Observons que Œ!�T;Q0.H I�/ ne dépend que de l’image deH dans C zGQ0 DB zGnAQ0 .
On pose

ATpure.H/ D �
�T .HQ

� T
Q
Q0
/e�RQ.H � T /�QQ0.H � T / Z

�S

Œ!�T;Q0.H I�/#.�/d�

et

ATpure D
X

H2C
zG
Q0

ATpure.H/:

Proposition 13.4.4. La série définissant ATpure est convergente, et pour tout réel r ,
on a une majoration

jATunit � A
T
purej � e�rd0.T /:

Démonstration. La preuve suit, pas à pas, les arguments de [25, proposition 13.4.1].
Tout d’abord, on utilise [25, lemme 2.13.1] pour prouver la convergence de la sé-
rie définissant ATpure. Puis, grâce au calcul approché du produit scalaire des séries
d’Eisenstein tronquées donné par le théorème 5.4.4 (ii) et compte tenu de la proposi-
tion 5.4.5 pour le décalage en �, on montre qu’il existe un réel c > 0 pour lequel on
a la majoration souhaitée.

Corollaire 13.4.5. Pour tout réel r , on a une majoration

jAT � ATpurej � d0.T /
�r :

Démonstration. On invoque de plus la proposition 13.3.1.
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13.5 Décomposition plus fine

On va décomposer la somme surH 2 C zGQ0 dansATpure en une somme sur C zGQ précédée

d’une somme sur AQQ0 , grâce à la suite exacte courte

0! A
Q
Q0
! C

zG
Q0
! C

zG
Q ! 0:

Considérons H 2 C zGQ0 , Z 2 C zGQ et Y 2 a
Q
Q0

tels que

Z D HQ et Y D T
Q
Q0
�HQ; et donc H D Z C T

Q
Q0
� Y:

Puisque ��T .�Y / D ��T .Y /, on a

��T .HQ
� T

Q
Q0
/e�RQ.H � T /�QQ0.H � T / D ��T .Y /e�RQ.Z � TQ/�QQ0.�Y /

et
T ŒŒHQ�� D T ŒŒT

Q
Q0
� Y ��:

Lorsque �QQ0.�Y / D 1 on a Y D XQ0 , où X est de la forme

X D
X

˛2�
Q
0
X�

Q0
0

x˛ L̨ avec x˛ � 0 pour ˛ 2 �
Q
0 X�

Q0
0 :

En d’autres termes, X appartient au cône fermé C.Q;Q0/ de a
Q
0 engendré par les

éléments L̨ pour ˛ 2 �Q0 X�
Q0
0 . D’après [25, lemme 4.2.1], on a

T ŒŒHQ�� D T ŒŒT
Q
Q0
� Y �� D TQ0 �

X
˛2�

Q
0
X�

Q0
0

x˛ L̨
Q0 D .T �X/Q0 :

Donc
H D HT�X

Z ; où l’on a posé HU
Z

déf
D Z C U

Q
Q0
:

L’application qui à Y associe X 2 C.Q;Q0/ est injective et on note

CF .Q;Q0IT / � C.Q;Q0/

son image. On a ainsi transformé la somme sur H 2 C zGQ0 en une somme sur

.Z;X/ 2 C
zG
Q � CF .Q;Q0IT /;

la fonction

��T .HQ
� T

Q
Q0
/e�RQ.H � T /�QQ0.H � T / devenant ��T .XQ0/e�RQ.Z � T /:
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Pour Z 2 AQ et X 2 CF .Q;Q0IT /, on pose

!T;Q0.Z;X I�;�I �/
déf
D

X
S 02P

Q0
st

X
s2WQ.a�0.S/;aS0 /

X
t2WQ0 .aS ;aS0 /

"
Q0;.T�X/S0

S 0

� .HT�X
Z I s� � t�/

˝
M.s; �/ˆ;M.t; �/D��‰

˛
S 0
:

On a donc

!T ŒŒH
Q��;Q0.HT�X

Z I�;�I �/ D !T;Q0.Z;X I�;�I �/:

En remplaçant la variable t par t 0t avec t 2WQ0.aS ;Q0/ et t 0 2WQ0.t.aS /; aS 0/,
et la variable s par t 0�1s 2WQ.�0.aS /; t.aS // cette expression peut s’écrire :X

t2WQ0 .aS ;Q0/

X
s2WQ.�0.aS /;t.aS //

X
S 02P

Q0
st

X
t 02WQ0 .t.aS /;aS0 /

"
Q0;.T�X/S0

S 0

� .HT�X
Z I t 0.s� � t�//

˝
M.t 0s; �/ˆ;M.t 0t; �/D��‰

˛
S 0
:

Le sous-groupe parabolique t .S/ n’est en général pas standard mais il existe un
unique sous-groupe parabolique standard tS � Q0 tel que Mt.S/ D M

tS . On

pose tM D M
tS . Pour S 0 2 PQ0st et t 0 2WQ0.t.aS /; aS 0/, le sous-groupe parabo-

lique t 0�1.S 0/ appartient à l’ensemble PQ0.tM/ des S 00 2 PQ0 tels que MS 00 D tM .
On peut remplacer ci-dessus S 0 par S 00 D t 0�1.S 0/. Alors la double somme en S 0 et t 0

se transforme en une somme sur S 00 2 PQ0.tM/. Pour

H 0 D t 0�1.H/

on a
"
Q0;.T�X/S0

S 0 .H I t 0.s� � t�// D "
Q0;ŒT�X�S00

S 00 .H 0I s� � t�/;

et ˝
M.t 0s; �/ˆ;M.t 0t; �/D��‰

˛
S 0

égale ˝
M.t 0; s�/M.s; �/ˆ;M.t 0; t�/M.t; �/D��‰

˛
S 00
:

Notons que

ŒT �X�S 00 D t
0�1..T �X/S 0/ et donc ŒT �X�

Q0
S 00 D t

0�1..T �X/
Q0
S 0 /:

D’après [25, lemme 5.4.3 (3)], on a

M.t 0; t�/�1M.t 0; s�/ D ehs��t�;YS00 iMS 0jS 00.t�/
�1MS 0jS 00.s�/

avec YS 00 D .T0 � t 0�1.T0//S 00 . En définitive, on obtient

!T;Q0.Z;X I�;�I �/ D
X

t2WQ0 .aS ;Q0/

X
s2WQ.�0.aS /;t.aS //

!
T;Q0
s;t .Z;X I�;�I �/
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avec

!
T;Q0
s;t .Z;X I�;�I �/ D

X
S 002PQ0 .tM/

"
Q0;ŒT�X�S00

S 00 .HT�X
Z I s� � t�/ehs��t�;YS00 i

�
˝
MS 00jtS .s�/M.s; �/ˆ;MS 00jtS .t�/M.t; �/D��‰

˛
S 00
:

On doit intégrer en � la fonction

!T;Q0.Z;X I�I �/
déf
D !T;Q0.Z;X I �0.�/; �C �I �/;

puis sommer en Z et X . Chaque expression !T;Q0s;t .Z; X I �; �I �/ est encore une
fonction lisse de � et �, et l’on pose

!
T;Q0
s;t .Z;X I�I �/

déf
D !

T;Q0
s;t .Z;X I �0.�/; �C �I �/:

L’expression!T;Q0s;t .Z;X I�I�/ ne dépend que de l’image deZ dans C zGQ DB zGnAQ.

Ces manipulations permettent d’écrire, au moins formellement,ATpure comme une
somme indexée par des éléments s et t dans des ensembles de Weyl :

ATpure D
X

t2WQ0 .aS ;Q0/

X
s2WQ.�0.aS /;t.aS //

ATs;t où ATs;t D jbcS j�1 X
�2E.�/

ATs;t;�

avec

ATs;t;� D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T /� X
X2CF .Q;Q0IT /

��T .XQ0/

Z
�S

!
T;Q0
s;t .Z;X I�I �/#.�/d�

�
:

On peut montrer, en reprenant des arguments de [25, proposition 13.4.1], déjà
utilisés pour la preuve de la proposition 13.4.4, que l’expression converge (dans
l’ordre indiqué). Une autre preuve de la convergence de la série en Z résultera du
lemme 13.6.3 (A).

Nous aurons besoin d’une variante de l’expression !T;Q0s;t .Z; X I �; �I �/, où la
sommation porte sur PQ.tM/, sans variable X , et où le sous-groupe parabolique Q0
est remplacé par Q. On pose pour Z 2 AQ :

!
T;Q
s;t .ZI�;�I �/ D

X
S 002PQ.tM/

"
Q;ŒT �S00

S 00 .ZI s� � t�/ehs��t�;YS00 i

�
˝
MS 00jtS .s�/M.s; �/ˆ;MS 00jtS .t�/M.t; �/D��‰

˛
S 00
:

C’est une fonction lisse de � et �. On pose

!
T;Q
s;t .ZI�I �/ D !

T;Q
s;t .ZI �0.�/; �C �I �/
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et

Œ!�
T;Q
s;t .ZI�/ D jbcS j�1 X

�2E.�/

!
T;Q
s;t .ZI�I �/:

Les expressions !T;Qs;t .ZI�I �/ ne dépendent que de l’image de Z dans C zGQ D B zGnAQ.

Proposition 13.5.1. On pose :

ATs;t D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z � T / Z
�S

Œ!�
T;Q
s;t .ZI�/#.�/d�:

(i) L’expression ATs;t est convergente dans l’ordre indiqué.

(ii) Pour tout réel r , on a une majoration jATs;t �A
T
s;t j � d0.T /

�r .

Cette proposition est l’analogue de [25, proposition 13.5.1], l’un des résultats les
plus fins du livre. Sa démonstration occupera les deux sections suivantes.

13.6 Première étape

Considérons l’application

s�0 � t W �S ! �
tS
:

On note �S son noyau et �
tS

son image, et l’on pose

�S D �Sn�S ; �
tS
D �

tS
n�

tS
:

L’application ci-dessus se restreint en un isomorphisme � W �S ! �
tS

. La suite exacte
courte de groupes abéliens compacts

0! �
tS
! �

tS
! �

tS
! 0

donne, par dualité de Pontryagin, une suite exacte courte de Z-modules libres de type
fini

0! b�
tS ! AtS !b�

tS ! 0:

En relevant dans A
tS une Z-base de b�

tS , on définit un morphisme section du
morphisme A

tS ! b�
tS , ce qui fournit un isomorphisme entre A

tS et le produitb�
tS �b�tS . Dualement, cela permet d’identifier �

tS
au produit �

tS
� �

tS
et donc

d’écrire ƒ 2 �
tS

sous la forme

ƒ D ƒ� Cƒ� 2 �tS � �tS
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via cette identification (non canonique), et on identifie de même �S au pro-
duit �S � �S . On définit un élément de �S en posant, pour .�;ƒ/ 2 �S � �tS ,

�.�;ƒ/ D �C ��1.ƒ�/:

L’application

�S � �tS ! �S � �tS ; .�;ƒ/ 7! .�.�;ƒ/;ƒ�/

est bijective et on a la relation

(13.5) �0�.�;ƒ/ D s
�1.t�.�;ƒ/Cƒ�/:

Posons
�.�;ƒ/ D s�1.t�.�;ƒ/Cƒ/:

Fixons � 2 �S . Rappelons que tM D MtS et L D MQ. Pour � 2 �S , ƒ 2 �
tS

et
S 00 2 PQ.tM/, posons

c.�Iƒ;S 00I �/ D #.�.�;ƒ//
˝
MS 00jtS .s�.�;ƒ//M.s; �.�;ƒ//ˆ;
MS 00jtS .t�.�;ƒ/C �/M.t; �.�;ƒ/C �/D��‰

˛
S 00
:

Les expressions c.�Iƒ; S 00I �/, considérées comme des fonctions de ƒ dépendant
des paramètres � et �, définissent une .Q; tM/-famille périodique c.�I�/. On définit
aussi une .Q; tM/-famille périodique d.�I �/ D c.Y; �I �/ par

d.�Iƒ;S 00I �/ D ehƒ;YS00 ic.�Iƒ;S 00I �/:

En se limitant aux S 00 2 PQ0.tM/, on obtient des .Q0; tM/-familles périodiques.
Pour Z 2 AQ, resp. H 2 AQ0 , et X 0 2 a0;Q, on leur associe les fonctions

d
Q;X 0

tM;F .Z; �IƒI �/ D
X

S 002PQ.tM/

"
Q;ŒX 0�S00

S 00 .ZIƒ/d.�Iƒ;S 00I �/

et

d
Q0;X

0

tM;F .H; �IƒI �/ D
X

S 002PQ0 .tM/

"
Q0;ŒX

0�S00

S 00 .H Iƒ/d.�Iƒ;S 00I �/:

Ces fonctions sont lisses en � et ƒ.

Lemme 13.6.1. Soient Z 2 C zGQ, � 2 �S , ƒ 2 �
tS

et X 2 CCF .Q;Q0IT /. On a les
égalités suivantes :

(i) !
T;Q0
s;t .Z;X I�.�;ƒ/I �/#.�.�;ƒ// D d

Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IƒI �/

(ii) !
T;Q
s;t .ZI�.�;ƒ/I �/#.�.�;ƒ// D d

Q;T

tM;F .Z; �IƒI �/:
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Démonstration. Rappelons que, par définition,

!
T;Q0
s;t .Z;X I�;�I �/ D

X
S 002PQ0 .tM/

"
Q0;ŒT�X�S00

S 00 .HT�X
Z I s� � t�/ehYS00 ;s��t�i

�
˝
MS 00jtS .s�/M.s; �/ˆ;MS 00jtS .t�/M.t; �/D��‰

˛
S 00
:

Pour Z 2 AQ0 et ƒ 2 �S en position générale, on a

d
Q;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IƒI �/ D !

T;Q0
s;t .Z;X I�.�;ƒ/; �.�;ƒ/C �I �/:

Mais, d’après la relation (13.5) on a

�.�;ƒ/ D �0�.�;ƒ/C s
�1.ƒ�/:

On obtient (i) pour ƒ� D 0. La preuve de (ii) est similaire.

On munit �S et �
tS

des mesures de Haar telles que vol.�S /D 1D vol.�
tS
/. En

posant, comme ci-dessus, HT�X
Z D Z C .T �X/

Q
Q0

, l’expression ATs;t;� se réécrit

ATs;t;� D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
X2CF .Q;Q0IT /

��T .XQ0/

�

Z
�S

�Z
�
t S

d
Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IƒI �/dƒ

�
d�:

Pour Z 2 AQ, S 00 2 PQ.tS/, V 2 AtS et X 0 2 a0;Q, on pose

bd.�IV; S 00I �/ D Z
�
t S

d.�Iƒ;S 00I �/e�hƒ;V idƒ

et bd Q;X 0

tM;F .Z; �IV I �/ D

Z
�
t S

d
Q;X 0

tM;F .Z; �IƒI �/e
�hƒ;V idƒ:

Pour H 2 AQ0 , on définit de manière analogue bd Q0;X
0

tM;F .H; �I V I �/. Ces fonctions
sont à décroissance rapide en V . Notons

D
tS

déf
D �_

tS
� A

tS

l’annulateur de �
tS
.� �

tS
/ dans A

tS .

Lemme 13.6.2. On a

ATs;t;� D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
X2CF .Q;Q0IT /

��T .XQ0/

Z
�S

X
V 2D

t S

bd Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IV I �/d�:



Simplification du produit scalaire 154

Démonstration. Il suffit d’observer que par inversion de Fourier on aZ
�
t S

d
Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IƒI �/dƒ D

X
V 2D

t S

bd Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IV I �/:

Il résultera du lemme 13.6.3 (qui est l’analogue de [25, lemme 13.6.3]) que cette
expression est absolument convergente.

Lemme 13.6.3. Fixons un réel � > 0, et considérons les cinq expressions :X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
X2CF .Q;Q0IT /

Z
�S

X
V 2D

t S

ˇ̌bd Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IV I �/

ˇ̌
d�I(A)

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
X2CF .Q;Q0IT /

.1 � ��T .XQ0//

Z
�S

X
V 2D

t S

ˇ̌bd Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IV I �/

ˇ̌
d�I

(B)

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
X2CF .Q;Q0IT /

Z
�S

X
V 2D

t S

.1 � ��T .V //
ˇ̌bd Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IV I �/

ˇ̌
d�I

(C)

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / Z
�S

X
V 2D

t S

ˇ̌bd Q;T

tM;F .Z; �IV I �/
ˇ̌
d�I(D)

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / Z
�S

X
V 2D

t S

.1 � ��T .V //
ˇ̌bd Q;T

tM;F .Z; �IV I �/
ˇ̌
d�:(E)

Alors on a :

(i) Les cinq expressions sont convergentes.

(ii) Pour tout réel r , l’expression (B) est essentiellement majorée par d0.T /�r .

(iii) Il existe une constante absolue �0 > 0 telle que si � > �0, alors pour
tout réel r , les expressions (C) et (E) sont essentiellement majorées
par d0.T /�r .

Admettons provisoirement ce lemme prouvé au paragraphe suivant. D’après le
lemme 1.5.1, pour chaque � 2 �S (le paramètre � étant fixé), il existe une fonction à
décroissance rapide

' D '.�I �/ W U 7! '.U/ D '.�IUI �/

sur HQ;tM telle que c.�I �/ D c' . Rappelons que c.�I �/ est la .Q; tM/-famille
périodique définie par

c.�Iƒ;S 00I �/ D #.�;ƒ/hMS 00jtS .s�.�;ƒ//M.s; �.�;ƒ//ˆ;
MS 00jtS .t�.�;ƒ/C �/M.t; �.�;ƒ/C �/D��‰iS 00
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et que l’on a posé

d.�I �/ D c.Y; �I �/:

Pour H 2 AQ0 et X 0 2 a0;Q, on a donc

d
Q0;X

0

tM;F .H; �IƒI �/ D
X

U2HQ0;tM

'.U �Y/

Q0;X

0

tM;F
.H;UIƒ/

avec



Q0;X

0

tM;F .H;UIƒ/ D
X

H 02A
Q0

tM
.HCUQ0 /

�
Q0
tM
.H 0;U.X 0//ehƒ;H

0i:

Pour Z 2 AQ et X 2 CCF .Q;Q0IT /, on obtient

d
Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IƒI �/ D

X
U2HQ0;tM

'.U �Y/

Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ;UIƒ/:

On a aussi

d
Q;T

tM;F .Z; �IƒI �/ D
X

U2HQ;tM

'.U �Y/

Q;T

tM;F .Z;UIƒ/:

On introduit, comme ci-dessus, des transformées de Fourier inverses

V 7!b
Q0;X 0
tM;F .H;UIV / et V 7!b
Q;X 0

tM;F .Z;UIV /;

le paramètre V variant dans A
tM . Par inversion de Fourier, on a

b
Q;X 0
tM;F .Z;UIV / D

´
�
Q

tM
.V;U.X 0// si Z C UQ D VQ,

0 sinon.

On en déduit que

bd Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IV I �/ D

X
U2HQ0;tM

HT�X
Z

CUQ0DVQ0

'.�IU �YI �/�
Q0
tM
.V;U.T �X//

et bd Q;T

tM;F .Z; �IV I �/ D
X

U2HQ;tM
ZCUQDVQ

'.�IU �YI �/�
Q

tM
.V;U.T //:

Fixons un réel � > �0 comme dans le point (iii) et posons

ET1 D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T /Z
�S

X
V 2D

t S

��T .V /
X

X2CF .Q;Q0IT /

bd Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IV I�/d�:
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D’après le lemme 13.6.2 et les assertions du lemme 13.6.3 concernant les expres-
sions (A), (B) et (C), l’expressionET1 est absolument convergente, et pour tout réel r ,
on a une majoration ˇ̌

ATs;t;� �E
T
1

ˇ̌
� d0.T /

�r :

NotonsRC
tS

l’ensemble des racines deA
tM qui sont positives pour le sous-groupe pa-

rabolique standard tS . Pour tout S 00 2 PQ0.tM/, notons a.S 00/ le nombre d’élément
de .��S 00/ \ R

C

tS
– ou encore de .��Q0S 00 / \ R

C

tS
– et

CQ0.S 00/ � a
Q0
tM

le cône formé des � X
˛2�

Q0
S00
\R
C

t S

x˛ L̨

�
C

� X
˛2.��

Q0
S00
/\R
C

t S

y˛ L̨

�
;

pour des x˛ � 0 et des y˛ > 0. Pour Y 2 a
Q0
tM
CAQ0 , on pose

C
Q0
F .Y IS 00/ D

�
Y C CQ0.S 00/

�
\A

tM � A
Q0
tM
.YQ0/:

Notons que pour H 2 A
tM , on a

C
Q0
F .H C Y IS 00/ D H C C

Q0
F .Y IS 00/:

En remplaçant les exposants Q0 par Q, on définit de la même manière

CQ.S 00/ � a
Q

tM
et C

Q
F .Y IS

00/ � A
tM :

Lemme 13.6.4. Pour Z 2 AQ, � 2 �S , V 2 A
tM et X 2 CF .Q;Q0IT /, on abd Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IV I �/ D

X
S 002PQ0 .tM/

.�1/a.S
00/

X
V12C

Q0
F

.�HT�X
Z;S00

IS 00/

bd.�IV C V1; S 00I �/
avec

HT�X
Z;S 00

déf
D Z C ŒT �X�

Q
S 00 :

Démonstration. On rappelle que HT�X
Z D Z C .T �X/

Q
Q0
2 AQ0 . On a

bd Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IV I �/ D

X
U2HQ0;tM

'.�IU �YI �/b
Q0;T�X
tM;F .HT�X

Z ;UIV /

avec

b
Q0;T�X
tM;F .HT�X

Z ;UIV / D

´
�
Q0
tM
.V;U.T �X// si HT�X

Z C UQ0 D VQ0 ,
0 sinon.
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Le lemme 1.6.1 nous dit que

�
Q0
tM
.V;U.T �X// D

X
S 002PQ0 .tM/

.�1/a.S
00/1CQ0 .S 00/

�
.ŒT �X�S 00 C US 00 � V /

Q0
�
;

où 1CQ0 .S 00/ est la fonction caractéristique du cône CQ0.S 00/. On obtient

b
Q0;T�X
tM;F .HT�X

Z ;UIV / D
X

S 002PQ0 .tM/

.�1/a.S
00/

�

²
1CQ0 .S 00/

�
.ŒT �X�S 00 C US 00/

Q0 � V
�

si HT�X
Z C UQ0 D VQ0 ,

0 sinon,

soit encoreb
Q0;T�X
tM;F .HT�X

Z ;UIV / D
X

S 002PQ0 .tM/

.�1/a.S
00/1CQ0 .S 00/.Y /

avec

Y D Z C .T �X/
Q
Q0
C ŒT �X�

Q0
S 00 C US 00 � V D H

T�X
Z;S 00 C US 00 � V:

La condition Y 2 CQ0.S 00/ équivaut à

US 00 2 V C C
Q0
F .�HT�X

Z;S 00 IS
00/

et implique que UQ0 D VQ0 �H . D’autre part on a, par définition,

d.�Iƒ;S 00I �/ D
X

U2HQ0;tM

'.�IU �YI �/ehƒ;US00 i;

et donc, par inversion de Fourier,bd.�IV; S 00I �/ D X
U2HQ0;tM
US00DV

'.�IU �YI �/:

Par conséquent, on aX
U2HQ0;tM

'.�IU �YI �/1
VCC

Q0
F

.�HT�X
Z;S00

IS 00/
.US 00/ D

X
V12C

Q0
F

.�HT�X
Z;S00

IS 00/

bd.�IV C V1I �/;
ce qui prouve le lemme.

D’après le lemme 13.6.4, la somme sur X dans l’expression ET1 devient

(13.6)
X

S 002PQ0 .tM/

.�1/a.S
00/

X
X2CF .Q0;QIT /

� X
V12C

Q0
F

.�HT�X
Z;S00

IS 00/

bd.�IV C V1; S 00I �/�:
L’expression (13.6) est bien absolument convergente.
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Lemme 13.6.5. Pour Z 2 AQ, � 2 �S et V 2 D
tSbd Q;T

tM;F .Z; �IV I �/
X

S 002PQ.tM/

.�1/a.S
00/

X
V22C

Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/

bd.�IV C V2; S 00I �/
avec HT

Z;S 00
déf
D Z C ŒT �

Q
S 00 .

Démonstration. Elle est identique à celle du lemme 13.6.4.

Pour S 00 2 PQ0.tM/, il résulte des définitions que l’application

C.Q;Q0/ � CQ0.S 00/! a
Q

tM
définie par .X; V1/ 7! ŒX�

Q
S 00 C V1

est injective et a pour image le cône CQ.S 00/. Pour X 2 CF .Q;Q0IT /, tout élément
V1 2 C

Q0
F .�HT�X

Z;S 00 IS
00/ s’écrit

V1 D �H
T�X
Z;S 00 C V

�
1 D �H

T
Z;S 00 C V

�
2

avec V �1 2 CQ0.S 00/ et V �2 D ŒX�
Q
S 00 C V

�
1 2 CQ.S 00/. Par définition, V1 appartient

à C
Q
F .�H

T
Z;S 00 IS

00/. Réciproquement, tout élément V2 2 C
Q
F .�H

T
Z;S 00 IS

00/ s’écrit

V2 D �H
T
Z;S 00 C ŒX�

Q
S 00 C V

�
1 D �H

T�X
Z;S 00 C V

�
1

avec X 2 C.Q;Q0/ et V �1 2 CQ0.S 00/. Donc V2 appartient à C
Q0
F .�HT�X

Z;S 00 IS
00/, et

comme
.V2/Q0 D �Z � .T �X/

Q
Q0
D �HT�X

Z ;

par définition, X appartient à CF .Q;Q0IT /. L’expression (13.6) se réécrit doncX
S 002PQ0 .tM/

.�1/a.S
00/

X
V22C

Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/

bd.�IV C V2; S 00I �/;
soit encore, d’après le lemme 13.6.5,bd Q;T

tM;F .Z; �IV I �/�
X

S 002PQ.tM/XPQ0 .tM/

.�1/a.S
00/

X
V22C

Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/

bd.�IV C V2; S 00I �/:
On en déduit l’égalité

(13.7) ET1 D E
T
2 �E

T
3 ;

où

ET2 D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / Z
�S

X
V 2D

t S

��T .V /bd Q;T

tM;F .Z; �IV I �/d�



Première étape 159

et

ET3 D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / Z
�S

X
V 2D

t S

��T .V /

�

X
S 002PQ.tM/XPQ0 .tM/

.�1/a.S
00/

X
V22C

Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/

bd.�IV C V2; S 00I �/:
La décomposition (13.7) est justifiée, car l’expression ET2 est absolument conver-
gente d’après le lemme 13.6.3 (D), et doncET3 est convergente, au moins dans l’ordre
indiqué.

Lemme 13.6.6. Pour S 00 2 PQ.tM/XPQ0.tM/, posons

ETS 00 D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / Z
�S

X
V 2D

t S

��T .V /
X

V22C
Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/

jbd.�IV C V2; S 00I �/jd�:
Pour tout réel r , on a une majoration de la forme ETS 00 � d0.T /

�r .

Admettons ce lemme (qui sera lui aussi prouvé dans le paragraphe suivant), et
posons

ET4 D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / Z
�S

X
V 2D

t S

bd Q;T

tM;F .Z; �IV I �/d�:

L’expression ET4 est absolument convergente et, d’après l’assertion (iii) du
lemme 13.6.3, concernant l’expression (E), pour tout réel r , on a

jET2 �E
T
4 j � d0.T /

�r :

Par inversion de Fourier de la somme sur V dans ET4 , on a

ET4 D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / Z
�S

�Z
�
t S

d
Q;T

tM;F .Z; �IƒI �/dƒ
�

d�

avec (d’après le lemme 13.6.1 (ii))

d
Q;T

tM;F .Z; �IƒI �/ D !
T;Q
s;t .ZI�.�;ƒ/I �/#.�.�;ƒ//:

L’expression ET4 est convergente dans l’ordre indiqué. On peut regrouper les inté-
grales en � et ƒ grâce au changement de variables .�;ƒ/ 7! �.�;ƒ/. On obtient

ET4 D A
T
s;t;�

déf
D

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z � T / Z
�S

!
T;Q
s;t .ZI�I �/#.�/d�:
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On a prouvé que pour tout réel r , on a

jATs;t;� �A
T
s;t;� j � d0.T /

�r ;

ce qui achève la preuve de la proposition 13.5.1, modulo les majorations des lemmes
13.6.3 et 13.6.6, qui seront établies dans la section suivante.

13.7 Fin de la preuve

Avant d’attaquer la démonstration proprement dite des lemmes 13.6.3 et 13.6.6, on
établit une variante du lemme 1.6.12. Soit Z 2 AQ. Pour P 0 2 FQ.tM/, U 2 AP 0
et X 2 aP 0 , considérons l’expression



Q;U
P 0;F .ZIX;ƒ/

déf
D

X
H2A

Q

P 0
.Z/

�
Q
P 0.H �X;U /e

hƒ;H i:

Puisque la somme sur H est finie, c’est une fonction entière en ƒ. Pour V 2 AP 0 , sa
transformée de Fourier inverse

b
Q;UP 0;F .ZIX; V / D

Z
�P 0



Q;U
P 0;F .ZIX;ƒ/e

�hƒ;V idƒ

est donnée par

b
Q;UP 0;F .ZIX; V / D

´
�
Q
P 0.V �X;U / si Z D VQ,
0 sinon.

Soit e une .Q; tM/-famille périodique donnée par une fonction à décroissance ra-
pide m surHQ;tM . La fonction

e
Q
P 0;F .ZIX;ƒ/ D

X
U2HQ;tM

m.U/

Q;UP 0

P 0;F .Z C UQIX;ƒ/

est lisse enƒ. Pour V 2 AP 0 , on définit comme ci-dessus les transformées de Fourier
inversesbeQP 0;F .ZIX; V / etbe.V; P 0/. Ce sont des fonctions à décroissance rapide en
V 2 AP 0 .

Lemme 13.7.1. Pour V 2 AP 0 , on a

beQP 0;F .ZIX; V / D X
U2A

Q

P 0
.VQ�Z/

be.U; P 0/�QP 0.V �X;U /:
De plus pour tout réel r , il existe une constante c > 0 telle que

jbeQP 0;F .ZIX; V /j � c�1C kV �Z �XQk��r :
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Démonstration. On a

beQP 0;F .ZIX; V / D X
U2HQ;tM
ZCUQDVQ

m.U/�
Q
P 0.V �X;UP 0/

avec, pour U 2 AP 0 ,X
U2HQ;tM
UP 0DU

m.U/ D

Z
�P 0

e.ƒ; P 0/e�hƒ;U idƒ Dbe.U; P 0/:
D’où la première assertion du lemme. Quant à la majoration, pour V; U 2 AP 0 tels
que �QP 0.V � X; U /, on a k.V � X/Qk � kUQk. Si de plus Z C UQ D VQ, alors
puisque V �Z �XQ D UQ C .V �X/Q, on a

kV �Z �XQk � kUQk C k.V �X/
Q
k � kU k:

On obtient que pour tout réel r > 1, l’expression

jbeQP 0;F .ZIX; V /j.1C kV �Z �XQk/r
est essentiellement majorée parX

U2A
Q

P 0
.VQ�Z/

be.U; P 0/j.1C kU k/r :
Cette somme converge carbe.U; P 0/ est à décroissance rapide en U .

Démonstration du lemme 13.6.3. On reprend en l’adaptant celle de [25, lemme 13.6.3].
Commençons par l’expression (D). D’après le lemme 1.6.12, pour V 2 A

tM , on a

bd Q;T

tM;F .Z; �IV I �/ D
X

U2HQ;tM
ZCUQDVQ

'.�IU �YI �/�
Q

tM
.V;U.T //

avec (d’après [25, lemme 1.8.6])

�
Q

tM
.V;U.T // D

X
P 02FQ.tM/

�P
0

tM
.V;T /�

Q
P 0.VP 0 � ŒT �P 0 ; UP 0/:

On obtient

bd Q;T

tM;F .Z; �IV I �/ D
X

P 02FQ.tM/

�P
0

tM
.V;T /bdQP 0;F .Z; �I ŒT �P 0 ; VP 0 I �/
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avec, pour X 2 aP 0 et V 0 2 AP 0 ,bdQP 0;F .Z; �IX; V 0I �/ déf
D

X
U2HQ;tM
UQDV

0
Q
�Z

'.�IU �YI �/�
Q
P 0.V

0
�X;UP 0/;

soit encore (d’après le lemme 13.7.1),bdQP 0;F .Z; �IX; V 0I �/ D X
U2A

Q

P 0
.V 0
Q
�Z/

bd.�IU;P 0I �/�QP 0.V 0 �X;U /:
L’expression (D) est donc majorée parX

P 02FQ.tM/

IT.D/.P
0/

avec1

IT.D/.P
0/ D

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / Z
�S

X
V 2D

t S

�P
0

tM
.V P

0

;T /jbdQP 0;F .Z; �I ŒT �P 0 ; VP 0 I �/jd�:
Fixons un P 0 2 FQ.tM/. L’élément T étant fixé, d’après [25, corollaire 1.8.5], il
existe une constante c > 0 telle que pour tout V 2 a

tS tel que �P
0

tM
.V P

0

;T / ¤ 0, on

ait kV P
0

k � c. Pour X 2 aP 0 , la fonction bdQP 0;F .Z; �IX; V 0I �/ est à décroissance
rapide en V 0 2 AP 0 , uniformément en �, par conséquent l’expressionZ

�S

X
V 2D

t S

�P
0

tM
.V P

0

;T /jbdQP 0;F .Z; �I ŒT �P 0 ; VP 0 I �/jd�
est convergente et, en posant

�.Z;X; V 0/
déf
D

Z
�S

jbdQP 0;F .Z; �IX; V 0I �/jd�;
on a

IT.D/.P
0/ D

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
V 2D

t S

�P
0

tM
.V P

0

;T /�.Z; ŒT �P 0 ; VP 0/:

Le groupe D
tS est par définition l’annulateur de

�
tS
D .s�0 � t /�S � �tS

1Rappelons que puisque l’élément T est régulier, la famille orthogonale T est régulière,
et d’après [25, proposition 1.8.7], la fonction H 7! �P

0

tM
.H;T / est la fonction caractéristique

d’un ensemble qui se projette sur un compact convexe de aP
0

tM
.
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dans A
tS . On a donc

D
tS D ker

�
��10 s�1.1 � w�0/ W AtS ! AS

�
avec w D s�0.t/

�1;

soit encore,
D
tS D ker

�
1 � w�0 W AtS ! AtS

�
:

Posons

d
tS D ker

�
1 � w�0 W atS ! a�0.tS/

�
et dP 0 D d

tS \ aP 0 :

Soit eP 0 l’orthogonal de dP 0 dans aP 0 . On note V 0 7! V 0
d

, resp. V 0 7! V 0e , la projection
orthogonale de aP 0 D dP 0 ˚ eP 0 sur dP 0 , resp. eP 0 . Posons

d
.P 0/

tS
D d

tS \ .a
P 0

tS
˚ eP 0/:

On a la décomposition

(13.8) d
tS D dP 0 ˚ d

.P 0/

tS

et la projection a
tS ! aP

0

tS
; V 7! V P

0

est injective sur d
.P 0/

tS
. Posons

DP 0
déf
D D

tS \ aP 0 D AtS \ dP 0 ;

et notons D[P 0 et D.P
0/

tS
les projections orthogonales de D

tS sur dP 0 et d
.P 0/

tS
pour la

décomposition (13.8). On a l’inclusion DP 0 � D[P 0 (avec égalité si P 0 D tS ), et la
suite exacte courte

(13.9) 0! DP 0 ! DtS ! D
.P 0/

tS
! 0:

On décompose la somme
P
V 2D

t S
en une double sommeX

V12D
.P 0/

t S

X
V 2DP 0 .V1/

;

où DP 0.V1/ � DtS est la fibre au-dessus de V1 pour la suite exacte courte (13.9).
L’expression IT

.D/
.P 0/ se réécrit

IT.D/.P
0/ D

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
V12D

.P 0/

t S

�P
0

tM
.V P

0

1 ;T /�e.Z; ŒT �P 0 ; V1/

avec
�e.Z;X; V1/

déf
D

X
V 2DP 0 .V1/

�.Z;X; VP 0/:



Simplification du produit scalaire 164

On a

�e.Z;X; V1/� �[e.Z;X/
déf
D

X
V 02D[

P 0

�.Z;X; V 0/:

Observons que

�.Z;X; V 0/ D �.0;X �Z0; V 0 �Z0/;

où Z0 est un relèvement de Z dans AP 0 . On en déduit que les fonctions �e.Z;X;V1/
et �[e.Z; X/ ne dépendent que Ze et qu’elles sont à décroissance rapide en Ze .

D’autre part, puisque la projection V 7! V P
0

est injective sur D.P
0/

tS
, la sommeX

V12D
.P 0/

t S

�P
0

tM
.V P

0

1 ;T /

est finie. D’où la majoration

IT.D/.P
0/�

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T /�[e.Z; ŒT �P 0/:
D’après [25, section 13.6 (10), page 202], on a l’inclusion

(13.10) d
tS � ker.qQ/;

où qQ W a0 ! a
zG
Q est l’application définie en section 2.3. Rappelons que cette ap-

plication est légèrement différente de celle de [25, section 2.13] (au lieu de projeter
sur aGQ, on projette ici sur a

zG
Q). L’inclusion (13.10) entraîne l’analogue de la majora-

tion [25, section 13.6 (10), page 202] :
(13.11)
k.Z � TQ/

zG
k � k.Z � TQ/ek pour tout Z 2 aQ tel quee�RQ.Z � T / D 1:

On en déduit que kZ zGk� 1CkZek pour toutZ 2 AQ tel quee�RQ.Z �T /D 1. Cela

entraîne la convergence de IT
.D/
.P 0/ et achève la preuve de la convergence de (D).

Considérons maintenant l’expression (E). On voit comme ci-dessus qu’elle est
majorée par X

P 02FQ.tM/

IT.E/.P
0/

avec

IT.E/.P
0/ D

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
V 2D

t S

�
1 � ��T .V /

�
�P
0

tM
.V P

0

;T /�.Z; ŒT �P 0 ; VP 0/;
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soit encore,

IT.E/.P
0/ D

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
V12D

.P 0/

t S

�P
0

tM
.V P

0

1 ;T /

�

X
V 2DP 0 .V1/

�
1 � ��T .V /

�
�.Z; ŒT �P 0 ; VP 0/:

Fixons �0 > 0, pour l’instant arbitraire. Pour alléger l’écriture, posons

ZT
déf
D Z � TQ 2 aQ:

Observons que e�RQ.Z � T / D e�RQ.ZT / D e�RQ.Z zGT /:
On majore IT

.E/
.P 0/ par

IT.E/;�.P
0/C IT.E/;<.P

0/;

où IT
.E/;�

.P 0/, resp. IT
.E/;<

.P 0/, est l’expression obtenue en remplaçant la fonctione�RQ.Z � T / par e�RQ.ZT /.1 � ��0T .ZT //, resp. e�RQ.ZT /��0T .ZT /, dans IT
.E/
.P 0/.

On commence par majorer IT
.E/;�

.P 0/. On peut choisir �00 > 0 tel que

.1 � ��
0T .ZT // D 1 (c’est-à-dire kZT k > �0kT k) implique kZ zGT k > �

00kT k. Alors
on a

IT.E/;�.P
0/�

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z zGT /.1 � ��00T .Z zGT // X
V12D

.P 0/

t S

�P
0

tM
.V P

0

1 ;T /�e.Z; ŒT �P 0 ; V1/:

Pour tout V 2 DP 0.V1/ la projection orthogonale VP 0;e de VP 0 sur eP 0 ne dépend que
de V1, et on la note V1;e . D’après le lemme 13.7.1, pour tout réel r on a une majoration

(13.12) �e.Z;X; V1/�
�
1C kV1;e �ZT;e �Xek

��r
;

où la constante implicite est absolue, c’est-à-dire ne dépend d’aucune variable. La
constante implicite dans la majoration (13.11) est elle aussi absolue. Comme dans la
preuve de [25, lemme 13.6.3]2 on montre que l’on peut choisir �00 tel que la condition

e�RQ.Z zGT /.1 � ��00T .Z zGT //�P 0tM .V P 0;T / D 1
entraîne une majoration

kZ
zG
T k � kV1;e �ZT;e � ŒT �P 0;ek:

2Voir toutefois les errata Err (xix) et Err (xx) de l’annexe.
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Pour tout réel r on a donc une majoration

IT.E/;�.P
0/�

X
Z2C

zG
Q

.1 � ��
00T .Z

zG
T //.1C kZ

zG
T k/

�r
X

V12D
.P 0/

t S

�P
0

tM
.V P

0

1 ;T /:

La somme en V1 est essentiellement majorée par kT kD pour un certain entier D, et
la somme en Z est essentiellement majorée par kT k�r . D’où la majoration

IT.E/;�.P
0/� d0.T /

�r :

Traitons maintenant IT
.E/;>

.P 0/. Grâce à la suite exacte courte

(13.13) 0! DP
0

tS

déf
D D

tS \ d
.P 0/

tS
! D

tS ! D
[
P 0 ! 0;

on peut décomposer la somme
P
V 2DtS

en une double sommeX
V 02D[

P 0

X
V 2DP

0

tS
.V 0/

;

oùDP
0

tS
.V 0/ est la fibre au-dessus de V 0 dansD

tS pour la suite exacte courte (13.13).
On a donc

IT.E/;<.P
0/ D

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T /��0T .ZT / X
V 02D[

P 0

�.Z; ŒT �P 0 ; V
0/

�

X
V 2DP

0

t S
.V 0/

.1 � ��T .V //�P
0

tM
.V P

0

;T /:

Comme dans la preuve de [25, lemme 13.6.3], il existe une constante c1 > 0 telle que
pour tout V 2 D

tS tel que �P
0

tM
.V P

0

;T / D 1, on ait la majoration kV1k � c1kT k,

où V1 D V � Vd est l’image de V dans D.P
0/

tS
. Si � > c1, en ajoutant la condition

.1 � ��T .V // D 1 c’est-à-dire �kT k < kV k, on obtient kVdk > .� � c1/kT k c’est-
à-dire .1� �.��c1/T .Vd //D 1. En particulier Vd ¤ 0 et l’espace dP 0 n’est pas nul. Il
existe c2 > 0 tel que la condition ��

0T .ZT / D 1 c’est-à-dire kZT k � �0kT k entraîne
kZT;d C ŒT �P 0;dk � c2kT k. En prenant � > c1 C c2, on obtient que la condition

��
0T .ZT /.1 � �

�T .V //�P
0

tM
.V P

0

;T / D 1

entraîne l’inégalité

kVd �ZT;d � ŒT �P 0;dk � .� � .c1 C c2//kT k >
�
1 �

c2

� � c1

�
kVdk:
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Grâce au lemme 13.7.1, on en déduit que pour tout réel r l’expression IT
.E/;<

.P 0/ est
essentiellement majorée parX
Z2C

zG
Q

��
0T .Z

zG
T /

X
V 02D[

tS

.1C kV 0k/�r.1 � �.��c1/T .V 0//
X

V12D
.P 0/

t S

�P
0

tM
.V P

0

1 ;T /:

Les sommes en Z et en V1 sont essentiellement majorées par kT kD pour un en-
tier D convenable, et pour tout réel r la somme sur V 0 est essentiellement majorée
par kT k�r . D’où une majoration

IT.E/;<.P
0/� d0.T /

�r ;

qui, jointe à la majoration IT
.E/;�

.P 0/� d0.T /
�r , assure la convergence de l’expres-

sion (E) et l’assertion de (iii), la concernant.
Considérons maintenant l’expression (A). Comme pour (D), on obtient qu’elle

est essentiellement majorée par X
P 02FQ0 .tM/

IT.A/.P
0/

avec

IT.A/.P
0/ D

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
X2CF .Q;Q0IT /

�

X
V 2D

t S

ˇ̌
�P
0

tM
.V P

0

;T � X/
ˇ̌
 .HT�X

Z ; ŒT �X�P 0 ; VP 0/

et

 .H; Y; V 0/
déf
D

Z
�S

ˇ̌bdQ0P 0;F .H; �IY; V 0I �/ˇ̌d�:
Ici T � X est la famille orthogonale .ŒT � X�P 0/. Elle est rationnelle si T 2 a0;Q.
Fixons un P 0 2 FQ0.tM/. Rappelons que eP 0 est l’orthogonal de dP 0 D d

tS \ aP 0

dans aP 0 , et qu’on a noté V 0 7! V 0e la projection orthogonale de aP 0 D dP 0 ˚ eP 0

sur eP 0 . Comme pour (D), l’expression IT
.A/
.P 0/ se réécrit

IT.A/.P
0/ D

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
X2CF .Q;Q0IT /

�

X
V12D

.P 0/

t S

ˇ̌
�P
0

tM
.V P

0

1 ;T � X/
ˇ̌
 e.H

T�X
Z ; ŒT �X�P 0 ; V1/

avec
 e.H; Y; V1/

déf
D

X
V 2DP 0 .V1/

 .H; Y; VP 0/:



Simplification du produit scalaire 168

D’après le lemme 13.7.1, pour tout réel r on a une majoration

 e.H; Y; V1/�
�
1C kV1;e � .H C Y

Q0/ek
��r
:

Pour H D HT�X
Z D Z C .T �X/

Q
Q0

et Y D ŒT �X�P 0 , on a

H C Y Q0 D Z C ŒT �X�
Q
P 0 D ZT�X C ŒT �X�P 0

avec ZT�X D Z � .T � X/Q. Comme X appartient à CF .Q;Q0I T / � a
Q
0 , on a

ZT�X D ZT . Notons d[Q0 � aQ0 l’image de d
tS par la projection V 7! VQ0 , et soit

h l’orthogonal de d[Q0 dans aQ0 . Puisque

dQ0 D dP 0 \ aQ0 � d[Q0 ;

on a l’inclusion h � eP 0 . Notons h? l’orthogonal de h dans eP 0 , et V 7! Vh D VP 0;h
la projection orthogonale de

a0 D aP
0

0 ˚ dP 0 ˚ h˚ h?

sur h. Pour V 2 d
tS , on a Vh D 0. D’autre part puisque la projection V 7! Vh se

factorise à travers V 7! VQ0 , on a ŒT � X�P 0;h D .T � X/h D Th � Xh. Pour tout
réel r , on obtient une majoration

 e.H
T�X
Z ; ŒT �X�P 0 ; V1/�

�
1C kZT;h C Th �Xhk

��r
:

Or d’après [25, section 13.6 (13), page 204], pour tout Z 2 C zGQ tel quee�RQ.ZT / D 1
et tout X 2 C.Q;Q0/, on a une majoration

(13.14) kZ
zG
T k C kXk � kZT;h C Th �Xhk:

Comme kZ zGk� 1CkZ
zG
T k (la constante implicite dépendant de T ), pour tout réel r

on obtient une majoration

IT.A/.P
0/�

X
Z2C

zG
Q

X
X2CF .Q;Q0IT /

�
1CkZ

zG
kCkXk

��r X
V12D

.P 0/

t S

ˇ̌
�P
0

tM
.V P

0

1 ;T �X/
ˇ̌
:

Puisque l’application V1 7! V P
0

1 est injective, la somme en V1 est essentiellement
majorée par

kT kD C .1C kXk/D

pour un entier D convenable. On en déduit que pour tout réel r , on a une majoration

(13.15) IT.A/.P
0/�

X
Z2C

zG
Q

X
X2CF .Q;Q0IT /

kT kD.1C kZ
zG
k/�r.1C kXk/�r :
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Cela prouve la convergence de l’expression (A).
Quant aux deux expressions restantes ((B) et (C)), leur convergence se déduit des

raisonnements précédents comme dans la preuve du lemme 13.6.3 de [25]. Idem, pour
la majoration du point (ii) de l’énoncé. Cela achève la preuve du lemme 13.6.3.

Démonstration du lemme 13.6.6. Le sous-groupe parabolique

S 00 2 PQ.tM/XPQ0.tM/

étant fixé, on considère la transformée de Fourier inverse

V 7! bd.�IV; S 00I �/:
C’est une fonction à décroissance rapide en V 2 A

tM , uniformément en �. Par consé-
quent la fonction

V 7! �.V / D

Z
�S

jbd.�IV; S 00I �/jd�
sur A

tM est encore à décroissance rapide, et on a une majoration

(13.16) ETS 00 �
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z � T / X
V 2D

t S

��T .V /
X

V22C
Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/

�.V C V2/:

Rappelons que pour Y 2 a
Q

tM
CAQ, on a posé

C
Q
F .Y IS

00/ D
�
Y C CQ.S 00/

�
\A

tM � A
Q

tM
.YQ/:

On note CQ.S 00/Q0 et C
Q
F .Y IS

00/Q0 les images (projections orthogonales) de CQ.S 00/

et C
Q
F .Y IS

00/ dans aQ0 . Par définition CQ.S 00/Q0 est un sous-ensemble de a
Q
Q0

, YQ0
appartient à a

Q
Q0
CAQ, et on a les inclusions

C
Q
F .Y IS

00/Q0 �
�
YQ0 C CQ.S 00/Q0

�
\AQ0 � A

Q
Q0
.YQ/:

Pour X 2 C
Q
F .Y IS

00/Q0 , on note C
Q
F .Y I S

00/
Q0
X � C

Q
F .Y I S

00/ la fibre au-dessus

de X . Cette fibre est contenue dans AQ0
tM
.X/. On peut donc décomposer la sommeP

V22C
Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/

en une double sommeX
X2C

Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/Q0

X
V22C

Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/

Q0
X

;

puis majorer brutalement la seconde somme par
P
V22A

Q0

tM
.X/

. On obtient

(13.17) ETS 00 �
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z � T / X
V 2D

t S

��T .V /
X

X2C
Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/Q0

�.VQ0 CX/;
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avec, pour V 2 AQ0 ,

�.V / D
X

V22A
Q0

tM
.V /

�.V /:

La fonction � est à décroissance rapide en V 2 AQ0 .

Notons k le noyau de l’application qQ W a0 ! a
zG
Q définie en section 2.3, et kt sa

projection sur a
tS ou ce qui revient au même (puisque atS0 � a

Q0
0 � k) son intersec-

tion avec cet espace. On note f l’orthogonal de kt dans a
tS . Puisque k D kt ˚ atS0 ,

c’est aussi l’orthogonal de k dans a0. C’est donc un sous-espace de aQ0 . Pour
V 2 a

tS D kt ˚ f , on note Vf D VQ0;f la projection orthogonale de V sur f . D’après
l’inclusion (13.10), on a d

tS � kt , par conséquent Vf D 0 pour tout V 2 d
tS . D’après

(13.17), pour tout réel r , on obtient une majoration

(13.18) ETS 00 �
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.ZT / X
V 2D

t S

��T .V /
X

X2C
Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/Q0

.1C kXf k/
�r :

La somme sur V est essentiellement majorée par kT kD pour un D convenable.
L’élément HT

Z;S 00 est par définition égal à Z C ŒT �QS 00 D ZT C ŒT �S 00 . Tout élément

X 2 C
Q
F .�H

T
Z;S 00 IS

00/Q0 s’écritX D�HT
ZIS 00 CX

0 avecX 0 2 CQ.S 00/Q0 , et l’on a

Xf D �ZT;f � Tf CX
0
f :

D’après [25, section 13.7 (4), page 208], pour Z 2 AQ tel que e�RQ.ZT / D 1 et

X 0 2 C
Q
F .S

00/Q0 , on a une majoration absolue

kT k C kZ
zG
T k C kX

0
k � 1C k�ZT;f � Tf CX

0
f k:

On en déduit que pour Z 2 AQ tel que e�RQ.ZT / D 1 et X 2 C
Q
F .�H

T
Z;S 00 IS

00/Q0 ,
on a une majoration absolue

kT k C kZ
zG
k C kXk � 1C kXf k:

D’après (13.18), pour tout réel r , on obtient une majoration

(13.19) ETS 00 � kT k
D�r

X
Z2C

zG
Q

.1C kZ
zG
k/�r

X
X2C

Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/Q0

.1C kXk/�r :

Ceci est essentiellement majoré par d0.T /�r , ce qui démontre le lemme.



Élargissement des sommations 171

13.8 Élargissement des sommations

D’après [25, lemme 13.8.1], on a l’inclusion

(13.20) WQ0.aS ;Q0/ �WG.aS ;Q/:

On relâche les hypothèses sur Q et R : on suppose seulement P0 � Q � R et on
abandonne l’hypothèsee�.Q;R/ ¤ 0. Pour t 2 W G.aS ;Q/, on pose

e�.Q;RI t / DX
zP

.�1/a zP�a zG ;

où la somme porte sur l’ensemble des zP 2 ePst tels que Q � P � R et t 2 W P . Cet
ensemble peut être vide. S’il est non vide, alors il existe deux espaces paraboliques
standards zP1 � zP2 tel que ce soit l’ensemble des zP 2 ePst vérifiant zP1 � zP � zP2
(on a alors P2 D R�). On en déduit quee�.Q;RI t / ¤ 0 si et seulement s’il existe un
unique zP 2 ePst tel que Q � P � R et t 2 W P , auquel cas on a

e�.Q;RI t / D .�1/a zP�a zG :
Rappelons que pour P 0 2 FQ.tM/ et w D s�0.t/�1 on a posé :

d
tS D ker

�
1 � w�0 W atS ! a�0.tS/

�
:

Rappelons aussi que pour V 2 aP 0 D dP 0 ˚ eP 0 , on a noté Ve la projection orthogo-
nale de V sur eP 0 .

Lemme 13.8.1. On supposee�.Q;RI t / ¤ 0. Soient Z 2 AQ et V 2 D
tS tels que

e�RQ.Z � T /�P 0tM .V P 0;T / D 1:
Alors,

(i) k.Z � TQ/
zGk � 1C kVP 0;e � .Z � TQ/e � ŒT �P 0;ek ;

(ii) et, si t …WQ0.aS ;Q0/,

kT k C k.Z � TQ/
zG
k � 1C kVP 0;e � .Z � TQ/e � ŒT �P 0;ek:

Démonstration. Ce sont les analogues des assertions (3)(i) et (3)(ii) en bas de la
page 211 de [25], dont la preuve occupe les pages 212 à 215 de loc. cit.

Proposition 13.8.2. Soient t 2WG.aS ;Q/ et s 2WQ.�0.aS /; t.aS //. On pose

ATs;t D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z � T / Z
�S

Œ!�
T;Q
s;t .ZI�/#.�/d�:

On supposee�.Q;RI t / ¤ 0.
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(i) L’expression ATs;t est convergente dans l’ordre indiqué.

(ii) Supposons t …WQ0.aS ;Q0/. Alors pour tout réel r , on a une majoration

jATs;t j � d0.T /
�r :

Démonstration. Puisque As;t D jbcS j�1P�2E.�/As;t;� avec

ATs;t;� D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z � T / Z
�S

!
T;Q
s;t .ZI�I �/#.�/d�;

il suffit de prouver les résultats pour ATs;t;� avec � 2 E.�/ fixé. Le lemme 13.6.1 (ii)
s’applique ici encore et on en déduit l’analogue du lemme 13.6.2 :

ATs;t;� D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T /�Z
�S

X
V 2D

t S

bd Q;T

tM;F .Z; �IV I �/d�
�
:

L’expression est convergente dans l’ordre indiqué. Il s’agit de prouver qu’elle est
absolument convergente puis de la majorer lorsque t …WQ0.aS ; Q0/. On observe
que dans la preuve de la convergence de l’expression (D) du lemme 13.6.3, ce n’est
qu’à partir de la relation (13.10) que l’hypothèse t 2WQ0 est utilisée. On a donc ici
aussi la majoration

ATs;t;� �
X

P 02FQ.tS/

IT.D/.P
0/

avec

IT.D/.P
0/ D

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
V12D

.P 0/

t S

�P
0

tM
.V P

0

1 ;T /�e.Z; ŒT �P 0 ; V1/:

D’après (13.12) et le lemme 13.8.1, pour tout réel r , en posant Cr D 1 sans hypothèse
sur t et Cr D kT k�r sous l’hypothèse de (ii), on a une majoration

IT.D/.P
0/� Cr

X
Z2C

zG
Q

�
1C k.Z � TQ/

zG
k
��r X

V12D
.P 0/

t S

�P
0

tM
.V P

0

1 ;T /;

où la constante implicite est absolue. La somme en V1 est essentiellement majorée
par kT kD pour un certain entierD. La somme enZ est convergente, ce qui démontre
le point (i). Sous l’hypothèse de (ii) on obtient IT

.D/
.P 0/� kT k�r pour tout réel r ,

ce qui démontre (ii).

On pose

AT D
X

t2WG.aS ;Q/

e�.Q;RI t / X
s2WQ.�0.aS /;t.aS //

ATs;t :
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Corollaire 13.8.3. Pour tout réel r , on a les majorations suivantes :

(i) Sie�.Q;R/ ¤ 0 alors je�.Q;R/AT �AT j � d0.T /
�r .

(ii) Sie�.Q;R/ D 0 alors jAT j � d0.T /
�r .

Définition 13.8.4. On considère Q; S 2 Pst tels que S � Q0 D ��10 .Q/. Soient
t 2WG.aS ; Q/, s 2WQ.�0.aS /; t.aS //, Z 2 AQ, � 2 �S et � 2 ��0.aS /. Pour
� 2 …disc.MS /, on définit l’opérateur

�
T;Q
s;t .ZIS; � I�;�/ D

X
S 002PQ.tM/

"
Q;ŒT �S00

S 00 .ZI s� � t�/ehs��t�;YS00 i

�M.t; �/�1MS 00jtS .t�/
�1MS 00jtS .s�/M.s; �/:

C’est une fonction lisse de � et �. On a introduit dans la définition 13.4.1 l’en-
semble E.�/ qui, s’il est non vide, est un espace principal homogène sousbcM . Pour
� 2 �S , on pose :

Œ��
T;Q
s;t .ZIS; � I�/ D jbcS j�1 X

�2E.�/

D��T;Q
s;t .ZIS; � I �0.�/; �C �/:

La fonction � 7! Œ��
T;Q
s;t est lisse. On rappelle que l’on a défini dans la propo-

sition 12.1.1 une expression J
zG;T D J

zG;T .f; !/. Nous allons en introduire une
variante. Pour alléger un peu les notations nous aurons recours au lemme suivant :

Lemme 13.8.5. Considérons deux espaces pré-hilbertiens E �F où E est un facteur
direct et un opérateurA W E!F de rang fini. On suppose que E est muni d’une base
(au sens algébrique) orthonormale ‰ . L’expression

Sp.A/ D
X
‰2‰

hA‰;‰iF ;

donnée par une série convergente, est indépendante du choix de la base. Si, de plus,
A stabilise E , c’est-à-dire si A est un endomorphisme de E , alors

Sp.A/ D trace.A/:

Démonstration. Puisque E est un facteur direct, tout ˆ 2 F peut s’écrire
ˆ D ˆ1 Cˆ2 avec ˆ1 2 E et ˆ2 est orthogonal à E . La sérieX

‰2‰

hˆ;‰iF D
X
‰2‰

hˆ1; ‰iE

se réduit à une somme finie et il en est de même de la série définissant Sp.A/ puisque
A est de rang fini. L’indépendance du choix de la base se ramène au cas de la dimen-
sion finie.
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Nous appliquerons ce lemme au cas où E D A.XS ; �/ et où F est l’espace
engendré par A.XS ; �/ et les A.XS ; zu.� ˝ !/ ? �/ pour � 2 E.�/. Nous poserons

Sp� .A/ D
X

‰2‰S .�/

hA‰;‰iS :

Proposition 13.8.6. On considère l’expression

J
zG;T
spec .f; !/ D

X
Q;R2Pst
Q�R

X
S2P

Q0

st

1

nQ
0
.S/

X
�2…disc.MS /

bcM .�/
�

X
t2WG.aS ;Q/

X
s2WQ.�0.aS /;t.aS //

e�.Q;RI t / X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z � TQ/
�

Z
�S

Sp�

�
Œ��

T;Q
s;t .ZIS; � I�/e�S;�;�.f; !/�d�:

(i) L’expression J
zG;T
spec D J

zG;T
spec .f; !/ est convergente.

(ii) Pour tout réel r , on a une majorationˇ̌
J
zG;T

spec � J
zG;T
spec

ˇ̌
� d0.T /

�r :

Démonstration. On observe que, d’après le théorème 7.1.1, l’opérateure�S;�;�.f; !/
est de rang fini ; l’assertion (i) résulte alors de la proposition 13.8.2 (en utilisant la
remarque 12.1.2). Compte tenu de l’expression pour J

zG;T donnée dans la proposi-
tion 12.5.1, on voit que la majoration (ii) résulte de la conjonction des inégalités du
corollaire 13.4.5, de la proposition 13.5.1 et du corollaire 13.8.3.


