Chapitre 13

Simplification du produit scalaire

13.1 Une majoration uniforme

Pour P € P, choisissons une section du morphisme Ap (A) — Bp et notons LBp son
image. Cela permet de relever E(P)! dans E(P), d’oli une identification

2(P) = E(P)" x Bp.

Le groupe des caracteres automorphes, mais non nécessairement unitaires, de Ap (A)
s’identifie a E(P) x aj. Un tel caractere & peut donc s’écrire

E=bull=Cxwrv=C0x(n+v)

avec ¢ u e Bpetve ap.Onlenotera § = (¢, i1, v).

= Elgpay
Soit ¢ une forme automorphe sur X ¢ (discréte ou non). Pour P € Py, on note
@ P, cusp le terme constant cuspidal de ¢ le long de P, défini en [32, sous-sections 1.3.4,

1.3.5]. C’est une forme automorphe cuspidale sur X p, qui s’écrit sous la forme

(13-1) ¢P,cusp = ZCI(HP(X))(pq,E(x)v
(g.8)

ol (g, §) parcourt un sous-ensemble fini de Clap] x E(P) x ajp et ¢, ¢ est une forme
automorphe cuspidale sur X p, se transformant suivant £. En écrivant £ = (¢, u, v),
comme ci-dessus, on voit que la fonction

X > ¢ {utv.Hp (X))(ﬁq,g (x)

appartient a sAgisc(X p)¢. Notons ohcusp(X p)g(pyr le sous-espace de dAcusp(X p),
engendré par les espaces bcusp(X p)g pour € € E(P)!, identifié au sous-groupe
de E(P) des caracteres triviaux sur B p. Il se décompose en

’A’cusp(XP)E(P)] = @ fA’cusp(XP)Z'
teE(P)!

Pour tout P € Py, fixons un sous-ensemble compact I'p C a C /AIY,, deux entiers
naturels np et dp, et un sous-espace de dimension finie Vp de oAcusp(X p)g(pyr- On
note

A((Vp,dp,Tp,np)pep,)
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I’ensemble des formes automorphes ¢ sur X g telles que, pour tout P € P, le terme
constant cuspidal ¢p_cusp puisse s’écrire

np.i

np
(13.2) ¢p cusp(x) = Y eAritor HPCN N g (Hp (X)) e j (X)),
i=1 Jj=1

ou les np ; sont des entiers positifs ou nuls quelconques, np < np, Ap; € I'p,
qp,i.j € Clap]avecdeg(gp,i ;) <dp,etdp,; ;j € Vp.Notons que cet ensemble n’est
pas un espace vectoriel (a cause de la condition np < np). Dans I’expression (13.2),
on peut supposer que les Ap; sont deux-a-deux distincts. On définit comme en [25,
section 13.1] une norme

||¢||cusp = Z ||¢P,cusp||cusp-

PePy
D’apres [25, lemme 13.1.1], on a le résultat suivant.

Lemme 13.1.1. Pour tout A € ag, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout
€ A((Vp,dp,Tp,np)peyp..) et tout x € & = BgS*, on ait la majoration
st ]

np
)] < clipllensy Y Y e FRErOTorHO) () 4 Hp (x))dr,
PePgyi=1

o AT est la projection de A sur aé)’* et les Ap ; sont ceux de I’égalité (13.2).

13.2 Majoration des termes constants

On fixe deux sous-groupe paraboliques standards Q, R € Py tels que Q C R

et 71(Q, R) = 1. On pose Q' = 6,1(Q) et Qg = 0 N Q’. On fixe aussi S € fPSQt

et 0 € INgjsc(Mgs). La représentation ¢ intervient dans le spectre discret de

Mg(F)\Mgs(A)'. Considérons :

* un sous-groupe parabolique standard Scysp tel que Scusp C S';

* une représentation automorphe cuspidale ocysp de M, (A) qui est une sous-
représentation irréductible de Lz(%swsp\X MScusp) — c’est-a-dire que Ocysp S€
réalise dans Acysp (X Mscusp)f pour un caractére { € E (Scusp)1 ;

* un opérateur différentiel D a coefficients polynomiaux sur ag;:sp cs

* unpoint vy € agjsp.
Rappelons que W, nms(Ocusp) €st une base orthonormale de I'espace vectoriel

L. . S,*
pré-hilbertien «4 (X SeuspNMs » Ocusp)- Pour Deysp € W o nnrg (Ocusp) €LV € @ Seusp.C?
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formons la série d’Eisenstein

EMS (y, chusp’ V) = Z q)cusp()/y7 U)’ y € Mg (A)
Y€(ScuspNMs)(F)\Mg (F)

On applique I’opérateur D sous 1’hypothése que la fonction v — DEMs (y, Deusp, V)
est holomorphe en v = vy et on note

Dv=v0EMS (v, Cbcusp’ V),

sa valeur en v = vy.

Comme dans [25] on voit qu’en choisissant convenablement la base ¥ g (o)
de A(Xs,0), on peut supposer que pour tout élément W € W (o), il existe des
données Scusp, Ocusp> D, Vo et Weysp € ¥ Secusp (ocusp) telles que

E2 (3, W, 1) = Dyey EZ (3, Weusp. v + 1)

pour tout i € a% ~/AY. Prendre un terme constant et prendre un résidu sont deux
opérations qui commutent. Grace a [25, théoréme 5.2.2 (4)], on obtient
(13.3)

ES (y.W.11) = Dyey, > EQ0(y.M(s.v + 1) Weusp. s(v + M)))-
SEW? (a50y5p>Q0)

Le terme constant £ SQ,/ (y, ¥, u) de la forme automorphe E g(; (y, W, u), relatif a un
cusp

I
cusp

sous-groupe parabolique S € fPSQt“ associé a Scysp dans Q' est égal a :

Dv=vo( > >, M(s/s,vw)wcusp(y,s/s(wv))).

4
seEW? (aScusp ,00) s’eW2o (a‘\'(Scusp) ,C(Séusp)
. o’
Les exposants cuspidaux de Eg, (y, W, ) sont les
cusp

S’S(UO + /,L) c agéuswc/ﬂg/

cusp

Pour w € W2’ (ASysps @ Séusp)’ notons Q' le plus petit sous-groupe parabolique stan-
dard de Q' tel que ap; C w(as). D’apres [25, section 13.2 (5), page 184] et [32,
corollaire V.3.16 et proposition VL.1.6 (c)], on sait que, pour i € i g, les parties

réelles des exposants cuspidaux de E g,/ (y, ¥, u) sont de la forme wvg, pour des
cusp

4
w e W2 (ASeusp AL, ) tels que

(13.4) 220 (—wvg) = 1.
cusp



Simplification du produit scalaire 144

Ainsi dans I’expression Eg, o (y, W, ) pour i € g, les termes indexés par les

couples (s, s/ ) tels que l’element w = ss’ ne vérifie pas (13.4) sont nuls. On dé-
compose EZ 0,(y: W, 1) en

EQ (v W) =EZ (v W)+ ES | (y.W.1).

o’
ou le terme EQ unit

s(ao) C a et le terme E go 4 est la sous-somme restante. On obtient, comme en
[25, section 13.2 (7)], que pour ;t € g, 0na

est la sous-somme de (13.3) indexée par les s tels que

Ego,unit(y’lp’ /’L) = Z EQO()’,M(S,M)\IJ, /’L)
seW2 (as,00)

Rappelons que W2 (as, Qo) est I'ensemble des restrictions 2 as des s € W2’ tels
que s(ag) D ag, et que s est de longueur minimale dans sa classe W25 (ce qui
signifie que s(S) N Lo est standard dans Lo = Mg,). D’apres [25, section 13.2 (6)],

la fonction E QO unit (Vs W, w) est lisse pour u € pg, il en est donc de méme pour la
fonction

Ego,_f-(yv "IJ’ :U“) = Ego(y’ lIJ? :U“) - Ego,unit(y’ "IJ’ :U“)

Proposition 13.2.1. Soient Z € Ag et T € aO .

(1) Il existe un entier N € N et un réel ¢ > 0 tels que
’ 1
|ES (xk.W. )| < c8py(a)2(1 + [HIDVIs|Y

pour tout H € AgO(Z) tel que TQQ(;(H) = 1, tout (a,s) € B, x glox
tel que x = as € Lo(A; H), toutk € K ettout u € pug.

(i1) 1l existe un entier N € N et un réel ¢ > 0 tels que
/ 1
|ES, (xk, W, )| < ¢8py(x)2 (1 + | X0 D™ (1 + [Ho(s)[)Y

pour tout X € AgO(Z) tel que z,?o’(X +T1) =1, tout (a,s) € By, x Lo
tel que Ho(x) = X avec x = as, toutk € K ettout i € pg.

(iii) 1l existe un entier N € N et un réel ¢ > 0 tels que
’ 1
|E G unic 06k W )] < €8 ()2 (1+ [ HIDY (1 + [Ho(s) )™

pour tout H € Ago (Z), tout (a,s) € By, x &Lo* felx =as € Lo(A: H),
toutk € K ettout L € pg.
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(iv) 1l existe un réel R > 0, un entier N > 0 et un réel ¢ > 0 tels que

’ 1
|E30,+(xk,‘lf, W <edp,(x)2(1 + | X, DY

x (1+ |[Ho(s)[DN sup e~ RleHox)
PN

pour tout X € Ago(Z) tel que tgo/(X +T1) =1, tout (a,s) € By, x elo*
tel que Ho(x) = X avec x = as, toutk € K ettout i € pg.

Démonstration. On suit, pas a pas, celle de la proposition 13.2.1 de [25]. |

13.3 Simplication du terme constant

On a introduit dans la définition 12.5.2 des expressions A7 (H) et AT . On note

unlt Z Aumt(H)

G
He@QO

o
Qo unit €t EQO
dans la définition de AT (H). Alors [25, lemme 13.3.1] est vrai ici :

les expressions obtenues en remplacant les fonctions E g par ES

par EQ ,unit

Proposition  13.3.1. L’intégrale définissant A nlt(H ) et la somme définissant AT
sont absolument convergentes, et pour tout réel r, il existe ¢ > 0 tel que

unit

AT — ALl < cdo(T)
Démonstration. Elle estidentique a celle de loc. cit., a la simplification suivante pres :
la décomposition de I’opérateur A = ATIHCD.Q0 o (A — €) + C conduit a la dé-
composition des expressions AT (H) et Aumt(H ) en
AT(H) = AX—C(H) + Ag(H) et umt(H) AX—C,unit(H) + A(T;,unit(H)'
Comme dans la preuve de la proposition 12.4.2, si T est assez régulier, on a

AT(H) = AL(H) et AL, (H) = AL i (H).

Seules les expressions AT(H ) et AC unit (/1) sont a comparer. Les assertions sont
alors conséquence de la proposition 13.2.1. ]
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13.4 Simplification du produit scalaire

On a défini en 4.1.5 un élément T[[H 2] dans agoo. Pour S € TPSQt/ et H € Ag,,
considérons I’opérateur (introduit en section 5.3, mais avec ici Q¢ en place de G,
et T[H 2] au lieu de T)

TIHC] s _
Qg = Y Y ed T (HisA — M T M. ).

57ep20 s€WC (agy(s)-as/)
tEWQ,(aS,aS/)

On a fixé des fonctions

YeAXs,0) et de ..-A(Xgo(s),eo(w ® 0)),

et une fonction lisse ¥ sur  g. Rappelons que I’on a introduit dans la définition 5.2.1
un opérateur de décalage D,,. Pour i1, v € pg et A € g, (s), On pose

déf

@ T H; A, pusv) = (DR 520 (Hi A, 1)@, W),

S,00(S)
c’est-a-dire

Q ’
©TO(H A piv) = ) S e 20T (sh
S/e{pthO sew?@ (ago(s),a_g/)
tEWQ/(as,aS/)

x (DyM(t, 1)~ "M(s, 1)@, ¥),.
Avec les notations de la proposition 5.4.5, pour tout i € wo (as,as),ona
E(bb(was§).§) = v e pg | U(wagh) xv), =&

Comme seule la restriction de v a By intervient, s’il est non vide, cet ensemble est
un espace homogene sous Cpy .

Définition 13.4.1. Lorsque & = £,, on pose
def
EO@) = {v € ps | fiwan) * V|, = o} = EOo(@a50). §o)-

Lemme 13.4.2. Pour que I’expression @ 20 (H; A, w; v) soit non nulle, il est néces-
saire que v appartienne a E(0).

Démonstration. On a
D, M(t, 1) 'M(5,1)® € A(Xs.l(w®0)*v) et Ve AXg, 0).
Pour que 1’expression @ >0 (H; A, uu; v) soit non nulle, il est nécessaire que 1’on ait

§i(wso) ¥ V|y, = &o- L
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Définition 13.4.3. On pose

[w]TC0(H: A, ) = [Es|7} Z w2 H A+ v;v)
veé&(o)

avec [w]T"CO(H; A, u) = 0,si E(o) = 0.

Avec les notations de la proposition 5.4.5 on a
T’ .
W] 7O (H; A, 1) = ([RIG0%s) (.65 2, 1) P, W),

mais avec Qg en place de G et T[H 9] au lieu de T. D’apres la section 5.4, cette
expression est holomorphe en A et p. Pour A = 6y(u), on écrit

[0]720(H: 1) = [0] 20 (H:; 0o (1), 1)

Observons que [@] 720 (H ; 1) ne dépend que de I’image de H dans Ggo =Bs\Ag,.
On pose

AL = K (H = T T (H = oG, 1) [ (0] (H: 109 ) dp
s
et

Agure = Z Agure(H)'
Heeg
0

T

Proposition 13.4.4. La série définissant Ay,

est convergente, et pour tout réel r,
on a une majoration

|A1{nit - Agure| < e_rdO(T)'
Démonstration. La preuve suit, pas a pas, les arguments de [25, proposition 13.4.1].
Tout d’abord, on utilise [25, lemme 2.13.1] pour prouver la convergence de la sé-
rie définissant Agure. Puis, grace au calcul approché du produit scalaire des séries
d’Eisenstein tronquées donné par le théoreme 5.4.4 (ii) et compte tenu de la proposi-
tion 5.4.5 pour le décalage en v, on montre qu’il existe un réel ¢ > 0 pour lequel on

a la majoration souhaitée. |

Corollaire 13.4.5. Pour tout réel r, on a une majoration
AT — AT | < do(T).

Démonstration. On invoque de plus la proposition 13.3.1. |
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13.5 Décomposition plus fine

T

G
pure €N une somme sur €4 précédée

On va décomposer la somme sur H € G(Q;o dans A

d’une somme sur Ago, grice a la suite exacte courte

0 G G
0—>AQO—>€QO—>€Q—>O.
L G G Q
Considérons H € er’ YRS GQ ety €ag tels que
Z=Hp et Y=T§5 —H? etdonc H=Z+T5 —7Y.
Puisque k"7 (=Y) = k"7 (Y), on a
«"T(H2 — TSGR (H —T)¢g (H —T) =" (Y)TH(Z — To)pg (-Y)

et
T[H?] = T[T§, - Y].

Lorsque ¢30 (=Y)=1onaY = Xg,, ou X estde la forme

X = Z Xq® avec Xxq >0 pour o€ Ag\AOQO.

OlEAOQ\AOQO

En d’autres termes, X appartient au cone fermé €(Q, Q¢) de aOQ engendré par les
éléments & pour o € AOQ\AOQO. D’apres [25, lemme 4.2.1], on a

TIHO) =T[T5, —Y]=T% - > xu42 = (T —X)%.

OLEAOQ\AOQO
Donc
_ gI-Xx N c U déf 0
H=H; ", oulonapos¢ Hz =Z+Ug; .

L application qui a Y associe X € €(Q, Qg) est injective et on note

Cr(Q.0Q0:T) CE(Q. Qo)

son image. On a ainsi transformé la somme sur H € Ggo en une somme sur

(Z.X) € € x€r(Q.Qo: T).
la fonction

«"T(HC —TE)GE(H —T)¢S (H—T) devenant k"7 (Xo,)55(Z —T).



Décomposition plus fine 149

Pour Z € Ag et X € Cr(Q, Qo:;T), on pose
0T20(Z XA, uiv) € 3 > )3 ¢ QTN

57ep20 sEWC (agy(s).as) teW? (as,ag)
x (HZ X 1sh — tp)(M(s, )@, M(1, p)D_, V) .
On a donc
wT[[HQ]]’QO(HZT_X;A,,u; V) =P Z, X A, uiv).

En remplagant la variable ¢ par t't avec t € W2 (ag, Qo) et t' € W20(1(ag), as’),
et la variable s par t'~'s € W2 (6y(as), ?(asg)) cette expression peut s’écrire :

DD VD D D

teW? (as,00) s€W2 (Bp(as).t(as)) S/ngthO t/eWL0(t(as),ags)

X (HE %0/ (sA — 1)) (M(t's, 1)@, M(¢'t, 11)D_, ) .

Le sous-groupe parabolique #(S) n’est en général pas standard mais il existe un
unique sous-groupe parabolique standard ,S C Qo tel que M;is) = M,s. On
pose ;M = M,s. Pour S" € Tgo ett’ € W0 (t(ag),as), le sous-groupe parabo-
lique #'~1(S) appartient a I’ensemble P20 (, M) des S” € P20 tels que Ms» = ;M.
On peut remplacer ci-dessus S’ par S” = t'~1(S”). Alors la double somme en S’ et ¢/
se transforme en une somme sur S” € P20(, M). Pour

H/ — [/_1 (H)
on a
85%0’(T—X)S/ (H, t/(sA _ IIL)) — 839,[T_X]S// (H/, SA, _ Z/¢L)7
et
(M(t's, 1)@, M(t't, n)D_, W),
égale
(M(t', sM)M(s, 1) D, M(1', 1) M(z, 1)D_, W) g,
Notons que

[T — X]s» ='7'(T = X)s)  etdonc [T —X]20 =7 (T — X)99).
D’apres [25, lemme 5.4.3 (3)],0on a
Mt 1) "M sA) = A Ys MM g (1) ™ Mg g (sA)
avec Yg» = (To — t""1(Ty))s~. En définitive, on obtient

0hCUZ, XA vy = Y > 03,22, X A i v)
1eW2' (as,00) €W (B0 (as) ¢ (as))
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avec

TQO(Z X: )\, W \)) Z S%f),[T X]S//(HT X. SA tu)e(sl—lM,YS//)
S"ePC0(; M)
X (Mg, s (sA)M(s, 1) ®, Mg, s (()M(t, p)D_, W),

On doit intégrer en p la fonction
01202, X; uiv) £ 0 TCZ, X 60(w), p + viv),
puis sommer en Z et X. Chaque expression @ ’QO (Z, X; A, u;v) est encore une

fonction lisse de A et u, et I’on pose

TQO(Z X;u;v )difwTQO(Z,X;@O(M),M—kv;v).

L’expression QO (Z, X; u;v) ne dépend que de I’'image de Z dans G = Ba\Ao.

Ces mampulatlons permettent d’écrire, au moins formellement, Apure comme une

somme indexée par des éléments s et ¢ dans des ensembles de Weyl :

T _ T N 1
Apure - Z Z As,t ou |CS| Z As t,v

teW2 (as,00) sSEWL (6p(as).t(as)) ve& (o)
avec
— T, o
ALw= ), ToZ-T >( Y. «"T(Xg) ws,,Q°<z,X,u,v)z9(u)du).
Zeeg XeCr(Q,00:T) ks

On peut montrer, en reprenant des arguments de [25, proposition 13.4.1], déja
utilisés pour la preuve de la proposition 13.4.4, que I’expression converge (dans
I’ordre indiqué). Une autre preuve de la convergence de la série en Z résultera du
lemme 13.6.3 (A).

Nous aurons besoin d’une variante de 1’expression @ QO (Z,X; A, u;v), ot la
sommation porte sur P2 (; M), sans variable X, et ol le sous-groupe parabolique Qg
est remplacé par Q. On pose pour Z € Ag :

TtQ (Z:, s v) = Z ESI[T]S” (Z:sh — tﬂ)e(s)t—tu,YS//)
S”ePQ(; M)
X (MS//|t5(S)k)M(S, A)®, MS//|15(ZM)M(Z, J73) ) 2 ‘l’)S,,.

C’est une fonction lisse de A et p. On pose

L(Zipv) = 05 2(Z:00(1). 1+ viv)
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et
T’ . N - T’ . .
w2z =EsI™ Y 0 2(Z:iuv).
ve&(o)
Les expressions wsT,;Q (Z; ; v) ne dépendent que de I’image de Z dans Cé = Bs\Ag.
Proposition 13.5.1. On pose :

AT, = 3 5Bz -T) / [017:2(Z: 10 () dp.

= ns
G
ZeCyp
(i) L’expression ASTJ est convergente dans [’ordre indiqué.
(i1)  Pour tout réel r, on a une majoration |AZ:, — ASTJ| Ldo(T)™".

Cette proposition est I’analogue de [25, proposition 13.5.1], I'un des résultats les
plus fins du livre. Sa démonstration occupera les deux sections suivantes.

13.6 Premiere étape
Considérons I’application
sbo—1t:psg > 1,s.
On note x 5 son noyau et 5, g son image, et I’on pose
ns = Xs\ks. X,s =1,5\1,s-

L’application ci-dessus se restreint en un isomorphisme ¢ : ng — 7, . La suite exacte
courte de groupes abéliens compacts

0—=ns—>ns5—> x50

donne, par dualité de Pontryagin, une suite exacte courte de Z-modules libres de type
fini

0_>/X\ZS_>‘AIS_)77\IS_>O'

En relevant dans A,s une Z-base de 7,5, on définit un morphisme section du
morphisme A,s — 7,5, ce qui fournit un isomorphisme entre A,s et le produit
X.s X 7,s. Dualement, cela permet d’identifier p ,s au produit y, ¢ X 3,5 et donc
d’écrire A € p, g sous la forme

A=Ay+Ayex,sxn,s



Simplification du produit scalaire 152

via cette identification (non canonique), et on identifie de méme pg au pro-
duit x g X 7. On définit un élément de p g en posant, pour (x,A) € x5 X 1,5,

1O A) = g+ Ay
L’application
Xs X R,s > Hs X X,s0 (0A) = (m(x,A), Ay)
est bijective et on a la relation
(13.5) Qon(x. A) = s (tp(x. A) + Ay).

Posons

A A) = s au(x. A) + A).
Fixons v € pg. Rappelons que ;M = Mg et L = Mg.Pour y € x5, A € p, g et
§" e P2 (, M), posons

c(: A.S":v) = O (u(x. A)Msr,s(sA(x. A)M(s, A(x. )P,
M|, s(t0(x. A) + VM. u(x. A) + v)D_, ).

Les expressions ¢(y; A, S”;v), considérées comme des fonctions de A dépendant
des parametres y et v, définissent une (Q, ; M')-famille périodique ¢ (y; v). On définit
aussi une (Q, ; M )-famille périodique d (y; v) = ¢(%)), x;v) par

d(1:A.S";v) =M Tse (A, 8" v).

En se limitant aux S” € P20(, M), on obtient des (Qyg, ; M )-familles périodiques.
Pour Z € Ag,resp. H € Ag,, et X' € ap,Q, on leur associe les fonctions

a5z k= 3 S ZINA (AL )
S7ePC(; M)
et
dX (H o phvy = > e H N (AL S ).

S”7ePL0(; M)
Ces fonctions sont lisses en y et A.

Lemme 13.6.1. Soient Z € €5, y € xs. A € n,5 et X € €F (0. 00: T). On a les
égalités suivantes :

D 05 2%Z. X u( M) (. A) = d S X HE X As)
() @2 (ZuG A (. A) =d 5 5 (Z. gz Arv).
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Démonstration. Rappelons que, par définition,

TQO(Z X: A Wi 1)) Z 85%9,[T X]S//(HT X. s)t—tu)e(ys”’s’l_t“)
S7eP2o(; M)
x (Mg, 5 (sA)M(s, ), Msr|, s ((l)M(z, p)D_, W) g, .

Pour Z € Ag, et A € pg en position générale, on a
d,QMTFX(H XA U)_WTQO(Z,X;M)(,A),M(X,A)+v;v).
Mais, d’apres la relation (13.5) on a
At A) = Bop(xt, A) + 57 (Ay),
On obtient (i) pour A, = 0. La preuve de (ii) est similaire. [ ]

On munit x g et 5, g des mesures de Haar telles que vol(xg) = 1 = vol(n, s). En

posant, comme ci-dessus, HZT_X =7Z+ (T - X)go, I’expression AST’,’V se réécrit

AT, = Z GR(Z-T) Z k" (Xg,)

Zeeg X€€r(Q,00:T)

x/ (/ asyt” X(HZT_X,X;A;v)dA)d
Xs n;s

Pour Z € Ag, S” € PL(,S),V e A,s et X' € ag,q, on pose

d(1:V,8";v) =/ d(x; A, S";v)e AV dA
B:s
et

d %4 F(Z nViv) = [ dtQA,’[)fI;(Z,)(;A;v)e_(A’V) dA.
R,s

Pour H € Ag,, on définit de maniere analogue d QO x w (H, x:V;v). Ces fonctions
sont a décroissance rapide en V. Notons

def

I'annulateur de 7,5 (C g, ) dans A, s.

Lemme 13.6.2. On a

AL, =) 58(z-1) Y K"T(XQO)/ Y a8 HITE i vivydy.

Zeeg Xe€r(Q,00:T) XS veDd, s
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Démonstration. 11 suffit d’observer que par inversion de Fourier on a
/ Ay X HT X pavyda = Y dSPETNHIT Vi), m
s VeD,s

Il résultera du lemme 13.6.3 (qui est I’analogue de [25, lemme 13.6.3]) que cette
expression est absolument convergente.

Lemme 13.6.3. Fixons un réel p > 0, et considérons les cing expressions :

(A ) Tgz-T) Y / Yo |d S LY vi|dy

Zeeg X€€r(0,00:T) " XS VeD, s

(B) oor X

Z Q(Z T) Z (1—K77T(XQ0))/ Z |th,})F yX’V V)|d)(,
Zeeg Xe€r(0,00;T) XS veD,s

(®) Q T X

Z Go(Z-T) Z / Z (1 —KpT(V))|d 0s X v V)|d)(,
zee§ Xe€€r(Q,00;T) XS VeD, g
(D) > T8z~ T)/ S a8 (Z Vi) dy:

ZeeG xs VeD,s
E > GEz-T) S =T W)|d §(Z i Viv)|dy
Zeeg Xxs VeD S

Alorsona :

(i)  Les cing expressions sont convergentes.
(ii)  Pour tout réel r, ’expression (B) est essentiellement majorée par d o(T)™".

(i) 1l existe une constante absolue py > 0 telle que si p > pgy, alors pour

tout réel r, les expressions (C) et (E) sont essentiellement majorées
pardo(T)™".

Admettons provisoirement ce lemme prouvé au paragraphe suivant. D’apres le
lemme 1.5.1, pour chaque y € y ¢ (le parametre v étant fixé), il existe une fonction a
décroissance rapide

¢ =¢(:v) U= o) =e(:Uv)
sur Hp ,p telle que c(x; v) = c,. Rappelons que ¢(y; v) est la (Q, ; M )-famille
périodique définie par
c(r: A 8" v) = D (x, A) Mgy, s (sAGr. A)M(s, A(x, M) @,
M s(tp(x, A) + VM@, w(x. A) + v)D_, W) s
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et que I’on a posé
d(x:v) =c(Y. x:v).
Pour H € Ag, et X’ € ag,q, on a donc
X! ;
Ao H o pan = Y U —0)y%r (H LA
uEfHQO!tM
avec
ySo ¥ (H A A) = > 99 (H' W(X))e!MH,
H’GA[QI&(H-FUQO)
Pour Z e Ag et X € GJI?(Q, Qo:;T), on obtient
T—X - A T—X - .
d9 X HET pay = Y e -y Sy N (HITE A,
ueJ-CQO,,M
On a aussi
T
A% - (Z.xa)y = Y o -S4 R(Z. A
ueJ-CQ,,M
On introduit, comme ci-dessus, des transformées de Fourier inverses
Vi 70X (HALY) et V795w,
le parametre V' variant dans A, ps. Par inversion de Fourier, on a
) / . _
50X (Zu:v) = { P& (UX) siZ +Ug = Vo,
0 sinon.
On en déduit que
T-X - 1. . .
A5 X I Vv = Y e u =YY VNT - X))

HES{QOQIM
T—X —
Hy +UQO—VQO

et

A5 7 (Z.xvivy= Y e(rU—W:nTS, (V. UT)).

Fixons un réel p > py comme dans le point (iii) et posons

- Rz~ T)/ Yooty Y dSer Y (HITE i vivydy.

Zeeg XsyeD,s Xe€€r(0,00:T)
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D’apres le lemme 13.6.2 et les assertions du lemme 13.6.3 concernant les expres-
sions (A), (B) et (C), I’expression E IT est absolument convergente, et pour tout réel r,
on a une majoration

AL, —El| < do(T)".

s,t,v

Notons IR;LS I’ensemble des racines de A, ps qui sont positives pour le sous-groupe pa-
rabolique standard ;S. Pour tout $” € fPQO (: M), notons a(S") le nombre d’élément
de (—Ag») N 9%+ — ou encore de (— AS,,) N 5R+ —et

€20(s") c ay
le cone formé des

> xa&) + ( Z ya&),

aeA?,?ﬂiR"' ae(— AS,,)OR

pour des xo > Oetdes y, > 0.Pour Y € aTQA‘} + Ag,, on pose
Qo(y. ey — Qo g/ Qo
Cr (Y,S)—(Y—l—f (S ))HA,MCA (Yo,)-

Notons que pour H € A, pr, 0n a
€2°(H +Y;S8") = H+¢€2°(y;5").
En remplagant les exposants Q¢ par O, on définit de la méme maniere
€2(s"ycad, et €2(Y:S")C Am.
Lemme 13.6.4. Pour Z € Ag, x € xs, Ve A,met X € Cpr(Q,00;T), 0ona

dSrE YHF X vy = 3 D Y dGev + ST
57ePCO( M) yeel0(-HI-X;s")

Z S//s
avec )
HI X €7z +1-x1%.
Démonstration. On rappelle que HZT_X =7Z+(T-X) g() € Ag,-Ona
T—-X — - . -5 20.T—X - .
dWTXHI X v = Y eGeu—0n7 Sy @HI X )
ueg{QO-tM

avec

Qo T-X
500 T-X  yT-X .1y — ) 1, V. U(T - X)) siH, ™ +Ug, = Vo,,
Vzlv(;,F (Hz 2. W V) = { 0 sinon. e
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Le lemme 1.6.1 nous dit que

TV WT=x) =Y (=D leoyn (T = X]s» + Uss — V)20),
S§7eP20(; M)

ol Lo (g est la fonction caractéristique du cone ©20(S"). On obtient

?zQA/(I)’,ITV_X(HZT_X’ W v) = Z (—1)25"
S”eP20(; M)
| Yeoosn (T = X]sr + Usn® — V) si H7™* + Ug, = Vg,
0 sinon,

soit encore

o~ JT-X — . 7
thJ\g,F (Hg X’ u’ V) = Z (_1)a(s )I\C‘Q()(S//)(Y)
§"7eP20(; M)

avec
Y =Z+(T - X)Q + [T — X]S,, +Usr =V = HZS,/ + Usr —
La condition Y € €20(S”) équivaut 2
Usr €V + €L (~HL§%:8")
et implique que Ug, = Vg, — H. D’autre part on a, par définition,

d(pAS" v = D0 (e = WivetOs,

Ueiog. M

et donc, par inversion de Fourier,

d(:v.s" vy = Y e(rU—=";v).

UG}CQO,IM
Us//=V
Par conséquent, on a
Do U=V, oo proyionUs) = DL d(rV + Vi),
Uerog. m Vieego(—HL %:s")
ce qui prouve le lemme. [

D’aprés le lemme 13.6.4, 1a somme sur X dans I’expression ET devient

(13.6) > (—1)25" > ( > E(X;V+V1,S”;v)).
§"eP20(; M) X€€r(Q0,0:T) Veng( HI 58"

L’expression (13.6) est bien absolument convergente.
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Lemme 13.6.5. Pour Z € Ag, y € xsetV € D,s

A5z Vv Y DD N AV 41,8 )

$7ePC (M) V2€€2 (~HE (387
det
avec H z,s" = VA + [T]g//
Démonstration. Elle est identique a celle du lemme 13.6.4. |

Pour S” € P20(, M), il résulte des définitions que ’application
€(Q.00) x€2(S") »a,  définiepar (X, V1)~ (XIS, + Vi

est injective et a pour image le cone €2 (S”). Pour X € €r(Q, Qp: T), tout élément
Vi € ‘(?Q"( HTS,,,S”) s’écrit

V - HZS// +V*_—Hg,sf/+V2*

avec V¥ € €20(S") et V) = [X]S,, + V¥ € €2(S"). Par définition, V; appartient
a ‘(?Q( HZ g3 8"). Réciproquement, tout élément V5 € ‘6’ (— HZ g3 S8") s”écrit

V2 = _Hg,S” + [X]g// + Vl* = HZ Y4 + Vl

avec X € €(Q, Qo) et V;* € €20(S”). Donc V> appartlenta‘CQO( HZ s S"),et
comme
(Vago = —Z = (T = X)§, = —HL .

par définition, X appartient a €r (Q, Q¢; T). L’expression (13.6) se réécrit donc

Yoo (s Y d(:V + V2.8 ),

§7ePQ0(; M) Vae€2 (—HY 38")
soit encore, d’apres le lemme 13.6.5,
A5 (Z. g Viv) — 3 DS N AV + V2. ST,
57€PQ(; M)~PL0(, M) V2€€(—HZ (38")

On en déduit I’égalité

(13.7) ET = EI — ET,

N

ou

ET =Y EQ(Z—T)/ S kT Wyd §T(Z. g Viv)dy

zee§ XS vep,s
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et
Ef = B'Q(Z—T)/ > kW)
zEeg XS yeD,s
x Yo DD Y AV + Va8 ).

57ePC(MINPCOGM) Vyeel (—HY (,587)

La décomposition (13.7) est justifiée, car I’expression E2T est absolument conver-
gente d’apres le lemme 13.6.3 (D), et donc E g est convergente, au moins dans 1’ordre
indiqué.

Lemme 13.6.6. Pour S” € P2(,M)~PLo(; M), posons

EL =) EQ(Z—T)/ > kT D ldGaV + V2. S"v)ldy.

5 x
zec§ SVeD;s Vo€ (—HY 38")

Pour tout réel r, on a une majoration de la forme Eg,, Ldo(T)™.

Admettons ce lemme (qui sera lui aussi prouvé dans le paragraphe suivant), et
posons

T ~ 5 0.T V-
ET = Y 58(z-T) / S A% (2, g Vivydy.
zee§ XS veD,s
L’expression E4T est absolument convergente et, d’aprés l’assertion (iii) du
lemme 13.6.3, concernant I’expression (E), pour tout réel r, on a

\EI —EI'l < do(T)™".

Par inversion de Fourier de la somme sur V dans EJ, on a

El = Y 5%z-1) (/ d?MfF(z,X;A;u)dA)dx
Xs n;s

G
ZeGQ

avec (d’apres le lemme 13.6.1 (ii))
d 5 (2. M) = 052 (Z: 1(x M) )P (. A)),

D’expression E 4T est convergente dans 1’ordre indiqué. On peut regrouper les inté-
grales en y et A grice au changement de variables (y, A) — w(y, A). On obtient
déf ~ T, -
Ef =Al,,= > 58(Z-7)| @ 2(Z:m:v)dwdpu.

~ 7
Zeeg s
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On a prouvé que pour tout réel r, on a
|Astv stv|<< dO(T) r

ce qui acheve la preuve de la proposition 13.5.1, modulo les majorations des lemmes
13.6.3 et 13.6.6, qui seront établies dans la section suivante.

13.7 Fin de la preuve

Avant d’attaquer la démonstration proprement dite des lemmes 13.6.3 et 13.6.6, on
établit une variante du lemme 1.6.12. Soit Z € Ag. Pour P’ € FQ (:M), U € Apr
et X € aps, considérons I’expression

def
YoM ZI X NE D TE(H - X, U™ ,
HeAS,(Z)

Puisque la somme sur H est finie, ¢’est une fonction entiere en A. Pour V € Ap/, sa
transformée de Fourier inverse

~0,U
7EN(ZiX. V) = / ySU(Z: X, Aye= AV A
R pr

est donnée par

e —X,U) siZ="Vp,

~0.U .
T (2 X, V) = .
Vp F( ) { 0 sinon.

Soit e une (Q, ; M)-famille périodique donnée par une fonction a décroissance ra-
pide m sur Hg , pr. La fonction

,Upr
e (Z: XN = Y myEY (Z +UgiX. A)
uE}CQ,rM

estlisseen A. Pour V € Ap/, on définit comme ci-dessus les transformées de Fourier
inverses 'e\g, p(Z; X, V)ete(V, P’). Ce sont des fonctions a décroissance rapide en
VeAp:.

Lemme 13.7.1. PourV € Ap/, ona

eg P (Z:X.V) = Y eW.PHTE(V - X.U).
UeAS,(Vo-2)

De plus pour tout réel r, il existe une constante ¢ > 0 telle que

€8 p(Z: X V)| <c(l+|V-Z-X2|)
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Démonstration. On a

epp(Z:X V)= ) mWIZ(V - X.Up)
UES{Q.IM
Z+Up=Vo

avec, pour U € Ap/,

> m =/ e(A, Pe BUNAA =& (U, P').
UEU{Q'tM Kwpr
Up/=U

D’ou la premiere assertion du lemme. Quant a la majoration, pour V, U € Ap- tels
que T2, (V — X, U), ona [|(V — X)2|| < [|U2]. Side plus Z + Ug = Vg, alors
puisque V—Z — X2 =Up + (V- X)2,0na

IV =7 =X < |lUgll + I(V = X)2| < ||UJ|.
On obtient que pour tout réel r > 1, I’expression
€8 F(Z: XA+ IV —2Z-X2|)
est essentiellement majorée par

Z e(U, PHIA+IU|)".

UeAS,(Vo-2)
Cette somme converge car e (U, P’) est a décroissance rapide en U. |

Démonstration du lemme 13.6.3. On reprend en I’adaptant celle de [25, lemme 13.6.3].
Commengons par I’expression (D). D’apres le lemme 1.6.12, pour V' € A, p7,0na

dS T (Z. xvivy= D e(rU =TS, (V. W(T)
UeiHo.,, m
Z+Up=Vo

avec (d’apres [25, lemme 1.8.6])

ré,vumy= > Th@. e —[Tlp.Up).
P'eF2(; M)
On obtient
5 5T . . ! 3 . .
A8 (Z.xviny= Y TRV DEE p(Z. (Tl Vpriv)

P'eF(; M)
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avec,pour X € apret V' € Aps,

. e
A2 (Z. XV E Y e(rU-0nIe (V' — X, Up),
uGJ‘CQ'IM
Uo=V)H-Z

soit encore (d’apres le lemme 13.7.1),

A2, (Z. X, Vivy= > d(UPwIEV —X.U).
UeAS,(v)-2)

L’expression (D) est donc majorée par

Y P

PeFP(;M)
avec!
15,(PY= Y &§(Z- T)/ Yo rhwr %)|dP,F(Z,X; [T]pr, Vpriv)|dy.
zee§ XS veD,s

Fixons un P’ € 52 (:M). Lélément T étant fixé, d’apres [25, corollaire 1.8.5], il
existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout V € a, g tel que I' IP A;(VP "T)#0,0n

. ’ . -~ < 4, .
ait ||V*'|| < c.Pour X € apr, la fonction dg/ r(Z, x: X, V', v) est a décroissance
rapide en V'’ € A p/, uniformément en y, par conséquent I’expression

| ¥ rhoTRag e Vel
XS yeD 'S
est convergente et, en posant

déf

P(Z.X, V') _/ 2 (Z.x: X. V' v)|dy,
Xs

on a

15,(PYy= Y G8(Z-T) > Th(VF . ®)¢(Z.[T)p. V).

zee§ VeDs
Le groupe D, s est par définition I’annulateur de

n,s= (0 —Dps Cp,s

'Rappelons que puisque I’élément T est regulier la famille orthogonale T est réguliére,
et d’apres [25, proposition 1.8.7], la fonction H +— F (H ‘1‘) est la fonction caractéristique

d’un ensemble qui se projette sur un compact convexe de a’; M'
t
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dans A, s. On a donc
D,s = ker (90_1s_1(1 —wbhy) : A,s — AS) avec w = s@o(t)_l,

soit encore,
Ds = ker(l —why A5 — A,S).
Posons

b,s = ker (1 —wh:a,s —> ago(,S)) et dbpr=D0,sNap.

Soit e p I’orthogonal de b p- dans aps. On note V' +— V7, resp. V'V, 1a projection
orthogonale de ap, = dbps @ eps sur D pr, resp. e p. Posons

P’ ’
2 =b,s Nl @ep).
On a la décomposition

(13.8) b,s =bp & DY
etla . . P’ P’ .. . (P")
projection a,s — a’g, V > V7 estinjective sur b,s . Posons
déf
Dpr = D;S Napr =A,s N dps,

et notons @'})/ et Df? ) Jes projections orthogonales de D, s sur bp- et bfg ) pour la
décomposition (13.8). On a I’inclusion Dps C @'},/ (avec égalité si P’ = ;§), et la
suite exacte courte

(13.9) 0 Dpr—D,s - D%’ —o0.

On décompose la somme )y,  en une double somme
t

)P

VIEDig/) VeDpr(Vy)

ou Dp/ (V1) C D,s est la fibre au-dessus de V; pour la suite exacte courte (13.9).
L’expression (%)(P’ ) se réécrit
1Ly (PYy= > 58zZ-T) > Th D)¢e(Z.[T]p. V)
zee§ Vleﬂjg’;’)
avec
déf

$(Z, X V)E Y $(Z X, Vp).

VeDpr(Vy)
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$e(Z.X. V) < UZ.X)E Y $(Z.X.V).

V’eDh,,

Observons que
d(Z, X, V)=¢(0,X-Z"V' =27,

ol Z' est un relevement de Z dans A ps. On en déduit que les fonctions ¢.(Z, X, V1)
et ¢';(Z , X) ne dépendent que Z, et qu’elles sont a décroissance rapide en Z,.
D’autre part, puisque la projection V +— VF " est injective sur ng ), la somme

> rht )

P/
141 GCDE S )
est finie. D’ou la majoration

I5,)(P) < > GR(Z-T)¢N(Z.[T]pr).
zee§

D’apres [25, section 13.6 (10), page 202], on a I’inclusion

(13.10) b,s C ker(qp),

ol ggp : ap —> ag est ’application définie en section 2.3. Rappelons que cette ap-
plication est Iégerement différente de celle de [25, section 2.13] (au lieu de projeter
sur ag, on projette ici sur ag). L’inclusion (13.10) entraine 1’analogue de la majora-
tion [25, section 13.6 (10), page 202] :
(13.11) 5

I(Z — TQ)G|| L (Z =Tg)el|| pourtout Z € agp tel queTfIQe(Z -7T)=1.

On en déduit que ||Z6 | <14 ||Z.| pourtout Z € Ag tel que?f"Qe (Z-T)=1.Cela
entraine la convergence de (TD)(P’) et acheve la preuve de la convergence de (D).
Considérons maintenant I’expression (E). On voit comme ci-dessus qu’elle est

majorée par
T
> LpP)
P'eFo( ;M)
avec

1LY = Y 58z-1) Y (1-«"T)Th (VP . 2)p(Z.[T1p. V).

zec§ VeD,s
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soit encore,
Igy(P) = ) 56(z=T) Y  ThH.®)
zee§ vien'%)

x Z (1—kPT(V))p(Z,[T]p, V).

VeD pr(V1)
Fixons p’ > 0, pour I’instant arbitraire. Pour alléger I’écriture, posons
Zr € Z Ty € ap.
Observons que _
Go(Z—T)=58(Zr) =5¢5(ZP).

On majore I&)(P’) par
Igy (P + 1 (P)),

ou / (71:3),2(1)/ ), resp. 1 (7;5), _(P’), est I’expression obtenue en remplacant la fonction
G8(Z —T) par 58(Zr)(1 — kP T (Z7)), resp. Th(Zr)? T (Zr), dans 1[;)(P).
On commence par majorer [ (7]::)’2(P ). On peut choisir p” > 0 tel que

(1 —«k?T(Z7)) = 1 (Cest-a-dire | Z7| > p/||T]) implique ||ZT6|| > p"||IT||. Alors
on a

15 (P < Y T8 zH =T (zF) Y Thf D)e(Z.[T)p. V).
zec§ VIEDE?)

Pour tout V' € D p/(V) la projection orthogonale Vp/ . de Vp/ sur e pr ne dépend que
de V;, etonlanote V; .. D’apres le lemme 13.7.1, pour tout réel r on a une majoration

-r
(13.12) Pe(Z.X. V1) < (1 + ||V1,e_ZT,e_Xe||) ;

ou la constante implicite est absolue, c’est-a-dire ne dépend d’aucune variable. La
constante implicite dans la majoration (13.11) est elle aussi absolue. Comme dans la
preuve de [25, lemme 13.6.3]° on montre que 1’on peut choisir p” tel que la condition

GoZHU =k T(ZINT (VP D) =1
entraine une majoration

||Z$|| < ||Vl,e - ZT,e - [T]P’,e||~

2Voir toutefois les errata Err (xix) et Err (xx) de I”annexe.
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Pour tout réel r on a donc une majoration

15 (P < Y a=k"TZEa+1z¢n™ Y. rhf .
zee§ Viep'&D

La somme en V; est essentiellement majorée par |7 ||° pour un certain entier D, et
la somme en Z est essentiellement majorée par || 7'||~". D’ou la majoration

1[5 - (P) < do(T)™".
Traitons maintenant / (7;5) _(P'). Gréce a la suite exacte courte
pr dét

(13.13) 0> DNEDsnd%) - D5 — Dy -0,

on peut décomposer la somme ZVEDt ¢ en une double somme

)DEND I

V’e@"[,, VeDfS/(V/)

ol Df;/ (V') est la fibre au-dessus de V'’ dans D, s pour la suite exacte courte (13.13).
On a donc

15 (P =Y G&@zZ-Tw"T(Zr) Y  ¢(Z.[T1p.V)

zee§ v'eDt,,
x Y A=kt rip P
VeDLri(v)

Comme dans la preuve de [25, lemme 13.6.3], il existe une constante c; > 0 telle que
pour tout V' € D, 5 tel que FZPA:,(VP/, T) = 1, on ait la majoration ||V1|| < c1|| T,
ou Viy =V — Vg est I'image de V dans fo;/). Si p > ¢y, en ajoutant la condition
(1 —«PT(V)) = 1 c’est-a-dire p||T|| < ||V||, on obtient ||[Vz| > (p — c1)||T|| c’est-
a-dire (1 — k®=<UT (V;)) = 1. En particulier V; # 0 et I’espace d p- n’est pas nul. Il
existe ¢, > 0 tel que la condition k?' T (Z1) = 1 ¢’est-a-dire | Z7 || < p'||T|| entraine
\Zra + [T]prall < c2||T|. En prenant p > ¢y + c2, on obtient que la condition

T (Zr) (=TI (vF o) =1

entraine 1’inégalité

C2
IVa = Z1a = Tlpall 2 (o= e+ eITI > (1= -2 )1Vl
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Grace au lemme 13.7.1, on en déduit que pour tout réel r 1I’expression / (7;5)’<(P’ ) est
essentiellement majorée par

3o Tz S A+ v a0ty S rhvE ).

zee§

/ b (P)
3 |4 e@ts VIED,S

Les sommes en Z et en V; sont essentiellement majorées par ||T||? pour un en-
tier D convenable, et pour tout réel r la somme sur V' est essentiellement majorée
par |T||~". D’olt une majoration

1[5y (P < do(T),

qui, jointe a la majoration / (7;5),2 (P") < do(T)™", assure la convergence de I’expres-
sion (E) et I’assertion de (iii), la concernant.

Considérons maintenant 1’expression (A). Comme pour (D), on obtient qu’elle
est essentiellement majorée par

Z I(Z)(P/)

P’'eF20(; M)
avec
T ~
ILy(P) = ), 55(z=T) ),
Zeeg XeCr(Q,00:T)
x Y ThVEL T =)y (HI X (T - X]pr, V)
VeD,s
et

Y(H, Y, V) (if/ [d 20 (H. x: Y. V":v)|dy.
Xs

Ici T — X est la famille orthogonale ([T — X]p-). Elle est rationnelle si T € ag g.
Fixons un P’ € ?QO(,M). Rappelons que e p/ est ’orthogonal de bpr = d,5 N apr
dans ap/, et qu’on a noté V' — V, la projection orthogonale de apr = dp’ @ eps
sur e p/. Comme pour (D), I’expression / (Z)(P’ ) se réécrit

1Ly(PY= Y 55(Zz-T)

Zeeg Xe€Cr(0,00:T)
x Y TR = ®) e (HL X [T — X]pr, V1)
viep's)
avec
déf
Ve(H,Y,V)E Y Y(H.Y,Vp).

VeDpr(Vy)
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D’apres le lemme 13.7.1, pour tout réel » on a une majoration
Ve(H.Y, V) < (1+ [Vie— (H +Y9),[)™".
Pour H = HL X = Z + (T - X)3 etY = [T — X]pr.ona
H+Y20=Z4[T-X]% =Zr_x +[T - X]p

avec Zr_xy = Z — (T — X)o. Comme X appartient 8 €r(Q, Qo;T) C ag, on a
Zr_x = Z7.Notons beO C ag, I'image de b, g par la projection V +— Vp,,, et soit
b I’orthogonal de beo dans ag,. Puisque
b
bg, =bdp Nag, C bQov

on a I’inclusion § C eps. Notons h= I’orthogonal de f dans epr, et V 1= Vj, = Vpry
la projection orthogonale de

ao=al @op ®h®Ht

sur h. Pour V € b,g5, on a V, = 0. D’autre part puisque la projection V — Vj se
factorise a travers V +— Vg ,ona [T — X]p/p = (T — X) = Tj, — Xp. Pour tout
réel r, on obtient une majoration

Ve(HL X (T = X1p, Vi) < (1 4+ | Zrp + Tn — Xull) -

Or d’apres [25, section 13.6 (13), page 204], pour tout Z € Gg tel que 'Eg Zr)=1
ettout X € €(Q, Qp), on a une majoration

(13.14) 1ZEN + X < 1Z1p + Tn — Xall.

Comme | ZG || < 1+ ||Z g || (la constante implicite dépendant de T), pour tout réel r
on obtient une majoration

IyeH< Y (+1z8+ X Y. e T -x).
zeeG X€Cr(Q.00:T) Ven®)

Puisque I’application V; +— VIP " est injective, la somme en V; est essentiellement
majorée par
D D
171~ + A+ 11X

pour un entier D convenable. On en déduit que pour tout réel , on a une majoration

1315 ZyPh< Y Y mIPa+1z8h T+ X
Ze@g XeCr(Q,00:T)
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Cela prouve la convergence de I’expression (A).

Quant aux deux expressions restantes ((B) et (C)), leur convergence se déduit des
raisonnements précédents comme dans la preuve du lemme 13.6.3 de [25]. Idem, pour
la majoration du point (ii) de I’énoncé. Cela acheve la preuve du lemme 13.6.3. =

Démonstration du lemme 13.6.6. Le sous-groupe parabolique
§" € PC(;M)~PO0(; M)
étant fixé, on considere la transformée de Fourier inverse
Vi~ 3()(; V,8";:v).

C’est une fonction a décroissance rapide en V' € A, p7, uniformément en y. Par consé-
quent la fonction

Vs E(V) = / (V. 8”5l dy

Xs
sur A, ps est encore a décroissance rapide, et on a une majoration

(13.16)  Ef, < Y G8(Z-T) > «"T(V) Yo EV ).

zee§ VeDis V2€CR (—H 18"

Rappelons que pour Y € atQM + Ag, on aposé
€2(Y:8") = (Y +€2(8") N A,m € AG, (Yo).

On note €2(S") g, et E’Ig (Y;S")g, les images (projections orthogonales) de €< (S”)
et ‘C’FQ (Y;S”) dans ag,. Par définition €2 (S") g, est un sous-ensemble de ago, Yo,

appartient a ago + Ag, et on ales inclusions
Elg(Y; S”)Qo C (YQO + €Q(S//)Qo) NAg, C ASO(YQ)-

Pour X € ‘C’I,Q(Y; S")o,. on note ‘(?g(Y; S”))((20 C ‘C’I,Q(Y; S”) la fibre au-dessus
de X. Cette fibre est contenue dans AIQA‘,} (X). On peut donc décomposer la somme
en une double somme

2 2

2y,ee (—HZ <38

X€CR (—HY 38" 0, Va2 (—HY (1850
puis majorer brutalement la seconde somme par ZVZG AZQA% x)" On obtient
(13.17) EL, < > GEZ-T) Y «T(V) Y E(Vg, + X).
zec§ VeD,s Xe€f (—HY 380,



Simplification du produit scalaire 170

avec, pour Ve Aggs

EV)= Y EW).

VzeAtQ,‘(), )
La fonction & est a décroissance rapide en V € Ag,.
Notons ¥ le noyau de ’application gp : ag — ag définie en section 2.3, et £, sa

L N o . /S 0o .
projection sur a, s ou ce qui revient au méme (puisque a;” C ag~ C f) son intersec-

tion avec cet espace. On note f 1’orthogonal de £; dans a,s. Puisque ¥ = ¥; @ af,S ,
c’est aussi I’orthogonal de £ dans ag. C’est donc un sous-espace de agp,. Pour
Vea,s =% ®f,onnote Vy =Vp, rlaprojection orthogonale de V sur f. D’apres
I’inclusion (13.10), ona d,s C ¥, par conséquent Vy = 0 pour tout V' € d, 5. D’apres
(13.17), pour tout réel r, on obtient une majoration

(13.18)  Eg < ) G5(Zr) Y «"T(v) Y (41X

zee§ VeD, s xe€R(-HZ ¢80,

La somme sur V est essentiellement majorée par |T||” pour un D convenable.

L’élément H ZT g est par définition égal a Z + [T]g,/ = Zr + [T]s». Tout élément

Xe ‘C’Ig(—HgS,,;S”)QO sécrit X =—HYL o+ X' avec X' € €2(5")g,.etl'ona
Xy =—~Zrs—Tr+ X}.

D’apres [25, section 13.7 (4), page 208], pour Z € Ag tel que ES(ZT) =1et

X' e ‘C’FQ (8”0, on a une majoration absolue
ITI+1ZZ 1+ 1X'| < L+ =Zr.p = Ty + X .

On en déduit que pour Z € Ap tel que Eg (Zy)=1letX € ‘(fl,g(—HZT,S,/; S") 00>
on a une majoration absolue

T+ 1Z)+ X1 < 1+ (1 X7 ]

D’apres (13.18), pour tout réel r, on obtient une majoration

(1319 EL < TP Y a+z%)~ Yoo a+xpT.
zee§ Xee2(-HY ,:8")0,

Ceci est essentiellement majoré par d (7)) ~", ce qui démontre le lemme. ]
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13.8 Elargissement des sommations

D’apres [25, lemme 13.8.1], on a I’inclusion
(13.20) W< (as. Qo) € W (as. 0).

On relache les hypotheses sur Q et R : on suppose seulement Py C QO C R et on
abandonne I’hypothese 7j(Q, R) # 0. Pour t € W% (ag, Q), on pose

Q. R;1) =) (~1)P 4G,
P

ol la somme porte sur I’ensemble des Pe ’f]?st telsque Q C P C Rett € WP, Cet
ensemble peut étre vide. S’il est non vide, alors il existe deux espaces_ parabohques
standards P1 - Pz tel que ce soit I’ensemble des Pe ﬂ’st vérifiant P1 cPcC Pz
(on a alors P, = R7). On en déduit que 77(Q, R;t) # 0 si et seulement s’il existe un
unique P e it telque Q C P C Rett € WP, auquel cas on a

Q. Rit) = (=1)*P74G
Rappelons que pour P’ € FC(; M) et w = 56y(t)"! on a posé :
b,s = ker (1 —wbp :a,s — ago(ts)).

Rappelons aussi que pour V € apr = dps @ eps, on a noté V, la projection orthogo-
nale de V sur ep.

Lemme 13.8.1. On suppose (Q, R;t) # 0. Soient Z € Ag et V € D, g tels que
GR(z-Trh,vr ) =1
Alors,
@) IZ =TIl < 1+ |Vere = (Z = To)e — [Tlpell;
(i) et,sit ¢ W2 (as, Qo),
ITI+ 1(Z = TQ)®ll < 1+ [Vere = (Z = To)e — [T]prell-

Démonstration. Ce sont les analogues des assertions (3)(i) et (3)(ii) en bas de la
page 211 de [25], dont la preuve occupe les pages 212 a 215 de loc. cit. |

Proposition 13.8.2. Soientt € WO (ags, Q) et s € W2 (6y(as),t(as)). On pose

AT, = Y GRz-T1) / [172(Z: )9 () dp.
ZGGG

On suppose 1(Q, R;t) # 0.
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(i)  L’expression ASTJ est convergente dans [’ordre indiqué.

(i1)  Supposonst ¢ WQ/(aS, Qo). Alors pour tout réel r, on a une majoration
AT, < do(T)™".

Démonstration. Puisque A, = [€s|! Y veg(o) Asiw avec

Al =Y 58@z-1 | o2 pvwdpe.

5 W
Zeeg
il suffit de prouver les résultats pour ASTJ", avec v € E(o) fixé. Le lemme 13.6.1 (ii)

s’applique ici encore et on en déduit I’analogue du lemme 13.6.2 :

AsT,t,v = Z EQ(Z—T)(/ Z Zl\t%,},TF(Z,)(;V; v)d)().
x

Zeeg SVeD,s

L’expression est convergente dans 1’ordre indiqué. Il s’agit de prouver qu’elle est
absolument convergente puis de la majorer lorsque ¢ ¢ WQ/(as, Qo). On observe
que dans la preuve de la convergence de 1’expression (D) du lemme 13.6.3, ce n’est
qu’a partir de la relation (13.10) que I’hypothese ¢ € W2 est utilisée. On a donc ici
aussi la majoration
Al < Y 1he)
P'eF2(,S)
avec

Iy (Phy= Y §§@Z-T) Y THW . 2)e(Z.[T]p. 1),
zee§ viep£D

D’apres (13.12) et le lemme 13.8.1, pour tout réel r, en posant C, = 1 sans hypothese

surt et C, = ||T||~" sous I’hypothése de (ii), on a une majoration
I (P) <K C Y (1+1(Z-Te)°l)" > Thw. ).
zee§ Vle®§’;’)

ou la constante implicite est absolue. La somme en V; est essentiellement majorée
par || T || pour un certain entier D. La somme en Z est convergente, ce qui démontre
le point (i). Sous I’hypothése de (ii) on obtient / (TD)(P "y K ||T||7" pour tout réel r,
ce qui démontre (ii). [ ]

On pose
AT= > 5(0Q.R) > Af,.

teWG (ag,0) seWC (Hp(as),t(as))
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Corollaire 13.8.3. Pour tout réel r, on a les majorations suivantes :
() SiT(Q,R) # 0alors [i(Q, RVAT — AT| < do(T)".
() SiT(O.R)=0alors |AT| < do(T)".
Définition 13.8.4. On considere 0, S € Py tels que S C Q' = 6, (Q). Soient

t € Wé(as, 0), s € W2 (bp(as). t(as)), Z € Ag, b € g et A € g (qg)- Pour
o € Ilgisc(Mys), on définit I’ opérateur

SZSY:;Q (Z;S,0;A, 1) = Z sSQ,,’[T]S” (Z;sh — tp)elsA—tYsr)
S7ePQ(; M)
X M(t, )~ M), s (i)™ Mg, s (sA)M(s, A).

C’est une fonction lisse de A et p. On a introduit dans la définition 13.4.1 1’en-
semble € (o) qui, s’il est non vide, est un espace principal homogeéne sous Ty . Pour

U € Lg, ON POSE :

T, . . |- T, . .
[@15%(Z:S. o) = 65|71 Y Dy R[2(Z:S.0:00(1). i+ v).
ve&(o)

La fonction pu — [SZ]ST ;Q est lisse. On rappelle que I’on a défini dans la propo-
sition 12.1.1 une expression 3T = $9T(f w). Nous allons en introduire une

variante. Pour alléger un peu les notations nous aurons recours au lemme suivant :

Lemme 13.8.5. Considérons deux espaces pré-hilbertiens & C F o € est un facteur
direct et un opérateur A : & — F de rang fini. On suppose que & est muni d’une base
(au sens algébrique) orthonormale W. L’expression

Gp(4) = ) {4V, ¥)g,
Yew

donnée par une série convergente, est indépendante du choix de la base. Si, de plus,
A stabilise &, ¢’est-a-dire si A est un endomorphisme de &, alors

Gp(A) = trace(A).

Démonstration. Puisque & est un facteur direct, tout ® € ¥ peut s’écrire
® = Py + P, avec Oy € & et D, est orthogonal a &. La série

DO W) = > (D1, Vg

Yew Yew

se réduit a une somme finie et il en est de méme de la série définissant ©p(A) puisque
A est de rang fini. L’indépendance du choix de la base se ramene au cas de la dimen-
sion finie. |
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Nous appliquerons ce lemme au cas ot & = A(X s, 0) et ot F est I'espace
engendré par A(X s,0) etles A(X 5,14 (0 ® ) * v) pour v € E(0). Nous poserons

Cp,(A) = Y (AU W)s.
WeV g (o)

Proposition 13.8.6. On considere I’expression

$E ()= ¥ an/—l(s) S 2w

Q’QRCGIHS“ SE‘PSQt/ o€l gisc(Ms)
x Y Y. QR Yy GHZ-To)
teWG (as,0) seW2 (fp(as).t(as)) zee@

Q

X/ @po([ﬂ]i;Q(Z; S0 W)ps.oulf. w)) du.
”s

(i) L’expression & SGp’eT; =g g;g; (f, ) est convergente.

(i)  Pour tout réel r, on a une majoration

|Sipee = Sspec| K do(M)".
Démonstration. On observe que, d’apres le théoreme 7.1.1, I’opérateur ps ¢, ;. (f. @)
est de rang fini; I’assertion (i) résulte alors de la proposition 13.8.2 (en utilisant la
remarque 12.1.2). Compte tenu de ’expression pour %7 donnée dans la proposi-
tion 12.5.1, on voit que la majoration (ii) résulte de la conjonction des inégalités du
corollaire 13.4.5, de la proposition 13.5.1 et du corollaire 13.8.3. |



