Chapitre 14

Formules explicites

14.1 Combinatoire finale : étape 1

Soient S, So, Q € Py tels que So = 6p(S) C Q. On a donc, comme précédemment,
S CO;'(Q)= Q' Soitaussiii € WO (ag,as). D’apres [25, lemme 14.1.1], 7 s”écrit,
d’une maniere et d’une seule, sous la forme

T=uby, u=tlse WG(CtsO,aS)

avec t € WY (ags, Q) ets € WC(as,, t(as)). Soit S” € Py tel que as» = t(as), et
soit S; = t~1(S5”). Onadonc S” C Q. On consideére des parametres et v dans u g,
et ’on pose A = %t — v. Rappelons que I’on a posé, en section 3.2,

Yy =To—u'To = Ho(w, ).
On introduit une variante tordue :

Y= 04"y =0y"To— i 'To,
ainsi que le scalaire

as(w, i) = elutos.Yu) — pOontpsy.Yu)
On pose enfin
M=Ms, Qi =t10=1t"1%50 =10 e FM).

Soit H € Ag,.Pour S; € P21(M), on a défini en sections 5.3 et 5.4

ME; S, w; A, S1) = AT 15 (1) Mg, s (1 + A)
et

ML HD:S A = S e TS Y MY: S, AL ).
S1€PC1 (M)

Pour i € pys et A € pg pr), on a défini en 13.8.4 I’opérateur
@lluH:S.oh = Y. e2T (H 52— p)elAoiTs)

$"7eP2(, M)
X M1, )" Mgr, s (tp) ™ Mgr, s (sA)M(s, A).
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Proposition 14.1.1. Soient v € u,s et A = ud — . Avec les notations de la défini-
tion71.2.2 on a

Q2 (H:S. 000 p+ ViP5 f0)
_as@A D o o .
- - o~ M. F (H,SD,S,/J/"FV,A—V)MSlﬁS(/J/"‘A)pS’U’M(u,f‘,Q)).
as (., ) ’
Démonstration. Posons ' = u +vetA’ =ul —pu' = A —v. Puisque
A =t71sA—1tu)),
pour " € PC(;M)et S, =t"'(S") € P21 (M),ona
e Q115" (LH 54—t/ yelrwYsr) = @t IS (g pry oA™Y,

Or,onat ![T]s» = [T]s,, et

l_IYS// = YS1 — Yi—109),

ou Y;-1(g) est la projection de Y; = Ty — t~1T, sur aps. Grice a [25, lemmes 6.1.1
et 14.1.2], on obtient, comme dans la preuve de [25, proposition 14.1.3], que

Mz, ') "M, s (tp') " Mgr), s (sAM(s, M) Bs,0,u (f. @)
est égal a
05(90_1{7 i) !
as(p,u)

D’ou le résultat. u

AT 1) Mg, 15 (1) " Mgy 15 (1 + A Msjs (W + A)ps o, (0, fo0).

Pour v € u,s et A = (i — 1)p, on pose

AL’Q‘ (H;o,u, 1u;v)

= &, (Du MZLT (H.: 8.+ vi A — 0)Msjas (i + Mps.on (@, f w)).

Pour v € E(0), I'espace principal homogéne sous CTps introduit dans la défini-
tion 13.4.1,onav|, =0etA}, =0.Lexpression
G G

AL’QI (H;o,u, u;v)
ne dépend donc que de I'image de H dans Cg, = Bz\Ag,. On pose alors

T, . ~ > — T, . ~ .
[A]MQ'(H,U,u,,u) = [cp|™! Z AMQ‘(H,U,M,M, v).
ve&(o)

Rappelons que S est 'unique élément de Py tel que Mg = M.
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Lemme 14.1.2.
(i) Onalégalité

[A1LC (H; 0,1, 1) = @pa([sz]fj;Q(zH; S, 0 WPsoulf: w)).

(ii)  Cette expression est invariante si I’on remplace M, Q1, S, u et H par
leurs conjugués sous 'action d’un élément w € WO, et simultanément o
et L par WO = 0 © Int;1 et w = Lo Int;l.

Démonstration. Pour (i), puisque MA%II;T (H,%); S, p; A) est lisse pour les valeurs
imaginaires pures de y et A, on peut prendre A = 6y(ut) dans la proposition 14.1.1.
Pour (ii), rappelons que w définit un opérateur

w:AXs,0) > AXys, wo).

Cet opérateur est une isométrie et (ii) est une conséquence des équations fonction-
nelles satisfaites par les opérateurs d’entrelacement. ]

On observe que [T]g, =t~ 1(Tp) puisque Q1 = "1 Q. Soient aussi R € Py tel
que Q' C R,et Ry =t~ ' R. On pose

T,R ~ ~R T, -
S = Y G5 H [Ty [ A2 (o)
" & 11974
eGQl
On a défini cette expression pour M = Mg avec S € Py. Plus généralement, elle est
bien définie pour tout M € L, tout S € Ptel que Ms = M, tout Q1 et tout Ry dans P

telsque M C Q1 C Ry, ettouti € WO (apr, apr). On introduit alors I’expression

G,T ~ ~ . T,R ~
Sy (o fo.i)= > T(01.Riwdg (0.7
01,R1€P
MCQ|CR,

et on a I’analogue de la proposition 14.1.5 de [25] :

Proposition 14.1.3. L’expression § g,ﬁ (f, w) de la proposition 13.8.6 se réécrit
~ 1 ~
G, T _ —~ G.T -
spec (f+ @) = Z W Z cm(o) Z Sy (0. fo ).
MELG/WG aeHdisc(M) ﬁeWG(QM,aM)

Maintenant, on définit une (G, M)-famille ¢ = ¢ (o, U, u; v) par

¢(A.S1) = Gy, (DVM@; Sopt 4 vi AL SOMisis (4 + v+ A)ps g (. ﬁw))-



Formules explicites 178

Elle est périodique car la famille orthogonale %)) est entiere. Pour A = (& — 1), on
a donc
AL’Q‘ (H;o,u, u;v) = cjl%fl’,T(H; A —v).

D’apres le lemme 1.5.1, il existe une fonction a décroissance rapide
U o) = ¢(o, 4, u; v; U0)

sur Hyy telle que ¢ = cyp.
D’apres la formule d’inversion de Fourier du corollaire 1.6.10, on a

AVO H ot vy = > oWy (H LA —v)
UeFH

avec
T . (T .
vy (HAA —v) = y2 "D H + Ug, i A —v).

Lemme 14.1.4. Le support de ¢ est contenu dans le réseau
HS = Hy N HY

du sous-espace 55]?,[ de Sy formé des familles orthogonales 1 = (Up) telles
que Ug = 0.

Démonstration. 11 suffit de voir que la (G, M )-famille périodique ¢ est invariante par
translations par les éléments de ag (en fait, de I g). Par définition,

c(A,S1) = @pU(DV MCEY; S, 1+ v; A, SOMgjas (i +v + A)pg o, (1, ﬁw))

avec
MY; S, 113 A, 1) = eMTSIMg, 15 (W) Mg, 15 (1 + A).

D’autre part on a

c(A,S) = / c(A+v,85)dv =
%

Z (/ e<"’UG)dv)e(A’U51)<p(U).
rG

UeHpr
On en déduit que
() = (/ ev:Us) dv)(p(u).
~G
Cela prouve le lemme. |

Conformément a nos conventions, on pose C¢, = Bg\Am . Soit L € LG le sous-
ensemble de Levi minimal contenant M . En particulier,

ue WZ(aM, (IM).
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Proposition 14.1.5. On a I’égalité
G.T _ o~ - P
3 0 fo i) = Y Y et

€& G
vee(@) geel,

< Y[ ORI (AT )
UeH L2

Démonstration. La preuve ci-apreés reprend, pour I’essentiel, les arguments de [25,
proposition 14.1.7]. On rappelle que par définition on a

oT.R ~ - —(v,Y5) «T.R ~
S (i) =By Y e R ER (o)
ve&(o)
avec
T,R - ~R T, o~ )
Mo, (0. T V) = Z~ OQ:(HI_[T]Q])/ AMQI(Hl,O,M,/L-i-U,V)d,u.
Hyee§ fom

21

Fixons v € (o) et posons ¢ = ¢(0, 1, u;v). Pour H; € Ag, et U € Hy, on a (par
définition)

T . i
yo i (Hi L A) = 3 T2 (HU(T))e! M),
HeAZ! (Hi+Ug))
Par conséquent, en rappelant que ¢ est la (G, M)-famille ¢, = ¢(0., 1, u;v),ona

14.0) g HiN = D > @I 21 (H,W(T))e! M)
uedy HGAAQ/II (H1+UQ1)

Pour H € AAQj (Hy 4+ Ugp,),onaHg, = H + Up,, etil existe une constante ¢ > 0
(indépendante de U) telle que si FAQ/ (H,U(T)) # 0, on ait

IH®' | <c sup |[(Up +[T]p)2"].
PeP21(M)

Par conséquent, la somme

> D! (HU(T))]

HeA! (H1+Ug))

est finie, et puisque ¢ est a décroissance rapide sur Hs, on en déduit que 1’expres-
sion (14.1) est absolument convergente. En prenant A = (& — 1)t — v, on obtient
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que

/AI{;QI(Hl;o,ﬁ,/L;v)dM= > > / ¢(o. i pivi )
s IIGG{,?,, He‘AI%II(Hl-}—UQl) e

x T2V (H,W(T))e' @ Dr—v-H) gy

On a donc

sgein= Y Y Y [ efuavwa

Hiee§ WM geal! (H1+Up))
avec
G o (H, v, W) = /@ Div MG B (1 () DG (HW(T))g (0, T, i v; ).
L’expression
(14.2) > > / G (H. v, W)dp
UEIm el (B, +Uo,) 7574

est absolument convergente. Pour chaque U € Jyy, puisque (Us)g, = Up,, on a
AZI(H, + Ug,) = AS! (H\) + Us. Lexpression (14.2) est donc égale

Y / G\ (H + Us.p,v.W)dp
UeItnr gealy) M

et 31{4’181 (0, U; v), c’est-a-dire la somme sur H; € Ggl des expressions (14.2), se
réécrit

(14.3) > Z/ G5\ (H + Us.p.v. 0)dp.

HE@AG; uesty “EM

Pour cela, il suffit de démontrer la convergence absolue d’une somme itérée de la
forme

S FRUH [T T2 (H + Us. WT)y (@ — D(H + Us). W),
Hee§, UeHm

ot ii* est le transposé de i (identifié a 77~ 1) et

W(X,U):/ e(”“’X)<p(0,L7,,u;v;ll)du.

1974



Combinatoire finale : étape 1 181

D’apres ce qui précede, c’est-a-dire la convergence absolue de I’expression (14.2),
pour H; € Ag,, I’expression

Yo S TNH + Us WTHY (@ — )(H + Us). )

HeASl (Hy) WeHm

est absolument convergente. De plus sa valeur en H; est donnée par & ((* — 1) Hy)
pour une fonction £ sur A, qui est la transformée anti-Laplace d’une fonction lisse
sur g, = Ap,. Il suffit donc d’établir la convergence absolue de la somme

. B, (H ~[Tlg E(@ ~ Hy).

HIGGQI

qui résulte de [25, lemme 2.12.2] (cf. aussi section 2.3). On peut donc effectuer le
changement de variable H — H — Ug dans (14.3). On obtient que

3o @iy = > 3 (/ GLR (H. v, u)du)

HeeG UeH,
Ona _
G.T ~
Sy (0 fo.i= > W0 R:uwI g (0.7
Q],R]ET
MCQCRy
avec
~ T,R ~ S T,R
MO Riw s (o) = > (=D)P 63,0 (0.0).
PP, iew?
Q1 CPCR;
Donc
350 o=l X et Y Y Y
veens HEGG UeH IWQCI,QRllCEIﬂgl
~—a~~R
x Y (=)PPTUEESN(H —W(T)g, TG (HU(T))
Pep,iew?
Q1 CPCR;

x / A=V H) (5 57 v W) dp.
9%

La double somme

2 X

01, RI€Y Fp ewP
MCQlCRl Q]CPCR]
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s’écrit aussi

2. X =2 X

Pcp gew?P Q1. RI1EP PeF(L 01,R1€P
Pe W MCQ CPCR, L)y E5 CPer,

et d’apres [25, lemme 2.11.5], la double somme

> Y ()*FTEES (H - W(T)o, )T (HW(T))

PeF(L) Q1,R€P
MCQ|CPCR;

est égale a
(14.4)

o> (D)TTEt(H —W(T)p)ts (H — W(T) )T (H U(T)).

Pex(l) Qi€?
McQCP

D’apres [25, lemme 1.8.4 (3)] et [25, proposition 2.9.3], cette double somme (14.4)
est égale a

> () PG s(H —W(T)p) = TE(HW(T)).
Pex(D)

Cela acheve la preuve la proposition. |

14.2 Combinatoire finale : étape 2

Ce paragraphe n’a pas d’équivalent pour les corps de nombres : il s’agit, a ’aide
du lemme d’inversion de Fourier du lemme 14.2.2, de remplacer la somme sur les
H e Gg[ dans la proposition 14.1.5 par une somme sur les Z € Cg.

Rappelons que L Ll estle sous-espace de Levi minimal (dans é) conte-
nant M. L’espace ay est le sous-espace de aps formé des points fixes sous i = ut.

On note C‘IIT/I I’orthogonal de aj dans aps :

ay =aj ®al; etlona ab = (@ — ay.

Par définition, Ay est I'image et Af,, le noyau de la projection de Ay sur az. On a
donc une suite exacte
0— Ag — Ay — Ap — 0.

La dualité de Pontryagin fournit alors la suite exacte

O—>;LZ—>;1,M—>;LAZ,I—>O.
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Conformément a nos conventions, les groupes compacts y s, Ky et ;L{(l sont munis
de la mesure de Haar, qui leur donne le volume 1. Considérons le morphisme entre
groupes de Lie abéliens compacts connexes

¢ : ;L{(l X g — My, définipar ¢, A) = (@ —1)pu—A,

ol (L € |,y estunrelevement de [ € ;l,ll"l.

Lemme 14.2.1. Le morphisme ¢ est surjectif et son noyau K est un groupe fini dont
le cardinal est égal a la valeur absolue du jacobien de ¢ :

Jac(@)| = Kzl = | det(@ — 1 | akp)l.

Démonstration. Le morphisme ¢ induit un isomorphisme pour les algebres de Lie,
car les espaces tangents, a I’origine, de I'image de (% — 1) et de w7, sont des
supplémentaires orthogonaux (on identifie i et son transposé inverse, et on utilise
Iégalité 71 (71 — 1) = —(ii — 1)). n

Pour v € u,,, on note

Eiv iy — My I’application u— U—1u—nv.

Considérons le sous-ensemble des w € p,, dont I'image par &5, appartienta y :
paW) ={pepy | @—1p—venz}
C’est une union finie de translatés de p ;. En effet, son quotient
iz () = maa )/
est un espace principal homogene sous le groupe [L%,Iﬁ(O) ~ K. On adonc
Ink )] = IKal

On munit g s (v) de la mesure u j-invariante induite par celle sur 7.

Lemme 14.2.2. Pour X € Ay, on note AAZ,I(X ) Uensemble des H € Ay tels
que Hy = X. Soient v € s et Y une fonction lisse sur pps. On a Uidentité

> ([ ey o) < s [ 0y o g
HEA,Z;‘,,(X) 1374 wara(v)

Démonstration. C’est immédiat, par inversion de Fourier (cf. [34, section 3.20]). =
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Rappelons que

déf
E(o)={ve 11374 |§i?(w®o) * V|3M =&

En particulier, tout v € E(o) est trivial sur B, et donc, pour tout i € pprz(v), le
caractere &g, () de Ay est, lui aussi, trivial sur B. Soit Z € Ag. Pour v, € py,
et A = (i — 1), on pose

ATC(Z; 0,0, 3 v)

= G, (DMET(Z0: 5.+ vi A =M (1 + M (T fo0) )
Pour v € E(0), puisque A — v est trivial sur B, cette expression ne dépend que de
I'image de Z dans ¢z = Bz \Ag.
Proposition 14.2.3. On a

G.T ~ ~ - - .G 5. =~ .
$GT (0. fo.in = ou %l YY) / Ap" (Zio vy dp.
veE (o) Zecé war ()

Démonstration. D’apres la proposition 14.1.5,

JZ’T(O,]{,w,ﬁ) — |EM|—1 Z Z e—(U,Yg"rH)

S G
vee() geed,

X Z/ e((ﬁ_l)”“’H)Fg(H,ll(T))(p(U,17,;L;v;ll)du.
UeH L2

On décompose la somme sur les H € (‘31(\;4 en une double somme sur X € Gg, précé-

dée de la somme en H € Afl (X), ou Gg & Bg\ Az, etI’on obtient

35 0 fom=lul™ 3 Y Y

veS(o)XGGQ UeH s
L

x ¥ @D PG (5 W(T)) (0, T, pi v W) dpr.
HeaLx) '™
En utilisant le lemme 14.2.2, on voit que

G.T ~ -

v (o fro i) = Cu | Ka Tt Y] Y

vEE(0) y el
L

% / > elmplnX >r§ (X, W(T))g(o, i, u;v;U)dpu.
"

ma®™ yege,,
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On décompose la somme sur X € Gg en une double somme sur Z € cg, précédée

de la somme sur X € Ag(f). Pourv € &(0), Z € cg et € pprz(v),ona
_ G Gu
> LX) = 7 O Zikma ().
XeAg(Z)

Rappelons que la somme sur 3,y est en fait une somme sur f]-(gl (cf. lemme 14.1.4).
D’apres la formule d’inversion de Fourier pour les (G, L)-familles (2.1), pour

M€y z(v),ona

Y et (o v W) = ST (Zi k().
uer§,

ou ¢ est la (G, M)-famille définie par la fonction a décroissance rapide sur

Hpr: U = (o, U, u;v; 11) Puisque A —v = £5, (1) le terme C~ (Z &z.0 (1)) est
égal a I’expression AZ’ (Z; 0,1, 13 v). [

On rappelle que I'on est parti de la formule de la proposition 10.2.1 pour

gsteg’ (f, a)) réécrite sous la forme de la proposition 12.1.1. Puis on a introduit une
variante S spec T, a)) dans la proposition 13.8.6 (i) que ’on a décomposé en une

somme de termes ¢§ M’ (0, [, w, %) (cf. proposition 14.1.3) pour lesquels on obtient
une nouvelle expression dans la proposition 14.2.3. Ces formules ont été obtenues
pour T € ag dans le translaté d’un cone ouvert non vide. Pour 7' € ag,q, nous pou-
vons maintenant les comparer.

Proposition 14.2.4. On a [I’égalité de fonctions dans PolExp :

Sithor= 3 anm Y ) Y 3yl fe.D.
MerG /WG o €llgisc (M) 1eWS (apr.ap)

Démonstration. Les deux membres de cette équation sont, comme fonctions de
T € ag,@, des éléments de PolExp on invoque le théoreme 11.1.1 pour § 3G T et

le lemme 5.3.1 pour les 3’M , vu leur définition dans la proposition 14.2.3. Compte
tenu de la décomposition de la proposition 14.1.3, la majoration du point (ii) de la pro-
position 13.8.6 montre que les deux membres ne different que par une quantité qui
tend vers zéro lorsque 7 tend vers I’infini dans un cone ouvert. Leur égalité résulte
alors du lemme 1.7.2. m

Cette proposition peut étre vue comme 1’analogue de [25, proposition 14.1.11]
(raffiné en [25, théoreme 14.2.1]). Toutefois, c’est une égalité de fonctions dans
PolExp et non une égalité de polyndmes, et, par ailleurs, les sommes sur v et Z
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viennent compliquer I’expression de la proposition 14.2.3; une nouvelle étape est
nécessaire ici.

14.3 Le polynome limite au point central

Les preuves dans cette section sont inspirées de celle du lemme de [34, section 3.23].
Pour § € P(M) et u € a}, -, rappelons que M(S, ) estla (G, M )-famille spectrale
a valeurs opérateurs définie par

M(S’ M Av Sl) = MS1|S(M')_1MSHS(:U“ + A)
et qu’on lui a associé I’ opérateur

ME(S.ph) = D g (MM(S, A S1).
S1eP(D)

C’est une variante de 1’ opérateur Mg]]]; (Z,%)); P, A; A) introduit dans le lemme 5.3.1.
Ici, comme dans le cas des corps de nombres, on integre les fonctions caracté-
ristiques de cOnes sur ’espace vectoriel, plutot que de sommer sur le réseau (cf.
définition 1.6.2). Les fonctions egl (A) sont définies via le choix d’une mesure de

Haar sur I’espace vectoriel ag, mais le produit
G\ .G\—1rG .
VOI(AZ \az) MZ (S, i A)
est indépendant de ce choix. Pour alléger 1’écriture, posons (comme dans [25, sec-
tion 14.1])

G d&éf o G )

Définition 14.3.1. On pose
AL (0,1, p;v, A) = Gp, (Dv ME(S, 1+ v; MMsjas (1t + v)ps g, (@, ﬁw))-

Fixons v € (o), Ze Ag et i € ppy z(v). Considérons la fonction (introduite
juste avant la proposition 14.2.3)

— T’G ~' ot .
Tr—)czZ,M(T)—Az (Z;o,u, u;v)

sur ag,q@. D’apres I’analogue tordu de la proposition 1.7.4, cette fonction appartient a
PolExp. Pour tout réseau R de ag g, on peut écrire

az , (T) = ZB(I’T)PRJ(QZW T) pourtout T € R,
T
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ol la somme porte sur un sous-ensemble fini de caractéres t € R. D’apres I’analogue
tordu de la proposition 1.7.4, la limite

déf .
oz = lim pg, olas ,To
Zon k—>+oop 0 Zow )

existe et est indépendante du réseau R.
Lemme 14.3.2. On a

~ ~\ —1 - ~
s =] vol(A2\aG) eln DA (0,7 i v, (1) st Era() € B
5, =
o 0 sinon.

Démonstration. La (G, M)-famille périodique ¢(o, %, u; v), introduite en section 14.1,
est de la forme ¢ (o, i, u; v) = d (%)), pour une (G, M )-famille périodique d donnée
par

d(A7 Sl) = 6pU(DVM(Svl'L + V; A’ SI)MSII:ZS(/*'L + V + A)pS,U,M(ﬁ’ f;a)))

et
d(: A, Sy) = DYsd (A, Sy).

On a donc _
G.T /¢p.
az,(T) = d 37 (V: (1),
Rappelons que &5, (i) est un élément de w7, et, plus précisément, un caracteére

de Gg = B \Aj. Le dual de Pontryagin @g s’insere dans la suite exacte courte

0—>c5—>/@z —>;1,CZ~;—>0.

L’image de &5, (1) dans [l,g est nulle si et seulement si £z , (1) € €. On déduit alors
de la proposition 1.7.4 que

~ =1 - o~
wy = | vol(AF\f) eEm DT (Y + Torkan(0) sigau(w) € T,
o 0 sinon,

oll, pour A € a7 en dehors des murs,
A+ TN = Y eMFHRIBCG (A (A, P).
Pep(D)
Puisque Y + [To] 5 est égal al'image Ty, 7 de Ty dans aj, ona

e(A,YjsHTo];s)d(A’ 13') — o{AToT)

X Gp, (DVM(S, 1+ v A, P)YMgps (i + v + A)ps. o, (3. ﬁw))-
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Comme Ty f appartient a ag, si &7, (1) € T alors el&av().To.L) = 1 et, compte
tenu de de la définition 14.3.1,

ay, = Vol(Ag\ag)_le@i“(“)’Z)Ag(a, u, v, g (). [
Définition 14.3.3. Introduisons les notations suivantes :
vy = VOl(%%\ag), Vi (@) = vill6z||@M|_l|ﬁﬁ|_l
et

Ppa(,0) ={w € pprz(v) | Ezv(p) =0}.

L’ensemble s (v, 0) est stable par translations par u 7 et muni de la mesure g 7 -in-
variante induite par celle sur w7 . On pose

Jg;(o,f,w,ﬁ; V) = VM(ﬁ)/ Ag(o, U, w;v)du
.5 (v,0)
avec ~ _
A (0.1, psv) = AL (0, 1, 3, 0),

c’est-a-dire,
A% (0,7, 11:v) = G (D ME(S. 1 + V)Misias (1 + 1)ps,0,u (@, £.)).

Enfin, on pose

I, fo = > IS fo.b@).
ve&(o)

Proposition 14.3.4. La fonction
T = h(T) =3y (0 fo.i
est dans PolEXp et pour tout réseau R de ap q, on a I’égalité

im  px, o(h, To) = J$ (0, £, ).
k—+o00

Démonstration. Rappelons que pour Ze ¢, la fonction T' + a7 M(T ), introduite
avant le lemme 14.3.2, appartient a PolExp et que az , en est le polynome limite
en ' = To. Comme I’expression a7 u(T) est lisse en p lorsque p varie dans le
compact i 7, on en déduit que la fonction

hz , T — aZ,u(T)d/’*

’ (V)
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appartient, elle aussi, a PolExp. Le controle du terme d’erreur dans le passage a la
limite (cf. proposition 1.7.4) montre qu’il est uniforme et on obtient que

Jim prathz, T = [ dim paataz, Todu= [ agde

i (v) k—>+oo war ()

La somme sur les Z € ¢z de I’expression ci-dessus €tant finie, on peut permu-

ter la somme et I’intégrale. Mais la somme sur Z € cg des el&av (1.2) yayt [cgl
si &5 (1) = 0, et 0 sinon. On a donc montré que

> Jim psyo(hz,. To)

ZG@G
est égal a

~ o~y —1 ~
|c5|V01(A(Z;\aCZ;) / Ag(a, u, w;v)du.
ILM,ﬁ(VsO)

Compte tenu de la définition 14.3.3, on a
~ G\ _ G\ .6\ ' e
|c5|V01<AZ\aZ> - |cZ|V01<BZ\aZ> = [Ezlvz.
D’otl le lemme, puisque d’apres la proposition 14.2.3, on a

WT) = CrlKal™ Y2 Y hz (D). "

ve&(o) 76@5

14.4 Développement spectral fin
Soient v € pps et u € gz (v) tels que &z, () = 0. Puisque v = (4 — 1) on a
D, =D_,Dz,.
D’apres I’équation fonctionnelle du lemme 5.2.2, on a
D7, ME(S. ip)Msjas (i) = ME (S, 0)Mszs (0)Dg,..
On en déduit que
(14.5) D, ME (St + v)Msjas (1L + V)P0, (0. f)

est égale a
D_, M (S, 0)Msjas (0D ps o, (H, [, 0).
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Puisque, d’aprées le lemme 7.2.3 on a
D5 P50, fL0) = P gup0(il, fL)Dy,
I’expression (14.5) est encore égale a
D 'A(0 * 11.7,0) Dy,
ou I’on a posé
A0, 1) = ME(S. WMsjas (1)ps 5, (7. . 0).
En observant que
@po(D)' A(0 % 1. 7,0) D) = @y (A(0 * 1.77,0)).

I’expression de J (o, f, w, ), donnée dans la définition 14.3.3, peut donc encore
s’écrire

150, fo @) =Vu@ ) / Bbap(A (0 * 1,7, 0) dp.

veE(o) ILM,ﬁ(V,O)

Lemme 14.4.1. Pour que I’expression ©p,, (A (0 x 1, 0)) soit non nulle, il faut
que

(14.6) o ® (@ * 1) ~o * [,

c’est-a-dire que o * |u se prolonge en une représentation de (MU, ). Dans ce cas,
ona

CPoap(A(o x p,1,0)) = trace(A (o * p, 1, 0)).

Démonstration. L’opérateur A (o * i, %,0) envoie I’espace +A(X 5,0 » 1) dans I’es-
pace A(X s, % (w ® (0 * ))) et pour que ces deux espaces soient d’intersection non
nulle, il faut qu’ils soient égaux, c’est-a-dire que la condition (14.6) soit vérifiée. m

D’apres le lemme 14.4.1, 1a contribution de o (1’orbite de o sous torsion par g )
est nulle, sauf peut-étre si

o € Nyisc(M; U, w) C Hgisc(M),

ou Mgisc(M; i, ) est le sous-ensemble des o ayant un représentant o vérifiant la
condition

(14.7) o ®0) ~ 0.
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On supposera désormais que o est un tel représentant’. Considérons I’ensemble
Lo E ey | Hwd@xl)~oxA}
qui, compte tenu de (14.7), est égal a
{Aepupy | @—1)A e Stabpys(0)}.
On observe que Stabys (o) C E(0). On a donc une injection

L) = | mpz(.0).
ve&(o)

On note [ (0, i) ’ensemble fini quotient de L (o, &) par I’action de 7. En choisissant
des représentants A dans L(0, i) C py, pour les éléments A € [(o, i), on définit une
injection
Lo xpy — (J mauz(.0) par (hp) A+ p
ve&(o)

Dans la définition 14.3.3 de J(o, f, w, u) et compte tenu du lemme 14.4.1, on
peut donc remplacer la somme sur les v € E(0) précédée de ’intégrale sur les
W € paps (v, 0) par la somme sur les A € [(o, i) précédée de 'intégrale sur wy :

(14.8) IG (o, fo.il) = V@ Y / trace(A (o % A, 71, w)) dp.
. _ Il,"-'
Ael(om) L

L’expression ne dépend pas du choix des relevements puisque, d’apres (14.5) et le
lemme 7.2.3, pour u, u' € iy,ona

Ao * (' i, ) =Dy Ao, i, 1+ /L/)D;/l

et donc
trace(A (o » w', %, n)) = trace(A (o, i, u + pu')).

Pour chaque classe o on a choisi un représentant ¢ vérifiant la condition (14.7).
D’apres (14.8) et compte tenu de la définition 14.3.1 on a

TG0 fo ) =Vu@ Y [ trace(MES0Msias (095, T £.0)) i

detom "ML

!Observons que I’existence d’un tel représentant exige que le caractére w soit trivial sur le
groupe Apr5(A) = A7 (A). En général, il n’est pas possible de réaliser la condition (14.7) pour
tous les # simultanément.
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Cette expression ne dépend pas du choix de S € P(M), ni du choix du représentant o
deo.

On rappelle que Mgisc(M; %, w) est ’ensemble des classes modulo torsion par
les éléments de p,, des (classes d’isomorphisme de) représentations o vérifiant la
condition (14.5). Notons I 4isc (M i, @) I’ensemble des classes modulo torsion par
les €léments de w7 des (classes d’isomorphisme de) représentations verifiant (14.5).
On pose

Ioato)= > Tu©) 50 fo.0)

o €l gisc (M ;i1,0)
et R
ooy Tl
[Stabs (0)]
Proposition 14.4.2. L’expression J gﬁ( f, ) se réécrit
IG(fo)=v: Y Tp(o)ldet(i — 1akp)|!

o €ll yisc (MU, w)

< [ wace(ME(S.10Msias 095,53 ) s
R~y

Démonstration. L’application naturelle
M aisc (Mfi[, w) = Mgisc(M; u, w)

est surjective. On peut donc remplacer, dans 1’expression J i f, ), la somme sur
les 0 € II(M:; i, w) suivie de la somme sur les A € [(o, i) par une simple somme
sur les o € (M, w) multipliée par le cardinal de I’image dans [L]I(,[ du stabilisa-
teur Stabyy (o). Cette image est le groupe quotient

Stabas (0)/Stabz (6) ol Stabz (o) £ Stab (o) N .

Compte tenu de la définition 14.3.3 et du lemme 14.2.1, on a

|Stabyy (0)]

_ =la_ -1 O A
Staby (o)) ~ U Cz(0Vem (@) |det(@ = Tjaj)| .

Vi (i2)
On observe enfin que pour 4 € w7, ona
M s (1) = Msjis (0). L

Rappelons que wé (apr, apr) est ’ensemble des restrictions a aps des éléments
e W=WC tels que #(ap) = apr. Cest aussi le quotient

wo ) = NV () wM
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de I’ensemble N W(M )desu € W tels que #(M) = M par le groupe de Weyl de
M:WM = NM(My)/ M.

Proposition 14.4.3. La valeur en Ty du polynéme limite introduite dans le théo-
reme 11.3.1 vérifie ’identité

1 ~
spec (f a)) Z W Z J]?Lﬁ(fv w)

MeLG /WG 7ewG (M)

Démonstration. Par passage a la limite, la proposition 14.2.4 fournit I’identité

1 ~ G ~
spec(f C()) Z wG(M) Z CM(U) Z Jﬁ(()’,f;a),u),

MelG /WG o €M gjsc (M) 1eWG (M)

puis on invoque la proposition 14.4.2. |

PourLeLetM e LL, un élément it € WL (M) est dit régulier si ’espace de
Levi (dans L), qui lui est associé, est lui-méme L. Ceci équivaut a demander que

det(ii — 1|aky) # 0.

On note Wt (M )reg I’ensemble des it € WL (M) qui sont réguliers. Observons que
pour i € WL(M regs L estle sous-espace de Levi (dans é) associé a i, ¢’est-a-
dire le plus petit sous-espace de Levi contenant M ; par conséquent, d’aprés le
lemme 14.2.1, on a aussi

det(@ — 1]ak) £0 et al = @ - Day.

ol ay est le sous-espace de ayps formé des points fixes sous i, et alfl est I’orthogonal
de aj dans ap.

L’expression JMéﬁ(f, ) a déja été définie pour M € L et Ui € wo (M). Pour
L € L, posons

~ IWM| ~
J¢(foo)y=Y_ Wi o Igafio).
MerLl EGWZ(M)reg

Notons WL = Ny, (1\710) /My le quotient du normalisateur de 1\20 dans L par M.
Avec ces notations, on a la forme finale du développement spectral :
Théoreme 14.4.4. On a

WL ~
spec(f w) = Z |WG||Jg(f’w)
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Démonstration. Pour tout 7 € WO (M) il existe un L tel que 7 appartienne 2

WZ(M Jreg €t J 1?;,,7( f, w) est donné par la proposition 14.4.2. On invoque enfin la
proposition 14.4.3. ]

14.5 Partie discréte modulo le centre

Pour M € L, on s’intéresse a la partie discrete (modulo le centre), c’est-a-dire aux
contributions J 1?4,,7( fiw)avec L = G.
On pose

chl;;,disc(f’ w) = Z chl;;,ﬁ(fv a))

TEWG (M) req
Pour 77 € W€ (M )reg, on a

IG:fo)= 3 25(0)ldet(@ — e

o €l gisc (M i1, )

x [ trace(MsiasO0ps 0@ £.0)) dp
n

G
On souhaite permuter la somme et ’intégrale dans 1’expression J f,, 7(f. w) ci-

dessus. On commence par regrouper les termes suivant le groupe & (5) des caracteres
unitaires automorphes de AG(A). On le munit d’une mesure de Haar suivant les
conventions 1.3.1; elle vérifie vol(Bz) = 1. Pour £ € E(G), on note

Mgisc(Mid, w)E’

le sous-ensemble de I4i5c (M, w) formé de des o tels que & = &, et on pose

lag )

trace (Msms (0)p s, gisc.e (U, f. w)) = > trace (MS\i?S 0)ps.0,00, f. w))-
O'Endisc(Mﬁ,a))g

Ici encore, 1’expression est indépendante du choix de S € P(M ). Posons

I G a(fo0.8) = |det(@ — 1;afp)| ™ trace(Mjas 0)ps ais (7. £.) ).

Puisque ~
| det(@ — 15 ajy)| = j(G) | det(@ — 1;afy)],
on obtient le lemme suivant.

Lemme 14.5.1. Pour M € L et if € WO (M )reg, on a

IGatto) = 5@ [ 0. 606

=
=
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Rappelons qu’on a noté E (G, 0, w) le sous-ensemble de E (G) formé des carac-
teres & tels que, en notant wy,; la restriction de w a Ag(A), on ait

ol =wy,; ®E.

Si E(G, 0, w) est non vide, on le munit, comme en section 8.1, de la mesure
2 (G)?-invariante déduite de la mesure de Haar sur 2(G)?, telle que Vol(‘B%) = 1.

Lemme 14.5.2. Pour M € £ et if € WO (M),q, ona

Thaf0) = fw v IS a(foow.6)d.

Démonstration. Cela résulte des lemmes 14.5.1 et 8.1.5. |
On peut reformuler ce qui précede sous la forme de la proposition suivante.

Proposition 14.5.3. La partie « discréte modulo le centre » de la formule des traces
est donnée par

Gfoy = Y G (S

G M ,disc
MeLG /WG wo (M)

avec

Faelfo) = Y [ (GewJMuUws)ds

HeWG (M)reg

Cela s’écrit aussi

wH| &
dlSC(f ) Z u‘ll\g,disc(f’ a))

A\
MerG | |
En particulier, pour M = G,on a

Pauttfor= [ wace(p(fo)lLd(X o)) de

et on retrouve la formule de la proposmon 8.1.4 si G4er est anisotrope. On observera
que Jdlsc(f ) n’est autre que JG(f ).



