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Felix Klein (1849-1925) ist den meisten Mathema-
tiklehrern als Autor mathematikdidaktischer Schriften
bekannt. Fachmathematiker und Physiker kennen ihn
vor allem als die treibende Kraft hinter dem Aufstieg
Gottingens zu einem weltweit fiihrenden Zentrum der

| IRMA Lectures in Mathematics
A and Theoretical Physies 23

sz s iz arl el (e Mathematik und Physik sowie als Autor des Erlanger

The Erlangen Program K R

and Its Impact in Programms. Dagegen ist der Name des norwegischen

Mathematics and Physic . . .
e Mathematikers Sophus Lie (1842-1899) nur Spezia-

e listen geldufig und von seiner Rolle in Genese und

Editors Etablierung des Erlanger Programms wissen die we-

nigsten.

Das Erlanger Programm ist eine Schrift, die Felix
Klein 1872 anlédBlich seiner Berufung zum Professor
an die Universitdt Erlangen unter dem Titel Verglei-
chende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen vorgelegt hat. Klein
propagiert darin einen Paradigmenwechsel in der Geometrie, deren primire Objekte
nun nicht linger Punktkonfigurationen sondern deren Symmetrie-Eigenschaften sein
sollten. In moderner Sprache konnte man es grob folgendermallen formulieren: Eine
geometrische Theorie ist eine Gruppenwirkung auf einer Punktmenge, zusammen
mit allen aus der Punktmenge abgeleiteten Grofen, auf die sich die Gruppenwirkung
in natiirlicher Weise fortsetzen ldsst. Geometrische Objekte sind dann die Fixpunkte
unter diesen fortgesetzten Wirkungen. In der klassischen euklidischen Geometrie
betrachtet man zum Beispiel die Bewegungsgruppe der euklidischen Ebene mit ih-
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rer Wirkung auf dieser Ebene. Geometrische Objekte sind dann zum Beispiel die
Metrik oder Kongruenzklassen von Dreiecken. In der sphérischen Geometrie be-
trachtet man die Wirkung der Gruppe der orthogonalen Transformationen auf der
Einheitssphire in R? und als geometrische GroRen findet man zum Beispiel den
geoditischen Abstand zweier Punkte.

Felix Klein hat sein Programm formuliert kurz nachdem er gezeigt hatte, wie
man sphdrische, euklidische und nichteuklidische Geometrie in einheitlicher Art
und Weise mithilfe der projektischen Geometrie beschreiben kann. In diesen Be-
schreibungen spielten die Symmetriegruppen eine wichtige Rolle. Es handelt sich
dabei um Gruppen, die durch , kontinuierliche* Parameter (zum Beispiel Rotations-
achsen und Drehwinkel) beschrieben werden. Genau solche Gruppen hat Sophus Lie
studiert (und sie tragen heute seinen Namen: Lie-Gruppen oder Liesche Gruppen).
Klein hatte Lie 1869 in Berlin kennengelernt und es folgte eine Phase intensiven
wissenschaftlichen Austausches und gemeinsamer Aktivitéiten.

Das Erlanger Programm stiefl anfangs auf wenig Interesse und man kann speku-
lieren, dass auch die zweite Veroffentlichung im Jahr 1893 ohne die zwischenzeitli-
chen Fortschritte Lies in seiner Theorie der kontinuierlichen Transformationsgrup-
pen weitgehend wirkungslos geblieben wire. Klein weist in einer Fullnote zu dieser
Veroffentlichung auf Lies Arbeiten hin. In den Augen Lies war damit sein Beitrag
auch zur Genese der ersten Fassung des Programms nicht ausreichend gewiirdigt,
und er kiindigte Klein die Freundschaft auf.

Das vorliegende Buch beleuchtet nicht nur diese mathematikhistorisch interessan-
ten Vorginge und ihre Hintergriinde. Es enthilt auch einige Beitridge, die belegen,
dass Varianten der dem Erlanger Programm zugrundeliegenden Ideen noch heute
Wirkung in der mathematischen und physikalischen Forschung entfalten.

Allerdings sind die Anforderungen an das mathematische Wissen der Leser bei
einem Teil der Betrdge doch sehr hoch. An ein allgemeines Publikum richten sich
vor allem die Biographien Sophus Lie, a giant in mathematics (L. Ji) und Felix
Klein: his life and mathematics (L. Ji) sowie die historisch angelegten Kapitel Klein
and the Erlangen Programme (J. Gray) und On Klein’s “So-called Non-Euclidean
geometry” (N. A’Campo, A. Papadopoulos).

Vergleichsweise elementar gehalten sind noch der Beitrag Transitional geometry
(N. A’Campo, A. Papadopoulos), in dem die Autoren die euklidische Geometrie als
einen natiirlichen Ubergang in einer durch die Kriimmung parametrisierten kontinu-
ierlichen Familie von sphérischen und nicht-euklidischen Geometrien beschreiben,
sowie der kurze Artikel On the projective geometry of constant curvature spaces
(A. Papadopoulos, S. Yamada).

Dagegen erfordern die (sehr interessanten) Ubersichtsbeitriige What are symme-
tries of PDE’s and what are PDEs themselves (A. Vinogradov) zur Rolle von Sym-
metrien in der Theorie partieller Differentialgleichungen, Transformation groups in
non-Riemannian geometry (Ch. Frances) und The Erlangen program and discrete
differential geometry (Y. Suris) substantielle Kenntnisse in Differentialgeometrie um
die beschriebenen Fakten einordnen zu konnen. Zumindest die Einleitungen dieser
drei Kapitel sind aber an ein allgemeines Publikum gerichtet.
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Von den drei der Physik gewidmeten Kapiteln sind Klein’s “Erlanger Pro-
gramm”: do traces of it exist in physical theories? (H. Goenner) und Invariances
in physics and group theory (J.-B. Zuber) recht abstrakt gehalten und damit auch
fiir Nichtspezialisten aufschlussreich. Der Beitrag Three dimensional gravity — an
application of Felix Klein’s ideas in physics (C. Meusburger) richtet sich dagegen
jenseits der Einleitung an Spezialisten. Alle drei Artikel liefern Argumente dafiir,
dass man die Ideen von Klein und Lie auch in der modernen theoretischen Physik
wieder finden kann, wenn auch in zum Teil stark modifizierter Form.

Den Herausgebern, die zum Teil ja auch selbst als Autoren fungieren, ist eine
Zusammenstellung von Artikeln gelungen, die sowohl einem allgemeinen Publikum
als auch aktiven Forschern Interessantes zu einem klassischen, aber heute noch
aktuellem Thema bietet.
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