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Résumé

Dans ce travail nous adaptons au cas d’un corps global F de caractéristique positive,
c’est-à-dire un corps de fonctions sur un corps fini Fq , les résultats prouvés pour un
corps de nombres dans le livre de Labesse-Waldspurger La formule des traces tordue
d’après le Friday Morning Seminar. En d’autres termes, nous établissons la formule
des traces pour un G-espace tordu eG où G est un groupe réductif connexe défini
sur F . C’est une première étape vers la forme stabilisée de la formule des traces
tordue, nécessaire pour la plupart des applications, qui, elle, est l’objet de travaux en
cours.
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Introduction

Un peu d’histoire

Décomposition spectrale et formule des traces

La formule des traces, pour l’action à droite de l’algèbre des fonctions sphériques
sur l’espace localement symétrique �nh quotient du demi-plan de Poincaré h par
le groupe modulaire � D SL.2;Z/, est devenue depuis l’exposé de Selberg [38] à
Bombay en 1956 un des outils fondamentaux de la théorie des formes modulaires.

L’établissement de la formule des traces suppose connu la description de la dé-
composition spectrale de l’espace de Hilbert L2.�nh/ au moyen du prolongement
méromorphe des Séries d’Eisenstein. Dès 1964, le cas général de la décomposition
spectrale de L2.�nG.R//, où � est un sous-groupe arithmétique deG.Q/ avecG ré-
ductif connexe défini sur Q, était obtenu par Langlands (ce travail ne fut publié que
12 ans plus tard [28]).

L’étude des opérateurs de Hecke amène à travailler avec des limites projectives
de revêtements définis par des sous-groupes de congruence, ce qui revient essentiel-
lement à considérer le quotient G.Q/nG.AQ/, où AQ est l’anneau des adèles de Q.
Le cas des groupes arithmétiques qui ne sont pas de congruence relève plus de la géo-
métrie différentielle que de l’arithmétique. Tout ce qui suit est dans le cadre adèlique.

La théorie générale des Séries d’Eisenstein ouvrait la voie à la généralisation
de la formule des traces à tous les groupes réductifs mais aussi à la découverte,
par Langlands, des fonctions L attachées aux représentations automorphes et à ses
conjectures sur la fonctorialité.

La formule des traces d’Arthur-Selberg

Soit G un groupe réductif connexe défini sur un corps de nombres F . On note AF
l’anneau des adèles de F . La formule des traces – dite d’Arthur-Selberg – pour le
quotient G.F /nG.AF / est une identité entre deux expressions pour une « trace re-
normalisée » de l’opérateur de convolution défini par une fonction f 2 C1c .G.AF //
dans L2.G.F /nG.AF //. La « trace » doit être « renormalisée » car l’opérateur de
convolution n’est à trace que dans le spectre discret et une correction, via des tronca-
tures, est nécessaire pour tenir compte du spectre continu. On aura d’une part un
développement géométrique indexé par les classes de conjugaison dans G.F / et
d’autre part un développement spectral :

JgKeom.f / D Jspec.f /:
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L’établissement de la formule des traces peut être divisé en quatre étapes princi-
pales : Arthur obtient successivement

(1) la forme grossière (« coarse form ») [1, 13] ;

(2) la forme fine (« fine form ») [2–5] ;

(3) la forme invariante (« invariant form ») [6, 7] ;

(4) la forme stabilisée (« stable form ») [9–11].

Chacune des étapes fournit des développements géométriques et spectraux de plus en
plus précis. C’est bien sûr le développement ultime, la formule des traces stabilisée,
qui permet le plus d’applications.

La variante tordue

La variante tordue de la formule des traces est apparue dans le travail de Saito et
Shintani, immédiatement généralisé par Langlands, pour étudier le changement de
base cyclique pour GL.2/ [29]. On sait le rôle joué par ce travail dans la preuve du
théorème de Fermat. Le cadre général de la formule des traces tordue est le suivant :
on considère un G-espace tordu eG défini sur F et de plus on tord les représentations
par un caractère unitaire ! de G.AF / trivial sur G.F /. Dans la majorité des applica-
tions eG D G ⋊ � où � est un automorphisme d’ordre fini de G et ! est trivial ; par
exemple pour le changement de base cyclique eG.F / D GL.n; E/ ⋊ � où � est un
générateur du groupe de Galois d’une extension finie cyclique E=F . Toutefois le cas
de la torsion des représentations par un caractère ! non trivial mais sans torsion sur
le groupe (� trivial) intervient aussi naturellement.

La formule des traces tordue pour les corps de nombres a fait l’objet du Fri-
day Morning Seminar de Princeton en 1983–1984. On y donnait le développement
spectral fin mais seulement le développement géométrique grossier. Les notes de ce
séminaire ont été reprises et complétées dans [25]. La forme fine du développement
géométrique a été obtenue plus tard par Arthur en combinant les résultats du Friday
Morning Seminar avec des résultats d’analyse harmonique locale.

Lemme fondamental et stabilisation

La formule des traces, sous sa forme invariante, est une égalité entre deux sommes
de distributions invariantes par conjugaison sous G.FS / où S est une ensemble fini
de places fixé, mais arbitrairement grand. Or, pour établir certains cas de foncto-
rialité on est amené à comparer des distributions qui ne sont invariantes que sous
une forme plus grossière de la conjugaison appelée conjugaison stable. La stabili-
sation consiste en la réécriture, au moyen de transferts endoscopiques, de chaque
terme de la formule des traces invariante comme une somme de distributions sta-
blement invariantes sur des groupes auxiliaires appelés groupes endoscopiques. On
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en déduit des transferts de représentations automorphes entre groupes différents. Les
premiers exemples sont le transfert de Jacquet-Langlands [22, Chapter 16], la formule
des traces stable pour SL.2/ [23, 24] et le changement de base cyclique pour GL.2/
[29]. La stabilisation suppose en particulier connu le lemme fondamental aux places
en dehors de S . À la suite des travaux de nombreux auteurs, parmi lesquels il faut
citer (par ordre alphabétique) Arthur, Kottwitz, Langlands, Laumon, Ngô Báu Châu,
Shelstad et Waldspurger, la stabilisation de la formule des traces tordue pour les corps
de nombres a été achevée par Mœglin et Waldspurger [33]. Pour une bibliographie
complète sur ce sujet nous renvoyons aux deux tomes de cet ouvrage.

C’est au moyen de la formule des traces tordue stabilisée qu’Arthur a pu décrire
dans [12] les représentations automorphes discrètes des groupes classiques par com-
paraison avec celles du groupe linéaire, lorsque F est un corps de nombres. De fait,
les groupes classiques quasi-déployés se réalisent comme des groupes endoscopiques
de l’espace tordu eG D GL.n/⋊ � où � est l’automorphisme g 7! tg�1.

Le cas des corps globaux de caractéristique p > 0

État des lieux

On s’attend à ce qu’un analogue de tout ce qui précède existe aussi lorsque F est un
corps global de caractéristique p > 0, c’est-à-dire un corps de fonctions sur un corps
fini. On espère en déduire des résultats similaires à ceux obtenus pour les représenta-
tions automorphes sur les corps de nombres.

Dans toute la suite de ce mémoire nous dirons « corps de fonctions » pour « corps
de fonctions sur un corps fini ». Examinons l’état de la littérature sur ce sujet.

La décomposition spectrale pour un groupe réductif connexe général a été étendue
au cas des corps de fonctions par Morris [35, 36], en prolongement de travaux de
Harder [19–21]. Le livre de Mœglin-Waldspurger [32] en redonne une preuve pour
tout corps global.

La formule des traces (sous sa forme fine) pour le groupe GL.2/ – et ses formes
intérieures – est énoncée dans Jacquet-Langlands [22, Chapter 16] pour les corps glo-
baux en toute caractéristique ; toutefois la démonstration en est seulement esquissée.
Pour le groupe GL.n/ (ou une forme intérieure), on dispose de plusieurs versions en
caractéristique p > 0 : Drinfeld pour nD 2 [17,18], Laumon [30], Lafforgue [26,27].
En adaptant la méthode de Lafforgue, Ngô Dac Tuân a obtenu, dans [37], le dévelop-
pement spectral fin de la formule des traces non tordue pour les groupes réductifs
connexes déployés.

On ne dispose donc, dans la littérature, que de quelques cas particuliers du
développement spectral fin en caractéristique p > 0. Et pour le développement géo-
métrique, en dehors de GL.n/, il n’y a que très peu de résultats.
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Objet du présent mémoire et perspectives

Notre projet est d’établir une formule des traces tordue stabilisée pour les corps glo-
baux sans restriction sur la caractéristique. Ce mémoire est une première étape où
nous suivons pas à pas la preuve donnée dans [25], en l’adaptant au cas d’un corps
global de caractéristique p > 0. Nous obtenons le développement spectral fin mais,
comme dans [25], nous n’obtenons que le développement grossier du côté géomé-
trique.

Pour le développement spectral fin, la caractéristique p ne semble jouer pratique-
ment aucun rôle et les formules que nous obtenons pour les corps de fonctions sont
essentiellement identiques à celles pour les corps de nombres.

Il n’en est pas de même du côté géométrique. Si p est grand par rapport au rang
de G, rien de vraiment nouveau n’apparaît, mais le traitement des petites caractéris-
tiques nécessite des idées nouvelles.

Pour le développement géométrique grossier donné ici, la principale différence
avec le cas des corps de nombres est que l’on doit remplacer la notion d’élément
semi-simple elliptique régulier par celle, plus générale, d’élément primitif. Cette no-
tion englobe, par exemple, des éléments qui deviennent unipotents sur une extension
inséparable, mais ne sont contenus dans le radical unipotent d’aucun sous-groupe
parabolique propre défini sur F . De tels éléments, qui n’apparaissent que pour des
caractéristiques assez petites, ne génèrent toutefois pas de difficulté sérieuse à ce
stade.

Des phénomènes nouveaux compliquent, par contre, considérablement la preuve
et la structure même du développement géométrique fin si p est petit. Par exemple,
pourG D SL.2/, p D 2 et v une place de F , le nombre deG.Fv/-orbites unipotentes
est infini. La forme fine de la contribution unipotente aura donc une expression de
nature fort différente de celle donnée par Arthur pour les corps de nombres. L’in-
séparabilité perturbe aussi violemment la descente centrale à la Harish-Chandra. On
espère qu’il sera possible d’en établir une variante permettant de ramener le dévelop-
pement géométrique fin à celui de la contribution unipotente.

L’extension au cas des corps de fonctions des résultats d’Arthur [4,5], nécessaires
pour le développement géométrique fin, est l’objet d’un travail en cours du second
auteur.

Il restera encore à stabiliser la formule des traces mais nous sommes loin
d’avoir une vue claire du travail à faire. Dans la littérature, seuls le transfert de
Jacquet-Langlands [22] et la stabilisation pour SL.2/ [23] ont été traités en toute
caractéristique.
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Structure du texte

Différences techniques

Nos références principales seront [25] et [34] et on supposera que le lecteur a ces
deux textes sous la main. L’organisation de cet article suit celle de [25] et on se
contentera souvent de citer sans démonstration les résultats de cet ouvrage, pour peu
qu’ils passent sans autre forme de procès à la caractéristique positive.

Toutefois, lorsqu’on essaie de remplacer dans [25] le corps de nombres par un
corps de fonctions, on rencontre immédiatement une différence technique, analogue
à celle qui existe entre les cas archimédiens et non-archimédiens dans les travaux
d’Arthur [8] et de Waldspurger [34] sur la formule des traces locale. En effet, pour
un corps global F quelconque, on dispose pour chaque sous-groupe parabolique P
de G défini sur F , d’un espace vectoriel réel aP et d’un homomorphisme

HP W P.AF /! aP :

On noteAP son image etBP l’image deAP .AF /, oùAP est le tore déployé maximal
dans le centre de P=UP . On a les inclusions

BP � AP � aP :

Pour les corps de nombres, ces trois groupes sont égaux et on dispose d’un relève-
ment canonique AP de AP dans AP .AF /. Il est usuel de se limiter à traiter l’espace
des formes automorphes pour P qui sont invariantes par AP ; cela ne restreint pas
la généralité puisque l’on peut par torsion par un caractère automorphe de P.AF /
passer à un caractère quelconque sur AP . Mais, pour les corps de fonctions, les mor-
phismes HP ne sont plus surjectifs : AP est un réseau de aP et en général AP ¤ BP
de sorte qu’un relèvement central de AP n’existe pas. Ceci complique donc certains
arguments et a des conséquences sur la présentation des résultats. On prendra garde
en particulier à ce que les espaces XG et YQ, qui interviennent ici, jouent un rôle
analogue, mais ne sont pas identiques aux espaces XG et YQ de [25].

L’autre différence technique – venant de ce que des réseaux ont remplacé les
espaces vectoriels pour la combinatoire – est que les polynômes en la variable de
troncature T , qui jouent un rôle essentiel dans l’établissement de la formule des
traces pour les corps de nombres, sont ici remplacés par des fonctions de type
« polynômes-exponentielles ». Des passages à la limite sont nécessaires pour les éli-
miner et pour obtenir, par exemple, le développement spectral fin. Ceci complique
encore les preuves. Par contre la compacité du dual de Pontryagin des réseaux sim-
plifie le contrôle des convergences d’intégrales.

Comme dans [25], le texte est divisé en quatre parties. Un appendice corrige des
bévues de [25].
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Partie I. Géométrie et combinatoire

Dans le chapitre 1, après le rappel des notations usuelles, on adapte à notre cadre
le calcul des transformées de Laplace (ou anti-Laplace) des fonctions caractéris-
tiques de polytopes [25, section 1.9], ainsi que les résultats de [25, section 1.10]
sur les .G;M/-familles. Les intégrales sur les polytopes qui apparaissent dans [25]
doivent ici être remplacées par des sommes sur l’intersection de ces polytopes avec
des réseaux. La combinatoire des polytopes est certes identique, mais la manipu-
lation des intersections est plus délicate ; on doit en particulier tenir compte des
groupes finis cP D BP nAP . Leur traitement requiert l’utilisation de divers outils
techniques empruntés à Arthur [8] et à Waldspurger [34]. Pour les corps de nombres,
les .G;M/-familles fournissent des polynômes en la variable de troncature T , qui
permettent de contrôler le comportement asymptotique des divers termes de la for-
mule des traces. Ici les .G;M/-familles fournissent, pour les T « rationnels », des
expressions du type PolExp c’est-à-dire des combinaisons linéaires de polynômes et
d’exponentielles. Par un passage à la limite on définit un polynôme qui est l’analogue
du polynôme asymptotique pour les corps de nombres. Dans le chapitre 2, on gé-
néralise au cas tordu les relations et propriétés du chapitre 1. L’analogue de l’étude
dans le cas tordu de la notion d’élément semi-simple [25, section 2.6] est renvoyée ici
au chapitre suivant. Le chapitre 3 contient des rappels sur la théorie de la réduction.
Sur un corps global de caractéristique p > 0, cette théorie est essentiellement due à
Harder [20]. En reprenant les idées de Harder sur la descente galoisienne, Springer
[39] a donné un traitement uniforme (valable pour tout corps global) des principaux
résultats de cette théorie. Là où c’est nécessaire, on remplace donc par [39] la réfé-
rence au livre de Borel [14] dans [25, chapitre 3]. Par ailleurs, on définit un ersatz
de la décomposition de Jordan (inutilisable ici, car, en général, elle n’est pas ration-
nelle) : on remplace la notion d’élément quasi semi-simple régulier elliptique par
celle d’élément primitif (qui d’ailleurs apparaît dans [25, section 3.7]). Toute paire
. zM; ı/ formée d’un facteur de Levi zM de zG défini sur F et d’un élément primitif ı
de zM.F /, définit un sous-ensemble Oo de zG.F / stable par G.F /-conjugaison. Ces
ensembles Oo jouent le rôle des classes de ss-conjugaison de [25].

Partie II. Théorie spectrale, troncatures et noyaux

Le chapitre 4 concerne l’opérateur de troncature ƒT . Ses propriétés sont essentiel-
lement les mêmes que dans le cas des corps de nombres, exceptées les propriétés de
décroissance qui sont ici beaucoup plus fortes. On pose

XG D G.F /nG.AF / et XG D AG.AF /G.F /nG.AF /:

Pour un corps de fonctions, l’opérateur de troncature ƒT , appliqué à une fonction
lisse et K-finie ' sur XG , fournit une fonction ƒT ' sur XG à support d’image
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compacte dans XG . De plus, la décomposition

ƒT D CT C .ƒT � CT /;

où CT est la multiplication par la fonction caractéristique d’un domaine de Siegel
tronqué, se simplifie ici car, si T est assez régulier, on a .ƒT � CT /' D 0. Le cha-
pitre 5 introduit les opérateurs d’entrelacement et les séries d’Eisenstein dont les
propriétés, en particulier leur prolongement méromorphe, ont été établies par Morris
[35,36] et reprises dans [32, chapitres II, IV]. La preuve de la formule pour le produit
scalaire de deux séries d’Eisenstein tronquées reprend celle de [25, théorème 5.4.3].
Dans le cas où les fonctions induisantes sont cuspidales, on obtient une formule exacte
essentiellement due à Langlands. Dans le cas où les fonctions ne sont pas cuspidales,
on dispose d’une formule asymptotique qui se déduit du cas cuspidal. Cette formule
asymptotique fournit une majoration uniforme lorsque les paramètres � et� sont ima-
ginaires purs. En effet, ici, les espaces de paramètres sont compacts, ce qui n’était pas
le cas pour les corps de nombres. Dans le chapitre 6 est introduit le noyau intégral. Le
théorème de factorisation de Dixmier-Malliavin, et la propriété de A-admissibilité,
sont trivialement vrais ici. On énonce la principale propriété du noyau tronqué (l’opé-
rateur de troncature agissant sur la première variable) : sa restriction à S� �S� est
bornée et à support compact, où S� est un domaine de Siegel pour le quotient XG .
Dans le chapitre 7 on rappelle la décomposition spectrale deL2.XG/ due à Langlands
pour les corps de nombres [28] et à Morris pour les corps de fonctions [35, 36], puis
rédigée pour tout corps global par Mœglin et Waldspurger [32]. On remarquera que
si AG , le tore déployé maximal dans le centre de G, n’est pas trivial, il n’y a pas de
spectre discret dans L2.XG/ et, pour parer ce fait, il est usuel de donner la décom-
position spectrale en ayant fixé un caractère unitaire d’un sous-groupe co-compact
de AG.F /nAG.AF /. Pour les corps de nombres on se limite aux fonctions sur XG

qui sont invariantes par le relèvement AG deAG dansAG.AF /. Comme déjà observé
ci-dessus, pour les corps de fonctions, un tel relèvement n’existe pas, en général. En
l’absence d’un choix naturel, nous ne ferons aucune hypothèse sur le comportement
des fonctions sur AG.AF / et la décomposition spectrale comprendra, comme pre-
mière étape, la décomposition suivant les caractères unitaires de AG.F /nAG.AF /.

Partie III. La formule des traces grossière

Dans le chapitre 8 on donne, à titre d’exemple, la formule des traces dans le cas
compact. Comme nous ne faisons aucune hypothèse sur l’action du centre de G,
l’intégrale du noyau sur la diagonale porte ici sur

YG D A zG.AF /G.F /nG.AF /;

au lieu de AGG.F /nG.AF / dans [25]. Puis on énonce l’identité fondamentale entre
les deux troncatures, pour le noyau, qu’il convient de considérer pour traiter le cas gé-
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néral. Le chapitre 9 décrit le développement géométrique dit « grossier ». Le résultat
principal est la convergence de l’expressionX

o

Z
YG

jkTo .x/jdx;

où o parcourt les classes d’équivalence de paires primitives dans zG.F /. Il implique
en particulier que les intégrales orbitales des éléments primitifs sont absolument
convergentes. Comme en [25, section 9.3], on ne donnera des formules explicites
que pour les orbites primitives et pour les orbites quasi semi-simples. Le développe-
ment géométrique fin qui explicite les contributions unipotentes n’est pas abordé ici.
Le chapitre 10 établit la convergence d’une première forme du développement spec-
tral. Il s’agit de montrer la convergence de chaque terme d’une somme indexée par
des sous-groupes paraboliques. Les résultats principaux sont les propositions 10.1.2
et 10.2.1, analogues de [25, proposition 10.1.6, corollaire 10.2.3]. Dans le chapitre 11,
pour chaque terme des développements géométriques et spectraux, un élément de
l’ensemble PolExp est défini, ainsi que le polynôme limite. On obtient la première
forme, dite « grossière », de la formule des traces.

Partie IV. Forme fine des termes spectraux

Il reste à exploiter la décomposition spectrale pour obtenir le développement spec-
tral fin. Les preuves des énoncés suivent pas à pas celles des chapitres 12 et 13 de
[25] à deux différences (simplificatrices) près : d’une part, il est inutile d’introduire
une fonction B car ici les paramètres spectraux évoluent dans un espace compact ;
d’autre part (comme dit plus haut), la décomposition de l’opérateur de troncature
enƒT D CT C .ƒT � CT / devient ici, pour T assez régulier (dépendant de la fonc-
tion test '),ƒT ' D CT '. Le chapitre 14 contient la combinatoire finale donnant lieu
aux formules explicites. La preuve de la proposition 14.2.3 est plus technique que
celle de son analogue [25, proposition 14.1.8] et fournit une formule moins simple,
à cause d’une inversion de Fourier relative à un accouplement qui n’est pas parfait.
C’est un problème déjà présent dans le cas local. On s’inspire du traitement de cela
dans [34] pour obtenir les formules finales.

Appendice

On trouvera en appendice un erratum corrigeant les lapsus et erreurs que nous avons
pu repérer dans [25].
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Géométrie et combinatoire





Chapitre 1

Racines, convexes et .G;M/-familles

1.1 Le corps F

Dans tout cet article, F est un corps global et, sauf mention expresse du contraire
lorsque nous faisons le parallèle avec le cas des corps de nombres, il est de caracté-
ristique p > 0.

Soit Fq « le » corps fini à q éléments, pour une puissance q du nombre premier p.
Soit V une courbe projective lisse et géométriquement connexe sur Fq , de corps de
fonctions F . L’ensemble jVj des points fermés de V est en bijection avec l’ensemble
des places de F . Pour v 2 jVj, on note Fv le corps complété de F en v, ov l’an-
neau des entiers de Fv , pv l’idéal maximal de ov , et �v le corps résiduel ov=pv . Ce
dernier est une extension finie de Fq , de degré deg.v/ appelé « degré de v », et de
cardinal qv D qdeg.v/. Pour v 2 jVj, on note encore v la valuation sur Fv normalisée
par v.F �v / D Z, c’est-à-dire par v.$v/ D 1 pour une uniformisante $v de Fv , et on
note j jv la valeur absolue sur Fv définie par

jxjv D q
�v.x/
v ; x 2 Fv:

Soit A l’anneau des adèles1 et A� le groupe des idèles de F . On dispose de l’appli-
cation degré

deg W A� ! Z;

définie par

deg.a/ D
X
v2jVj

�v.av/ deg.v/ pour a D .av/v2jVj 2 A�;

et on pose jaj D
Q
v javjv D q

deg.a/. Le groupe F � est un sous-groupe discret de A�,
contenu dans

A1 D ¹a 2 A� W deg.a/ D 0º;

et le quotient F �nA1 est un compact.

1Le corps F étant fixé dans toute la suite nous allègeons la notation en notant simplement
A l’anneau AF .
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1.2 Espaces vectoriels et réseaux

Soit P un groupe algébrique linéaire connexe défini sur F . On noteXF .P / le groupe
des caractères algébriques de P définis sur F . Si R est un anneau, on pose

aP;R
déf
D Hom.XF .P /; R/:

Le Z-module libre de type fini aP;Z est un réseau de l’espace vectoriel réel

aP
déf
D aP;R:

Pour x 2 P.A/, on note HP .x/ l’élément de aP tel que

h�;HP .x/i D deg�.x/ pour tout � 2 XF .P /:

L’application x 7! HP .x/ est un homomorphisme

HP W P.A/! aP ;

dont l’image – notée aP;F dans [8] et dans [34] – sera ici notée AP :

AP
déf
D HP .P.A//:

Pour un corps de fonctions, AP est un sous-groupe d’indice fini de aP;Z et donc
un réseau de aP (alors que AP D aP pour un corps de nombres). Une inclusion
de F -groupes algébriques linéaires connexes P � Q induit des homomorphismes

aP;� ! aQ;�:

On pose

a
Q
P

déf
D kerŒaP ! aQ� et AQP

déf
D kerŒAP ! AQ� D AP \ a

Q
P :

Pour H 2 AP on notera P.AIH/ l’image réciproque de H . Le noyau de HP ,
usuellement noté P.A/1, n’est autre que P.AI 0/. Le groupe P.A/1 D P.AI 0/
opère par translations sur P.AIH/ ainsi que le groupe P.F / des points F -ration-
nels de P qui est un sous-groupe de P.A/1, et donc P.A/1 opère à droite sur le
quotient P.F /nP.AIH/.

Supposons que le radical unipotent UP de P soit défini sur F et qu’il existe une
section � W P D P=UP ! P , elle aussi définie sur F (c’est toujours le cas si P est
un F -sous-groupe parabolique d’un groupe algébrique réductif connexe défini surF ).
On note ZP le centre « schématique » de P , et AP � ZP le tore F -déployé maximal
de ZP . On identifie AP à �.AP /. L’homomorphisme naturel

AAP ! AP
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est bien défini (il ne dépend pas de la section �). Il est injectif mais non surjectif en
général ; son image sera notée

BP
déf
D HP .AP .A//:

C’est un sous-groupe d’indice fini de AP ; on pose

cP
déf
D BP nAP ' AP .A/P.A/

1
nP.A/:

Pour P � Q deux F -sous-groupes paraboliques d’un groupe algébrique réductif
connexe défini sur F , l’inclusion AP � AQ (définie via le choix de sections P ! P

etQ!Q définies sur F ) induit une section aQ! aP de l’homomorphisme surjectif
aP ! aQ et donc une décomposition

aP D aQ ˚ a
Q
P :

Pour X D XP 2 aP , cette décomposition s’écrit X D XQ CXQ.

1.3 Dualité et mesures

On appelle caractère d’un groupe topologique, un homomorphisme continu dans C�,
et caractère unitaire, un caractère à valeurs dans le groupe U des nombres complexes
de module 1. Le dual de Pontryagin d’un groupe abélien localement compact est le
groupe topologique de ses caractères unitaires.

Si a est un espace vectoriel réel de dimension finie, on notera a� l’espace vectoriel
réel dual, hƒ;Xi le produit scalaire de X 2 a et ƒ 2 a�, etba le dual de Pontryagin
de a que l’on peut identifier, au moyen de l’exponentielle, au sous-espace ia� des
vecteurs imaginaires purs dans a� ˝ C. Si R est un réseau de a, on notera R_ l’en-
semble des ƒ 2 ia� tels que hƒ;Xi 2 2i�Z pour tout X 2 R. C’est l’orthogonal
de R du point de vue de la dualité de Pontryagin : le groupe compactba=R_ s’identifie
au dual de Pontryagin de R : bR 'ba=R_:
Pour une fonction à décroissance rapide f sur R, on note bf la fonction lisse sur bR
définie par bf .ƒ/ DX

X2R

f .X/ehƒ;Xi; ƒ 2 bR:
Si bR est muni de la mesure duale de la mesure de comptage sur R, c’est-à-dire telle
que vol.bR/ D 1, on a la formule d’inversion

f .X/ D

Z
bR bf .ƒ/e�hƒ;Xidƒ; X 2 R:
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Pour alléger légèrement les notations, pour P comme en section 1.2, on se permettra
d’écrirebaP , bAP , etc., en place de caP , bAP , etc. On pose

�P
déf
D bAP :

Notons „.P /, resp. „.P /1, l’ensemble des caractères unitaires de AP .A/, resp.
AP .A/1, qui sont triviaux sur AP .F /. Ce sont deux groupes abéliens localement
compacts, et „.P /1 est un quotient discret de „.P /. On notera „.P /C l’ensemble
des caractères, non nécessairement unitaires. Le groupe „.P / s’insère dans la suite
exacte courte

0! bBP ! „.P /! „.P /1 ! 0:

Convention 1.3.1. Pour les mesures de Haar sur les groupes abéliens localement
compacts, on adoptera les normalisations suivantes. On impose la compatibilité aux
suites exactes courtes et à la dualité de Pontryagin. Les réseaux de aP sont munis de
la mesure de comptage. Cela implique que le groupe fini cP est, lui aussi, muni de la
mesure de comptage, et que l’on a2

vol.�P / D vol.bBP / D vol.bcP / D 1:
On impose aussi que la mesure de Haar sur AP .F /nAP .A/ vérifie

vol.AP .F /nAP .A/1/ D 1:

Ceci implique en particulier que le groupe discret „.P /1, dual du groupe compact
AP .F /nAP .A/1, est muni de la mesure de comptage.

Tout caractère � de P.A/ s’écrit de manière unique

� D �uj�j

avec j�j.g/ D j�.g/j et �u unitaire. Le caractère j�j est trivial sur P.A/1. On note
�1 D �1u la restriction de � à P.A/1. Tout élément � 2 a�P;C définit un caractère
de P.A/, trivial sur P.A/1 :

p 7! eh�;HP .p/i; p 2 P.A/:

Ce caractère ne dépend que de l’image de � dans a�P;C=A
_
P et sa restriction à AP .A/

ne dépend que de l’image de � dans a�P;C=B
_
P . La suite exacte courte

0!bcP ! a�P;C=A
_
P ! a�P;C=B

_
P ! 0

2On observera que cette convention n’est pas celle utilisée dans [8].
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correspond à la restriction des caractères de P.A/ à AP .A/. Si � est une représen-
tation de P.A/, pour � 2 a�P;C=A

_
P on note �� la représentation de P.A/ définie

par
��.p/ D �.p/e

h�;HP .p/i; p 2 P.A/:

On la notera aussi parfois � ? �. De même, si � est un caractère de AP .A/, pour
� 2 a�P;C=B

_
P , on note �� D � ? � le caractère a 7! �.a/eh�;HP .a/i de AP .A/.

1.4 Sous-groupes paraboliques

Soit G un groupe algébrique réductif connexe défini sur F . Tous les sous-groupes
paraboliques de G considérés dans la suite, ainsi que leurs composantes de Levi,
sont supposés définis sur F . On fixe un sous-groupe parabolique minimal P0 de G et
une composante de LeviM0 de P0. On note A0 le tore F -déployé maximal du centre
ZM0 deM0. AinsiM0 est le centralisateur deA0 dansG. Un sous-groupe parabolique
deG est dit « standard », resp. « semi-standard », s’il contientP0, resp.M0. Un facteur
de Levi de G, c’est-à-dire une composante de Levi d’un sous-groupe parabolique
de G, est dit « semi-standard » s’il contient M0, et il est dit « standard » si c’est la
composante de Levi semi-standard d’un sous-groupe parabolique standard. Dans la
suite, tous les sous-groupe paraboliques et tous les sous-groupes de Levi seront semi-
standards – nous omettrons parfois de le préciser.

On note P D PG , resp. L D LG , l’ensemble des sous-groupes paraboliques,
resp. facteurs de Levi, de G, (semi-standards), et Pst D P

G
st le sous-ensemble de P

formé des éléments standards. Pour P 2 P, on note MP ou simplement M la com-
posante de Levi (semi-standard) de P , et UP ou simplement U , le radical unipotent
de P ; on a les identifications

AP D AM ; aP D aM et AP D AM :

On pose
aP D dim.aP /:

Pour P; Q 2 P tels que P �Q, on a noté a
Q
P le noyau de l’homomorphisme naturel

aP ! aQ. On pose
a
Q
P D dim.aQP / D aP � aQ:

Pour M 2 L on note P.M/, resp. F.M/, le sous-ensemble des Q 2 P avec
comme composante de Levi MQ DM , resp. MQ �M . Pour Q 2 F.M/, on pose

PQ.M/ D ¹P 2 P.M/ W P � Qº; FQ.M/ D ¹P 2 F.M/ W P � Qº:

On se permettra de remplacer l’indice P par un indice M dans les objets qui ne dé-
pendent pas du choix de P 2 P.M/. Par exemple, pour Q 2 F.M/ et P 2 PQ.M/,
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on écrira parfois a
Q
M au lieu de a

Q
P , et XQM au lieu de XQP pour X 2 aP0 . On rem-

placera souvent l’indice « P0 » par un indice « 0 » : ainsi on écrira A0 pour AP0 ,
a0 pour aP0 , a0 D aQ ˚ a

Q
0 , etc.

On fixe une forme quadratique définie positive .�; �/ sur a0, invariante par le
groupe de Weyl W D NG.A0/=M0, où NG.A0/ est le normalisateur de A0 dans G.
Pour tout X 2 a0, on note kXk D .X; X/1=2 la norme de X . Pour M 2 L, la
forme .�; �/ induit, par restriction, une forme quadratique définie positive sur aM ,
invariante par le groupe de Weyl WM D NM .A0/=M0. Pour Q 2 F.M/, a

Q
M n’est

autre que l’orthogonal de aQ dans aM , pour cette forme.
Pour P 2 Pst, on dispose des racines de A0 dans MP et des coracines, qui sont

de éléments de aP0 . Pour toute racine ˛ et toute coracine Ľ on a

h˛; Ľi D N˛;ˇ 2 Z:

Les coracines appartiennent donc à aP0;Q. Soit �P0 l’ensemble des racines simples

de A0 dans MP pour l’ordre défini par P0 \MP ; on note L�P0 la base de aP0 formée
par les coracines simples, et O�P0 la base des poids pour MP , c’est-à-dire la base
de .aP0 /

� duale de L�P0 . Lorsque P D G, on écrira souvent �0 pour �G0 . On observe
que �P0 � �0 et que O�P0 est l’ensemble des restrictions non nulles des éléments
de O�0 au sous-espace aP0 de aG0 .

Plus généralement, pour P; Q 2 Pst tels que P � Q, on note �QP l’ensemble

des restrictions non nulles des éléments de �Q0 au sous-espace a
Q
P de a

Q
0 . On note

L�
Q
P l’ensemble des projections non nulles des éléments de L�Q0 sur l’espace a

Q
P par

rapport à la décomposition a
Q
0 D aP0 ˚ a

Q
P . On note O�QP la base de .aQP /

� duale

de L�QP : c’est le sous-ensemble des éléments de O�Q0 nuls sur aP0 . On considère les

éléments de �QP et O�QP comme des formes linéaires sur a0, grâce à la décomposition

a0 D aP0 ˚ a
Q
P ˚ aQ:

Rappelons que deux réseaux R1 et R2 d’un R-espace vectoriel de dimension finie
sont dits commensurables si leur intersection R1 \ R2 est d’indice fini dans chacun
d’eux. En particulier on a le lemme suivant.

Lemme 1.4.1. Les réseaux Z. L�QP / sont commensurables aux AQP .

Ces définitions s’étendent à toute paire de sous-groupes paraboliques .P;Q/ deG
tels queP �Q : on choisit un élément g 2G.F / tel que g�1Pg�P0 et, par transport
de structures via le F -automorphisme Intg de G, on définit les analogues des objets
ci-dessus ; cela ne dépend pas du choix de g.

On note aC0 l’ensemble des X 2 a0 tels que h˛; Xi > 0 pour tout ˛ 2 �0. Un
élément de a0 est dit régulier s’il appartient à aC0 . Pour X 2 a0, on pose

d0.X/ D inf
˛2�0
h˛;Xi:
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Ainsi X est régulier si et seulement si d0.X/ > 0.
SoitM un facteur de Levi deG. Pour P 2 P.M/, les homomorphismes de R-es-

paces vectoriels aM ! aP et de Z-modules AM ! AP sont des isomorphismes.
Pour P; Q 2 P tels que P �Q, on a notéAQP le réseau kerŒAP ! AQ�D AP \ a

Q
P

de a
Q
P .

Lemme 1.4.2. On a une suite exacte courte de réseaux :

0! A
Q
P ! AP ! AQ ! 0:

Démonstration. Il convient d’établir la surjectivité de la flèche AP ! AQ. Pour cela
on invoque la décomposition d’Iwasawa (rappelée en section 3.1) : tout q 2 Q.A/
peut s’écrire q D pk avec k 2 K , où K est un bon sous-groupe compact maximal
dans G.A/ et p 2 P.A/, donc HQ.q/ D HQ.p/ D HP .p/.

On pose dualement

�
Q
P

déf
D �P =�Q D

bAQP :
Notons qu’en général il n’y a pas de section canonique relevant AQ dans AP . En
revanche, on a toujours l’inclusion

BQ D HQ.AQ.F // D HP .AQ.F // � BP :

Puisque AQ est un sous-tore de AP , on a l’égalité :

BQ D BP \ aQ:

En résumé, les inclusions

AQ.A/ � AP .A/ �MP .A/ �MQ.A/

donnent le diagramme commutatif suivant :

AP // AQ

BP

OO

BQ;

OO

oo

où la flèche horizontale du haut est surjective alors que les trois autres sont injectives.
On pose

B
Q
P

déf
D BQnBP et CQP

déf
D BQnAP :

On observe que BQP est un réseau de a
Q
P et que CQP est un Z-module de type fini qui

s’insère dans la suite exacte courte

0! B
Q
P ! C

Q
P ! cP ! 0:
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1.5 Familles orthogonales et .G;M/-familles

Fixons un facteur de Levi M 2 L et considérons une famille

X D .XP /P2F.M/

d’élémentsXP 2 aP . Une telle famille est diteM -orthogonale (ou simplement ortho-
gonale) si pour tous P etQ dans F.M/ tels que P �Q, la projection .XP /Q de XP
dans aQ est égale à XQ. Pour M 0 2 L tel que M �M 0, une famille M -orthogonale
détermine par restriction une famille M 0-orthogonale. Il suffit, pour définir une fa-
mille M -orthogonale, de se donner des XP 2 aM pour chaque P 2 P.M/ vérifiant
la propriété suivante : si P et P 0 2 P.M/ sont adjacents et si ˛ est l’unique racine
de AM positive pour P et négative pour P 0, alors XP � XP 0 est un multiple de L̨ .
La famille est dite régulière si les XP � XP 0 sont des multiples positifs de L̨ . On dit
que la famille est entière, resp. rationnelle, si XP 2 AM , resp. XP 2 aM;Q, pour tout
P 2 P.M/. Dans ce cas XQ 2 AQ, resp. XQ 2 aQ;Q, pour tout Q 2 F.M/.

On notera HG;M ou simplement HM si aucune confusion n’en résulte, le R-es-
pace vectoriel de dimension finie formé des familles M -orthogonales, et

HM D HG;M � HM

le réseau formé des familles qui sont entières. On notebHM D iH�M
le dual de Pontryagin de HM . Le groupe compactbHM D bHM=H_M
s’identifie au dual de Pontryagin deHM . Pour chaque P 2 F.M/, on dispose d’une
application

�P W HM ! aP ; X 7! XP

qui est surjective et on note
�P WbaP ! bHM

l’application injective transposée de �P .
Une manière très simple de construire une famille M0-orthogonale est de fixer

un élément T 2 a0. Pour P 2 P.M0/, si w est l’unique élément de W tel que
w.P0/ D P , on pose ŒT �P D wT . On a donc ŒT �P0 D T et l’ensemble

T D .ŒT �P /P2P.M0/

définit une famille M0-orthogonale. Pour Q 2 F.M0/, on a ŒT �Q D .ŒT �P /Q pour
un (i.e. pour tout) P 2 PQ.M0/. Cette famille est régulière, resp. rationnelle, si et
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seulement si T 2 aC0 , resp. T 2 a0;Q. Soit X D .XP / une famille M -orthogonale, et
soit T un élément de a0. On définit une autre famille M -orthogonale en posant :

X.T / D XCT ; c’est-à-dire X.T /P D XP C ŒT �P :

Une .G;M/-famille est la donnée d’une famille de fonctions

c D .ƒ 7! c.ƒ; P / j P 2 F.M//

à valeurs dans C, ou plus généralement à valeurs dans un espace vectoriel de dimen-
sion finies E , vérifiant les conditions :

• pour tout P 2 F.M/, la fonction ƒ 7! c.ƒ; P / est lisse surbaP ;

• pour tous P; Q 2 F.M/ tels que P � Q (i.e. P 2 FQ.M/), on a

c.�; P /jbaQ D c.�;Q/:
Pour chaque P 2 F.M/, on prolonge c.�; P / en une fonction surba0 constante sur les
fibres de la projectionba0 !baP . Comme pour les familles M -orthogonales, il suffit
pour définir une .G;M/-famille de se donner des fonctions lisses

c.�; P / WbaM ! E pour P 2 P.M/

qui vérifient la propriété suivante : pour P; P 0 2 P.M/ deux éléments adjacents cor-
respondant à des chambres séparées par le mur aR, où R est l’élément de F.M/

engendré par P et P 0, on a l’égalité

c.�; P /jbaR D c.�; P 0/jbaR :
Les fonctions c.�;Q/ pour Q 2 F.M/XP.M/ s’en déduisent par restriction.

Une .G;M/-famille c D .c.�; P // est dite périodique si pour tout P 2 F.M/,
la fonction ƒ 7! c.ƒ; P / est invariante par translation par A_P , i.e. se factorise
par �P

déf
D bAP . Pour qu’une .G;M/-famille c D .c.�; P // soit périodique, il suffit

que pour tout P 2 P.M/, la fonction ƒ 7! c.ƒ; P / soit A_M -périodique. On notera
D.G;M/ le C-espace vectoriel formé des .G;M/-familles périodiques.

Soit m une mesure de Radon à décroissance rapide sur HM et à valeurs dans E .
On lui associe une .G;M/-famille en posant, pour ƒ 2baP :

c.ƒ; P / D

Z
HM

ehƒ;XP idm.X/;

où XP D �P .X/. La .G;M/-famille c est périodique si et seulement si la mesure m
est le produit d’une fonction à décroissance rapide sur le réseauHM par la mesure de
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comptage. Par abus de notation nous noterons encorem cette fonction. Sa transformée
de Fourier bm.L/ D X

U2HM

ehL;Uim.U/ pour L 2 bHM
se factorise par bHM , c’est-à-dire est invariante parH_M . On notera cm la .G;M/-fa-
mille périodique définie par

cm.ƒ; P / D
X

U2HM

ehƒ;UP im.U/ D .bm ı �P /.ƒ/:
On munit l’espace vectoriel de dimension finie HM d’une structure euclidienne

et on note kXk la norme du vecteur X 2 HM . L’espace S.HM / des fonctions m à
décroissance rapide sur HM est muni d’une structure d’espace de Fréchet au moyen
des normes nd pour d 2 N :

nd .m/ D sup
U2HM

.1C kUk/d jm.U/j:

Tout opérateur différentiel à coefficients constants D surbaM permet de définir une
semi-norme ND sur l’espace D.G;M/ en posant

ND.c/ D
X

P2P.M/

sup
ƒ2�M

jDc.ƒ; P /j;

munissant ainsi D.G;M/ d’une structure d’espace de Fréchet. L’application linéaire

S W S.HM /! D.G;M/;

définie par m 7! cm, est continue.

Lemme 1.5.1. Toutes les .G; M/-familles périodiques sont obtenues de cette ma-
nière. En d’autres termes, l’application S est surjective.

Démonstration. C’est une variante de [25, proposition 1.10.1]. La preuve en est iden-
tique, à ceci près que la fonction � sur R servant à construire la globalisation sur bHM
de la .G;M/-famille c donnée, qui ici est périodique, doit être prise périodique au
lieu de lui imposer d’être à support compact. Plus précisément, on fixe une base BG

debaG D ia�G , et pour chaque P 2 F.M/, on pose

BP D �P .BG [ ib�P / � bHM :
On note B la base de bHM formée par l’union de ces ensembles BP . C’est l’union
de BG et des eQ D �Q.i$Q/, où Q parcourt l’ensemble Fmax.M/ des sous-groupes
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paraboliques maximaux propres de G contenant M et $Q est l’unique élément
de b�Q. Pour chaque P 2 F.M/, on a une partition de B en

B D BP [BP avec BP
D ¹eQ jQ 2 Fmax.M/; Q 6� P º

qui induit une décomposition de bHM en somme directe. Pour � 2 bHM , on note
� D �P C �

P la décomposition associée et l’on pose

�P .�
P / D

Y
Q 6�P

�.xQ.�// si �P D
X
Q 6�P

xQ.�/eQ:

On définit la fonction

f .�/ D
X

P2F.M/

.�1/aQ�aM c.�P ; P /�P .�
P /;

où l’on a identifié �P 2 �P .baP / à un élément debaP . Notons Z le réseau de R engendré
par les xQ.�/ pour � 2 H_M etQ 2 Fmax.M/. Il suffit de prendre pour � une fonction
lisse et Z-invariante sur R, telle que �.0/ D 1. N’importe quel caractère de ZnR
convient – par exemple � D 1.

Ce résultat permet de définir d’autres normes sur l’espace D.G;M/ :

Définition 1.5.2. Pour d 2 N on pose

Nd .c/ D inf¹nd .m/ j cm D cº:

1.6 Fonctions caractéristiques de cônes et de convexes

Pour P; Q 2 P tels que P � Q, on note3 �
Q
P , resp.b�QP , la fonction caractéristique

du cône ouvert dans a0 défini par �QP , resp. O�QP :

�
Q
P .X/ D 1, h˛;Xi > 0; 8˛ 2 �

Q
P ;b�QP .X/ D 1, h$;Xi > 0; 8$ 2 O�QP :

Pour Q D G, on écrira souvent �P D �GP ,b�P Db�GP . La propriété essentielle pour la
combinatoire est que les matrices, indexées par les couples de sous-groupes parabo-
liques standards, � D .�P;Q/ etb� D .b�P;Q/ définies par

�P;Q D

´
.�1/aP �

Q
P si P � Q

0 sinon,
et b�P;Q D ´ .�1/aPb�QP si P � Q

0 sinon,

3Comme dans [25], toutes les fonctions indexées par P sont des fonctions sur a0 qui se
factorisent à travers aP

0
na0 .' aP /. Dans [34], elles sont considérées comme des fonctions

sur aP .
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sont inverses l’une de l’autre : �b� Db�� D 1 (cf. [25, proposition 1.7.2]).
Soit M 2 L. Fixons un élément Q 2 P.M/. Cet élément définit un ordre sur

l’ensemble des racines de AM dans G. On écrit ˛ >Q 0, resp. ˛ <Q 0, pour signifier
qu’une racine ˛ est positive, resp. négative, pour cet ordre. Pour P 2 P.M/, notons
�GP;Q la fonction caractéristique des X 2 aGP suivante :

�GP;Q.X/ D 1,

²
h$˛; Xi � 0 pour ˛ 2 �P , tel que ˛ >Q 0,
h$˛; Xi > 0 pour ˛ 2 �P , tel que ˛ <Q 0,

où ¹$˛ W ˛ 2 �P º D O�P est la base de .aGP /
� duale de ¹ L̨ W ˛ 2 �P º D L�P . On

note a.P; Q/ le nombre des ˛ 2 �P tels que ˛ <Q 0. Par définition, �GP;Q se

factorise par aGP . Observons que �GP;Q est noté �M;s dans [25] lorsque P D s.Q/

pour un élément s dans le groupe de Weyl. Plus généralement pour R 2 F.M/ et
P; Q 2 PR.M/, on définit la fonction �RQ;P comme ci-dessus, en remplaçant G

par L D MR, P par P \ L, et Q par Q \ L. Nous aurons aussi besoin de �QP ,

la fonction caractéristique du cône fermé dans a0, défini par � O�QP :

�
Q
P .X/ D 1, h$;Xi � 0; 8$ 2

O�
Q
P :

On observera que �QP D �
Q
P;P .

Nous allons citer des résultats empruntés à la section 1.8 de [25]. Leurs preuves
reposent sur le lemme 1.8.1 de [25, page 22], dont la démonstration est incorrecte.
Cette erreur a été observée par P.-H. Chaudouard. Une preuve alternative en est don-
née dans l’annexe (cf. Err (i), lemme A.3).

Pour P et R dans P tels que P � R, on définit la fonction �RP sur a0 � a0 par

�RP .H;X/ D
X

¹QjP�Q�Rº

.�1/aQ�aR�
Q
P .H/b�RQ.H �X/:

D’après [25, lemme 1.8.3] la projection dans aRP du support de la fonction
H 7! �RP .H;X/ est une union d’ensembles C.P; Q; R; X/ et est donc compacte.
Précisément, il existe une constante c > 0 telle que, si �RP .H;X/ ¤ 0, on a

kHR
P k � ckX

R
P k;

oùX 7!XRP est la projection sur l’orthogonal de aP0 ˚ aR. De plus, si P est standard
et X est régulier, on a

�RP .H;X/ D �
R
P .H/�

R
P .H �X/:

Soit M 2 L. Pour une famille M -orthogonale X D .XP / et pour R 2 F.M/, on
note �RM .�;X/ la fonction sur a0 définie par

�RM .H;X/ D
X

P2FR.M/

.�1/aP�aRb�RP .H �XP /:
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D’après [25, proposition 1.6.5], si la famille X est régulière, alors �RM .�;X/ est la
fonction caractéristique de l’ensemble des H 2 a0, dont la projection HR

M dans aRM
appartient à l’enveloppe convexe des points XRP pour P 2 PR.M/. En général, la
projection du support de la fonction �RM .�; X/ dans aRM est compacte [25, corol-
laire 1.8.5]. Précisément, il existe une constante c > 0 (indépendante de la famille
X), telle que pour tout H 2 a0 tel que �RM .H;X/ ¤ 0, on ait

kHR
Mk � c sup

P2PR.M/

kXRP k:

On se limite maintenant au cas R D G.

Lemme 1.6.1. Soit Q 2 P.M/. On a

�GM .H;X/ D
X

P2P.M/

.�1/a.P;Q/�GP;Q.H �XP /:

Démonstration. Ceci résulte de [25, proposition 1.8.7 (2)].

Pour les (nombreuses) autres égalités reliant les fonctions �QP , b�QP , �GP;Q, �QP
et �QM , on renvoie à [25, sections 1.7, 1.8] et à [34, section 1.3].

Pour P; Q 2 P tels que P � Q, les fonctions méromorphes �QP sur a�0;C sont
définies dans [25, section 1.9]. On rappelle leur définition :

Définition 1.6.2. On munit l’espace vectoriel a
Q
P d’une mesure de Haar. Pour

ƒ 2 a�0;C en dehors des murs, on pose

�
Q
P .ƒ/ D vol.aQP =Z. L�

Q
P //

Y
˛2�

Q
P

hƒ; L̨ i�1;

où Z. L�QP / désigne le réseau de a
Q
P engendré par L�QP , et a

Q
P =Z.

L�
Q
P / est muni de la

mesure quotient de la mesure sur a
Q
P par la mesure de comptage sur Z. L�QP /.

On observera que, si h<.ƒ/; ˛i > 0 pour tout ˛ 2 �QP , on a

�
Q
P .ƒ/ D

Z
a
Q
P

�
Q
P .H/e

hƒ;H idH:

Pour XP 2 aP on pose aussi

�
Q;XP
P .ƒ/ D

Z
a
Q
P

�
Q
P .H �XP /e

hƒ;H idH D ehƒ;X
Q
P
i�
Q
P .ƒ/:

En sommant sur des réseaux au lieu d’espaces vectoriels on définit, comme en [34,
section 1.5], des variantes "Q;XPP .ZIƒ/ des fonctions �Q;XPP . PourZ 2 AQ, on pose

A
Q
P .Z/

déf
D ¹H 2 AP W HQ D Zº:
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Si Z0 2 AP est tel que Z0Q D Z, on a alors

A
Q
P .Z/ D Z

0
CA

Q
P :

Pour ƒ 2 a�0;C , Z 2 AQ et XP 2 aP , on pose

"
Q;XP
P .ZIƒ/ D

X
H2A

Q
P
.Z/

�
Q
P .H �XP /e

hƒ;H i:

Lemme 1.6.3. La série définissant "Q;XPP .ZI ƒ/ est absolument convergente si

h<ƒ; L̨ i > 0 pour tout ˛ 2 �QP . Dans ce domaine, la série ne dépend que de la pro-
jection de ƒ dans a�P;C=A

_
P . Pour XP 2 aP;Q, la fonction

ƒ 7! "
Q;XP
P .ZIƒ/

se prolonge méromorphiquement à tout ƒ 2 a�0;C .

Démonstration. Montrons le prolongement méromorphe, pourXP 2 aP;Q. La preuve
ci-après est classique (cf. [8] et [34]). Pour tout entier k � 1 on pose

Dk D k
�1D; où D D Z. L�QP / � a

Q
P :

Choisissons k tel que Dk contienne AQP et .XP � Z0/Q. Le réseau dual D_
k

, formé

des ƒ 2 a
Q;�
P ˝C tels que hƒ; Y i 2 2i�Z pour tout Y 2 Dk , vérifie l’inclusion

D_k � A
Q;_
P :

Considérons les fonctions méromorphes4

"
Q

P;k
.ƒ/ D

Y
˛2�

Q
P

.1 � e�k
�1hƒ; L̨ i/�1:

L’ensemble des H 2 Dk tels que �QP .H/ D 1 est celui formé desX
˛2�

Q
P

n˛k
�1
L̨

pour des entiers n˛ � 0. Pour ƒ 2 a�0;C tel que h<ƒ; L̨ i > 0 pour tout ˛ 2 �QP , on a
donc :

"
Q

P;k
.ƒ/ D

X
H2Dk

�
Q
P .H/e

hƒ;H i:

4Dans [8], cette fonction est notée .�Q
P;k�1

/�1.



Fonctions caractéristiques de cônes et de convexes 25

Par inversion de Fourier sur le groupe abélien fini AQP nDk , on obtient

"
Q;XP
P .ZIƒ/ D

ehƒ;Z
0i

ŒDk W A
Q
P �

X
�2A

Q;_
P

=D_
k

X
H2Dk

�
Q
P .H CZ

0
�XP /e

hƒC�;H i

D
ehƒ;Z

0i

ŒDk W A
Q
P �

X
�2A

Q;_
P

=D_
k

X
H2Dk

�
Q
P .H/e

hƒC�;HC.XP�Z
0/Qi

et donc

"
Q;XP
P .ZIƒ/ D

ehƒ;Z
0i

ŒDk W A
Q
P �

X
�2A

Q;_
P

=D_
k

ehƒC�;.XP�Z
0/Qi"

Q

P;k
.ƒC �/:

Le lemme en résulte.

Lemme 1.6.4. Le lemme 1.6.3 reste vrai pour tout XP 2 aP .

Démonstration. Notons Z le réseau de R engendré par les h$;H i pour $ 2 O�QP
et H 2 AP . Pour $ 2 O�QP , XP 2 aP et H 2 AP , posons x$ D h$; XP i 2 R et

h$ D h$;H i 2 Z. Notons O�1 l’ensemble des $ 2 O�QP avec x˛ 2 Z. Il existe un
YP 2 aP;Q tel que les coordonnées y$ D h$;YP i vérifient :

• y$ D x$ pour tout $ 2 O�1 ;

• .y$ � h$ /.x$ � h$ / > 0 pour tout $ 2 O�QP X O�1 et tout H 2 AP .

Pour un tel YP on a

�
Q
P .H � YP / D �

Q
P .H �XP /

et donc

"
Q;YP
P .ZIƒ/ D "

Q;XP
P .ZIƒ/:

Pour P; Q 2 P.M/, Z 2 AQ et XP 2 aP , on pose

"
G;XP
P;Q .ZIƒ/ D

X
H2AG

P
.Z/

�GP;Q.H �XP /e
hH;ƒi;

la série étant absolument convergente si h<ƒ; L̨ i > 0 pour tout ˛ 2 �Q. Elle ne
dépend que de la projection de ƒ dans a�P;C=A

_
P .

Lemme 1.6.5. Pour XP 2 aP , la fonction ƒ 7! "
G;XP
P;Q .ZIƒ/ ne dépend que de

l’image de ƒ dans a�P;C=A
_
P . Elle se prolonge méromorphiquement à tout ƒ 2 a�0;C ,

et on a l’égalité
"
G;XP
P;Q .ZIƒ/ D .�1/a.P;Q/"

G;XP
P .ZIƒ/:
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Démonstration. Compte tenu du lemme 1.6.4, c’est l’assertion (2) de [34, sec-
tion 1.5].

Soit X D .XP /P2F.M/ une famille M -orthogonale. On pose5



Q;X
M;F .ZIƒ/ D

X
H2A

Q
M
.Z/

�
Q
M .H;X/e

hƒ;H i:

Lemme 1.6.6. La série X
H2A

Q
M
.Z/

�
Q
M .H;X/e

hƒ;H i

est une somme finie. La fonction ƒ 7! 

Q;X
M;F .ZI ƒ/ est une fonction entière de

ƒ 2 a�0;C , qui ne dépend que de l’image de ƒ dans a�M;C=A
_
M . Pour ƒ en dehors

des murs, on a l’identité suivante :



Q;X
M;F .ZIƒ/ D

X
P2PQ.M/

"
Q;XP
P .ZIƒ/:

Démonstration. La compacité de la projection sur a
Q
M du support de la fonction

H 7! �
Q
M .H;X/

([25, corollaire 1.8.5]) implique que la série définissant 
Q;XM;F est une somme finie.
Elle définit donc une fonction entière. Pour la seconde assertion on invoque l’expres-
sion de �M dans le lemme 1.6.16, au moyen des �P;Q et du lemme 1.6.5.

Pour P 2 PQ.M/ et � 2 a�P;C , notons d.�/ le cardinal de l’ensemble des

˛ 2 �
Q
P , tels que h�; L̨ i 2 2ik�Z.

5L’indice F et la lettre Z indiquent que l’on somme sur le translaté AQ
M
.Z/ D Z0 CA

Q

M

du réseauAQ
M

de aQ
M

; à ne pas confondre avec l’intégrale
R

aGM
�
Q

M
.H;X/ehƒ;HidH (cf. [25,

lemme 1.9.3]) qui apparaîtra dans la preuve de la proposition 1.7.4. Idem pour l’expression
c
Q;X
M;F

.ZIƒ/, voir plus loin.
6On observera que l’identité du lemme 1.6.1, qui résulte de [25, proposition 1.8.7], rem-

place (avantageusement) la décomposition [25, lemme 1.9.3 (3)], dont ni la formulation, ni la
preuve, ne s’étendent au cas des corps de fonctions – en effet, les murs peuvent contenir des
points du réseau qui donnent alors une contribution non nulle.
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Lemme 1.6.7. On suppose que la familleM -orthogonale X est rationnelle. Choisis-
sons un entier k tel que, pour tout P 2 PQ.M/, le réseau Dk dans a

Q
M contienne

A
Q
M et .XP �Z0/Q. La valeur en ƒ de la fonction 
Q;XM;F .ZIƒ/ peut s’écrire



Q;X
M;F .ZIƒ/ D

X
P2PQ.M/

X
�

pP;ƒC�.X
Q
P /e

hƒC�;X
Q
P
i;

où les � varient dansAQ;_M =D_
k

et les pP;� sont des polynômes enXQP , de degré d.�/.

Démonstration. Pour ƒ en dehors des murs, on a



Q;X
M;F .ZIƒ/ D

X
P2PQ.M/

"
Q;XP
P .ZIƒ/:

On a vu dans la preuve du lemme 1.6.3 que

"
Q;XP
P .ZIƒ/ D

ehƒ;Z
0i

ŒDk W A
Q
M �

X
�2A

Q;_
M

=D_
k

ehƒC�;.XP�Z
0/Qi"

Q

P;k
.ƒC �/:

Fixons � D ƒ C �. Pour t 2 R et � en position générale, on dispose du dévelop-
pement de Laurent au voisinage de t D 0 des fonctions "Q

P;k
.t� C �/. On rappelle

que

"
Q

P;k
.�/ D

Y
˛2�

Q
P

.1 � e�k
�1h�; L̨ i/�1

et donc

eht�C�;.XP�Z
0/Qi"

Q

P;k
.t� C �/ D t�d.�/eht�;X

Q
P
ifP .t; �; �/e

h�;X
Q
P
i;

où d.�/ est le nombre de racines ˛ 2 �QP telles que ek
�1h�; L̨ i D 1, c’est-à-dire

h�; L̨ i 2 2ik�Z et où, pour � et � fixés, fP .t; �; �/ est une fonction de t , lisse au
voisinage de t D 0, indépendante de XP , et vérifiant fP .0; �; �/ ¤ 0. La dérivée par
rapport à t , d’ordre d.�/ de

eht�;X
Q
P
ifP .t; �; �/;

est un polynôme enXQP de degré d.�/. Le terme de degré zéro dans le développement
de Laurent au voisinage de t D 0 de la fonction

eht�C�;Z
0i

ŒDk W A
Q
M �
eht�C�;.XP�Z

0/Qi"
Q

P;k
.t� C �/

est donc de la forme pP;�.X
Q
P /e

h�;X
Q
P
i. Comme d’après le lemme 1.6.6 la fonction

t 7! 

Q;X
M;F .ZIƒC t�/



Racines, convexes et .G;M/-familles 28

est lisse, les parties polaires se compensent7.

Soit c D .c.�; P // une .G;M/-famille. PourQ 2 F.M/, Z 2 AQ, et une famille

M -orthogonale X D .XP /, on note cQ;XM;F .ZI �/ la fonction définie pour ƒ 2ba0 en
dehors des murs par8

c
Q;X
M;F .ZIƒ/ D

X
P2PQ.M/

"
Q;XP
P .ZIƒ/c.ƒ;P /:

Proposition 1.6.8. Soient Q � R deux sous-groupes paraboliques dans F.M/.
Considérons une .R;M/-famille périodique c associée à une fonction m à décrois-
sance rapide surHR;M , et une famille M -othogonale X. Alors

c
Q;X
M;F .ZIƒ/ D

X
U2HR;M

m.U/

Q;XCU
M;F .Z C UQIƒ/;

et la fonction
ƒ 7! c

Q;X
M;F .ZIƒ/

est une fonction lisse sur �M .

Démonstration. On exprime la .R;M/-famille c au moyen de la fonction m : pour
P 2 P.M/ et ƒ 2 �M , on a

c.ƒ; P / D
X

U2HR;M

ehƒ;UP im.U/;

et donc

c
Q;X
M;F .ZIƒ/ D

X
P2PQ.M/

X
U2HR;M

m.U/ehƒ;UP i"
Q;XP
P .ZIƒ/:

Fixons un P 0 2 P.M/. Pour ƒ dans le cône positif associé à P 0 on a

"
Q;XP
P .ZIƒ/ D .�1/a.P;P

0/
X

H2A
Q
M
.Z/

�
Q
P;P 0.H �XP /e

hƒ;H i:

Donc cQ;XM;F .ZIƒ/ est égal àX
U2HR;M

m.U/
X

P2PQ.M/

.�1/a.P;P
0/

X
H2A

Q
M
.Z/

�
Q
P;P 0.H �XP /e

hƒ;HCUP i;

7On remarquera que, contrairement au cas des corps de nombres, les polynômes obtenus ne
sont en général pas homogènes.

8Notons que cette fonction ne dépend que de la .Q;M/-famille .c.�; P //P2FQ.M/ et de
la famille .Q;M/-orthogonale .XP /P2FQ.M/, déduites de c et de X par restriction.
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qui est encore égal àX
U2HR;M

m.U/
X

P2PQ.M/

.�1/a.P;P
0/

X
H2A

Q
M
.ZCUQ/

�
Q
P;P 0.H � .XP C UP //e

hƒ;H i:

Donc, vu le lemme 1.6.1,

c
Q;X
M;F .ZIƒ/ D

X
U2HR;M

m.U/
X

H2A
Q
M
.ZCUQ/

�
Q
M .H;XC U/ehƒ;H i

et on obtient la formule de l’énoncé grâce au lemme 1.6.6. On observe maintenant
que pour ƒ 2 �M , la fonction surHR;M

U 7! 
XCU
M;F .Z C UQIƒ/ D

X
H2A

Q
M
.ZCUQ/

�
Q
M .H;XC U/ehƒ;H i

est majorée par
U 7!

X
H2A

Q
M
.ZCUQ/

j�
Q
M .H;XC U/j:

La fonction
H 7! j�

Q
M .H;XC U/j pour H 2 AM

ne prend qu’un nombre fini de valeurs entières, bornées indépendamment de U. Elle
est à support compact inclus dans une boule de rayon majoré par un polynôme en U.
Sa somme surH est donc bornée par un polynôme en U. Par ailleurs,m est à décrois-
sance rapide, ce qui prouve la convergence absolue, uniforme en ƒ, de la série en U.
L’expression cQ;XM;F .ZIƒ/ est donc une fonction continue en ƒ. Plus généralement,
les dérivées en ƒ correspondent à des séries analogues, où l’opérateur différentiel
sur c se traduit en transformée de Fourier par la multiplication par un polynôme en U.
On a encore la convergence uniforme des séries, vu la décroissance rapide dem, d’où
la lissité de la fonction ƒ 7! c

Q;X
M;F .ZIƒ/.

Lemme 1.6.9. On reprend les hypothèses du lemme 1.6.7. La valeur en ƒ de la
fonction cQ;XM;F .ZIƒ/ peut s’écrire

c
Q;X
M;F .ZIƒ/ D

X
P2PQ.M/

X
�

qP;ƒC�.X
Q
P /e

hƒC�;X
Q
P
i;

où les � varient dans AQ;_M =D_
k

, et les qP;ƒC� sont des polynômes en XQP de degré
inférieur ou égal à d.ƒC �/.

Démonstration. La preuve est analogue à celle du lemme 1.6.7 : les fonctions
fP .t; �; �/ doivent être remplacées par les

gP .t; �;ƒC �/ D fP .t; �;ƒC �/c.ƒC t�; P /:
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Il convient ensuite d’observer que là aussi les singularités des "Q;XPP .ZIƒ/ se com-
pensent puisque la fonction

t 7! c
Q;X
M;F .ZIƒC t�/

est lisse d’après la proposition 1.6.8. Mais les degrés des polynômes peuvent s’abais-
ser là où les c.ƒ; P / ont des zéros.

Pour une .G; M/-famille c (périodique ou non) et une famille M -orthogonale
quelconque X, on pose pour ƒ 2ba0 en dehors des murs9,

c
Q;X
M .ƒ/ D

X
P2PQ.M/

�
Q;XP
P .ƒ/c.ƒ; P /:

Cela définit une fonction lisse surba0 (les singularités des fonctions � sur les murs sont
compensées par des annulations dues aux propriétés des .G;M/-familles). Si X est
la famille triviale, on écrit simplement

cGM .ƒ/ D c
G;XD0
M .ƒ/:

Pour U 2 HM , on note c.U/ la .G;M/-famille définie par

c.UIƒ;P / D ehƒ;UP ic.ƒ; P /:

Pour ƒ 2ba0 en dehors des murs, on pose

c
Q
M .UIƒ/ D

X
P2PQ.M/

�
Q
P .ƒ/c.UIƒ;P /:

On a10

c
Q
M .UIƒ/ D e

hƒ;UQic
Q
M .U

Q
Iƒ/;

où UQ est la familleM -orthogonale .UQP / dansMQ. Plus généralement, pour X et U

deux familles M -orthogonales quelconques, on pose

c
Q;X
M .UIƒ/

déf
D

X
P2PQ.M/

�
Q;XP
P .ƒ/c.UIƒ;P /:

Observons que
c
Q;X
M .UIƒ/ D c

Q
M .X

Q
C UIƒ/:

9Rappelons que la fonction �
Q;XP
P

.ƒ/ dépend du choix d’une mesure de Haar sur

aQ
P
D aQ

M
. On prend, bien sûr, la même mesure pour tous les P 2 PQ.M/.

10Notons que dans [34], c’est la .G;M/-famille c.UG/ qui est notée « c.U/ ».



Fonctions caractéristiques de cônes et de convexes 31

Si c est une .G;M/-famille périodique et U une familleM -orthogonale rationnelle, la
.G;M/-famille c.U/ est périodique si et seulement si la famille U est entière. Auquel
cas, si c D cm pour une fonctionm à décroissance rapide surHM , alors c.U/D cm0 ,
où

m0.V/ D m.V � U/:

Pour U entière11 et X quelconque on pose

c
Q;X
M;F .Z;UIƒ/ D

X
P2PQ.M/

"
Q;XP
P .ZIƒ/c.UIƒ;P /:

On a
c
Q;X
M;F .Z;UIƒ/ D c

Q;XCU
M;F .Z C UQIƒ/:

On pose aussi



Q;X
M;F .Z;UIƒ/

déf
D 


Q;XCU
M;F .Z C UQIƒ/ D

X
P2PQ.M/

"
Q;XP
P .ZIƒ/ehƒ;UP i:

Si X D T pour un T 2 a0, on remplacera l’exposant T par un simple T dans les
expressions ci-dessus. Avec cette convention on a le

Corollaire 1.6.10. Soit c D cm une .G;M/-famille périodique donnée par une fonc-
tion m à décroissance rapide surHM . Pour T 2 a0 on a

c
Q;T
M;F .ZIƒ/ D

X
U2HM

m.U/

Q;T
M;F .Z;UIƒ/:

Démonstration. C’est un corollaire de la proposition 1.6.8.

Soit HQ;M le R-espace vectoriel formé des familles M -orthogonales dans MQ,
c’est-à-dire qu’on remplace les conditions sur P 2 P.M/ par des conditions sur
P 2 PQ.M/. Soit HQ;M � HQ;M le réseau formé des familles qui sont entières.
L’application naturelle (qui n’est a priori pas surjective)

HM D HG;M ! HQ;M

envoieHM D HG;M dansHQ;M . Elle donne, par dualité, une applicationbHQ;M ! bHM ;
qui se factorise en une application bHQ;M ! bHM :

11On observera que la famille UQ est a priori seulement rationnelle.
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Toute fonction lisse h sur bHM D iH�M définit donc par composition une fonction

lisse hQ surbHQ;M D iH�Q;M , et si h est périodique, alors hQ l’est aussi. Dans ce cas,
h D bm pour une (unique) fonction à décroissance rapide m sur le réseau HM , et on
notemQ la fonction à décroissance rapide sur le réseauHQ;M définie par bmQ D hQ.
Cette fonction vaut 0 en dehors de l’image de l’application HG;M ! HQ;M , et
pour U dans cette image on a

mQ.U/ D
X

V2HG
Q;M

.U/

m.V/;

oùHGQ;M .U/ � HG;M est la fibre au-dessus de U.

Corollaire 1.6.11. Soit c D cm une .G;M/-famille périodique donnée par une fonc-
tion m à décroissance rapide surHG;M . Pour T 2 a0 on a

c
Q;T
M;F .ZIƒ/ D

X
U2HQ;M

mQ.U/

Q;T
M;F .Z;UIƒ/

où



Q;T
M;F .Z;UIƒ/ D 


Q;U.T /
M;F .Z C UQIƒ/:

Démonstration. C’est encore un corollaire de la proposition 1.6.8.

Par inversion de Fourier, ceci se reformule comme suit :

Lemme 1.6.12. Soit X une famille .Q;M/-orthogonale, et soit c une .Q;M/-fa-
mille périodique donnée par une fonction à décroissance rapide m sur HQ;M . Pour
Z 2 AQ et V 2 AM on pose

bcQ;XM;F .ZIV / D

Z
�M

c
Q;X
M;F .ZIƒ/e

�hƒ;V idƒ:

On a alors bcQ;XM;F .ZIV / D
X

U2HQ;M
ZCUQDVQ

m.U/�
Q
M .V;XC U/:

Démonstration. On sait d’après la proposition 1.6.8 que

c
Q;X
M;F .ZIV / D

X
U2HQ;M

m.U/

Q;XCU
M;F .Z C UQIV /;

donc bcQ;XM;F .ZIV / D
X

U2HQ;M

m.U/b
Q;XCU
M;F .Z C UQIV /;
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et on observe que

b
Q;XCU
M;F .Z C UQIV / D

´
�
Q
M .V;XC U/ si Z C UQ D VQ,
0 sinon.

1.7 L’ensemble PolExp

Nous avons besoin de deux lemmes élémentaires. Faute de référence nous en donnons
une preuve.

Lemme 1.7.1. On considère, pour k D 1; : : : ; m, des nombres complexes ak et des
nombres complexes bk deux à deux distincts, de module 1. On suppose que

(1.1) lim
n!C1

mX
kD1

akb
n
k D 0:

Alors les ak sont tous nuls.

Démonstration. On le démontre par récurrence sur m. Si m D 1, c’est évident.
Supposons-le vrai pour m � 1. En posant dk D bk=bm et ck D ak.1 � dk/, la condi-
tion (1.1) implique

lim
n!C1

�m�1X
kD1

akd
n
k �

m�1X
kD1

akd
nC1
k

�
D lim
n!C1

m�1X
kD1

ckd
n
k D 0:

Les bk sont tous différents donc les dk sont tous différents. L’hypothèse de récurrence
impose ck D 0 pour 1 � k � m � 1. Comme 1 � dk ¤ 0, les ak sont nuls pour
1 � k � m � 1 ; ceci implique am D 0.

Soit a un espace vectoriel réel de dimension finie, et soit R un réseau de a. On
considère pour T 2 R une combinaison linéaire de produits de polynômes et d’expo-
nentielles

�.T / D
X
�2E

p�.T /e
h�;T i;

où E est un sous-ensemble fini de bR Dba=R_ et les p� sont des polynômes sur a.

Lemme 1.7.2. Soit C un cône ouvert non vide de a, et soit T? 2 R. On suppose
que �.T / tend vers 0 lorsque kT k tend vers l’infini pour T dans T? C .C \ R/.
Alors p� D 0 pour tout �.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur la dimension de a. Le cas de la
dimension zéro est fourni par le lemme 1.7.1. Le réseau R peut être décomposé en
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une somme directe RD Zv˚R1 avec v 2 C \ R primitif (c’est-à-dire que v D nv1
avec v1 2 R et n 2 Z implique nD˙1). Considérons T D nvC T1 2 R avec n 2 N
et T1 2 R1. On peut écrire �.nv C T1/ sous la forme

�.nv C T1/ D
X

�2E.v/

q�.n; T1/b
n
�;

où les b� D eh�;vi sont des nombres complexes de module 1, deux à deux distincts
et E.v/ est le quotient de E défini par la restriction à Zv. Les fonctions q� sont de la
forme

q�.n; T1/ D

d�X
sD0

X
�2E�

rs;� .T1/e
h�;T1ins;

où les s sont entiers, les rs;� sont des polynômes sur a1, l’espace vectoriel engendré
par R1, et E� est un sous-ensemble fini de bR1 Dba1=R_1 . Soit d le degré maximal
des polynômes q� en n, et soit a�.T1/ le coefficient de nd dans q� :

a�.T1/
déf
D

X
�2E�

rd;� .T1/e
h�;T1i;

où, par convention, rd;� .T1/ D 0, si d > d�. On a

(1.2) lim
n!C1

�
n�d�.nv C T1/ �

X
�

a�.T1/b
n
�

�
D 0:

On observe que pour T1 fixé et n assez grand on a

nv C T1 2 T? C .C \ R/:

Par hypothèse

(1.3) lim
n!C1

�.nv C T1/ D 0:

On déduit de (1.2) et (1.3) que

lim
n!C1

X
�

a�.T1/b
n
� D 0:

D’après le lemme 1.7.1, les a�.T1/ sont tous nul. Par récurrence descendante sur le
degré, on obtient que, pour tout entier s et tout T1 2 R1,X

�2E�

rs;� .T1/e
h�;T1i D 0:

Par hypothèse de récurrence sur la dimension de a, cela implique que les rs;� sont
nuls. On en déduit que les p� le sont également.
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Nous introduisons maintenant, comme dans [34, section 1.7], l’ensemble PolExp :

Définition 1.7.3. On note PolExp l’espace vectoriel des fonctions � W a0;Q ! C
telles que, pour tout réseau R de a0;Q, il existe une famille indexée par les � 2 bR de
polynômes sur a0

T 7! pR;�.�; T /;

avec les propriétés suivantes :

• les � 2 bR tels que pR;� ¤ 0, sont en nombre fini ;

• pour T 2 R, on a l’égalité �.T / D
P
�2bR pR;�.�; T /eh�;T i.

D’après le lemme 1.7.2, les pR;� sont uniquement déterminés par une approxi-
mation de �R D �jR

sur l’intersection de R et d’un cône ouvert non vide de a0.

Observons que si R et R0 sont deux réseaux de a0;Q tels que R� R0, pour � 2 bR on a

pR;�.�; T / D
X

�02R_=R0_

pR0;�C�0.�; T /:

La famille .pR;�/�2bR se déduit donc de la famille .pR0;�0/
�02bR0 .

Proposition 1.7.4. Soient c une .Q; M/-famille périodique à valeurs scalaires,
X une famille M -orthogonale rationnelle, Z 2 AQ et ƒ 2baM . On note � l’image
de ƒQ dans �QM D �M=�Q. Soit R un réseau de a0;Q, et pour k 2 N� soit
Rk D k

�1R. Alors,

(i) la fonction T 7! �.T / D c
Q;X.T /
M;F .ZIƒ/ appartient à PolExp ;

(ii) si � ¤ 0, il existe un entier k0 � 1, ne dépendant que de R, tel que
pRk ;0.�; T / D 0 pour tout entier k � k0 ;

(iii) si � D 0, i.e. ƒ 2 ƒQ CA_M , alors

lim
k!C1

pRk ;0.�; T / D vol.AQMna
Q
M /
�1ehƒQ;Zic

Q
M .X.T /

Q
IƒQ/

et, en particulier, cette limite est indépendante de R. Plus précisément, il
existe un réel b > 0 ne dépendant que de R, X et T , tel que pour tout entier
k � 1, on ait la majoration

jpRk ;0.�;T /� vol.AQMna
Q
M /
�1ehƒQ;Zic

Q
M .X.T /

Q
IƒQ/j � bNd .c/k

�1;

où d est la dimension de a
Q
M et Nd est la norme pour les .G;M/-familles

périodiques introduite dans la définition 1.5.2.

Démonstration. L’assertion (i) est une conséquence immédiate du lemme 1.6.9. Re-
levons Z en un élément Z0 de AM et choisissons un entier k0 tel que, pour tout
P 2 PQ.M/, le réseauDk0 de a

Q
M contienneAQM et .XP �Z0/Q. Pour P 2 PQ.M/,
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notons ŒR�QP le réseau de a
Q
M image de R par l’application T 7! ŒT �

Q
P D .ŒT �P /

Q.
On suppose k assez grand de sorte que pour tout P 2 PQ.M/ on ait

ŒRk�
Q;_
P � D_k0 � A

Q;_
M :

Avec les notations du lemme 1.6.9 on sait que

pRk ;0.�IT / D
X

P2PQ.M/

X
�2EP

qP;ƒC�.ŒT �
Q
P /;

où
EP D ¹� 2 A

Q;_
M =ŒRk�

Q;_
P j ƒQ C � D 0º:

On voit que EP possède un unique élément si ƒQ 2 AQ;_M c’est-à-dire si � D 0 et
est vide sinon ; (ii) en résulte. Lorsque � D 0 on va esquisser une démonstration de
(iii), différente de celle de [34, section 1.7, lemme (ii)]. Pour alléger les notations on
commence par traiter le cas ƒQ D 0. D’après la proposition 1.6.8 on a

�.T / D
X

U2HM

m.U/

Q;X.T /
M;F .Z;UIƒ/

avec m à décroissance rapide sur le réseauHM et



Q;X.T /
M;F .Z;UIƒ/ D 


Q;.XCU/.T /
M;F .Z C UQIƒ/:

Fixons U 2 HM et posons V D XC U. On rappelle que



Q;V.T /
M;F .Z C UQIƒ/ D

X
H2A

Q
M
.ZCUQ/

�
Q
M .H;V.T //e

hƒ;H i:

Relevons UQ en un élément U 0Q de AM , et posons Z00 D Z0 C U 0Q. On obtient



Q;V.T /
M;F .Z C UQIƒ/ D e

hƒ;Z00i
X

H2A
Q
M

�
Q
M .Z

00
CH;V.T //ehƒ;H i:

Notons RQM l’image de R par l’application H 7! H
Q
M . On suppose R assez fin de

sorte que RQM contienne AQM ainsi que l’image .Z00/Q de Z00 dans a
Q
M . Par inversion

de Fourier sur le groupe fini AQMnR
Q
M , on a



Q;V.T /
M;F .Z C UQIƒ/ D

ehƒ;Z
00i

ŒR
Q
M W A

Q
M �

X
�2A

Q;_
M

=R
Q;_
M

X
H2R

Q
M

�
Q
M .Z

00
CH;V.T //ehƒC�;H i:

Le polynôme en T attaché à ƒ D � D 0, que nous noterons pR;0.V; T /, vaut

pR;0.V; T / D
1

ŒR
Q
M W A

Q
M �

X
H2R

Q
M

�
Q
M .Z

00
CH;V.T //:



L’ensemble PolExp 37

La restriction à a
Q
M de la fonction

H 7! �
Q
M .Z

00
CH;V.T //

est, d’après [25, lemmes 1.8.4 (2) et 1.8.3], combinaison linéaire à coefficients
dans ¹�1;C1º d’une famille finie de fonctions caractéristiques de polytopes du type
C.P;Q;R;X/ qui sont convexes, et bornés (mais en général non fermés) ; en parti-
culier elle est à support compact de rayon borné par un polynôme en V.T /. Lorsque
l’on remplace R par Rk D k�1R et que l’on fait tendre k vers l’infini, pRk ;0.V; T / a
pour limite une intégrale au sens de Riemann :

lim
k!1

pRk ;0.V; T / D vol.AQMna
Q
M /
�1

Z
H2a

Q
M

�
Q
M .H;V.T //dH;

soit encore

lim
k!1

pRk ;0.V; T / D vol.AQMna
Q
M /
�1


Q
M .V.T /I 0/:

Le terme d’erreur est majoré par le volume des hypercubes (les mailles du ré-
seau k�1RQM ) rencontrant la frontière des polytopes ; ces hypercubes sont inclus
dans un voisinage tubulaire de la frontière des polytopes, de rayon a=k où a est une
constante ne dépendant que de la taille des mailles de R. Le voisinage tubulaire a un
volume borné par le produit de a=k et de r.R;V.T // qui est la somme des mesures
des frontières des polytopes. Donc

jpRk ;0.V; T / � vol.AQMna
Q
M /
�1


Q
M .V.T /I 0/j �

a

k
r.R;V.T //:

On passe de 
Q;XM;F à cQ;XM;F en sommant sur U cette inégalité contre m.U/, d’où :

jpRk ;0.�; T /� vol.AQMna
Q
M /
�1c

Q
M .X.T /

Q
I0/j �

a

k

X
U2HM

r.R;UCX.T //jm.U/j:

Comme r.R;V.T // est majoré par un polynôme en V.T / on voit (avec les notations
de la définition 1.5.2) qu’il existe un entier d et une fonction b.R;X.T // telle queX

U2HM

r.R;UC X.T //jm.U/j � b.R;X.T //nd .m/:

En prenant l’infimum sur les m, on obtient l’assertion souhaitée lorsque ƒQ D 0.
Maintenant on observe que

c
Q;X.T /
M;F .ZIƒQ/ D e

hƒQ;Zid
Q;X.T /
M;F .ZI 0/;

où d est la .Q;M/-famille périodique déduite de c par translation par ƒQ. Le cas
général en résulte.
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L’expression
vol.AQMna

Q
M /
�1ehƒQ;Zic

Q;T1
M .XQIƒ/

est indépendante du choix de la mesure de Haar sur a
Q
M . Dans les applications que

nous avons en vue, la normalisation naturelle semble être la suivante : pour chaque
M 2 L, on munit aM de la mesure de Haar, telle que

vol.BMnaM / D 1

et pour Q 2 F.M/, on munit a
Q
M de la mesure de Haar compatible avec les mesures

sur aM et sur aQ D aMQ et avec la décomposition aM D aQ ˚ a
Q
M . Alors on a

vol.BQMna
Q
M / D 1; et vol.AQMna

Q
M / D jcM j

�1
jcQj:



Chapitre 2

Espaces tordus

Tous les résultats de [25, chapitre 2] sont vrais ici, à l’exception de 2.6 et 2.10.
Dans le chapitre précédent, on a décrit la version « corps de fonctions » des résul-

tats de [25, chapitre 1] sur les transformées de Laplace des fonctions caractéristiques
de cônes et sur les .G;M/-familles. L’adaptation au cas tordu étant immédiate, nous
serons très succincts.

2.1 Hypothèses

Soit . zG; G/ un G-espace tordu. On rappelle que zG est une variété algébrique af-
fine, munie d’une action algébrique de G à gauche, qui en fait un G-espace principal
homogène, et d’une application

zG ! Aut.G/; ı 7! Intı ; telle que Intgı D Intg ı Intı

pour tout g 2 G et tout ı 2 zG. On en déduit une action à droite de G sur zG, donnée
par

ıg D Intı.g/ı:

On suppose que zG est défini sur F , c’est-à-dire que les actions à gauche et à droite
de G sur zG sont définies sur F , et que zG.F / est non vide. L’ensemble zG.A/ des
points adéliques de zG est un espace tordu sous G.A/, et on a

zG.A/ D G.A/ zG.F / D zG.F /G.A/:

On notera souvent � l’automorphisme de G défini par Intı pour un ı 2 zG.F /. On
observe que l’automorphisme induit par � sur aG ne dépend que de zG. On pose

a zG D a�G ; et a zG D dim a zG :

On suppose, comme en [25, section 2.5]1, que l’application naturelle

a�G ! aG=.1 � �/aG

1Dans [34], l’hypothèse est un peu plus forte que celle de [25, section 2.5] : le F -auto-
morphisme � de ZG est supposé d’ordre fini, ce qui assure l’existence d’un F -groupe
algébrique affineGC de composante neutreG, tel que zG soit une composante connexe deGC.
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est un isomorphisme. Dans ce cas on a une décomposition en somme directe

aG D a zG ˚ a
zG
G ; en posant a

zG
G D .1 � �/aG :

On observe que

det.� � 1ja zGG/ ¤ 0:

Notons X le Z-module libre des caractères du tore AG . Soit X� le groupe des co-
invariants sous � dans X , et eX le Z-module libre quotient de X� par son sous-groupe
de torsion. On notera A zG le tore déployé dont le groupe des caractères est eX . C’est
aussi le tore déployé dont le groupe des co-caractères est le sous-groupe Y � des
invariants sous � du groupe Y des co-caractères de AG . Le morphisme X ! eX
induit un homomorphisme A zG ! AG qui identifie A zG à la composante neutre du
sous-groupe A�G de AG , formé des points fixes sous � . En particulier, A zG.A/ est un
sous-groupe d’indice fini de AG.A/� D A�G.A/. Soit

H zG W G.A/! a zG

l’application composée de HG W G.A/ ! aG et de la projection sur a zG . On note
A zG l’image de H zG , c’est-à-dire l’image deAG par la projection orthogonale par rap-

port à a
zG
G . C’est un réseau de a zG . Comme dans le cas non tordu, on a un morphisme

naturel injectif AA zG ! A zG . On note B zG .D H zG.A zG.A/// son image, qui est un
sous-groupe d’indice fini de A zG , et on pose

c zG
déf
D B zGnA zG :

Notons que d’après ce qui précède, B zG coïncide avec le sous-groupe B�G de BG ,
formé des points fixes sous � : on a

B zG D B
�
G D BG \ a zG :

On pose

B
zG
G D B zGnBG et C

zG
G D B zGnAG :

On observe que B zGG est un réseau de a
zG
G , et que C zGG est un Z-module de type fini qui

s’insère dans la suite exacte courte

0! B
zG
G ! C

zG
G ! cG ! 0:

On suppose, ce qui est loisible, que la paire parabolique définie sur F minimale
.P0;A0/ de G a été choisie de telle sorte qu’elle soit stable par Intı0 pour un élément
ı0 2 zG.F /, déterminé de manière unique modulo M0.F /. On fixe un tel ı0, et on
pose �0 D Intı0 , zP0 D ı0P0 et zM0 D ı0M0. Alors le F -automorphisme �0 de G
induit par fonctorialité un automorphisme de a0, que l’on note encore �0. Puisque
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le F -automorphisme �0 préserve A0 et P0, il induit une permutation de l’ensemble
fini �0 et donc un automorphisme d’ordre fini de aG0 .

On renvoie à [25, sections 2.7, 2.8] pour la définition des sous-ensembles (ou
sous-espaces) paraboliques et sous-ensembles de Levi et l’adaptation des autres no-
tions. En particulier, un sous-groupe parabolique standard P dont le normalisateur
dans zG est non vide est �0 stable et l’ensemble zP D Pı0 est un sous-espace parabo-
lique standard.

L’extension au cas tordu de la notion de famille orthogonale, de .G;M/-famille et
de la combinatoire des fonctions � ,b� , � et � , est immédiate (cf. [25, section 2.9]). On
dispose de plus ici de la notion de famille zM -orthogonale entière et de . zG; zM/-famille
périodique. Toute familleM -orthogonale XD .XP / définit par projection une famille
zM -orthogonale .X zP /, et si X est entière alors .X zP / l’est aussi. En particulier, tout

élément T 2 a0 définit une famille zM -orthogonale .ŒT � zP /. Toutes les relations de
[25, section 1.7, 1.8] et de [34, section 1.3] sont valables pour ces nouvelles fonctions.
Par exemple, si X D .X zP / est une famille zM -orthogonale, pour ƒ 2 a�0;C , on pose



zQ;X
zM;F

.ZIƒ/ D
X

H2A
zQ

zP
.Z/

�
zQ

zM
.H;X/ehƒ;H i:

Comme dans le cas non tordu, ƒ 7! 

zQ;X
zM;F

.ZI ƒ/ est une fonction entière de

ƒ 2 a�0;C , et on a la décomposition pour ƒ en dehors des murs



zQ;X
zM;F

.ZIƒ/ D
X

zP2P zQ. zM/

"
zQ;X
zP
.ZIƒ/:

Pour une . zG; zM/-famille c D .c.�; zP //, comme en section 1.6 et modulo le choix

d’une mesure de Haar sur l’espace a
zQ

zM
, on définit pour ƒ 2ba0 en dehors des murs,

c
zQ

zM
.ƒ/ D

X
zP2P zQ. zM/

�
zQ

zP
.ƒ/c.ƒ; zP /:

De même, si Z 2 A zQ et X D .X zP / est une famille zM -orthogonale, on pose

c
zQ;X
zM;F

.ZIƒ/ D
X

zP2P zQ. zM/

"
zQ;X
zP
.ZIƒ/c.ƒ; zP /:

Ces fonctions vérifient les mêmes propriétés que dans le cas non tordu. En particulier,
toute . zG; zM/-famille périodique c s’écrit c D cm, pour une fonction à décroissance
rapide m sur le réseau H zM des familles zM -orthogonales qui sont entières. On a une
formule d’inversion de Fourier analogue de celle de la proposition 1.6.8 dans le cas
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tordu, et la fonction ƒ 7! c
zQ;X
zM;F

.ZIƒ/ sur ba0 est lisse et invariante par A_
zM

. On a

aussi une variante de cette formule d’inversion de Fourier, lorsque c se prolonge en
une .G;M/-famille périodique :

Lemme 2.1.1. Soient zM 2 eL, zQ 2 F. zM/ et Z 2 A zQ. Soit X une famille zM -or-

thogonale, et soit c D .c.�; zP // une . zG; zM/-famille périodique. Supposons que c se
prolonge en une .G;M/-famille périodique .c.�; P //, et soit m une fonction à dé-
croissance rapide surHM telle que c D cm. Alors

c
zQ;X
zM;F

.ZIƒ/ D
X

U2HM

m.U/

zQ;X
zM;F

.Z;UIƒ/

avec



zQ;X
zM;F

.Z;UIƒ/ D 

zQ;U0CX
zM;F

.Z C U zQIƒ/;

où U0 est la famille zM -orthogonale entière déduite de U par projection.

Démonstration. Notons m0 la fonction à décroissance rapide surH zM définie par

m0.U0/ D
X

U2HM .U0/

m.U/;

où HM .U0/ � HM est la fibre au-dessus de U0. Il suffit de voir que la . zG; zM/-fa-
mille c est associée à m0 : on a c D cm0 .

La preuve de la proposition 1.7.4 s’étend au cas tordu et fournit le lemme suivant.

Lemme 2.1.2. Soient zM 2eL, zQ 2F. zM/ etZ 2 A zQ. Soit X une famille zM -orthogo-

nale rationnelle, et soit c D .c.�; zP // une . zG; zM/-famille périodique. Pour ƒ 2ba0,

la fonction T 7! c
zQ;X.T /
zM;F

.ZIƒ/ appartient à PolExp. On a aussi l’analogue tordu

des points (ii) et (iii) de la proposition 1.7.4.

Nous aurons besoin d’une variante de ce qui précède. Le Z-module de type fini

C
zQ

zM

déf
D B zQnA zM

s’insère dans la suite exacte courte

0! B zQnB zM ! C
zQ

zM
! c zM ! 0:

On note B
zQ

zM
.Z/ � C

zQ

zM
la fibre au-dessus de Z 2 c zM . C’est un espace principal ho-

mogène sous B
zQ

zM
D B zQnB zM . Pour ƒ 2 .aG0;C/

� ˚B_
zQ
, zP 2 P zQ. zM/, T 2 a0 et

X 2 a0, on pose

�
zQ;T

zP;F
.ZIX;ƒ/ D

X
H2B

zQ

zM
.Z/

�
zQ

zP
.H �X; T /ehƒ;H i:
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L’expression

(2.1) �
zQ;T

zP;F
.ZIX/ D �

zQ;T

zP;F
.ZIX; 0/

ne dépend que de l’image de T dansB
zQ

zP
na
zQ

zP
. La proposition suivante est une variante

du lemme 1.6.7 et de la proposition 1.7.4.

Proposition 2.1.3. Pour X 2 a0;Q, la fonction

T 7! �.T / D �
zQ;T

zP;F
.ZIX/

est un élément de PolExp : pour tout réseau R de a0;Q, sa restriction à R s’écrit

�R.T / D
X
�2E

pR;�.T /e
h�;T i;

où E est un sous-ensemble fini de bR et les pR;� sont des polynômes de degré majoré
par a zP � a zQ. Les polynômes pRk ;0 ont pour limite, lorsque k !1, un polynôme
qui est indépendant du réseau R.

Démonstration. Puisque

�
zQ;T

zP;F
.ZIX/ D ehƒ;Z

0i�
zQ;T

zP;F
.0IX �Z0/;

on peut supposer Z D 0, et il suffit de traiter le cas zQ D zG. Posons

�
zG;T
zP;F
.X;ƒ/ D �

zG;T
zP;F
.0IX;ƒ/:

On rappelle que

(2.2) �
zG
zP
.H; T / D

X
¹ zRj zP� zRº

.�1/a zR�a zG�
zR
zP
.H/ O�

zG
zR
.H � T /;

et que la projection dans a
zG
zP

du support de la fonctionH 7! �
zG
zP
.H;T / est compacte.

Pour ƒ 2 a
zG
0;C , sa transformée anti-Laplace

�
zG;T
zP;F
.X;ƒ/ D

X
H2B

zG
zP

�
zG
zP
.H �X; T /ehƒ;H i

est donc une fonction holomorphe de ƒ. Comme dans le lemme 1.6.3, on considère
un réseau Dk de a

zG
zP

assez fin pour que B zG
zP

et les images de X et T dans a
zG
zP

soient
contenus dans ce réseau. On a

�
zG;T
zP;F
.X;ƒ/ D c�1

X
�2N

X
H2Dk

�
zG
zP
.H �X; T /ehƒC�;H i;
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où � parcourt le dual N D B
zG;_
zP
=D_

k
de B zG

zP
nDk et c est l’indice de B zG

zP
dans Dk .

La somme en H peut se calculer au moyen de l’expression (2.2) lorsque <.�ƒ/ est
régulier :

�
zG;T
zP;F
.X;ƒ/ D

X
¹ zRj zP� zRº

�T
zP; zR
.X;ƒ/;

avec

�T
zP; zR
.X;ƒ/ D c�1.�1/a zR�a zG

X
�2N

X
H2Dk

�
zR
zP
.H �X/ O� zR.H � T �X/e

hƒC�;H i;

qui est une fonction méromorphe en ƒ ayant un pôle d’ordre a zG
zP
D a zP � a zG en

ƒ D 0. On conclut comme dans le lemme 1.6.7 en considérant les développements
de Laurent des �T

zP; zR
.X;ƒ/. Pour la dernière assertion, on procède comme dans la

preuve de la proposition 1.7.4.

2.2 Les fonctions � et e�
D’après [25, lemme 2.11.1], pourQ 2 Pst, il existe un plus petit zQC 2ePst et un plus
grand zQ� 2 ePst tels que

Q� � Q � QC:

De plus ([25, lemme 2.11.2]), pour Q; R 2 Pst tels que QC � R�, on a
.aRQ/

�0 D a
zR�

zQC
.

Pour Q; R 2 P, tels que Q � R, on note �RQ la fonction caractéristique de l’en-
semble des H 2 a0 tels que8̂<̂

:
h˛;H i > 0 pour ˛ 2 �RQ,
h˛;H i � 0 pour ˛ 2 �QX�RQ,

h$;H i > 0 pour tout $ 2 O�R:

Si de plus Q 2 Pst et QC � R�, il existe un zP 2 eP tel que Q � P � R, alors on
définit la variante torduee�RQ de la fonction �RQ en remplaçant la troisième condition
par

he$;H i > 0 pour tout e$ 2 O� zP :
D’après [25, lemme 2.11.3], la fonctione�RQ est indépendante du choix du eP 2eP avec
Q � P � R utilisé pour la définir, ce qui justifie la notation.
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2.3 La fonction q

Pour Q 2 Pst, considérons l’application linéaire2

q D qQ W a0 ! a
zG
Q

définie par

q.X/ D ..1 � �0/X
zG/Q D ..1 � �0/X/

zG
Q:

Elle se factorise à travers la projection orthogonale a0 ! a
zG
Q0

, avec

Q0 D Q \ �
�1
0 .Q/ 2 Pst:

Tous les résultats de [25, sections 2.12 et 2.13] sont vrais ici, mutatis mutandis.

2Notons que notre définition de qQ diffère de celle de [25, section 2.13] puisqu’on projette

sur a
zG
Q

et non pas sur aG
Q

. Cela ne change pas grand chose à l’affaire puisque, par hypothèse,

l’application 1 � � est un automorphisme de a
zG
G

.





Chapitre 3

Théorie de la réduction

3.1 Décomposition d’Iwasawa

Pour v 2 jVj, on fixe une paire parabolique définie sur Fv minimale .Pv;0; Av;0/
de Gv D G �F Fv , et on note Mv;0 le centralisateur de Av;0 dans Gv . On suppose
que

Pv;0 � P0;v D P0 �F Fv; Av;0 � A0;v D A0 �F Fv:

Un sous-groupe compact de G.Fv/ est dit « Mv;0-admissible » s’il est spécial –
donc maximal – et correspond à un sommet de l’immeuble de G.Fv/ qui ap-
partient à l’appartement associé à Av;0. Rappelons qu’un sous-groupe compact
maximal Mv;0-admissible K v de G.Fv/ vérifie les propriétés suivantes (cf. [25,
lemme 3.1.1]) :

• G.Fv/ D Pv;0.Fv/K v (décomposition d’Iwasawa) ;

• tout élément de NG.Mv;0/.Fv/=Mv;0.Fv/ a un représentant dans K v ;

• pour tout sous-groupe parabolique P deG contenantMv;0 et défini sur Fv , notant
M la composante de Levi deP contenantMv;0 (elle est définie surFv), on a la dé-
compositionK v \ P.Fv/D .K v \M.Fv//.K v \UP .Fv// etK v \M.Fv/ est
un sous-groupe compact Mv;0-admissible de M.Fv/.

Nous dirons queK est un sous-groupe compact maximal «M0-admissible » deG.A/
s’il est de la forme

K D
Y
v2jVj

K v;

où les K v vérifient les propriétés suivantes :

• pour tout v 2 jVj, K v est un sous-groupe compact Mv;0-admissible de G.Fv/ ;

• pour tout F -plongementG ,!GLn, on aK v DGLn.ov/\G.Fv/ pour presque
tout v 2 jVj.

Fixons un sous-groupe compact maximal M0-admissible K D
Q
v2jVjK v de G.A/.

Alors on a la décomposition d’Iwasawa

G.A/ D P0.A/K ;

et tout élément de NG.A/.M0/=M0.A/ a un représentant dansK . Plus généralement,
pour tout P 2 P, on a G.A/ D P.A/K .

Pour P 2 P, grâce à la décomposition d’Iwasawa, on étend les morphismes HP
en des fonctions sur G.A/ tout entier que, par abus de notation, on note encore HP :
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pour g 2 G.A/, on écrit g D pk avec p 2 P.A/ et k 2 K , et on pose

HP .g/ D HP .p/:

Pour zP 2 eP, on note eHP W zG.A/! aP la fonction définie pareHP .ı0g/ D HP .g/:

Suivant la convention habituelle, on pose H0 D HP0 et eH0 D
eHP0 .

La construction de hauteurs dans [25, section 3.2], qui reprend essentiellement
celle de [32, sous-section I.2.2], est valable pour un corps global de caractéristique
quelconque. Pour la notion de hauteur sur un F -espace vectoriel de dimension finie,
on renvoie à loc. cit. On suppose donné un F -plongement

� W G ! GL.V /

pour un F -espace vectoriel de dimension finie V . On choisit une hauteur k�k sur le
F -espace vectoriel End.V / � End.V /, et pour x 2 G.A/, on pose

jxj D k.�.x/; t�.x�1//k:

3.2 Point central

D’après [25, lemme 3.3.3], il existe un point T0 2 aG0 tel que pour tout élément s 2W,
et pour tout représentant ws de s dans G.F /, on ait

H0.ws/ D T0 � sT0; H0.w
�1
s / D T0 � s

�1T0:

Cet point est donné par
T0 D

X
˛2�0

t˛.1/ L$˛;

où L$˛ 2 aG0 est l’élément correspondant à ˛ 2�0 dans la base duale et t˛.1/ 2 R est
défini par

H0.w˛/ D t˛.1/ L̨ ;

où w˛ est un représentant dans G.F / de la symétrie s˛ . Puisque les L$˛ sont
dans a0;Q, il existe un entier k � 1 tel que T0 2 k�1A0. Pour x 2 G.A/, T 2 a0
et s 2W, on pose1

Yx;T;s D s
�1.T �H0.wsx//:

1Dans [25, sections 3.3 et 5.3], les éléments Yx;T;s , YT;s , Ys sont notés respectivement
Ys.x; T /, Ys.T /, Ys .
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Si x D 1, on écrit simplement

YT;s
déf
D Y1;T;s D s

�1T C .T0 � s
�1T0/;

et si T D 0, on pose Ys D Y0;s . Pour P 2 P.M0/, et s 2W tel que s.P / D P0, on
pose YT;P D YT;s . Ceci définit comme en [25, section 3.3] une famille orthogonale

Y.T /
déf
D .YT;P /P2P; avec YT;P D ŒT �P C .T0 � ŒT0�P /:

On note Y D .YP / la famille M0-orthogonale définie par

YP
déf
D Y0;P D T0 � ŒT0�P D T0 � s

�1T0 D Ys:

Puisque Ys.P0/ D H0.w
�1
s / 2 A0, la famille Y est entière et on a Y.T / D YCT .

Plus généralement, pour x 2 G.A/ et T 2 a0, on définit comme en [25,
lemme 3.3.2 (iii)] une familleM0-orthogonale .Yx;T;P / : pour P 2 P.M0/, et s 2W
tel que s.P / D P0, on pose Yx;T;P D Yx;T;s . On a donc YT;P D Y1;T;P . La fa-
mille .Yx;T;P / est rationnelle si T 2 a0;Q. De plus (loc. cit.), il existe une constante c
telle que si d0.T / > c, alors cette famille est régulière.

3.3 Éléments primitifs

En caractéristique positive, la décomposition de Jordan n’est en général pas définie
sur le corps de base ; il convient donc ici de remplacer la notion d’élément quasi
semi-simple régulier elliptique par celle d’élément primitif [25, section 3.7, page 76] :
un élément de zG.F / est dit primitif (dans zG) s’il n’appartient à aucun sous-espace
parabolique propre de zG défini sur F , autrement dit, si son orbite sous G.F / ne
rencontre aucun zP .F / pour zP ¤ zG. On note zG.F /prim l’ensemble des éléments
primitis de zG.F /. Pour zM 2 eL, on dispose plus généralement de la notion d’élément
primitif de zM.F / et de l’ensemble zM.F /prim.

On appelle paire primitive (dans zG) une paire . zM; ı/ où zM 2 eL et ı est un
élément primitif de zM.F /. Deux paires primitives . zM; ı/ et . zM 0; ı0/ sont dites
équivalentes si elles sont conjuguées i.e. s’il existe un élément x 2 G.F / tel que
zM 0 D Intx. zM/ et ı0 D Intx.ı/. On note Œ zM; ı� la classe d’équivalence de . zM; ı/ et

O l’ensemble de ces classes.
Pour un élément 
 2 zG.F /, on note O.
/ sa classe de G.F /-conjugaison.

Considérons un espace parabolique zP D zMU 2 eP tel que O.
/ \ zP .F / ¤ ; avec
zP minimal pour cette propriété. On choisit g 2 G.F / tel que g�1
g 2 zP .F /. On

peut écrire g�1
g D ıu avec ı 2 zM.F / et u 2 U.F /. La condition de minimalité
assure que ı est primitif dans zM.F /.
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Lemme 3.3.1. La correspondance 
 7! . zM; ı/ induit une application surjective

� W zG.F /! O:

Démonstration. Il convient de montrer que deux paires primitives associées à un
même 
 sont équivalentes. Soient donc zP D zMU et zP 0 D zM 0U 0 deux éléments
deeP tels que


 D ıu D ı0u0

pour ı 2 zM.F /, u 2 U.F /, ı0 2 zM 0.F / et u0 2 U 0.F / ; de plus eP et eP 0 sont mini-
maux pour ces conditions. L’ensembleeH D eP \ eP 0 D .P \ P 0/
 D 
.P \ P 0/
est un espace tordu de groupe sous-jacent H D P \ P 0. Soit L une composante
de Levi de H définie sur F (cf. [16, proposition 4.7]). Puisque Int
 .L/ en est une
autre, d’après loc. cit. il existe un unique élément uH 2 UH .F / tel que Int
 .L/ D
IntuH .L/, où UH est le radical unipotent de H . AinsieL D �L D L�; avec � D u�1H 
 2 eH.F /;
est une composante de Levi de eH définie sur F : on a l’égalité eH DeL⋉UH . CommeeH normalise U (resp. U 0), d’après [16, proposition 4.4 (b)] Q D eHU (resp. eQ DeHU 0) est un sous-espace parabolique de eG défini sur F et contenu dans eP (resp. eP 0).
Par construction, 
 2 eQ.F / (resp. 
 2 eQ0.F /). Par minimalité, on a donc eQ D eP
et eQ0 D eP 0. D’après loc. cit., cela entraîne que eL est une composante de Levi de eP
(resp. eP 0) et UH � U (resp. UH � U 0). On en déduit qu’il existe un unique v 2 U.F /
(resp. v0 2 U 0.F /) tel que eL D Intv.fM/ (resp. eL � Intv0.fM/). On a doncfM 0 D Inty.fM/; avec y D v0

�1
v:

Il reste à montrer que ı et ı0 sont conjugués par ce y. Écrivons 
 D ı00u00 avec
ı00 2 eL.F / et u00 2 UH .F /. On a donc


 D v�1ı00vu1; avec u1 D v
�1Intı00�1.v/u

00:

Or v�1ı00v appartient à fM et u1 appartient à U.F /. Puisque 
 D ıu, cela entraîne
v�1ı00v D ı et u1 D u. On obtient, de la même manière, l’égalité v0�1ı00v0 D ı0. On
a donc bien ı0 D Inty.ı/.

Lemme 3.3.2. On a les assertions suivantes :

(i) L’application � fournit une partition de l’ensemble des classes de
G.F /-conjugaison dans zG.F /, et pour o D Œ zM; ı� 2 O, l’ensemble

Oo D

[
zQ2P. zM/

¹g�1ıug jg 2 G.F /; u 2 UQ.F /º
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est la fibre de � au desus de o.

(ii) Pour zQ 2 eP, on a la décomposition

Oo \ zQ.F / D .Oo \ zMQ.F //UQ.F /:

Démonstration. Le point (i) est clair. Prouvons (ii). Soit . zM; ı/ une paire primitive
dans la classe o. On distingue deux cas : ou bien il n’existe aucun élément x 2 G.F /
tel que zM � Intx. zMQ/, auquel cas les ensembles à gauche et à droite de l’égalité du
point (ii) sont vides. Ou bien il existe un tel x et, quitte à remplacer zQ par Intx. zQ/,
on peut supposer que zM � zMQ. Un 
 2 Oo \ zQ.F / peut s’écrire 
 D 
1u avec

1 2 zMQ.F / et u 2 UQ.F /. Soient zP1 un F -sous-espace parabolique de zMQ mi-
nimal pour la condition 
1 2 zP1.F / et zM1 une composante de Levi de zP1 (définie
sur F ). On a 
1 D ı1u1 avec ı1 2 zM1.F / et u1 2 UP1.F /. La paire . zM1; ı1/ est
conjuguée à . zM; ı/ et 
1 appartient donc à Oo \ zMQ.F /. D’où l’inclusion �. L’in-
clusion en sens inverse s’obtient de manière similaire.

3.4 Ensembles de Siegel, partitions et lemme de finitude

Rappelons qu’on a noté G.A/1 le noyau de HG , et P0.A/1 D M0.A/1U0.A/, celui
de H0 D HP0 . Pour t 2 R, on note AG0 .t/ l’ensemble des a 2 A0.A/ \ G.A/1 tels
que

h˛ ; H0.a/i > t pour toute racine ˛ 2 �0:

On peut choisir un ensemble fini F dans M0.A/ \G.A/1, de sorte que

.A0.A/ \G.A/
1/M0.A/

1F DM0.A/ \G.A/
1:

D’après [39], on sait que :

(1) le quotient G.F /nG.A/1 est compact si et seulement si Gder est anisotrope ;

(2) il existe un t 2 R tel que

G.A/1 D G.F /P0.A/
1AG0 .t/FK :

Puisque M0;der est anisotrope, l’assertion (1) montre qu’il existe un sous-
ensemble compact �0 de M0;der.A/, tel que M0;der.A/ D M0.F /�0. D’après
[39, Proposition 1.7], l’ensemble U0.F /nU0.A/ est compact, il existe donc un
sous-ensemble compact �1 de U0.A/, tel que U0.F /�1 D U0.A/. Il résulte de l’as-
sertion (2) qu’il existe un t 2 R tel que, en posant � D �1�0 � P0.A/, on ait

(3.1) G.A/1 D G.F /�AG0 .t/FK :
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Maintenant considérons une section du morphisme composé

A0.A/! AG.A/nA0.A/! B
G
0 D BGnB0 .D AAGnAA0/

et notons BG
0 son image. Une telle section s’obtient en choisissant (arbitrairement)

des représentants dans l’image réciproque d’une Z-base de BG0 et en prenant le sous-
groupe engendré2. On pose

BG
0 .t/ D BG

0 \ A
G
0 .t/:

Pour t 2 R et � un sous-ensemble compact de P0.A/1, on pose

S1
t;F;� D �BG

0 .t/FK :

D’après (3.1), on voit que pour t assez petit et � assez gros, on a

(3.2) G.A/1 D G.F /S1
t;F;�:

On notera simplement S1 un tel domaine S1
t;F;�, pour le quotient G.F /nG.A/1.

La propriété de finitude usuelle pour un corps de nombres, à savoir que si S1 est
un domaine de Siegel pour le quotient G.F /nG.A/1, alors l’ensemble des 
 2 G.F /
tels que 
S1

\S1
¤ ; est fini, n’est plus vraie ici. En effet, pour tout corps global,

tout élément unipotent u 2 U0.A/ et tout voisinage ouvert relativement compact de
l’identité V dansU0.A/, on a a�1ua 2V pour a 2 A0.A/ avec H0.a/ assez loin dans
la chambre de Weyl positive (i. e. pour d0.H0.a// assez grand). Maintenant, pour un
corps de fonctions, le sous-groupe compact maximalK est ouvert et nous avons donc

S1

\S1
¤ ; pour tout 
 2 U0.F / ; il en résulte que la propriété de finitude est en

défaut.
Pour P 2 Pst, notons P.F /st-prim l’ensemble des 
 2 P.F / tels que 
 … Q.F /,

pour tout Q 2 Pst tel que Q ⊊ P . Tout élément primitif de G.F / est contenu
dans G.F /st-prim, mais la réciproque est fausse en général.

Pour ˛ 2 �0, notons P˛ l’unique élément de Pst tel que�0X¹˛º soit une base du
système de racines de MP˛ . Un élément 
 2 G.F / est dans G.F /st-prim si et seule-
ment s’il n’appartient à aucun P˛.F / pour ˛ 2 �0. Soient 
 2 G.F / et g; g0 2 S1,
tels que g D 
g0. Écrivons g D yax et g0 D y0a0x0 avec y; y0 2 �, a; a0 2 BG

0 .t/

et x; x0 2 FK . D’après [39, Proposition 2.6], pour chaque ˛ 2 �0, il existe une
constante c˛ > t telle que si log j˛.a/j � c˛ ou log j˛.a0/j � c˛ , alors 
 2 P˛.F /.
On en déduit que l’ensemble des 
 2 G.F /st-prim, tels que 
S1

\S1
¤ ;, est fini.

Le lemme ci-dessous est une simple généralisation de ce résultat. Nous l’énonçons
pour un travail ultérieur (il ne sera pas utilisé ici).

2A priori, BG
0

n’est pas invariant sous l’action de W.
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Lemme 3.4.1. Soit P D MU 2 Pst. Pour 
 2 P.F /, on note 
M la projection
de 
 sur M.F / D U.F /nP.F /. Alors l’ensemble des projections 
M des éléments

 2 P.F /st-prim, tels que 
S1

\S1
¤ ;, est fini.

Démonstration. Soient 
 2 P.F / et g; g0 2 S1 tel que g D 
g0. Comme plus haut,
on écrit g D yax, g0 D y0a0x0. Alors l D xx0�1 2 P.A/. Pour p 2 P.A/, écrivons
p D pUpM avec pU 2 U.A/ et pM 2M.A/. L’équation g D 
g0 se réécrit

yU IntyMa.lU /yMa lM D 
U Int
M .y
0
U /
My

0
Ma
0;

soit encore

yU IntyMa.lU / D 
U Int
M .y
0
U / et yMa lM D 
My

0
Ma
0:

Puisque lM appartient au compact .P.A/ \ FKF�1/M de M.A/ et 
M appartient
à M.F /st-prim, l’équation yMa lM D 
My

0
Ma
0 assure que les projections 
M sont

dans un ensemble fini.

Fixons comme ci-dessus une section du morphisme AG.A/ ! BG et notons
BG son image. Puisque le groupe BGG.A/1nG.A/ D BG.M0.A/ \G.A/1/nM0.A/
est fini, on peut également fixer un sous-ensemble fini EG �M0.A/, tel que

G.A/ D BGG.A/
1EG D BGEGG.A/

1:

Posons
S� D EGS1 et S D BGS� D BGEGS1:

Ainsi S� est un domaine de Siegel pour le quotient BGG.F /nG.A/, et S est un do-
maine de Siegel pour le quotientG.F /nG.A/. Les résultats vrais pour S1 s’étendent,
sans difficulté, à S�.

Pour L 2 L, on peut définir de la même manière des domaines de Siegel SL;1,
SL;�

D ELSL;1 et SL
D BLSL;�. On peut, bien sûr, imposer, même si ce n’est

pas vraiment nécessaire, que ces domaines soient compatibles avec la conjugai-
son : si L; L0 2 L sont tels que AL0 D Intg.AL/ pour un g 2 G.F /, on demande
que SL0;1

D Intg.SL;1/, EL0 D Intg.EL/, et BL0 D Intg.BL/.
Fixons un élément T1 2 a0. Fixons aussi une section du morphismeA0.A/!B0,

et notons B0 son image (on peut prendre B0 DBG �BG
0 ). PourQ 2 Pst et T 2 a0,

on note
S
Q
P0
.T1; T /

l’ensemble des x D uac 2 G.A/, avec u 2 UQ.A/, a 2 B0, et c 2 CQ, où CQ est
un sous-ensemble compact de G.A/, tels que´

h˛;H0.x/ � T1i > 0 pour tout ˛ 2 �Q0 ,
h$;H0.x/ � T i � 0 pour tout $ 2 O�Q0 .
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D’après [25, lemme 1.8.3], si T � T1 est régulier (ce que l’on suppose), la condition
ci-dessus est équivalente à �QP0.H0.x/ � T1; T � T1/ D 1. On note

F
Q
P0
.�; T /

la fonction caractéristique de l’ensemble Q.F /SQ
P0
.T1; T /. Elle dépend du com-

pact CQ et aussi de l’élément T1 2 a0. En pratique, on prendra CQ assez gros,
et �T1 et T assez réguliers. En particulier, on supposera toujours que FQP0.�; T / est
invariante à gauche par BQQ.F /, où BQ est l’image d’une section du morphisme
AQ.A/! BQ. Observons que puisque AQ.F /BQnAQ.A/ D AQ.F /nAQ.A/1 est
compact, quitte à grossir le compact CQ, on peut même la supposer invariante à
gauche par AQ.A/. On la supposera aussi invariante à droite par K .

Tous les résultats de [25, section 3.6] sont vrais ici, en particulier [25, pro-
position 3.6.3] qui est l’analogue pour MP .F /UP .A/nG.A/ de la partition [25,
lemme 1.7.5] de a0.

Les lemmes 3.7.1, 3.7.2 et 3.7.3 de [25] sont vrais ici. Quant au lemme 3.7.4 de
[25], il suffit d’en modifier l’énoncé de la manière suivante :

Lemme 3.4.2. Soit � un compact de zG.A/, et soit zP 2 eP. L’ensemble des éléments
ı 2 zMP .F /, tels que ı soitMP .F /-conjugué à un élément ı1 2 zMP1.F /prim pour un
zP1 2 eP tel que zP1 � zP (i.e. P1 � P ), et x�1ıux 2 � pour des éléments x 2 G.A/

et u 2 UP .A/, appartient à un ensemble fini de classes de MP .F /-conjugaison.
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Théorie spectrale, troncatures et noyaux





Chapitre 4

L’opérateur de troncature

4.1 Terme constant

Une fonction ' W G.A/! C est dite à croissance lente s’il existe des réels c; r > 0
tels que pour tout g 2 G.A/, on ait

j'.g/j � cjgjr :

On écrit aussi « j'.g/j � jgjr pour tout g 2 G.A/ ».
SoitP 2 P, et soit ' une fonction surUP .F /nG.A/, mesurable et localementL1.

On définit le terme constant 'P D …P' de ' le long de P par

'P .x/ D

Z
UP .F /nUP .A/

'.ux/du; x 2 G.A/;

où du est la mesure de Tamagawa sur UP .A/ – i.e. celle qui donne le volume 1
au quotient UP .F /nUP .A/. Alors 'P est une fonction sur UP .A/nG.A/ mesurable
et localement L1. De plus, si ' est à croissance lente, resp. lisse, alors 'P est à
croissance lente, resp. lisse.

Pour P 2 Pst, on note RP;C0 l’ensemble des racines de T0 dans MP qui sont
positives par rapport à �P0 . Rappelons que l’on a fixé en section 3.4 un domaine de
Siegel SDBGS� pour le quotientG.F /nG.A/. Fixons aussi un sous-groupe ouvert
compact K 0 de G.A/1.

Le lemme suivant [32, lemme I.2.7] est le résultat technique clef pour l’étude du
terme constant dans le cas des corps de fonctions.

Lemme 4.1.1. Soit P 2 Pst. Il existe une constante cP > 0 telle que si g 2 S

vérifie hH0.g/; ˛i > cP pour tout ˛ 2 RG;C0 XR
P;C
0 , alors, pour toute fonction '

sur G.F /nG.A/ invariante à droite par K 0, on a 'P .g/ D '.g/.

Ce lemme se généralise aux fonctions ' sur UP 0.A/MP 0.F /nG.A/, pour P 0 2 Pst

tel que P � P 0 : en remplaçant RG;C0 par RP
0;C

0 dans la condition sur g, on obtient,
de même, 'P .g/ D '.g/. On a aussi la variante suivante [32, corollaire I.2.8] :

Lemme 4.1.2. Il existe une constante c0 > 0 telle que pour tout T 0 2 a0 tel
que d0.T 0/ > c0, la propriété suivante soit vérifiée : pour tout P 2 Pst, tout g 2 S

tel que ²
h˛;H0.g/ � T

0i > 0 pour tout ˛ 2 �P ,
h$;H0.g/ � T

0i � 0 pour tout $ 2 O�P0 ,

et toute fonction ' sur G.F /nG.A/ invariante à droite par K 0, on a 'P .g/ D '.g/.
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Pour Q; R 2 P tels que Q � R, et  une fonction sur UQ.F /nG.A/ mesurable
et localement L1, on pose1

…Q;R D
X

¹P2PjQ�P�Rº

.�1/aP�aR P :

C’est encore une fonction sur UQ.F /nG.A/, mesurable et localement L1.

Lemme 4.1.3. Il existe une constante c00 > 0 telle que pour tous les couples de sous-
groupes paraboliques Q; R 2 Pst avec Q ⊊ R, tout g 2 S vérifiant

h˛;H0.g/i > c
00; pour tout ˛ 2 �RQ;

et toute fonction ' sur G.F /nG.A/, invariante à droite par K 0, on ait

…Q;R'.g/ D 0:

Démonstration. Il suffit d’adapter la démonstration de [32, corollaire I.2.9]. Par dé-
finition de S, il existe une constante c1 < 0, telle que hH0.g/; ıi > c1 pour tout
g 2 S et tout ı 2 RG;C0 . Fixons aussi une constante c2 > 0, telle que pour tous
P; P 0 2 Pst tels que P � P 0, on ait la version généralisée du lemme 4.1.1 : pour
tout g 2 S tel que hH0.g/; ˛i > c2, pour tout ˛ 2 RP

0;C
0 XR

P;C
0 , et pour toute fonc-

tion  sur UP 0.A/MP 0.F /nG.A/, invariante à droite par K 0, on a  P 0.g/ D '.g/.
Posons c00 D c2 � c1.

Soient Q; R 2 Pst tels que Q ⊊ R, et soit g 2 S. Posons

�RQ.g/ D ¹˛ 2 �
R
Q W h˛;H0.g/i � c

00
º:

L’ensemble des P 2 P tels que Q � P � R est en bijection avec l’ensemble des
couples .‚;‚0/ avec ‚ � �RQ.g/ et ‚0 � �RQX�

R
Q.g/. Pour un tel couple .‚;‚0/,

on note P.‚;‚0/ l’élément de Pst tel que Q � P.‚;‚0/ � R, défini par

�
P.‚;‚0/
Q D ‚ [‚0:

Puisque
aP.‚;‚0/ � aR D aQ � aR � .j‚j C j‚

0
j/;

on a
…Q;R'.g/ D .�1/

aQ�aR
X
.‚;‚0/

.�1/j‚jCj‚
0j'P.‚;‚0/.g/;

1Dans [25, section 4.3], cette fonction est notée ‚ .
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où .‚; ‚0/ parcourt les couples comme ci-dessus. Fixé un tel couple, toute racine
˛ 2 RP.‚;‚

0/;CXRP.‚;;/;C s’écrit ˛ D ˇ C ı avec ˇ 2 ‚0 et ı 2 RP.‚;‚
0/;C [ ¹0º,

et l’on a

h˛;H0.g/i D hˇ;H0.g/i C hı;H0.g/i > c
00
C inf¹c1; 0º � c2:

Par conséquent, '
P.‚;‚0/

.g/ D '
.‚;;/

.g/. On a donc

…Q;R'.g/ D .�1/
aQ�aR

� X
‚0��R

Q
X�R

Q
.g/

.�1/j‚
0j
� X
‚��R

Q
.g/

.�1/j‚j'P.�;;/.g/:

Or, la somme sur ‚0 est nulle si �GQ.g/ ¤ �
R
Q, ce qui prouve le lemme.

Pour Q D P0 et R D G, puisque l’ensemble des g 2 S�, tels que hH0.g/; ˛i � c
00,

est compact, on a, en particulier [32, corollaire I.2.9] :

Lemme 4.1.4. Il existe un sous-ensemble compact C D CK0 de S� tel que, pour
toute fonction ' sur G.F /nG.A/ invariante à droite par K 0, le support de

…P0;G'jS�

soit contenu dans C .

Soit Q 2 Pst. Pour T 2 a0, on définit un opérateur de troncature ƒT;Q pour une
fonction ' 2 L1loc.Q.F /nG.A// par

ƒT;Q'.x/ D
X

P2Pst;P�Q

.�1/aP�aQ
X

�2P.F /nQ.F /

b�QP .H0.�x/ � T /'P .�x/:

D’après [25, lemme 3.7.1], la somme sur � est finie. Notons que l’opérateurƒT;Q ne
dépend que de la projection TQ de T sur a

Q
0 . On pose

ƒT D ƒT;G :

Les résultats de [25, section 4.1] sur les propriétés deƒT sont vrais ici. En particulier,
pour T assez régulier (i.e. tel que d0.T / � c pour une constante c dépendant de G),
l’opérateur ƒT est un idempotent [25, corollaire 4.1.3] : on a ƒT ıƒT ' D ƒT '.

Définition 4.1.5. Pour X 2 aGQ et T 2 aG0 , on définit2

T ŒŒX�� D T ŒŒX��Q 2 a
Q
0

2On a utilisé les doubles crochets pour éviter les confusions avec la familleM0-orthogonale
.ŒT �P / définie par un élément T 2 a0.
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en posant
T �X D

X
˛2�0

x˛ L̨ et T ŒŒX�� D
X
˛2�

Q
0

x˛ L̨ :

Le raffinement [25, lemme 4.2.2] des propriétés de ƒT;Q est encore vrai ici.

4.2 Troncature et support

Cette section adapte au cas des corps de fonctions les résultats de [25, section 4.3].
On fixe un T 2 a0, assez régulier. La proposition suivante joue ici le rôle de [25, pro-
position 4.3.2]. Elle est très simple à prouver et fournit cependant des décroissances
beaucoup plus radicales.

Proposition 4.2.1. Soit K 0 un sous-groupe ouvert compact de G.A/. Il existe un
sous-ensemble fermé � D �T;K0 de G.F /nG.A/ d’image compacte dans

BGG.F /nG.A/;

tel que, pour toute fonction ' sur G.F /nG.A/ invariante à droite par K 0, le support
de la fonction tronquée ƒT ' soit contenu dans �.

Démonstration. On reprend la démonstration de l’assertion (2) du lemme I.2.16
de [32]. Fixons un élément T 0 2 a0 assez régulier : on demande que la conclusion
du lemme 4.1.2 soit vérifiée pourK 0. Pour P 2 Pst, notonsG.A/P;T 0 l’ensemble des
x 2 G.A/ vérifiant²

h˛;H0.x/ � T
0i > 0 pour tout ˛ 2 �P ,

h$;H0.x/ � T
0i � 0 pour tout $ 2 O�P0 ,

et posons
S�P;T 0 D S� \G.A/P;T 0 :

D’après [25, lemme 4.1.1], pour P 2 Pst et x 2 G.A/, si .ƒT '/P .x/ ¤ 0, alors

h$;H0.x/ � T i � 0; pour tout $ 2 O�P :

Grâce à [25, lemme 1.2.8], on en déduit que le support de .ƒT '/P jS�
P;T 0

est contenu

dans un compact de S� indépendant de '. En appliquant le lemme 4.1.2 à la fonc-
tion ƒT ', on obtient que le support de ƒT 'jS�

P;T 0
est contenu dans un compact

de S� indépendant de '. Puisque ([25, lemme 1.7.5])X
P2Pst

�PP0�
G
P D 1;

on a G.A/ D
S
P2Pst

G.A/P;T 0 . D’où la proposition.
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Pour démontrer la proposition 4.2.1, on a utilisé la partition [25, lemme 1.7.5]
de a0. On observe aussi que, d’après [25, lemme 3.6.4], on a

(4.1) ƒT '.x/ D
X

Q;R2Pst
Q�R

ATQ;R'.x/;

avec

(4.2) ATQ;R'.x/ D
X

�2Q.F /nG.F /

F
Q
P0
.�x; T /�RQ.H0.�x/ � T /…Q;R'.�x/:

Si Q D R, alors �RQ D 0, sauf si Q D R D G, auquel cas

ATG;G'.x/ D F
G
P0
.x; T /'.x/:

On note CT l’opérateur ATG;G . Puisque la fonction FGP0.�; T / est invariante à gauche
par BGG.F / et que son support est d’image compacte dans BGG.F /nG.A/, il
existe un sous-ensemble fermé �� D ��T;K0 de G.F /nG.A/, d’image compacte
dans BGG.F /nG.A/, tel que, pour toute fonction ' sur G.F /nG.A/ invariante à
droite parK 0, le support de .ƒT �CT /' soit contenu dans��. On a aussi la variante
de [25, proposition 4.3.3] :

Proposition 4.2.2. Soit K 0 un sous-groupe ouvert compact de G.A/. Il existe une
constante c D cK 0 (qui ne dépend pas de T ) telle que, si d0.T / � c, alors pour toute
fonction ' sur G.F /nG.A/ invariante à droite par K 0, on a

.ƒT � CT /' D 0:

Démonstration. Pour étudier .ƒT � CT /'.x/, on traite séparément chaque terme
ATQ;R'.x/, avec Q ¤ R dans (4.1). On peut prendre x dans S. Pour � 2 Q.F /nG.F /,
il s’agit de contrôler …Q;R'.�x/, sous la condition

F
Q
P0
.�x; T /�RQ.H0.�x/ � T / D 1:

D’après [25, lemme 3.6.1], pour x fixé, il y a au plus un � moduloQ.F / tel que l’ex-
pression ci-dessus soit non nulle. Puisqu’on est libre de multiplier �x par un élément
de Q.F /, on peut supposer que �x D uay 2 S

Q
P0
.T1; T / avec u 2 UQ.A/, a 2 B0

et y 2 CQ (cf. section 3.4). On peut même supposer que u 2 �Q pour un compact
�Q � UQ.A/, tel que UQ.F /�Q D UQ.A/. Rappelons que CQ est un compact fixé
(assez gros, mais indépendant de T ) de G.A/, et que H D H0.�x/ vérifie´

h˛;H � T1i > 0 8˛ 2 �
Q
0 ;

h$;H � T i � 0 8$ 2 O�
Q
0 :
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Puisque �RQ.H � T / D 1, on a h˛; H i > h˛; T i pour tout ˛ 2 �RQ. Comme l’élé-
ment T � T1 est régulier, il existe c1 2 R (indépendant de T ) tel que h˛; H i > c1
pour tout ˛ 2 RR;C. D’après le lemme 4.1.3, il existe c00 > 0 tel que, pour g 2 S tel
que hH0.g/; ˛i> c

00, pour tout ˛ 2 �RQ, on ait…Q;R'.g/D 0, pour toute fonction '
surG.F /nG.A/1, invariante à droite parK 0. Ici l’élément �x D uay n’appartient pas
à S, mais H D H0.a/CH0.y/, et y reste dans un compact fixé, par conséquent il
existe c01 2R (indépendant de T ) tel que log j˛.a/j> c01 pour tout ˛ 2 RR;C. Puisque
u reste dans un compact fixé de UQ.A/, pour tout P 0 2 PRst , la version généralisée du
lemme 4.1.1 s’applique encore à �x (cf. la preuve du lemme I.2.7 de [32]), et quitte à
modifier la constante c00, la conclusion du lemme 4.1.3 s’applique encore à �x. D’où
la proposition.

La différence par rapport au cas des corps de nombres est ici spectaculaire :
sur un corps de nombres F , pour toute fonction lisse à croissance uniformément
lente ' sur BGG.F /nG.A/, la fonction ƒT ' est seulement à décroissance rapide.
Par ailleurs la décomposition

ƒT D CT C .ƒT � CT /;

qui joue un rôle crucial dans les estimées de [25, chapitres 12 et 13], est bien plus
simple à contrôler, car ici, pour toute fonctionK 0-invariante à droite surG.F /nG.A/,
non seulement ƒT ' est à support d’image compacte dans BGG.F /nG.A/, mais
si T est assez régulier, la troncature est encore plus brutale : on a ƒT ' D CT '. Cela
simplifiera, plus loin, la preuve des estimées à établir.



Chapitre 5

Formes automorphes et produits scalaires

5.1 Formes automorphes

On fixe une mesure de Haar dg sur G.A/. On note dk la mesure de Haar sur K ,
telle que vol.K / D 1. Pour P 2 P, on note duP , ou simplement du, la mesure de
Tamagawa sur UP .A/. Par quotient par la mesure de comptage sur UP .F /, on obtient
une mesure sur UP .F /nUP .A/ qui vérifie

vol.UP .F /nUP .A// D 1:

Posons M DMP . La mesure de Haar dm sur M.A/ est choisie de sorte que l’on ait
la formule d’intégrationZ

G.A/
f .g/dg D

Z
UP .A/�M.A/�K

f .umk/e�h2�P ;HP .m/idudmdk;

où �P désigne la demi-somme des racines positives de AP . La fonction

m 7! ıP .m/ D e
h2�P ;HP .m/i

est le module de P.A/ :

d.mum�1/ D ıP .m/du:

On pose1

XP D P.F /UP .A/nG.A/ et XP D AP .A/P.F /UP .A/nG.A/:

En particulier

XG D G.F /nG.A/ et XG D AG.A/G.F /nG.A/:

Les groupes G.A/ et P.F /UP .A/ sont unimodulaires ; on dispose donc d’une me-
sure quotient invariante à droite sur XP . Pour � localement intégrable et à support
compact sur XP , on a la formule d’intégration :

(5.1)
Z
XP

�.x/dx D
Z
XM�K

ıP .m/
�1�.mk/dmdk;

1On prendra garde à ce que l’espace noté ici XG ne coïncide pas avec l’espace ainsi noté
dans [25], car dans cette référence il y a, en plus, un quotient par BG . Son usage correspond
plutôt à celui de notre XG , sans toutefois lui être égal.
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où dx est la mesure quotient. Par contre, si P ¤ G, il n’y a pas de mesure G.A/-in-
variante à droite surXP . Toutefois, il existe une fonctionnelle invariante à droite rXP
sur l’espace des sections du fibré en droites sur XP , défini par ıP . Ces sections sont
représentables par les fonctions sur XP , vérifiant

�.px/ D ıP .p/�.x/ pour p 2 AP .A/P.F /UP .A/:

La fonctionnelle est définie par :

rXP .�/ D

Z
XM�K

ıP .m/
�1�.mk/d Pmdk;

où d Pm est la mesure quotient.
Rappelons que l’on a noté „.P / le groupe des caractères unitaires de AP .A/

qui sont triviaux sur AP .F /. Soit � 2 „.P /. On dit qu’une fonction ' sur XP « se
transforme à gauche suivant � », si pour tout x 2 G.A/ on a

'.ax/ D �.a/'.x/ pour a 2 AP .A/:

On note L2.XM /� l’espace de Hilbert formé des fonctions ' sur XM qui se trans-
forment à gauche suivant � et sont de carré intégrable sur XM . Le groupe M.A/
agit sur L2.XM /� par translations à droite. Considérons deux fonctions ' et  loca-
lement intégrables sur XP qui se transforment à gauche suivant le même caractère
� 2 „.P /. On pose (si l’intégrale converge)

(5.2) h'; iP D

Z
XM�K

'.mk/ .mk/ d Pm dk:

Ce produit scalaire définit l’espace de Hilbert L2.XP /� , siège de la représentation
unitaire « induite parabolique »

IndG.A/
P.A/L

2.XM /� ;

définie par
.�.y/'/.x/ D ı

�1=2
P .x/ı

1=2
P .xy/'.xy/:

Pour la notion générale de forme automorphe, nous renvoyons le lecteur à [32,
sous-section I.2.17]. Soit M 2 L. Un caractère de AM .A/ est automorphe, s’il est
trivial sur AM .F /. Ainsi „.M/ est le groupe des caractères unitaires automorphes
de AM .A/. Pour P 2 P.M/, une forme automorphe ' surXP est une fonctionK -fi-
nie à droite telle que la fonction m 7! '.mx/ sur XM est automorphe. Elle est dite
cuspidale, si pour tout Q 2 P tel que Q ⊊ P , le terme constant 'Q est nul – ou,
ce qui revient au même, si pour tout x, la fonction m 7! '.mx/ sur XM est cuspi-
dale. Notons Acusp.XP / l’espace des formes automorphes cuspidales sur XP . Pour
� 2 „.P /, notons

Acusp.XP /� �Acusp.XP /;
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le sous-espace formé des fonctions qui se transforment à gauche suivant �.

Définition 5.1.1. Soit P 2 P.M/. On appelle représentation automorphe discrète
modulo le centre – ou simplement discrète – de M.A/, une sous-représentation irré-
ductible deM.A/ dans l’espace L2.XM /� pour un � 2 „.M/. On note L2disc.XM /�
le sous-espace fermé de L2.XM /� engendré par ces représentations.

On appelle forme automorphe discrète pour P une fonctionK -finie surXP telle
que, pour tout x, la fonction m 7! '.mx/ sur M.A/ soit un vecteur d’une représen-
tation automorphe discrète modulo le centre de M .

Une représentation automorphe irréductible de M.A/ est discrète modulo le
centre si et seulement si sa restriction à M.A/1 est une somme finie de représen-
tations irréductibles dans

L2.M.F /nM.A/1/:

Pour � 2 „.P /, on note Adisc.XP /� l’espace engendré par les formes automorphes
discrètes qui se transforment à gauche suivant � sur XP . Le produit scalaire h�; �iP
munit Adisc.XP /� d’une structure d’espace pré-hilbertien. On sait (grâce à la propo-
sition 4.2.1 pour les corps de fonctions) que

Acusp.XP /� �Adisc.XP /� :

Ainsi, Acusp.XP /� est lui aussi muni d’une structure d’espace pré-hilbertien.

5.2 Opérateurs d’entrelacement et séries d’Eisenstein

Soient P; Q 2 P deux sous-groupes parabolique associés, i.e. tels que MP et MQ

soient conjugués dans G.F /. Considérons une fonction ˆ lisse sur XP se transfor-
mant à gauche suivant un caractère unitaire automorphe � de AM .A/. Pour � 2 a�P;C
et x 2 G.A/, posons

ˆ.x; �/ D eh�C�P ;HP .x/iˆ.x/:

La fonction x 7! ˆ.x; �/ ne dépend que de l’image de � dans a�P;C=A
_
P . Pour

s 2W.aP ; aQ/ et pour � 2 a�P;C « assez régulier »2 dans la chambre associée à P
dans a�P;C , on a une expression définie par une intégrale convergente :

.MQjP .s; �/ˆ/.x; s�/ D

Z
Us;P;Q.A/

ˆ.w�1s nx; �/dn;

2En notant RP l’ensemble des racines de AP dans P , on demande ici l’inégalité stricte
h L̨ ;<� � �P i > 0, pour toute racine ˛ 2 RP telle que s˛ 2 �RQ.
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où l’on a posé
Us;P;Q D .UQ \ wsUPw

�1
s /nUQ:

On obtient ainsi un opérateur

MQjP .s; �/ WAdisc.XP /� !Adisc.XQ/s� :

Pour P et Q standards et P fixé, Q est déterminé par s, et l’on pose

M.s; �/ DMQjP .s; �/:

Pour s D 1, on écrira
MQjP .�/ DMQjP .1; �/:

Dans le cas particulier où Q D s.P /, on a (cf. [25, lemme 5.2.1]) :

Ms.P /jP .s; �/ D e
h�C�P ;Ysis; où Ys D H0.w

�1
s / D T0 � s

�1T0

et

s WAdisc.XP /� !Adisc.XQ/s� est défini par sˆ.x/ D ˆ.w�1s x/:

Définition 5.2.1. Pour � 2 �P , on pose

'�.x/ D e
h�;HP .x/i'.x/;

et on note D� l’opérateur ' 7! '�, i.e. D�' D '�.

Lemme 5.2.2. Pour P; Q 2 P associés, s 2W.aP ;aQ/, � 2 �P et � 2 a�P;C assez
régulier, l’opérateur D� vérifie l’équation fonctionnelle :

MQjP .s; �/D� D Ds�MQjP .s; �C �/:

Démonstration. Il suffit d’observer que .D�ˆ/.x; �/ D ˆ.x; �C �/.

Soient P; Q 2 P tels que P � Q. Pour ˆ 2Adisc.XP /� et � 2 a�P;C assez ré-
gulier, on définit une série d’Eisenstein sur XQ, par la formule :

EQ.x;ˆ; �/ D
X


2P.F /nQ.F /

ˆ.
x; �/:

Pour Q D G, on pose E.�; ˆ; �/ D EG.�; ˆ; �/. Le théorème 5.2.2 de [25] est vrai
ici (mutatis mutandis)3 : pour ˆ 2Adisc.XP /� et x 2 XQ, les fonctions

� 7! .MQjP .s; �/ˆ/.x/ et � 7! E.x;ˆ; �/

admettent un prolongement méromorphe définissant des fonctions rationnelles sur le
cylindre a�P;C=A

_
P D Hom.AP ;C�/.

3Les propriétés de rationalité dans le cas cuspidal sont établies dans [32, section IV.4]. Le
cas général est traité dans [32, appendice II].
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5.3 La .G;M/-famille spectrale

Soient M 2 L, P 2 P.M/ et � 2 a�P;C . On définit une .G;M/-famille périodique à
valeurs opérateurs [25, corollaire 5.3.2] : pour Q 2 P.M/ et ƒ 2baM , on pose

M.P; �Iƒ;Q/ DMQjP .�/
�1MQjP .�Cƒ/:

Soit T 2 a0. Rappelons que l’on a défini en section 3.2 une famille M0-orthogonale,
qui est rationnelle si T 2 a0;Q :

Y.T / D .YT;P /;

où, pour P 2 P.M0/, on a posé

YT;P D ŒT �P C YP ; et YP D T0 � ŒT0�P :

Suivant la convention habituelle, pourQ 2 P et P 2 P.M0/ tels que P �Q, on pose
YT;Q D .YT;P /Q et YQ D .YP /Q. Rappelons que pour P 2 P.M0/, l’élément YP
appartient à A0. En particulier, la famille M0-orthogonale .YP / est entière. On
peut donc définir une autre .G; M/-famille périodique à valeurs opérateurs : pour
Q 2 P.M/ et ƒ 2baM , on pose

M.YIP; �Iƒ;Q/ D ehƒ;YQiM.P; �Iƒ;Q/:

Le lemme suivant résulte de la proposition 1.6.8 :

Lemme 5.3.1. Fixons un élément Z 2 AG . Les fonctions méromorphes de � et ƒ à
valeurs opérateurs4

M
G;T
M;F .Z;YIP; �Iƒ/ D

X
Q2P.M/

"
G;ŒT �Q
Q .ZIƒ/M.YIP; �Iƒ;Q/

sont lisses pour les valeurs imaginaires pures de � et ƒ.

Observons que l’expressionMG;T
M;F .Z;YIP; �Iƒ/ est égale à

M
G;T
M;F .ZIP; �Iƒ/ D

X
Q2P.M/

"
G;ŒT �Q
Q .ZIƒ/M.P; �Iƒ;Q/

si Y D 0, et donc, par exemple, si G est déployé.

4La notion de méromorphie invoquée pour un opérateur, disons A.�/, est entendue au sens
faible, il s’agit de la méromorphie pour les fonctions � 7! A.�/ˆ, pour ˆ dans un espace de
Banach.
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SoitZ 2 AG . PourQ; R 2 Pst, on introduit la fonction méromorphe de � 2 a�Q;C
et � 2 a�R;C , à valeurs opérateurs,

�TRjQ.ZI�;�/ D
X
S;s;t

"
G;TS
S .ZI s� � t�/M.t; �/�1M.s; �/;

où S parcourt les éléments de Pst qui sont associés à Q, s parcourt les éléments
de W.aQ;aS /, et t parcourt les éléments de W.aR;aS /. Notons que�TRjQ.ZI�;�/
ne dépend que des images de � dans a�Q;C=A

_
Q et de � dans a�R;C=A

_
R, et que l’on a

�TRjQ.ZI�;�/ D 0 si R et Q ne sont pas associés.
Le lemme 5.3.4 de [25] est vrai ici. Il entraîne la variante suivante de [25,

lemme 5.3.5]5 : en posant M D MR, le changement de variables s 7! u D t�1s,
S 7! S 0 D t�1S et s� � t� 7! ƒu D u� � �, donne

�TRjQ.ZI�;�/

D

X
u2W.aQ;aR/

X
S 02P.M/

ehƒu;YS0 i"
G;ŒT �S0

S 0 .ZIƒu/M.R; �Iƒu; S
0/MRjQ.u; �/

D

X
u2W.aQ;aR/

M
G;T
M;F .Z;YIR;�Iƒu/MRjQ.u; �/:

Puisque, pour � 2baQ, l’opérateur MRjQ.u; �/ est une isométrie [25, théorème 5.2.2 (2)],
on en déduit que la fonction à valeurs opérateurs

.�; �/ 7! �TRjQ.ZI�;�/

est lisse pour les valeurs imaginaires pures de � et �. L’opérateur

�TRjQ.ZI�;�/

entrelace les représentation deG.A/ dans Adisc.XQ/� et Adisc.XR/�0 , où � et � 0 sont
des caractères unitaires automorphes de AQ.A/ et AR.A/ respectivement, tels que
pour un (i.e. pour tout) u 2W.aQ; aR/, on ait � 0 D u�.

Définition 5.3.2. On pose

Œ��TRjQ.ZI�;�/ D jbcRj�1 X
�2bcRD��TRjQ.ZI�;�C �/:

La fonction à valeurs opérateurs .�; �/ 7! Œ��T
RjQ

.ZI�;�/ est lisse pour les valeurs
imaginaires pures de � et �.

5Dans l’énoncé de loc. cit., M est la composante de Levi standard de Q.
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5.4 Séries d’Eisenstein et troncature

Soit M 2 L. Pour Z 2 AG et H 2 AM , on pose

XG.Z/ D G.F /nG.AIZ/; XM .H/ DM.F /nM.AIH/

et

XM D AM .A/M.F /nM.A/:

Pour P 2 P.M/, soient ˆ et ‰ deux fonctions sur XP qui se transforment à gauche
suivant le même caractère unitaire automorphe de AM .A/. On a défini un produit
scalaire

hˆ;‰iP D

Z
XM�K

ˆ.mk/‰.mk/dmdk:

Lemme 5.4.1. Pour H 2 AM , on pose

hˆ;‰iP;H D

Z
XM .H/�K

ˆ.mk/‰.mk/dmdk:

On a alors

hˆ;‰iP;H D jbcM j�1 X
�2bcM e

�h�;H i
hD�ˆ;‰iP :

Démonstration. On observe que puisque

ˆ.amk/‰.amk/ D ˆ.mk/‰.mk/

pour tout a 2 AM .A/, le produit scalaire hˆ;‰iP;H ne dépend que de l’image de H
dans cM . On conclut par transformée de Fourier sur le groupe fini cM .

Soit ' 2 L1loc.P.F /nG.AIZ//. On pose, si la série converge,

E.x;'/ D
X


2P.F /nG.F /

'.
x/:

Soit  2 L1loc.XM �K /, c’est-à-dire que  est une fonction localement intégrable
sur XM � K qui est invariante à gauche sous AM .A/. On pose, si l’intégrale a un
sens, pour � 2bcM ,

b .�/ D Z
XM�K

eh�;HM .m/i .m; k/dmdk:

Nous aurons besoin du calcul formel suivant.
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Lemme 5.4.2. Notons AM .Z/ l’image réciproque dans AM de Z 2 AG . Soit '
comme ci-dessus et supposons que

'P .x/ D

Z
UP .F /nUP .A/

'.ux/du

soit de la forme

(5.3) 'P .mk/ D ıP .m/e
h�;HP .m/i .m; k/

pour m 2M.A/, k 2 K , � 2 �M et  2 L1loc.XM �K /. On a l’égalité suivante :Z
XG.Z/

E.x;'/dx D jbcM j�1 X
�2bcM

X
H2AM .Z/

eh���;H ib .�/:
Démonstration. Tout d’abord, il est classique d’observer queZ

XG.Z/

E.x;'/dx D
Z
P.F /nG.AIZ/

'.x/dx D
Z
P.F /UP .A/nG.AIZ/

'P .x/dx:

La formule d’intégration (5.1) montre alors queZ
XG.Z/

E.x;'/dx D
X

H2AM .Z/

Z
XM .H/�K

ıP .m/
�1'P .mk/ dm dk;

soit encore, compte tenu de l’hypothèse (5.3),Z
XG.Z/

E.x;'/dx D
X

H2AM .Z/

eh�;H i
Z
XM .H/�K

 .mk/ dm dk;

et il suffit pour conclure d’observer queZ
XM .H/�K

 .mk/dm dk D jbcM j�1 X
�2bcM e

h��;H ib .�/:
Nous pouvons maintenant établir l’analogue, dans notre cadre, de [25, théo-

rème 5.4.3]. Soient ˆ et ‰ des formes automorphes associées à des sous-groupes
paraboliques standards, vérifiant les conditions suivantes :

Hypothèses 5.4.3. On suppose que :

(i) ˆ 2Adisc.XQ/� et‰ 2Adisc.XR/�0 pour des sous-groupes paraboliques
associés Q; R 2 Pst, où �, resp. � 0, est un caractère unitaire automorphe
de AQ.A/, resp. de AR.A/ ;

(ii) � 2 a�Q;C=A
_
Q et � 2 a�R;C=A

_
R ;

(iii) � 0 D w� pour un (i.e. pour tout) w 2W.aQ; aR/.
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Théorème 5.4.4. Soit Z 2 AG . Sous les hypothèses 5.4.3, on a les assertions sui-
vantes :

(i) On suppose queˆ et‰ sont cuspidales. On a l’égalité entre fonctions méro-
morphes de � et � :Z

XG.Z/

ƒTE.x;ˆ; �/E.x;‰;� N�/dx D hŒ��TRjQ.ZI�;�/ˆ;‰iR:

(ii) On suppose queˆ et‰ sont discrètes mais non nécessairement cuspidales.
Il existe une constante c > 0 telle que, pour tout � 2 �Q et tout � 2 �R,
on ait :ˇ̌̌̌Z
XG.Z/

ƒTE.x;ˆ; �/E.x;‰;� N�/dx � hŒ��TRjQ.ZI�;�/ˆ;‰iR

ˇ̌̌̌
� e�cd0.T /:

Démonstration. Prouvons (i). Pour � 2 a�Q;C dans le domaine de convergence de
la série d’Eisenstein E.x; ˆ; �/, et puisque ˆ est cuspidale, on a ([25, proposi-
tion 5.4.1])

ƒTE.x;ˆ; �/ D
X
S;s;


.�1/a.s/�M;s.s
�1.H0.
x/ � T //.M.s; �/.
x; s�//;

où la somme porte sur les S 2 Pst associés à Q, s 2W.aQ; aS /, 
 2 S.F /nG.F /,
et M DMQ. On déduit du lemme 5.4.2 que pour � dans le domaine de convergence
de E.x;ˆ; �/, et � N� dans celui de E.x;‰;� N�/, l’intégrale de (i) est égale à

(5.4)
X
S;s

Z
XS .Z/

.�1/a.s/�M;s.s
�1.H0.x/ � T //A.x; s/dx

avec

XS .Z/ D S.F /US .A/nG.AIZ/

(XS .Z/ est l’image de
�`

H2AM .Z/
XM .H/

�
�K dans XS ), et

A.x; s/ D .M.s; �/ˆ/.x; s�/…SE.x;‰;� N�/;

où…SE est le terme constant de E le long de S . Notons que �M;s.s�1.H0.x/� T //

ne dépend que de l’image .HS .x/
G � T GS / de .H0.x/ � T / dans aGS . D’après [25,

théorème 5.2.2 (5)], on a

A.x; s/ D
X

t2WG.aR;aS /

ehs��t�C2�S ;HS .x/i.M.s; �/ˆ/.x/.M.t;� N�/‰/.x/:
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La fonction M.s;�/ˆ appartient à Acusp.XS /s� et la fonction M.t;� N�/‰ appartient
à Acusp.XS /t�0 . Il résulte des lemmes 5.4.1 et 5.4.2 que l’expression (5.4) est égale
à la somme sur S , s et t de

jbcS j�1X
�2bcS

X
H2AS .Z/

.�1/a.s/�M;s.H � TS /e
hs��t���;H i

hD�M.s; �/ˆ;M.t;� N�/‰iS :

Fixons un triplet .S; s; t/ comme ci-dessus. En tenant compte du lemme 1.6.5 on a
pour � assez régulier et � fixé,X

H2AS .Z/

.�1/a.s/�M;s.H � TS /e
hs��t���;H i

D "
G;TS
S .ZI s� � t� � �/:

On obtient que l’expression (5.4) est égale à la somme sur S , s et t , de

(5.5) jbcS j�1 X
�2bcS "

G;TS
S .ZI s� � t� � �/hD�M.s; �/ˆ;M.t;� N�/‰iS ;

soit encore

(5.6) jbcRj�1 X
�2bcR "

G;TS
S .ZI s� � t .�C �//hDt�M.s; �/ˆ;M.t;� N�/‰iS ;

et, grâce à l’équation fonctionnelle du lemme 5.2.2, on obtient que (5.6) est égal à

(5.7) jbcRj�1 X
�2bcR "

G;TS
S .ZI s� � t .�C �//hD�M.t;�.�C �//�1M.s; �/ˆ;‰iR:

On voit apparaître la .G;M/-famille spectrale à valeurs opérateurs pourM DMR et
l’intégrale de (i) est donc égale à

jbcRj�1 X
�2bcRhD��

T
RjQ.ZI�;�C �/ˆ;‰iR:

L’assertion (i) en résulte. Le cas général (ii), dans le cas des corps de nombres, est dû
à Arthur [3]. La preuve consiste à se ramener au cas cuspidal, c’est-à-dire à la formule
de Langlands [25, théorème 5.4.2 (i)]. Dans le cas des corps de fonctions, on prouve,
de la même manière, (ii) à partir de (i). Notons qu’ici les groupes �Q et �R sont
compacts, d’où la borne uniforme en � et �.

Sous les hypothèses 5.4.3 (i) et 5.4.3 (ii), pour que l’intégraleZ
XG.Z/

ƒTE.x;ˆ; �/E.x;‰;� N�/dx
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soit non nulle, il faut que w� et � 0 coïncident sur AR.F /nAR.A/1 pour un (et donc
pour tout) w 2W.aQ; aR/. Cette condition équivaut à l’existence d’un � 2 �R, tel
que

.w�/ ? � D � 0:

Son image dans bBR est uniquement déterminée.

Proposition 5.4.5. Notons E.�; � 0/ l’ensemble des � 2 �R vérifiant l’équation

.w�/ ? � D � 0;

pour un w 2W.aQ; aR/. S’il est non vide, c’est un espace principal homogène
sous bcR, indépendant du choix de w. Sous les hypothèses 5.4.3 (i) et 5.4.3 (ii),
le théorème 5.4.4 reste vrai sans l’hypothèse 5.4.3 (iii), à condition de remplacer
Œ��T

RjQ
.ZI�;�/ par l’opérateur

Œ��TRjQ.Z; �; �
0
I�;�/

déf
D jbcRj�1 X

�2E.�;�0/

D��TRjQ.ZI�;�C �/:

Par convention, Œ��T
RjQ

.Z; �; � 0I�; �/ D 0 si E.�; � 0/ est vide. Si .� � � � �/ 2bcG
pour � 2 E.�; � 0/, chacun des membres de l’égalité ne dépend que de l’image de Z
dans cG .

Démonstration. Il suffit d’observer que E.x;D�‰;�/ D E.x;‰;�C �/.





Chapitre 6

Le noyau intégral

6.1 Opérateurs et noyaux

Notons C1c . zG.A// l’espace des fonctions lisses et à support compact sur zG.A/. On
notera dy la mesure G.A/-invariante à droite et à gauche sur zG.A/ déduite de la
mesure de Haar dx sur G.A/ en posant :Z

zG.A/
f .y/dy D

Z
G.A/

f .ıx/dx avec ı 2 zG.F /:

La mesure ainsi définie est indépendante du choix de ı. L’espace tordu localement
compact zG.A/ est unimodulaire, au sens de [25, section 2.1]. Il agit sur XG de la
manière suivante : pour x 2 XG et y 2 zG.A/, on choisit un représentant Px de x
dans G.A/ et un élément ı dans zG.F /. Alors Px0 D ı�1 Pxy est un élément de G.A/,
dont l’image x0 dans XG ne dépend pas des choix de Px et de ı. On pose x � y D x0.

On fixe, dans toute la suite, un caractère unitaire ! de G.A/ trivial sur le
groupe A zG.A/G.F /. La représentation régulière droite � de G.A/ dans L2.XG/

se prolonge naturellement en une représentation unitairee� de . zG.A/; !/, au sens de
[25, section 2.3] : pour ' 2 L2.XG/, et x et y comme ci-dessus, on posee�.y; !/'.x/ D .!'/.x � y/ D !.ı�1 Pxy/'.ı�1 Pxy/:
Par intégration contre une fonction f 2 C1c . zG.A//, on définit l’opérateur

e�.f; !/ D Z
zG.A/

f .y/e�.y; !/dy:
Il est représenté par le noyau intégral sur XG �XG

K zG.f; !I x; y/ D
X

ı2 zG.F /

!.y/f .x�1ıy/;

c’est-à-dire que nous avons

.e�.f; !/'/.x/ D Z
XG

K zG.f; !I x; y/'.y/dy:

Le noyauK zG.f;!Ix;y/ sera notéK.f;!Ix;y/ si aucune confusion n’est à craindre.
D’après [25, lemme 6.2.1] on a le

Lemme 6.1.1. Il existe des constantes c.f / et N telles que, pour tout x et tout y
dans G.A/, on ait

jK.f; !I x; y/j � c.f /jxjN jyjN :
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6.2 Factorisation du noyau

Pour f 2 C1c . zG.A// et h 2 C1c .G.A//, on note f ? h 2 C1c . zG.A// la fonction
définie par

.f ? h/.x/ D

Z
G.A/

f .xy�1/h.y/dy:

Le noyau intégral de l’opérateure�.f � h; !/ sur XG est donné par

K.f ? h; !I x; y/ D

Z
XG

K.f; !I x; z/KG.!hI z; y/dz:

Toute fonction f 2 C1c . zG.A// est K 0-bi-invariante, c’est-à-dire invariante à droite
et à gauche, par K 0, un sous-groupe ouvert compact de G.A/, que l’on peut choisir
distingué dans K . Si on suppose que le caractère ! est trivial sur K 0, la fonction

XG �XG ! C; .x; y/ 7! K.f; !I x; y/

est .K 0 � K 0/-invariante (pour l’action à droite) et le noyau K.f; !I x; y/ est
A-admissible au sens de [25, section 6.3]. Le théorème de factorisation de Dixmier-
Malliavin [25, théorème 6.3.1] est trivialement vrai ici : notons eK 0 la fonction
caractéristique de K 0 divisée par vol.K 0/. C’est un idempotent de C1c .G.A// et
l’on a

f D f ? eK 0 D eK 0 ? f D eK 0 ? f ? eK 0 :

Puisque !jK 0 D 1, le noyau K.f; !I x; y/ s’écrit

K.f; !I x; y/ D

Z
XG

K.f; !I x; z/KG.eK 0 I z; y/dz:

6.3 Propriétés du noyau tronqué

On a défini en section 3.4 un domaine de Siegel S� D EGS1 pour le quotient

BGG.F /nG.A/;

et on pose G.A/� D EGG.A/1. On note ƒT1 l’opérateur de troncature agissant sur
la première variable d’un noyau K.f; !I x; y/. On a, dans [32], la variante IV.2.5(b)
des lemmes 6.4.1 et 6.4.2 de [25] :

Lemme 6.3.1. (i) Il existe un sous-ensemble compact �1 de S� tel que pour tout
y 2 G.A/�, la fonction

S� ! C; x 7! ƒT1K.f; !I x; y/
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soit à support dans �1. De plus, la fonction

S� �S� ! C; .x; y/ 7! ƒT1K.f; !I x; y/

est à support compact, donc bornée.
(ii) Soit K 0 un sous-groupe ouvert compact de G.A/. Il existe un sous-ensemble

compact �2 de S� � S� tel que pour toute fonction K 0-bi-invariante f dans
C1c . zG.A//, le support de la restriction à S� � S� du noyau tronqué
.x; y/ 7! ƒT1K.f; !I x; y/ soit contenu dans �2.

Démonstration. La fonction .x;y/ 7!K.f;!Ix;y/ surXG �XG est .K 0 �K 0/-in-
variante pour un sous-groupe ouvert compactK 0 deG.A/. On peut donc appliquer la
proposition 4.2.1 : il existe un sous-ensemble compact �1 de S� tel que pour tout
y 2 G.A/�, le support de la fonction x 7!ƒT1K.f;!Ix;y/ soit contenu dans�1. On
procède ensuite comme dans la preuve de [32, assertion IV.2.5 (b)]. La dernière as-
sertion résulte de la proposition 4.2.1 et de la preuve de [32, assertion IV.2.5 (b)].





Chapitre 7

Décomposition spectrale

Les sorites de [25, section 7.1] sont valables ici. La décomposition spectrale
de L2.XG/ a été obtenue par Langlands pour les corps de nombres [28] et par Morris
pour les corps de fonctions [35, 36], puis rédigée pour tout corps global par Mœglin
et Waldspurger [32].

7.1 Un résultat de finitude

Soit P 2 P. On observe qu’une fonction K -finie sur XP est forcément K 0-inva-
riante à droite pour un sous-groupe ouvert K 0 de K . Pour � 2 „.P /, on note
Adisc;K 0.XP /� le sous-espace de Adisc.XP /� , formé des fonctions qui sont K 0-in-
variantes. On définit de la même manière les espaces Acusp;K 0.XP /� . Sur un corps
de fonctions on a le résultat de finitude suivant :

Théorème 7.1.1. La représentation deG.A/ dans Adisc.XP /� est admissible : pour
tout sous-groupe ouvert compactK 0 deG.A/, l’espace Adisc;K 0.XP /� est de dimen-
sion finie.

Démonstration. D’après le lemme 4.1.2, il existe un sous-ensemble compact �
deXP tel que toute forme automorphe cuspidaleK 0-invariante surXP soit à support
contenu dans�. On en déduit que l’espace Acusp;K 0.XP /� est de dimension finie. En
d’autres termes, la représentation deG.A/ dans Acusp.XP /� est admissible. D’après
la décomposition spectrale de Langlands, les formes automorphes discrètes

ˆ 2Adisc;K 0.XP /�

s’obtiennent comme résidus de séries d’Eisenstein EP .x; ˆ0; �/ construites à par-
tir de formes automorphes cuspidales ˆ0 2 Acusp;K 0.XQ/�0 pour un Q 2 P tel

que Q � P , � 0 2 „.Q/ et � 2 �CQ
dKef
D a�Q;C=A

_
Q ; avec la condition que l’élément

� 0 ? � de„.Q/C défini par .� 0 ? �/.a/D � 0.a/eh�;HQ.a/i pour tout a 2 AQ.A/, pro-
longe �. Observons que � 0 ? � ne dépend que de la projection de � sur a�Q;C=B

_
Q D

kerŒ„.Q/C ! „.Q/1�. Pour � 2 �Q .D
bAQ/, la fonction D�ˆ0 appartient

à Acusp;K 0.XQ/�0?� et

EP .x;D�ˆ0; � � �/ D EP .x;ˆ0; �/ pour tout � 2 �CQ:

Soit „.Q/ �bBQ �CQ le quotient de „.Q/ � �CQ par la relation d’équivalence définie
comme suit : deux couples .� 01; �1/ et .� 02; �2/ sont équivalents si et seulement s’il
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existe un � 2 �Q tel que .� 02; �2/D .�
0
1 ? �;�1 � �/ ; auquel cas � 02 ? �2 D �

0
1 ? �1.

PuisquebcQ D kerŒ�CQ ! a�Q;C=B
_
Q� est fini, l’application (surjective)

„.Q/ �bBQ �CQ ! „.Q/C; .� 0; �/ 7! � 0 ? �

est à fibres fines. Comme l’espace Acusp;K 0.XQ/�0 est de dimension finie, il suffit
de voir que les éléments de „.Q/C de la forme � 0 ? � avec .� 0; �/ 2 „.Q/ � �CQ,
tels qu’il existe une forme ˆ0 2 Acusp;K 0.XQ/�0 pouvant donner naissance par ré-
sidu de la série d’Eisenstein EP .x; ˆ0; �/ en � à une forme dans Adisc;K 0.XP /� ,
appartiennent à un ensemble fini. La projection .� 0 ? �/1 D � 0 ? �jAQ.A/1

de � 0 ? �

sur „.Q/1 coïncide avec la projection de � 0, qui est un caractère du groupe fini
AQ.F /.K

0
\ AQ.A/1/nAQ.A/1. Par conséquent, les classes � 0 C bBQ varient dans

un sous-ensemble fini de„.Q/=bBQ. On peut donc fixer � 0 et se contenter de faire va-
rier �. Écrivons � D �u C �

C avec �u 2 �Q et �C 2 a�Q. La projection .�C/P de �

sur a�P est nulle (car � 0 ? �jAP .A/
D �) et la projection .�C/PQ de � sur aP;�Q varie dans

un compact de aP;�Q . La compacité de �Q assure que � varie dans un compact du cy-

lindre �CQ. L’intersection d’un ensemble compact et d’un ensemble discret (les pôles
d’une série d’Eisenstein) est finie, ce qui achève la démonstration du théorème.

Ce théorème rend inutile le découpage suivant les données cuspidales utilisé par
Arthur (et repris dans [25]) dans le développement spectral de la formule des traces,
puisqu’il règle immédiatement les éventuelles questions de convergence.

7.2 Données discrètes et décomposition spectrale

Pour M 2 L, notons WG.M/ le quotient de l’ensemble des éléments w 2WG tels
que w.M/ D M par WM . C’est un groupe et on note wG.M/ son ordre. Rappe-
lons que pour � une représentation de M.A/ et � 2 �M , on a noté �� D � ? � la
représentation définie par les opérateurs

� ? � W x 7! eh�;HM .x/i�.x/:

Définition 7.2.1. On appelle donnée discrète pour G un couple .M; �/, où � est une
représentation automorphe irréductible de M.A/ discrète modulo le centre, c’est-à-
dire apparaissant comme composant de L2disc.XM /� – l’espace de Hilbert engendré
par les sous-représentations irréductibles de L2.XM /� – pour un caractère unitaire
automorphe � de AM .A/. Deux données discrètes .M; �/ et .M 0; � 0/ de G sont dites
équivalentes s’il existe un couple .w; �/ 2WG � �M tel que

wMw�1 DM 0 et w.� ? �/ ' � 0:
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Nous noterons StabM .�/ le sous-groupe de bcM formé des � tels que � ? � ' � ,
etbcM .�/ son indice : bcM .�/ D jbcM j

jStabM .�/j
:

Soit .M; �/ une donnée discrète pour G et soit P 2 P.M/. Soit � la restriction
à AM .A/ du caractère central de � . On notera

A.XP ; �/ �Adisc.XP /�

le sous-espace des formes automorphes ' sur XP telles que, pour tout x 2 G.A/,
la fonction m 7! '.mx/ sur XM soit un vecteur de la composante isotypique de �
dans L2disc.XM /� . C’est l’espace des fonctions K -finies à droite dans l’espace de la
représentation induite parabolique de P.A/ àG.A/ de la composante isotypique de �
dans L2disc.XM /� .

Considérons x 2 XP , y 2 zG.A/, � D Intı avec ı 2 zG.F / et � 2 a�M;C . Rappe-
lons que l’on a posé

(7.1) '.x; �/ D eh�C�P ;HP .x/i'.x/:

Définition 7.2.2. Pour une représentation automorphe irréductible � de MP .A/ dis-
crète modulo le centre, on définit pour Q D �.P / un opérateur unitaire1

(7.2) �P;�;�.ı; y; !/ WA.XP ; �/!A.XQ; �.! ˝ �//;

en posant

(7.3) .�P;�;�.ı; y; !/'/.x; �.�// D .!'/.ı
�1xy; �/:

Cet opérateur réalise un avatar tordu par ı et ! de la représentation induite para-
bolique

IndG.A/
P.A/.� ? �/:

Différentes réalisations peuvent apparaître et doivent être comparées :

Lemme 7.2.3. Pour � et � 2 �M , les avatars tordus

�1 D �P;�;�C�.ı; y; !/ et �2 D �P;�?�;�.ı; y; !/

1On prendra garde à ce que, contrairement au cas des corps de nombres, on ne dispose pas
d’un représentant canonique dans l’orbite de � sous les décalages par les � 2 �M .
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sont équivalents et l’entrelacement est donné par les opérateurs D� et D�.�/ (défini-
tion 5.2.1). En d’autres termes, le diagramme suivant

A.XP ; �/
�1 //

D�
��

A.XQ; �.! ˝ �//

D�.�/
��

A.XP ; � ? �/
�2 //A.XQ; �.! ˝ � ? �//

est commutatif, c’est-à-dire que l’on a

(7.4) D�.�/ ı �P;�;�C�.ı; y; !/ D �P;�?�;�.ı; y; !/ ıD�:

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des équations (7.1) et (7.3).

Par intégration contre une fonction f 2 C1c . zG.A//, on définit l’opérateur

�P;�;�.ı; f; !/

et on pose

e�P;�;�.y; !/ D �P;�;�.ı0; y; !/; e�P;�;�.f; !/ D �P;�;�.ı0; f; !/:
Soit ' W XG ! C une fonction continue et à support compact. Pour P 2 P,
‰ 2Adisc.XP / et � 2 �P , on pose

b'.‰;�/ D Z
XG

'.x/E.x;‰;�/dx:

Pour deux fonctions �; ' W XG ! C continues et à support compact, on pose

h�; 'iXG D

Z
XG

�.x/'.x/dx:

Pour M 2 L, notons

• …disc.M/ l’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations automor-
phes irréductibles de M.A/ discrètes modulo le centre ;

• …disc.M/ le quotient de …disc.M/ par la relation d’équivalence donnée par la
torsion par les caractères unitaires de AM ;

• ‰P .�/ une base orthonormale de l’espace vectoriel pré-hilbertien A.XP ; �/.

D’après [32, chapitre VI] avec les conventions 1.3.1 pour la normalisation des me-
sures (vol.�M / D 1) et les notations de la définition 7.2.1, on a le théorème suivant.
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Théorème 7.2.4. Le produit scalaire h�; 'iXG admet la décomposition spectrale

h�; 'iXG D
X

M2L=W

1

wG.M/

X
�2…disc.M/

bcM .�/ Z
�M

X
‰2‰P .�/

b�.‰;�/b'.‰;�/d�;
où l’on a identifié L=W à un ensemble de représentants dans L, et où, pour chaque
classe � 2 …disc.M/, on a choisi un représentant � 2 …disc.M/ dans la classe � .2

7.3 Décomposition spectrale d’un noyau

La proposition 7.2.2 de [25] est vraie ici, mutatis mutandis3. Plus précisément,
soient P 2 Pst et � un F -automorphisme de G. Soit H.x; y/ un noyau intégral sur
X�.P / �XP , de la forme H D K1K�2 :

H.x; y/ D

Z
XP

K1.x; z/K
�
2 .z; y/dz;

où K1 (resp. K2) est un noyau A-admissible sur X�.P / �XP (resp. XP �XP ). On
suppose que pour S 2 PPst , � 2 …disc.MS / et � 2 �S , on a des opérateurs de rang
fini et, plus précisément, qui s’annulent en dehors d’un ensemble fini de vecteurs
de ‰S .�/ :

A1;�;� 2 Hom.A.XS ; �/;A.X�.S/; �.�///

et

A2;�;� 2 Hom.A.XS ; �/;A.XS ; �//;

vérifiant Z
XP

K1.x; y/E
P .y;‰;�/dy D E�.P /.x; A1;�;�‰; �.�//

et Z
XP

K2.x; y/E
P .y;‰;�/dy D EP .x; A2;�;�‰;�/:

Posons
B�;� D A1;�;�A

�
2;�;� 2 Hom.A.XS ; �/;A.X�.S/; �.�///

2On observera que pour chaque facteur de Levi M 2 L=W, on a choisi un sous-groupe
parabolique P de composante de Levi M . Le choix de ces sous-groupes paraboliques P est
indifférent. Il en est de même pour les formules des propositions 7.3.1 et 7.3.2 ci-dessous.

3On observera que, dans [25], la définition des espaces XP diffère de la nôtre par un quo-
tient par BP ; il en résulte que, pour que la formule [25, proposition 7.2.2 (1)] soit correcte, il
faut la modifier comme indiqué en Err (viii) dans l’annexe.
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et
H� .x; yI�/ D

X
‰2‰S .�/

E�.P /.x; B�;�‰; �.�//EP .y;‰;�/:

Proposition 7.3.1. Le noyau H.x; y/ admet la décomposition spectrale

(7.5) H.x; y/ D
X

M2L=W

1

wG.M/

X
�2…disc.M/

bcM .�/ Z
�M

H� .x; yI�/d�:

De plus, la somme sur ‰ dans l’expression H� .x; yI�/ est finie, et en posant

h.x; y/ D
X

M2L=W

1

wG.M/

X
�2…disc.M/

bcM .�/ Z
�M

jH� .x; yI�/jd�;

on a la majoration (inégalité de Schwartz)

(7.6) jH.x; y/j � h.x; y/ � K1K
�
1 .x; x/

1=2K2K
�
2 .y; y/

1=2:

Démonstration. Comme dans la preuve de [25, proposition 7.2.2], cela résulte
des généralités sur la décomposition spectrale des noyaux produits [25, proposi-
tion 7.1.1 (1)] et de la forme explicite de la décomposition spectrale automorphe
(théorème 7.2.4).

Pour ı 2 zG.F /, posons � D Intı et Q D �.P /. On considère l’opérateur

�.ı; f; !/ W L2.XP /! L2.XQ/;

défini par

�.ı; f; !/�.x/ D

Z
zG.A/

f .y/.!�/.ı�1xy/dy:

Il est donné par le noyau intégral

KQ;ı.x; y/ D

Z
UQ.F /nUQ.A/

!.x/
X

�2Q.F /

f .x�1u�1��1ıy/du:

Soit S 2 PPst , et soit � une représentation automorphe deMS .A/. Pour � 2 a�P;C
et f 2 C1c . zG.A//, on a défini en section 7.2 un opérateur

�S;�;�.ı; f; !/ WA.XS ; �/!A.X�.S/; �.! ˝ �//:

Pour ‰ 2A.XS ; �/ et x 2 XQ, on a

�.ı; f; !/EP .x;‰;�/ D EQ.x;�S;�;�.ı; f; !/‰; �.�//;
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d’où Z
XP

KQ;ı.x; y/E
P .y;‰;�/dy D EQ.x;�S;�;�.ı; f; !/‰; �.�//:

Rappelons que l’on a fixé une base orthonormale ‰S .�/ de l’espace pré-hilber-
tien A.XS ; �/. Pour � 2 �S , on pose

KQ;P;� .x; yI�/ D
X

‰2‰S .�/

EQ.x;�S;�;�.ı; f; !/‰; �.�//E
P .y;‰;�/:

On a les variantes de la proposition 7.3.1 de [25] et de son corollaire 7.3.2 :

Proposition 7.3.2. La fonction f 2 C1c . zG.A// étant fixée, alors

(i) le noyau KQ;ı.x; y/ admet la décomposition spectrale suivante :

KQ;ı.x; y/ D
X

M2LP=WP

1

wP .M/

X
�2…disc.M/

bcM .�/ Z
�M

KQ;P;� .x; yI�/d� I

(ii) la restriction à S �G.A/ de la fonction

.x; y/ 7!
X

M2LP=WP

1

wP .M/

X
�2…disc.M/

bcM .�/ Z
�M

jƒ
T;Q
1 KQ;P;� .x; yI�/jd�

est bornée et à support compact en x, et à croissance lente en y.

Démonstration. Le point (i) est une conséquence de la proposition 7.3.1 et de
la section 6.2 : on choisit un sous-groupe ouvert compact K 0 de G.A/ tel que
eK 0 � f � eK 0 D f et !jK 0 D 1 ; pour S 2 PPst , � 2…disc.MS / et � 2 �S , on consi-
dère les opérateurs

A1;�;� D �S;�;�.ı; f; !/ et A2;�;� D �S;�;�.eK 0/;

puis on pose B�;� D A1;�;�A�2;�;�.

On en déduit que le noyau tronqué ƒT;Q1 KQ;ı.x; y/ est égal àX
M2LP =W

1

wP .M/

X
�2…disc.M/

bcM .�/ Z
�M

ƒ
T;Q
1 KQ;P;� .x; yI�/d�:

On observe que, grâce à la factorisation de la section 6.2, on a

ƒ
T;Q
1 KQ;P;� .x; yI�/ D

Z
XG

ƒ
T;Q
1 KQ;P;� .x; zI�/K

�
P;P;� .eK 0 I z; yI�/dz

avec

K�P;P;� .eK 0 I z; yI�/ D
X

‰2‰S .�/

EP .z;‰;�/EP .y;�S;�;�.eK 0/‰;�/:
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On en déduit le point (ii), comme dans la preuve de [25, proposition 7.3.1 (ii)], grâce
à l’inégalité de Schwarz (7.6), au lemme 6.3.1 (i), et à l’inégalité du lemme 6.1.1.

Corollaire 7.3.3. La restriction à S �G.A/ de la fonction

.x; y/ 7! jƒ
T;Q
1 KQ;ı.x; y/j

est bornée et à support compact en x, et à croissance lente en y.



Partie III

La formule des traces grossière





Chapitre 8

Formule des traces : état zéro

8.1 Le cas compact

Dans cette section nous établissons la formule des traces tordue dans le cas oùGder est
anisotrope, c’est-à-dire où

XG D AG.A/G.F /nG.A/

est compact. On pose

Y G
déf
D A zG.A/G.F /nG.A/:

Rappelons que l’on a fixé un caractère unitaire ! de G.A/ qui soit trivial sur le
groupe A zG.A/G.F /. Pour f 2 C1c . zG.A// on considère l’intégrale

J.f; !/
déf
D

Z
YG

K.f; !I x; x/dx;

avec
K.f; !I x; y/ D

X
ı2 zG.F /

f .x�1ıy/!.y/:

Il est facile de montrer que l’intégrale sur Y G est absolument convergente. Indiquons
rapidement comment on en déduit la formule des traces. Pour plus de détails on ren-
voie aux chapitres suivants, où les résultats de ce paragraphe seront établis dans un
cadre plus général.

On peut développer l’intégrale suivant les classes de conjugaison. On note e� un
système de représentants des classes de G.F /-conjugaison dans zG.F / et Gı.F / le
groupe des points F -rationnels du centralisateur Gı de ı dans G. Pour ı 2 zG.F /, on
choisit une mesure de Haar sur Gı.A/ et on pose

aG.ı/ D vol.A zG.A/G
ı.F /nGı.A//:

Si Gı.A/ 6� ker.!/ on pose
Oı.f; !/ D 0

et, si Gı.A/ � ker.!/, on pose

Oı.f; !/ D

Z
Gı.A/nG.A/

!.g/f .g�1ıg/d Pg;

où d Pg est la mesure quotient.
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Proposition 8.1.1. Si Gder est anisotrope, on a le développement géométrique

J.f; !/ D
X
ı2e� aG.ı/Oı.f; !/:

Seul un nombre fini de ı (dépendant du support de f ) donne une contribution non
nulle à la somme.

Nous allons maintenant considérer le développement spectral. En général,
J.f; !/ n’est pas une trace car, sauf si AG est trivial, l’opérateur e�.f; !/ opérant
dans L2.XG/ n’est pas un opérateur à trace.

Rappelons qu’on a noté „.G/ le groupe des caractères unitaires automorphes
de AG.A/. On note

„.G; zG/ � „.G/

le sous-groupe des caractères triviaux surA zG.A/. Les groupes„.G/ et„.G; zG/ sont
munis de mesures de Haar en suivant les conventions 1.3.1 : elles donnent le volume 1
à bBG et bB zGG respectivement1. Soit

„.G; �; !/ � „.G/

le sous-ensemble formé des caractères � tels que, en notant !AG la restriction de !
à AG.A/, on ait

� ı � D !AG ˝ �:

Si „.G; �; !/ est non vide, c’est un espace tordu sous le groupe „.G/� des points
fixes sous � dans„.G/. On observe quebB�G est un sous-groupe ouvert de„.G/� . On

munit „.G/� de la mesure de Haar telle que vol.bB�G/ D 1 ce qui fournit une mesure
„.G/� -invariante sur „.G; �; !/.

Considérons un caractère � 2 „.G/ et posons pour x et y dans G.A/,

K�.f; !I x; y/ D
X

ı2AG.F /n zG.F /

Z
AG.A/

�.z/f .z�1x�1ıy/!.y/dz;

soit encore

K�.f; !I x; y/ D

Z
AG.F /nAG.A/

�.z/K.f; !I zx; y/dz:

Par inversion de Fourier, on voit que

K.f; !I x; y/ D

Z
�2„.G/

K�.f; !I x; y/d�;

1Rappelons quebB zG
G

est le dual de Pontryagin du réseau B zG
G
D B zGnBG de a

zG
G

.
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et on observe que

(8.1) K�.f; !I zx; zy/ D ��.z/K�.f; !I x; y/;

où

�� D .� ı �/
�1
� .!AG ˝ �/ D !AG ˝ �

1��

est un élément du groupe „.G; zG/. On observe aussi que, par définition,

�� D 1 équivaut à � 2 „.G; �; !/:

Pour � 2 „.G/, on note L2.XG/� l’espace de Hilbert des fonctions sur XG

qui se transforment suivant � sur AG.A/. Lorsque � 2 „.G; �; !/, c’est-à-dire
si �� D 1, l’opérateur e�.f; !/ induit un endomorphisme de L2.XG/� . D’après le
théorème 7.1.1, c’est un opérateur de rang fini. On pose

J.f; !; �/
déf
D

Z
XG

K�.f; !I x; x/dx

et on a

(8.2) J.f; !; �/ D trace
�e�.f; !/jL2.XG/�

�
:

On note

…disc. zG;!/

l’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations automorphes irréductibles
de G.A/ discrètes modulo le centre, qui admettent un prolongement à . zG.A/; !/.
Pour � 2 „.G; �; !/, on note …disc. zG;!/� le sous-ensemble de …disc. zG;!/, formé
des représentations dont le caractère central restreint à AG.A/ est égal à �. Enfin pour
� 2 …disc.…; !/� , on note

A.XG ; �/

la composante isotypique de � dans

A.XG/� � L
2.XG/� :

Lemme 8.1.2. Pour � 2 „.G; �; !/, on a

J.f; !; �/ D
X

�2…disc. zG;!/�

trace
�e�.f; !/jA.XG ; �/

�
:

Démonstration. On observe que les représentations � qui n’admettent pas de prolon-
gement à . zG.A/; !/ contribuent par zéro à la trace de l’opérateure�.f; !/.
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On choisit, pour chaque � 2 …disc. zG;!/, un prolongement e� à . zG.A/; !/ de �
(plus correctement, d’un représentant .�; V�/ de la classe �) et on note m.�;e�/ la
multiplicité tordue de .�;e�/ dansL2.XG/�� , définie dans [25, section 2.4], où �� est
la restriction à AG.A/ du caractère central de � . Le nombre

m.�;e�/trace.e�.f; !/jV�/
ne dépend pas du choix de e� . Ceci fournit une nouvelle expression :

J.f; !; �/ D
X

�2…disc. zG;!/�

m.�;e�/trace.e�.f; !/jV�/:
Lemme 8.1.3. On suppose que l’ensemble „.G; �; !/ est non vide. Si ¹ º est une
famille de fonctions sur„.G; zG/ qui tend, au sens des distributions, vers la masse de
Dirac à l’origine, alors pour tout fonction � lisse sur „.G/, on a

lim
 

Z
�2„.G/

 .!AG ˝ �
1�� /�.�/d� D

Z
�2„.G;�;!/

�.�/d�:

Démonstration. Par hypothèse, il existe �0 2„.G; �;!/. En écrivant � sous la forme
� D �0�1�2 avec �2 2 „.G/� , on a

!AG ˝ �
1��
D �1��1 :

On observe alors qu’en posant „.G/1 D „.G/=„.G/� , on aZ
�2„.G/

 .!AG ˝ �
1�� /k.�/d� D

Z
�12„.G/1

 .�1��1 /

�Z
�22„.G/�

k.�0�1�2/d�2

�
d�1:

On peut supposer que  est à support dans le tore compactbB zGG D .1 � �/bBG .� „.G; zG//:
Puisque les mesures sont compatibles avec la suite exacte courte

0! bB�G ! bBG 1��
��! bB zGG ! 0;

le lemme en résulte.

Proposition 8.1.4. Si Gder est anisotrope, on a l’identité :

J.f; !/ D

Z
�2„.G;�;!/

trace
�e�.f; !/jL2.XG/�

�
d�;

soit encore

J.f; !/ D

Z
�2„.G;�;!/

X
�2…disc. zG;!/�

trace
�e�.f; !/jA.XG ; �/

�
:
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Démonstration. Par définition,

J.f; !/ D

Z
YG

�Z
�2„.G/

K�.f; !I x; x/d�
�

dx;

soit encore

J.f; !/ D

Z
Px2XG

Z
z2AG.F /A zG.A/nAG.A/

�Z
�2„.G/

K�.f; !I zx; zx/d�
�

dzd Px:

Considérons une famille ¹�º de fonctions à support compact sur le groupe abélien
localement compact

AG.F /A zG.A/nAG.A/

et tendant vers la fonction 1, de sorte que la famille ¹b�º de leurs transformées de
Fourier tende vers la masse de Dirac sur„.G; zG/ à l’origine. Alors J.f;!/ est égal à

lim
�!1

Z
XG

Z
AG.F /A zG.A/nAG.A/

�Z
�2„.G/

K�.f; !I zx; zx/d�
�
�.z�1/dzd Px;

soit encore, en utilisant l’équation (8.1), à

lim
�!1

Z
XG

Z
AG.F /A zG.A/nAG.A/

�Z
�2„.G/

�.z�1/��.z/K�.f; !I x; x/d�
�

dzd Px:

Comme � est à support compact, on peut intervertir les intégrations en z et �, et on a

J.f; !/ D lim
�!1

Z
XG

�Z
�2„.G/

b�.��/K�.f; !I x; x/d��d Px:

Compte tenu du lemme 8.1.3, cette limite s’écritZ
XG

�Z
�2„.G;�;!/

K�.f; !I x; x/d�
�

d Px:

Comme XG est compact, on peut encore intervertir, et on obtient

J.f; !/ D

Z
�2„.G;�;!/

J.f; !; �/d�:

On conclut en invoquant l’equation (8.2).

On pose

� zG
déf
D bA zG

et on note …disc. zG;!/ le quotient de …disc. zG;!/ par la relation d’équivalence don-
née par la torsion par les éléments de � zG . Pour � 2 …disc. zG;!/, on pose

bc zG.�/ D jbc zG j
jStab zG.�/j

;

où Stab zG.�/ �bc zG est le stabilisateur de � dans � zG .
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Lemme 8.1.5. Le morphisme

bB�G ! bB zG Db
B�G ;

induit par � 7! �jB zG
, est surjectif et son noyau est fini, de cardinal

j. zG/ D j det.1 � � ja zGG/j:

Démonstration. Le groupe bB�G est le dual de Pontryagin du groupe .1 � �/BGnBG .
Le morphisme composé

B zG D B
�
G ! BG ! .1 � �/BGnBG

est injectif et son conoyau est égal à�
.1 � �/BG CB zG

�
nBG D .1 � �/BGnB

zG
G :

Or, l’indice ŒB zGG W .1� �/BG � est égal à jdet.1� � ja zGG/j. D’où le lemme, par dualité
de Pontryagin.

Avec les conventions 1.3.1 pour la normalisation des mesures (vol.� zG/ D 1), la
proposition 8.1.4 s’écrit aussi :

Proposition 8.1.6. Si Gder est anisotrope on a l’identité

J.f; !/ D j. zG/�1
X

�2…disc. zG;!/

bc zG.�/ Z
� zG

trace
�e�.f; !/jA.XG ; ��/

�
d�;

où, pour chaque classe �, on a choisi un représentant � dans …disc. zG; !/. Seul un
nombre fini de � (dépendant de f ) donne une contribution non triviale à la somme.

Démonstration. On peut écrireZ ˚
„.G;�;!/

L2.XG/� d� D
M

�2„.G;�;!/1

Z ˚bB�
G

L2.XG/�?�d�;

où „.G; �; !/1 � „.G/1 est l’ensemble des restrictions à AG.A/1 des éléments
de „.G; �; !/. On a donc

J.f; !/ D
X

�2„.G;�;!/1

Z
bB�
G

trace
�e�.f; !/jL2.XG/�?�

�
d�

et

trace
�e�.f; !/jL2.XG/�?�

�
D

X
�2…disc. zG;!/�?�

trace
�e�.f; !/jA.XG ; �/

�
:
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En remarquant que, pour tout � 2bc zG ,

� 2 …disc. zG;!/�?� équivaut à � ? � 2 …disc. zG;!/�?�;

puis en passant aux classes d’équivalence modulo torsion par les éléments de � zG , on
obtient l’expression de l’énoncé, grâce au lemme 8.1.5.

Corollaire 8.1.7. Si Gder est anisotrope, la formule des traces tordue est l’identitéX
ı2e� aG.ı/Oı.f; !/ D j. zG/�1

X
�2…disc. zG;!/

bc zG.�/ Z
� zG

trace
�e�.f; !/jA.XG ; ��/

�
d�:

Ce sont les identités des propositions 8.1.1, 8.1.4 et 8.1.6 que nous devons gé-
néraliser lorsque Gder n’est plus nécessairement anisotrope. Il conviendra d’intégrer
sur Y G des avatars tronqués du noyau. La première étape est fournie par le paragraphe
suivant.

8.2 L’identité fondamentale

Soit f 2 C1c . zG.A//. Pour zP 2 eP, on pose

K zP .x; y/ D

Z
UP .F /nUP .A/

X
ı2 zP.F /

!.y/f .x�1ıuy/du:

C’est le noyau de la représentation naturelle de . zG.A/;!/ dansL2.XP /. PourQ 2 P
tel que Q � P , on note ƒT;Q1 K zP .x; y/ l’opérateur de troncature ƒT;Q appliqué à la
fonction x 7! K zP .x; y/, pour y fixé. Le lemme 8.2.1 de [25] est vrai ici.

On pose

kTgéom.x/ D
X
zP2ePst

.�1/a zP�a zG
X

�2P.F /nG.F /

kT
zP;géom

.�x/

avec

kT
zP;gKeom

.x/ D O�P .H0.x/ � T /K zP .x; x/

et

kTspec.x/ D
X
zP2ePst

.�1/a zP�a zG
X

�2P.F /nG.F /

kT
zP;spec

.�x/

avec

kT
zP;spec

.x/ D
X

Q;R2Pst
Q�P�R

X
�2Q.F /nP.F /

e�RQ.H0.�x/ � T /ƒ
T;Q
1 K zP .�x; �x/:
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On a donc

kTspec.x/ D
X
zP2ePst

.�1/a zP�a zG
X

Q;R2Pst
Q�P�R

X
�2Q.F /nG.F /

e�RQ.H0.�x/ � T /ƒ
T;Q
1 K zP .�x; �x/:

Tous ces termes ne dépendent que de la projection de T dans

a
zG
0 D aG0 ˚ a

zG
G

et on a les identités

kT
zP;gKeom

D kT
zP;spec

; pour tout zP 2 ePst:

On en déduit l’identité fondamentale suivante.

Proposition 8.2.1. On a l’identité kTgéom D k
T
spec:

Ce résultat, qui est une conséquence immédiate de la combinatoire des cônes, est
le point de départ pour la formule des traces dans le cas non compact.

Chacune des expressions kTgéom et kTspec possède un développement : la première
suivant les classes d’équivalence de paires primitives et la seconde suivant la dé-
composition spectrale. Pour obtenir la formule des traces on intègre sur Y G les
fonctions kTgéom et kTspec. On montrera que la convergence des intégrales (pour T
suffisamment régulier) est compatible avec les développements de chacune de ces
expressions. Ainsi, l’égalité de

J Tgéom.f; !/
déf
D

Z
YG

kTgéom.x/dx et de J Tspec.f; !/
déf
D

Z
YG

kTspec.x/dx

fournira la formule des traces, c’est-à-dire l’égalité du développement géométrique et
du développement spectral. Précisons que l’égalité

J Tgéom.f; !/ D J Tspec.f; !/

est une égalité de fonctions dans PolExp : les intégrales convergent et sont égales
pour T 2 a0 suffisamment régulier et elles définissent un même élément de PolExp
(d’après le lemme 1.7.2).



Chapitre 9

Développement géométrique

9.1 Convergence : côté géométrique

Rappelons qu’on a introduit en section 3.3 l’ensemble O des classes d’équivalence
de paires primitives dans zG.F / et que pour chaque o 2O on a défini un ensemble Oo

de classes de conjugaison de zG.F /. Compte tenu du lemme 3.3.2 on peut décompo-
ser kTgéom.x/ en

kTgéom.x/ D
X
o2O

kTo .x/

où kTo ne comporte que la contribution des éléments ı 2 Oo :

kTo .x/ D
X
zP2ePst

.�1/a zP�a zG
X

�2P.F /nG.F /

kT
zP;o
.�x/

avec
kT
zP;o
.x/ D O�P .H0.x/ � T /K zP;o.x; x/;

où

K zP;o.x; x/ D

Z
UP .F /nUP .A/

X
ı2Oo\ zP.F /

!.x/f .x�1ıux/du:

On rappelle que d’après le lemme 3.3.2 (ii), on a la décomposition

Oo \ zP .F / D .Oo \ zMP .F //UP .F /;

ce qui donne un sens à l’expression ci-dessus.
On considère Q; R 2 Pst. Rappelons que d’après [25, lemme 2.11.1] il existe

un zP 2 ePst tel que Q � P � R si et seulement si on a QC � R�. On a défini en
section 3.4 un ensemble S

Q
P0
.T1; T / dépendant d’un compact CQ � G.A/, et on a

noté FQP0.�; T / la fonction caractéristique de l’ensemble

Q.F /S
Q
P0
.T1; T /:

Comme en [25, proposition 3.6.3], on suppose que CQ est assez gros, et que T
et �T1 sont assez réguliers.

On pose1

YQ D A zG.A/Q.F /nG.A/:

1Le lecteur prendra garde que dans [25] on passe au quotient par BG , qui, dans le cas des
corps de nombres, est identifié à un sous-groupe du centre, car f a été intégrée sur le centre.
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Le point clef pour la convergence du côté géométrique (théorème 9.1.2 ci-dessous)
est le résultat suivant [25, proposition 9.1.1] :

Proposition 9.1.1. Supposons T assez régulier, c’est-à-dire d0.T / � c où c est une
constante dépendant du support de f . L’intégraleZ

YQ

F
Q
P0
.x; T /e�RQ.H0.x/ � T /

ˇ̌̌̌
ˇ X
zP2ePst; zQC� zP� zR�

.�1/
a zP�a zQK zP;o.x; x/

ˇ̌̌̌
ˇdx

est convergente.

Démonstration. Notons �f le support de f . C’est un compact de zG.A/, et pour
x 2 G.A/ tel que K zP;o.x; x/ ¤ 0, on a x�1ıux 2 �f pour des éléments

ı 2 Oo \ zP .F / et u 2 UP .A/. Puisque HG.x
�1ıux/ D 0 et �f \G.A/1 est com-

pact, on peut appliquer [25, corollaire 3.6.7] : si T est assez régulier, précisément
si d0.T /� c où c est une constante dépendant de�f , les ı 2Oo \ zP .F / qui donnent
une contribution non nulle à l’expression de l’énoncé appartiennent à Oo \ zQ

C.F /.
En utilisant la décomposition (point (ii) du lemme 3.3.2)

Oo \ eQC.F / D .Oo \fMQC.F //UQC.F /;

on peut donc comme dans la preuve de [25, proposition 9.1.1] remplacer K zP;o.x; x/
par une expression ˆ zP;o.x/ qui s’écrit ˆ zP;o D

P
�2Oo\ zMQC

ˆ zP;�;o.x/ avec

ˆ zP;�;o.x/ D

Z
UP .F /nUP .A/

X
�2U

QC
.F /

f .x�1��ux/du:

Posons

„RQ.x/ D e�RQ.H0.x/ � T /
X

�2Oo\ zMQC

ˇ̌̌̌
ˇ X
zP2ePst;Q�P�R

.�1/a zP�a zGˆ zP;�;o.x/

ˇ̌̌̌
ˇ:

Il s’agit de montrer que l’intégraleZ
YQ

F
Q
P0
.x; T / „RQ.x/ dx

est convergente. Posons

ZQ D A zG.A/AQ.F /nAQ.A/ � YQ:

On commence par estimer, pour v 2 UQ.A/ et x 2 G.A/, l’intégrale

‚RQ.v; x/ D

Z
ZQ

„RQ.vax/ıQ.a/
�1da;
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de façon uniforme lorsque x reste dans un compact fixé. Notons que la somme sur �
dans l’expression „RQ.vax/ porte sur un ensemble fini, dépendant a priori de x et a.
Comme dans la preuve de [25, proposition 9.1.1], on montre que pour x dans un
compact fixé, l’ensemble des a 2 ZQ donnant une contribution non triviale à l’ex-
pression‚RQ.v; x/ est contenu dans un compact ; par conséquent la somme sur � dans

l’expression „RQ.vax/ porte sur un ensemble fini (indépendant de a et x dans un

compact fixé). Il reste à estimer la somme sur a dans l’expression ‚RQ.v; x/. Notons

ZR
�

Q l’image de

AQ.A/ \ AR�.A/
1
D ¹a 2 AQ.A/ W HR�.a/ D 0º

dans ZQ. Le morphisme

1 � �0 W ZQ ! Z0 D ZP0 ; a 7! a�0.a
�1/

a pour noyau le sous-groupe eZR�Q deZR
�

QC
formé des éléments �0-invariants. D’après

la preuve [25, proposition 9.1.1], il suffit de considérer les a 2 eZR�Q .
Soit u l’algèbre de Lie de UQC . On n’a pas ici d’application exponentielle mais

on peut fixer un F -isomorphisme de varietés algébriques j W u! UQC compatible
avec l’action de AQC , i.e. tel que

j ıAda D Inta ı j

pour tout a 2 AQC . On obtient j par restriction à partir d’un F -isomorphisme de
variétés algébriques j0 W u0 ! U0 compatible avec l’action de A0 D AP0 , où u0 est
l’algèbre de Lie deU0DUP0 . Pour toute racine ˛ deA0 dansU0, on pose ˛D¹˛;2˛º
si 2˛ est une racine et .˛/ D ¹˛º sinon. On note U.˛/ le F -sous-groupe de U0
correspondant à .˛/ et u.˛/ son algèbre de Lie. Soient ˛1; : : : ; ˛r les racines pri-
mitives (c’est-à-dire non divisibles) de A0 dans U0, ordonnées arbitrairement. On
a la décomposition en produit direct U0 D U.˛1/ � � �U.˛r /, resp. en somme directe
u0 D u.˛1/ ˚ � � � ˚ u.˛r /, et il suffit de prouver que pour i D 1; : : : ; r , il existe
un F -isomorphisme de variétés algébriques �i W u.˛i / ! U.˛i / compatible avec l’ac-
tion de A0. Alors pour X 2 u0, on écrit X D

Pr
iD1 Xi avec Xi 2 u.˛i / et on pose

j0.X/ D �1.X1/ � � � �r.Xr/. Fixons un indice i et prouvons l’existence de �i . Suppo-
sons tout d’abord .˛i /D ¹˛iº. D’après [15, Lemma 21.17, Theorem 21.20], U.˛i / est
F -isomorphe, en tant que variété algébrique, à un espace affine Vi , la conjugaison
par a 2 A0 sur U.˛i / correspondant à la translation par ˛i .a/ sur Vi . Si maintenant
.˛i / D ¹˛i ; 2˛iº, d’après [15, Lemma 21.19] et la preuve de [15, Theorem 21.20], il
existe un F -isomorphisme de variétés algébriques

.U.˛i /=U.2˛i // � U.2˛i / ! U.˛i /

compatible avec l’action de A0 et l’argument précédent s’applique à chacun des deux
groupes unipotents U.˛i /=U.2˛i / et U.2˛i /. Cela prouve l’existence de �i en général,
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et donc celle de j0. La restriction de j0 à u donne le F -isomorphisme j W u! UQC

cherché ; il est compatible avec l’action de A0. Observons que j induit une bijection
u.A/! UQC.A/ qui se restreint en une bijection u.F /! UQC.F /.

Soit u� le dual de u. Fixons un caractère non trivial  de F nA, et notons u_ l’or-
thogonal de u.F / dans u�.A/ pour ce caractère. Pour ƒ 2 u�.A/ et u 2 UP .A/,
posons

g.x;ƒ; ı; u/ D

Z
u.A/

 .hƒ;Xi/f .x�1ıj.X/ux/dX:

Comme dans la preuve de [25, proposition 9.1.1], la formule de Poisson permet
d’écrire

„RQ.x/ D e�RQ.H0.x/ � T /
X
�

ˇ̌̌̌ X
ƒ2u_.Q;R/

g.x;ƒ; �; 1/

ˇ̌̌̌
;

où u_.Q;R/ est un sous-ensemble de u_ défini en loc. cit. Observons qu’ici g est à
support compact en ƒ comme transformée de Fourier d’une fonction lisse à support
compact. La suite de la démonstration est identique à celle de loc. cit. : via l’étude de
l’action coadjointe de eZR�Q sur u_, on obtient que la somme définissant‚RQ.v; x/ est
absolument convergente, uniformément lorsque x reste dans un compact. On conclut
comme à la fin de la preuve de loc. cit.

Rappelons que si le compactCQ est assez gros, et si T et�T1 sont assez réguliers,
on a la partition [25, proposition 3.6.3]X

Q2Pst;Q�P

X
�2Q.F /nP.F /

F
Q
P0
.�x; T /�PQ .H0.�x/ � T / D 1:

On en déduit un analogue de [25, théorème 9.1.2] :

Théorème 9.1.2. Si T est assez régulier, précisément si d0.T / � c où c est une
constante ne dépendant que du support de f , l’expressionX

o2O

Z
YG

jkTo .x/jdx

est convergente. De plus, seul un ensemble fini de classes o (dépendant du support
de f ) donne une contribution non triviale à la somme.

L’intégrale étant absolument convergente, il est loisible de poser

J To
déf
D

Z
YG

kTo .x/dx et J Tgéom
déf
D

Z
YG

kTgéom.x/dx:

On obtient alors le développement géométrique de la formule des traces :

Corollaire 9.1.3. On a
J Tgéom D

X
o2O

J To :
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Il ne s’agit ici que de la forme dite « grossière » du développement géométrique.
Nous allons donner une forme plus explicite pour certains termes. La théorie des
intégrales orbitales pour les corps de fonctions est encore à écrire. Elle sera bien sûr
nécessaire pour un développement géométrique « fin » au sens de Langlands. Il est
toutefois possible de traiter les termes primitifs (cf. section 9.2) et les termes quasi
semi-simples comme pour les corps de nombres (cf. section 9.4). Pour les autres
termes, on tombe sur des difficultés que nous n’essaierons pas de résoudre ici (cf.
section 9.3). Il est raisonnable d’espérer que pour p� 1 ces difficultés disparaissent
(cf. section 9.5).

9.2 Contribution des classes primitives

Notons Oprim �O l’ensemble des classes deG.F /-conjugaison d’éléments primitifs
dans zG.F /. Pour o 2 Oprim, l’expression

kTo .x/ D
X
ı2Oo

!.x/f .x�1ıx/

ne dépend pas de T . On la note aussi ko.x/. Avec les notations de la section 8.2, on a
donc

kprim.f; !I x/ D
X

o2Oprim

ko.x/

et l’intégrale

(9.1) J
zG

prim.f; !/ D

Z
YG

kprim.f; !I x/dx

est absolument convergente. Elle définit une distribution sur zG.A/, donnée par

(9.2) J
zG

prim.f; !/ D
X

ı2e�prim

Z
A zG.A/G

ı.F /nG.A/
!.g/f .g�1ıg/dg

où e�prim est un système de représentants des classes de G.F /-conjugaison
dans zG.F /prim. IciGı.F / est le groupe des points F -rationnels du centralisateur2 Gı

de ı dans G, et dg est le quotient de la mesure de Haar sur A zG.A/nG.A/ par la me-
sure de comptage surA zG.F /nG

ı.F /. Seul un nombre fini de ı (dépendant du support
de f ) donne une contribution non triviale à la somme.

2Vu comme F -schéma en groupes, Gı n’est a priori ni lisse, ni connexe.



Développement géométrique 102

Corollaire 9.2.1. Pour ı 2 zG.F /prim, l’intégrale orbitaleZ
A zG.A/G

ı.F /nG.A/
!.g/f .g�1ıg/dg

est absolument convergente.

Corollaire 9.2.2. Pour ı 2 zG.F /prim, le groupe (localement compact) Gı.A/ est uni-
modulaire et le quotient

A zG.A/G
ı.F /nGı.A/

est de volume fini.

Démonstration. Considérons le cas ! D 1 et f positive. L’intégrale orbitaleZ
A zG.A/G

ı.F /nG.A/
f .x�1ıx/dx

étant convergente, il en résulte que pour toute fonction lisse ' et à support compact
sur

Y D Gı.A/nG.A/;

l’intégrale Z
A zG.A/G

ı.F /nG.A/
'.x/f .x�1ıx/dx

est convergente et définit une fonctionnelleG.A/-invariante à droite sur l’espace vec-
toriel engendré par les fonctions  sur Y de la forme  . Px/ D '. Px/f .x�1ıx/. Mais,
en variant f et ', on obtient ainsi toutes les fonctions lisses et à support compact
sur Y . Il existe donc une mesure G.A/-invariante à droite sur Y , ce qui implique que
le groupeGı.A/ est unimodulaire, puisqueG.A/ l’est. La convergence de l’intégrale
orbitale implique que le volume de A zG.A/G

ı.F /nGı.A/ est fini.

Pour ı 2 zG.A/prim, on choisit une mesure de Haar sur Gı.A/ et on pose

aG.ı/ D vol.A zG.A/G
ı.F /nGı.A//;

où le volume est calculé en prenant la mesure quotient de la mesure de Haar
sur A zG.A/nG

ı.A/ par la mesure de comptage sur A zG.F /nG
ı.F /. Si Gı.A/ 6� ker.!/,

on pose
Oı.f; !/ D 0;

et si Gı.A/ � ker.!/, on pose

Oı.f; !/ D

Z
Gı.A/nG.A/

!.g/f .g�1ıg/d Pg;
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où d Pg est la mesure quotient de la mesure de Haar sur G.A/ par la mesure de Haar
sur Gı.A/.

On fixe un système de représentantse� � zG.F / des classes deG.F /-conjugaison
dans zG.F /, et on note e�prim � e� le sous-ensemble formé des éléments primitifs.

Proposition 9.2.3. L’intégrale (9.1) est absolument convergente et définit une distri-
bution invariante sur zG.A/. On a

(9.3) J
zG

prim.f; !/ D
X

ı2e�prim

aG.ı/Oı.f; !/;

où la somme porte sur un ensemble fini (dépendant du support de f ).

Démonstration. Un calcul élémentaire fournit l’égalité (9.3). La finitude résulte du
lemme 3.4.2.

9.3 Sur la descente centrale

Dans [25, section 9.2], en vue de l’utilisation de la descente centrale de Harish Chan-
dra, qui est une technique essentielle dans les travaux d’Arthur sur le développement
géométrique fin, l’expression kTo .x/ est remplacée par une expression j To .x/, de
même intégrale sur Y G .3 En caractéristique positive, le lemme 9.2.1 de [25], qui
permet de faire ce remplacement, n’est plus vrai, même dans le cas non tordu. En
effet considérons une paire primitive .M; ı/ dans G et P DMU . Notons U ı le cen-
tralisateur de ı dans U .4 On considère le F -morphisme �ı de variétés algébriques

�ı W UP � U
ı
P ! UP défini par .u; v/ 7! u�1 v Intı.u/:

En général l’inclusion �ı.UP � U ı/ � UP est stricte et donc le lemme 9.2.2 de [25]
est en défaut, comme le montre l’exemple ci-dessous.

3Rappelons qu’ici YG joue le rôle de l’espace XG D AGG.F /nG.A/ de [25]. Observons
aussi que la définition de l’expression jTeP;o.x/ donnée dans [25, section 9.2] est incorrecte et

doit être remplacée par celle donnée par Err (xi) dans l’annexe.
4Notons .1 � ı/U l’image du F -endomorphisme u 7! u:Intı.u/�1. Ce morphisme se

factorise en un F -morphisme bijectif de variétés algébriques U ınU ! .1 � ı/U , qui n’est en
général pas un isomorphisme. AuF -schéma en groupes (affine)U ı , correspond un sous-groupe
algébrique F -fermé (au sens de Borel [15]) de G, noté de la même manière. Le F -morphisme
en question est un isomorphisme si et seulement s’il est séparable, auquel cas le F -schéma
en groupes U ı est géométriquement réduit (donc lisse) et correspond à un groupe algébrique
défini sur F .
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Supposons F de caractéristique p > 0. Soit 
 un élément de GLp.F / qui en-
gendre une extension radicielle non triviale E D F Œ
� de F . Cette extension est de
degré p et 
 est primitif dans GLp.F /. PlongeonsM D GLp �GLp diagonalement
dans GL2p et notons ı l’élément .
;
/ deM.F /. Alors .M;ı/ est une paire primitive
dans G D GL2p et si P le sous-groupe parabolique standard de G de composante de
LeviM , on a U ı.F /' E. On identifie U.F / àMp.F / et U ı.F / à E �Mp.F /. On
voit que dans ce cas l’application �ı est donnée par

.x; y/ 7! n.x/C y où n.x/
déf
D .Ad.
/ � 1/x:

On peut choisir 
 tel que 
p soit scalaire et donc .Ad.
/ � 1/p D 0. Il en résulte
que �ı ne peut pas être surjective. Par exemple si p D 2, on a 
n.x/
�1 D n.x/ et
donc n.x/ 2E pour tout x 2M2.F /, ce qui implique n.x/C y 2E pour tout couple
.x; y/ 2M2.F / �E.

Cet exemple montre que pour les paires primitives . zM; ı/ dans zG avec zM ¤ zG
et ı inséparable, la descente centrale ne fonctionne plus sans modification. C’est l’une
des principales difficultés à résoudre du côté géométrique.

9.4 Contribution des classes quasi semi-simples

Un élément ı de zG est dit quasi semi-simple si l’automorphisme � D Intı de G est
quasi semi-simple, c’est-à-dire s’il stabilise une paire de Borel .B; T / de G. Pour
l’étude des automorphismes quasi semi-simples sur un corps quelconque, on ren-
voie à [31, chapitres 2 et 3]. Un automorphisme � de G est quasi semi-simple si et
seulement l’automorphisme �der deGder est quasi semi-simple. La composante neutre
G� D .G

� /0 du centralisateur d’un automorphisme quasi semi-simple � de G est un
groupe algébrique linéaire réductif (connexe)5. On prendra garde à ce que si F est de
caractéristique p > 0, un automorphisme non trivial deG peut être quasi semi-simple
et unipotent ; toutefois, un tel automorphisme est forcément quasi-central6.

5Le théorème 4.6.3 de [31] affirme que ce groupe est défini sur F , ce qui n’est pas toujours
vrai (la preuve de loc. cit. utilise le lemme 4.5.2 de [31] qui est faux en général). Pour un
énoncé correct, on renvoie aux travaux récents de Adler-Lansky-Spice sur la question (httpsW//
www.arxiv.org/pdf/2503.00183). Nous nous limiterons ici aux éléments quasi-simples vérifiant
la conclusion de [31, théorème 4.6.3].

6En caractéristique p > 0, un automorphisme � de G est dit unipotent s’il existe un entier
k � 1 tel que �p

k
D Id. Par exemple pour p D 2, l’automorphisme � W t 7! t�1 du tore Gm est

quasi semi-simple et unipotent. De plus le morphisme 1� � W t 7! t2 de Gm n’est pas séparable.
Un automorphisme quasi semi-simple � deG est dit quasi-central si dim.G� 0/� dim.G� / pour
tout automorphisme quasi semi-simple � 0 de G de la forme � 0 D Intg ı � avec g 2 G.

https://www.arxiv.org/pdf/2503.00183
https://www.arxiv.org/pdf/2503.00183
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Pour ı 2 zG et � D Intı , notons .1 � �/G l’image du morphisme de G dans G :

1 � � W g 7! g�.g/�1:

On dit que ı est séparable si le morphisme 1� � est séparable, c’est-à-dire s’il induit
un isomorphisme de variétés algébriques

GınG ! .1 � �/G:

Si ı 2 zG.F / est séparable, le F -schéma en groupes Gı est lisse et correspond à un
sous-groupe algébrique fermé de G défini sur F .

Soit ı 2 zG.F / un élément quasi semi-simple. En général, ı n’est pas séparable,
mais on sait que la composante neutreGı D .Gı/0 de son centralisateur est un groupe
algébrique réductif (connexe). On suppose de plus qu’il est défini sur F . On peut
alors, comme sur un corps de nombres, définir son centralisateur stable Iı (cf. [25,
section 2.6]7) :

Gı
déf
D Gı;0 � Iı � G

ı :

Considérons le tore déployé maximal Aı dans le centre de Iı , ou, ce qui revient
au même, de Gı , et notons Mı le centralisateur de Aı dans G. C’est un facteur de
Levi de G, et ı est elliptique (mais pas nécessairement régulier) dans zMı D ıMı , en
d’autres termes8 :

Aı D A zMı
:

NotonsePst.ı/ le sous-ensemble deePst formé des zP tel que zMP contienne un conju-
gué de zMı dans G.F /. Soit o D Œ zM; ı� une paire primitive dans zG et soit c la classe
de G.F /-conjugaison de ı dans zG.F /. La contribution de c à kTo .x/ est donnée par

kTc .x/ D
X
zP2ePst.ı/

.�1/a zP�a zG
X

�2P.F /nG.F /

kT
zP;c
.�x/

avec
kT
zP;c
.x/ D O�P .H0.x/ � T /K zP;c.x; x/;

7Le centre « schématique » ZG n’est en général pas réduit. On considère le centre « ré-
duit » ZG de G, c’est-à-dire le centre, au sens de Borel [15]. C’est un groupe algébrique
diagonalisable, a priori seulementF -fermé, mais qui est en fait défini surF : d’après [15, Theo-
rem 18.2] il existe un tore maximal T deG défini sur F ; un tel tore se déploie sur une extension
algébrique séparable E de F , par suite le sous-groupe fermé ZG � T est défini sur E, donc
sur F , puisqu’il est F -fermé. Le centre « réduit » Z zG D Z�

G
de zG est, lui aussi, un groupe al-

gébrique diagonalisable, défini sur F . On prend pour Iı le sous-groupe algébrique fermé de G,
engendré par Gı et Z zG .

8Observons qu’un élément quasi semi-simple ı est primitif si et seulement s’il est elliptique
régulier, c’est-à-dire que Gı est un tore et le sous-tore déployé maximal de Gı est égal à A zG .
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où

K zP;c.x; x/ D

Z
UP .A/

X
ı2c\ zMP .F /

!.x/f .x�1ıux/du:

Quitte à remplacer ı par un conjugué dans G.F /, on peut supposer que zMı est un
facteur de Levi standard. Pour zP 2 ePst, on définit l’ensemble

W.a zMı ;
zP /;

comme en [25, section 9.3] et on pose

j zP;c.x/ D �.ı/
�1

X
s2W.a zMı ;

zP/

X
�2Is.ı/.F /nP.F /

!.x/f .x�1��1s.ı/�x/;

où
s.ı/ D wsıw

�1
s et �.ı/ D jIı.F /nG

ı.F /j:

Enfin on pose

j Tc .x/ D
X
zP2ePst

.�1/a zP�a zG
X

�2P.F /nG.F /

b�P .H0.�x/ � T /j zP;c.�x/:

Observons que la somme sur zP porte en fait sur le sous-ensembleePst.ı/.

Lemme 9.4.1. On a l’égalité des intégralesZ
YG

kTc .x/dx D
Z
YG

j Tc .x/dx:

Démonstration. Pour zP 2 ePst.ı/ tel que l’orbite c rencontre zP .F /, pour zM1 � zMP

un conjugué de zMı , et pour s 2W.a zMı ; a zM1/, d’après [31, proposition 3.7.6] le
morphime

UP ! UP ; u 7! u�1Ints.ı/.u/

est séparable. Puisque le centralisateur U s.ı/P D UP \G
s.ı/ est trivial, ce morphisme

est un isomorphisme qui induit une application bijective UP .A/! UP .A/. On en
déduit l’égalité

K zP;c.x; x/ D

Z
UP .F /nUP .A/

j zP;c.ux/du

et le lemme en résulte.

Posons

AIı
déf
D H zMı .Iı.A// � A zMı et C

zG
Iı

déf
D B zGnAIı � C

zG
zMı
:
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Si le caractère ! de G.A/ est trivial sur Iı.A/1 D ker.Iı.A/! AIı /, il définit, par

restriction à Iı.A/, un caractère de C zGIı de la forme H 7! eh�ı ;H i pour un élément

�ı 2 ker.�Iı ! � zG/ � �Iı
déf
D bAIı :

On a introduit en section 3.2 la famille orthogonale Y.x; T / et on pose

vTeM ı
.!; x/ D !.x/

X
H2C

zG
Iı

�
zGeM ı
.H;Y.x; T //eh�ı ;H i:

Lemme 9.4.2. La fonction T 7! vTeM ı

.!; x/ est dans PolExp.

Démonstration. On a la suite exacte courte

0! B
zG
zMı
! C

zG
Iı
! cIı

déf
D B zMı

nAIı ! 0:

On note B zGeM ı

.Z/ � C
zG
Iı

la fibre au-dessus de Z 2 cIı et on pose

�
zG;Y.x;T /eM ı ;F

.ZI�ı/ D
X

H2B
zGeMı

.Z/

�
zGeM ı
.H;Y.x; T //eh�ı ;H i:

On a donc
vTeM ı

.!; x/ D !.x/
X
Z2cIı

�
zG;Y.x;T /eM ı ;F

.ZI�ı/:

L’assertion résulte alors de la proposition 2.1.3.

Observons que pour M 2 L, Q 2 F.M/ et m 2M.A/ on a

Ymx;T;Q D Yx;T;Q �HQ.m/

et donc
�
zG
zMı
.H;Y.mx; T // D �

zG
zMı
.H CHMı .m/;Y.x; T //

pour m 2Mı.A/. On en déduit que la fonction x 7! vTeM ı

.!; x/ est invariante par

translation à gauche par h 2 Iı.A/.

Proposition 9.4.3. Si Iı.A/1 � ker.!/, on a l’identitéZ
YG

j Tc .x/dx D �.ı/
�1vol

�
Iı.F /nIı.A/

1

�Z
Iı.A/nG.A/

vT
zMı
.!; x/f .x�1ıx/d Px:

L’intégrale sur Y G est nulle sinon.



Développement géométrique 108

Démonstration. Posons

e zMı
.x; T / D

X
s2W.a zMı /

X
zQ2Fs. zMı/

.�1/
a zQ�a zG b� zQ.s�1.H0.wsx/ � T //:

Comme dans la preuve de [25, proposition 9.3.1] on aZ
YG

j Tc .x/dx D �.ı/
�1

Z
A zG.A/Iı.F /nG.A/

!.x/e zMı
.x; T /f .x�1ıx/dx:

Pour que l’intégrale sur Y G soit non nulle, il faut que Iı.A/1 soit inclus dans ker.!/.
Si tel est le cas, on observe que pour h 2Mı.A/ on a

e zMı
.hx; T / D �

zG
zMı
.HMı .h/;Y.x; T //

et donc queZ
A zG.A/Iı.F /nIı.A/

!.hx/e zMı
.hx; T /dh D vol.Iı.F /nIı.A/1/vTzMı

.!; x/:

9.5 Sur le développement géométrique fin

Le développement géométrique fin consiste en l’expression des termes du développe-
ment géométrique du corollaire 9.1.3 au moyen d’intégrales orbitales pondérées. Les
propositions 9.2.3 et 9.4.3 fournissent une telle expression pour les termes primitifs
ou quasi semi-simples.

Les autres termes font intervenir des contributions unipotentes et, comme on a vu
en section 9.3, la descente centrale ne peut plus être utilisée en général sans modifica-
tion. On ne peut donc pas espérer pouvoir reprendre sans efforts les travaux d’Arthur,
à moins d’imposer à p d’être « suffisament grand » par rapport au rang de G de sorte
que9 :

• pour toute paire primitive . zM; ı/, l’élément ı est quasi semi-simple ;

• pour tout ı 2 zG.F /, l’automorphisme Intı de G est séparable ;

• pour tout ı 2 zG.F / on a une décomposition de Jordan

ı D ısıu D ıuıs;

en partie quasi semi-simple ıs et partie unipotente ıu définie sur F ;

9Les hypothèses sont probablement redondantes : il s’agit d’une liste de propriétés toujours
vraies pour un corps de nombres mais, en général, fausses pour un corps de fonctions.
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• pour tout ı 2 zG.F / quasi semi-simple et tout ensemble fini S de places de F , il
n’y a qu’un nombre fini de classes de Gı.FS /-conjugaison unipotentes.

Observons que si, comme le fait Arthur, on se limite au cas où un (et donc tout)
ı 2 zG.F / induit un automorphisme extérieur d’ordre fini de G, on peut alors deman-
der que le centre schématique ZG soit réduit et que zG induise un automorphisme
de ZG d’ordre fini premier à p.

Une hypothèse plus forte que les précédentes, mais aussi plus facile à vérifier,
est la suivante. On considère .GLn;GLn/ comme un espace tordu c’est-à-dire que
GLn agit sur lui même par conjugaison. On demande qu’il existe un entier n < p et
un F -morphisme d’espaces tordus algébriques

� W . zG;G/! .GLn;GLn/

d’image fermée et qui soit un isomorphisme sur son image. Sous ces hypothèses, il
doit être possible de reprendre, sans grands changements, les travaux d’Arthur sur
le développement géométrique fin : on commence par traiter les contributions unipo-
tentes, c’est-à-dire les paires primitives . zM;ı/ avec ı quasi semi-simple et unipotent ;
puis on traite le cas général par descente centrale. Toutefois, cela reste à faire.





Chapitre 10

Première forme du développement spectral

10.1 Convergence : côté spectral

On commence par réécrire l’expression pour kTspec.x/ définie en section 8.2. Pour
Q; R 2 Pst, on pose

kTspec.Q;R; x/ D e�RQ.H0.x/ � T /
X
zP2ePst

zQC� zP� zR�

.�1/a zP�a zGƒ
T;Q
1 K zP .x; x/:

On a donc

kTspec.x/ D
X

Q;R2Pst
Q�R

X
�2Q.F /nG.F /

kTspec.Q;R; �x/:

On pose e�.Q;R/ D ² .�1/a zR�a zG si QC � R�;
0 sinon;

et on note zG.Q;R/ l’ensemble des ı 2 zG.F / tels que ı 2 zP .F / pour un seul zP 2ePst

tel que zQC � zP � zR� (autrement dit l’ensemble des ı 2 zR�.F /, tels que ı … zP .F /
pour tout zP 2 ePst, tel que zQC � zP ⊊ zR�). On pose

KQ;R.x; y/ D

Z
UQ.F /nUQ.A/

X
ı2 zG.Q;R/

!.y/f .x�1u�1Q ıy/duQ:

D’après [25, lemme 10.1.1], on a
(10.1)
kTspec.x/ D

X
Q;R2Pst
Q�R

e�.Q;R/ X
�2Q.F /nG.F /

e�RQ.H0.�x/ � T /ƒ
T;Q
1 KQ;R.x; �x/:

Pour ı 2 zG.F /, on a défini KQ;ı.x; y/ dans la proposition 7.3.2, et on pose

Qı D Q \ Int�1ı .Q/ 2 P
Q
st :

On a donc

(10.2) KQ;R.x; x/ D
X

ı2eW.Q;R/
X

�2Qı.F /nQ.F /

KQ;ı.x; �x/;
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où eW.Q;R/ est un ensemble de représentants de zG.Q;R/ modulo Q.F / à droite et
à gauche, i.e. des doubles classesQ.F /n zG.Q;R/=Q.F /. Rappelons que l’on a posé

YQı D A zG.A/Qı.F /nG.A/:

Rappelons aussi que l’on a fixé en section 3.4 un sous-ensemble fini EQ de M0.A/
tel que MQ.A/ D BQEQMQ.A/1 où BQ � AQ.A/ est l’image d’une section du
morphisme AQ.A/! BQ. On pose

MQ.A/
� déf
D EQMQ.A/

1
DMQ.A/

1EQ:

On a donc MQ.A/ D BQMQ.A/�. On suppose de plus, ce qui est loisible,
que BQ est de la forme

BQ D B zGB
zG
Q;

où B
zG
Q est l’image d’une section du morphisme composé

AQ.A/! A zG.A/nAQ.A/! B
zG
Q D B zGnBQ

et B zG est l’image d’une section du morphisme A zG.A/! B zG . Les lemmes 10.1.2
à 10.1.4 de [25] sont vrais ici, et on a la variante de [25, lemme 10.1.5] :

Lemme 10.1.1. Soient ı 2 Q.F /n zG.Q; R/, u 2 UQ.A/, a 2 B
zG
Q, k1; k2 2 K et

m1; m2 2MQ.A/�. Supposons que, pour un � 2 Q.F /, on ait

KQ;ı.am1k1; �uam2k2/ ¤ 0 et e�RQ.H0.a// D 1:

Alors on a

kH0.a/k � c.1C kH0.m2/k/

pour une constante c > 0 ne dépendant que du support de f .

Démonstration. On reprend, en la modifiant, celle de [25, lemme 10.1.5]. On com-
mence par modifier ı et �, comme au début de la preuve de loc. cit. : on suppose
que ı D ws0ı0, où ws0 2 MR�.F / représente un élément s0 du groupe de Weyl
WMR� de MR� tel que s�10 ˛ > 0 pour toute racine ˛ 2 �Q0 , et � 2 U0.F /. Pour
i D 1; 2, on écrit mi D m0ixi avec m0i 2MQ.A/1 et xi 2 EQ. Rappelons que

KQ;ı.x; y/ D

Z
UQ.A/

!.x/
X

�2MQ.F /

f .x�1u�1Q �ıy/duQ:

On a supposé

KQ;ı.am1k1; �uam2k2/ ¤ 0;
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ce qui n’est possible que s’il existe un uQ 2 UQ.A/ et un � 2MQ.F / tels que

k�11 x�11 m0�11 a�1u�1Q �ı�uam
0
2x2k2

appartient au support de f . On en déduit qu’il existe un compact � de G.A/, ne
dépendant que du support de f , tel que

m0�11 a�1u�1Q �ı�uam
0
2 2 �:

On décompose H D H0.a/ suivant la décomposition

a
zG
Q D aR

�

Q ˚ bGR� ˚ a
zGeR� ˚ a

zG
G ;

où bGR� est l’orthogonal de a
zGeR dans aGR� . On rappelle que � � 1 W a zGG ! a

zG
G est un

automorphisme. Comme dans la preuve de loc. cit., il suffit de considérer les a 2BQ

tels que H 2 aR
�

Q et la suite de la démonstration est identique.

Proposition 10.1.2. Supposons T assez régulier, c’est-à-dire d0.T /� c, où c est une
constante dépendant du support de f . Alors pour tousQ; R 2 Pst tels queQ � R et
tout ı 2 zG.Q;R/, l’intégraleZ

YQı

e�RQ.H0.x/ � T /jƒ
T;Q
1 KQ;ı.x; x/jdx

est convergente.

Démonstration. C’est l’analogue de [25, proposition 10.1.6]. Rappelons que

G.A/ D UQ.A/MQ.A/K :

Puisque UQ.F /nUQ.A/ est compact, il existe un compact � � UQ.A/ tel que
UQ.A/ D UQ.F /�. On a donc

G.A/ D Q.F /�SMQK ;

où
SMQ D BQSMQ;� D .B zGB

zG
Q/.EQSMQ;1/

est un domaine de Siegel pour le quotient MQ.F /nMQ.A/. On pose S�Q D SMQ;�.

Alors �B
zG
QS�QK est un domaine de Siegel pour le quotient B zGQ.F /nG.A/. On

est donc ramené à estimer, pour ı 2 zG.Q;R/, l’expression

(10.3)
X
a2B

zG
Q

Z
��S�Q�K

ıQ.am/
�1e�RQ.H0.am/ � T /„Q;ı.uamk/dudmdk
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avec
„Q;ı.x/ D

X
�2Qı.F /nQ.F /

ˇ̌
ƒ
T;Q
1 KQ;ı.�x; �x/

ˇ̌
:

D’après [25, lemme 10.1.2], on a

„Q;ı.uamk/ D
X

�2Qı.F /nQ.F /

ˇ̌
ƒ
T;Q
1 KQ;ı.amk; �uamk/

ˇ̌
:

On déduit (d’après la définition de KQ;ı ) que l’expression (10.3) est égale àX
a2B

zG
Q

Z
��S�Q�K

ıQ.am/
�1e�RQ.H0.am/ � T /

�

X
�2Qı.F /nQ.F /

ˇ̌
ƒ
T;Q
1 KQ;ı.mk; �a

1�ı.a�1ua/mk/
ˇ̌
dudmdk;

avec a1�ı D aInt�1ı .a
�1/. Notons quee�RQ.H0.am/� T / ne dépend que de la projec-

tion H0.a/CHQ.m/C TQ de H0.am/ � T dans aQ. Puisque HQ.MQ.A/1/ D 1
et EQ est fini, HQ.m/ ne prend qu’un nombre fini de valeurs. On en déduit qu’il
existe une constante c1 > 0 (ne dépendant que de EQ) telle que si d0.T / � c1, alors
la conditione�RQ.H0.am/ � T / D 1 pour un m 2 S�Q entraîne quee�RQ.H0.a// D 1.
D’après le lemme 6.3.1 (i), l’opérateur de troncature fournit un noyau

(10.4) .m1; m2/ 7! ƒ
T;Q
1 KQ;ı.m1k; �a

1�ı.a�1ua/m2k/

sur MQ.A/ �MQ.A/, dont la restriction à S�Q � S�Q est lisse et à support com-
pact, donc bornée. Choisissons un sous-groupe ouvert distingué K 0 de K tel que
la fonction f 2 C1c . zG.A// définissant KQ;ı soit K 0-bi-invariante. Notons K 0Q le
groupe K 0 \MQ.A/. Pour tous a, u, k et �, la fonction

.m1; m2/ 7! KQ;ı.m1k; �a
1�ı.a�1ua/m2k/;

sur MQ.F /nMQ.A/ � MQ.F /nMQ.A/, est .K 0Q � K
0
Q/-invariante à droite.

D’après le lemme 6.3.1 (ii), il existe un compact�2 de S�Q �S�Q tel que pour tous a,
u, k et �, le support de la restriction à S�Q �S�Q du noyau tronqué (10.4) soit contenu
dans �2. Par restriction à la diagonale, on obtient une fonction en m D m1 D m2
bornée sur S�Q, et à support dans un compact C de S�Q indépendant de a, u, k
et �. D’après le lemme 10.1.1 (en supposant d0.T / � c1), si„Q;ı.umak/¤ 0, alors
kH0.a/

zGk � c2.1CkH0.m/k/ pour une constante c2 > 0. Par conséquent la somme
sur a 2 B

zG
Q dans (10.3) est finie. D’après [25, lemme 10.1.4], la somme sur � dansX

�2Qı.F /nQ.F /

ˇ̌
ƒ
T;Q
1 KQ;ı.mk; �a

1�ı.a�1ua/mk/
ˇ̌
;
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porte sur un ensemble fini, que l’on peut choisir indépendant de a, u,m et k (puisque
x Dmk et y D a1�ı.a�1ua/mk varient dans des compacts, cf. la preuve de loc. cit.).
Cela achève la démonstration.

On en déduit l’analogue de [25, proposition 10.1.7] :

Corollaire 10.1.3. Si d0.T / > c où c est une constante dépendant du support de f ,
l’intégrale Z

XG

jkTspec.x/jdx

est convergente.

Ce corollaire est aussi impliqué par l’identité fondamentale de la proposition 8.2.1
et le théorème 9.1.2.

10.2 Annulations supplémentaires

Nous allons maintenant donner une expression un peu différente pour

J Tspec D

Z
YG

kTspec.x/dx:

De fait, comme dans [25, corollaire 10.2.3], on a des annulations supplémentaires qui
sont une première étape essentielle pour le développement spectral fin :

Proposition 10.2.1. Si T est assez régulier (comme dans le lemme 10.2.1 de [25]),
on a

(10.5) J Tspec D
X

Q;R2Pst
Q�R

e�.Q;R/ Z
YQı0

e�RQ.H0.x/ � T /ƒ
T;Q
1 KQ;ı0.x; x/dx

avec e�.Q;R/ D ² e�.Q;R/ si QC D R�;
0 sinon.

Démonstration. SoientQ; R 2 Pst tels qu’il existe un zP 2 zPst avecQ � P �R. On
suppose que les éléments de eW.Q;R/ sont de la forme ı D ws où ws 2 zMR�.F / est
un représentant de s D s0 ⋊ �0 avec s0 2WMR� de longueur minimale dans sa
double classe WMQnWMR�=WMQ . On a donc s˛ > 0 et s�1˛ > 0 pour toute ra-
cine ˛ 2 �Q0 , et Ms D Qı \MQ est un sous-groupe parabolique standard de MQ

(cf. [25, section 10.2]). On note S l’élément de Pst tel que S \MQ D MS , et on
pose UQS D US \MQ. Le lemme 10.2.1 et la proposition 10.2.2 de [25] sont vrais
ici. Cela implique que si T est assez régulier (comme dans [25, lemme 10.2.1]),
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alors pour Q; R 2 Pst tels que Q � R, seul l’élément ı 2 eW.Q;R/ appartenant à la
double classeQ.F /ı0Q.F / donne une contribution non triviale à l’intégrale de kTspec

exprimé au moyen des équations (10.1) et (10.2).

Dans le cas non tordu la formule est beaucoup plus simple, puisque la condition
1 2W.Q;R/ implique Q D R, et que �QQ D 0 sauf si Q D G [25, lemme 2.11.4].
On a donc, dans le cas non tordu, et pour T assez régulier

J Tspec D

Z
XG

ƒ
T;G
1 KG.x; x/dx:



Chapitre 11

Formule des traces : propriétés formelles

11.1 Le polynôme asymptotique

Rappelons que l’on a la décomposition

kTgéom.x/ D
X
o2O

kTo .x/

et l’identité fondamentale de la proposition 8.2.1

kTgéom.x/ D k
T
spec.x/:

Pour � D spec, gKeom ou o, on écrira parfois

k
zG;T
� .f; !I x/ en place de kT� .x/;

s’il est nécessaire de préciser les données. On a vu dans le théorème 9.1.2 et dans le
corollaire 10.1.3 que l’intégrale Z

YG

kT� .x/dx

est absolument convergente. En particulier on a la décompositionZ
YG

kT� .x/dx D
X
Z2c zG

Z
YG.Z/

kT� .x/dx;

où Y G.Z/ est l’image dans Y G de l’ensemble ¹g 2 G.A/ jH zG.g/ D Z
0º pour un

relèvement (quelconque) Z0 de Z dans A zG . La fonction f 2 C1c . zG.A// étant fixée,
on considère, pour chaque zQ 2 ePst, la fonction f zQ 2 C

1
c . zMQ.A//, définie par

f zQ.m/ D

Z
UQ.A/�K

f .k�1muk/dudk:

On a la suite exacte courte

0! B
zG
zQ
! C

zG
zQ
! c zQ ! 0

et pour Z 2 c zQ et T; X 2 a0, on a posé (cf. proposition 2.1.3)

�
zG;T
zQ;F
.ZIX/ D

X
H2B

zG
zQ
.Z/

�
zG
zQ
.H �X; T /;
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où B zG
zQ
.Z/ est la fibre au-dessus de Z 2 c zQ. On a la variante de [25, théo-

rème 11.1.1] :

Théorème 11.1.1. Pour � D spec, gKeom ou o, Il existe une fonction

T 7! J T� D J
zG;T
� .f; !/

dans PolExp telle que si d0.T / � c.f / pour une constante c.f /, ne dépendant que
du support de f , on ait

J T� D

Z
YG

kT� .x/dx:

Démonstration. On reprend celle de [25, théorème 11.1.1]. D’après [25, lemme 8.2.1],
pour eP 2 ePst on a

kT
zP;spec

.x/ D O� zP .H0.x/ � T /K zP .x; x/ D k
T
zP;gKeom

.x/:

On a donc

kT� .x/ D
X
zP2ePst

.�1/a zP�a zG
X

�2P.F /nG.F /

O� zP .H0.�x/ � T /K zP;�.�x; �x/;

où
K zP;spec D K zP D K zP;géom

est introduit en section 8.2 et K zP;o a été défini en section 9.1. Comme dans la dé-
monstration de [25, théorème 11.1.1], pour T et X 2 a0;Q assez réguliers, on obtientZ

YG

kTCX� .x/dx D
X
zQ2 zPst

Z
YQ

�
zG
zQ
.H0.x/ �X; T /k

X
zQ;�
.x/dx

avec

kX
zQ;�
.x/ D

X
¹ zP2ePstj zP� zQº

X
�2P.F /nQ.F /

.�1/
a zP�a zQ O�

zQ

zP
.H0.�x/ �X/K zP;�.�x; �x/:

Fixons un zQ 2 ePst. Puisque vol.A zG.F /nA zG.A/
1/D 1, on peut remplacer l’intégrale

sur YQ par une intégrale sur

Y 0Q D B zGQ.F /nG.A/;

où B zG est l’image d’une section du morphisme A zG.A/! B zG . Notons B
zG
zQ

l’image

d’une section du morphisme composé

A zQ.A/! A zG.A/nA zQ.A/! B
zG
zQ
D B zGnB zQ
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et posons

B zQ D B zGB
zG
zQ
; Y 00Q D B zQQ.F /nG.A/:

Pour Z 2 c zQ, notons Y 00Q.Z/ l’image de l’ensemble ¹g 2 G.A/ jH zQ.g/ D Z
0º

dans Y 00Q, où Z0 est un relèvement de Z dans A zQ. On obtient queZ
YQ

�
zG
zQ
.H0.x/ �X; T /k

X
zQ;�
.x/dx D

X
Z2c zQ

�
zG;T
zQ;F
.ZIX/

Z
Y 00Q.Z/

kX
zQ;�
.x/dx

avec Z
Y 00Q.Z/

kX
zQ;�
.x/dx D

Z
ŒB zQMQ.F /nMQ.A/�.Z/

k
zMQ;X
� .f zQ; !Im/dm:

Pour � D o, le terme k
zMQ;X
� .fQ; !I m/ est défini en remplaçant dans la défi-

nition de k
zG;X

o l’ensemble G.F /-invariant Oo par l’ensemble MQ.F /-invariant
Oo \fMQ.F /. Ce dernier correspond à une union finie (éventuellement vide) de
classes de paires primitives dans fMQ. La finitude résulte du lemme 3.4.1. Comme
plus haut, on peut remplacer l’intégrale sur ŒB zQMQ.F /nMQ.A/�.Z/ par une inté-
grale sur YMQ.Z/. En posant

J
zG;X
� .f; !/ D

Z
YG

kX� .f; !I x/dx;

on a donc

J
zG;TCX
� .f; !/ D

X
zQ2ePst

X
Z2c zQ

�
zG;T
zQ;F
.ZIX/ J

zMQ;X
� .ZI f zQ; !/

avec

J
zMQ;X
� .ZI f zQ; !/ D

Z
YMQ .Z/

k
zMQ;X
� .f zQ; !Im/dm:

D’où le résultat puisque d’après la proposition 2.1.3 les fonctions T 7! �
zG;T
zQ;F
.ZIX/

appartiennent à PolExp.

11.2 Action de la conjugaison

Pour y 2 G.A/, on note f y la fonction f ı Inty . Soient y 2G.A/ et T 2 a0;Q. Pour
zQ 2 ePst et Z 2 c zQ, considérons la fonction dans C1c . zMQ.A// définie par

m 7! f T
zQ;y
.ZIm/ D

Z
UQ.A/�K

f .k�1muk/�
zG;�H0.ky/
zQ;F

.ZIT /dudk
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avec
�
zG;X
zQ;F
.ZIT / D

X
H2B

zG
zQ
.Z/

� zQ.H � T;X/:

Proposition 11.2.1. Soient y 2 G.A/ et T 2 a0;Q. Pour � D spec, gKeom ou o et
pour T assez régulier, on a

J
zG;T
� .f y ; !/ D

X
zQ2ePst

X
Z2c zQ

J
zMQ;T
� .f T

zQ;y
.Z/; !/:

Démonstration. On reprend les notations de la preuve du théorème 11.1.1. Commen-
çons par remplacer f par f y et x par xy dans l’expression pour kT� .x/. On obtient

kT� .f
y; !I xy/ D

X
zP2ePst

.�1/a zP�a zG
X

�2P.F /nG.F /

O� zP .H0.�xy/ � T /K zP;�.�x; �x/;

où K zP;�.x
0; x0/ D K zP;�.f; !I x

0; x0/. Si x0 D u0m0k est une décomposition d’Iwa-
sawa de x0 2 G.A/, avec u0 2 U0.A/, m0 2M0.A/ et k D kx0 2 K , alors on a

H0.x
0y/ D H0.m0/CH0.ky/ D H0.x

0/CH0.ky/:

D’après [25, proposition 2.9.4 (2)], on en déduit que

kT� .f
y; !I xy/ D

X
zQ2ePst

X
�2Q.F /nG.F /

� zQ.H0.�x/ � T;�H0.k�xy//k
T
zQ;�
.�x/;

où kT
zQ;�
.x0/ D kT

zQ;�
.f; !I x0/, puis, grâce au changement de variable x 7! xy, que

pour T 2 a0;Q assez régulier, on a

(11.1)
Z
YG

kT� .f
y; !; x/ D

X
zQ2ePst

Z
YQ

� zQ.H0.x/ � T;�H0.kxy//k
T
zQ;�
.x/dx:

On obtient ensuite (comme dans la preuve du théorème 11.1.1) que, toujours pour
T 2 a0;Q assez régulier, le terme à gauche de l’égalité dans (11.1) vaut

(11.2)
X
zQ2ePst

X
Z2c zQ

Z
Y 00Q.Z/

�
zG;�H0.kxy/
zQ;F

.ZIT /kT
zQ;�
.x/dx:

Compte tenu de la définition de f zQ;y et de la décomposition d’Iwasawa pour G.A/,
on obtient que l’intégrale sur Y 00Q.Z/ dans (11.2) est égale àZ

YMQ .Z/

k
zMQ;T
� .f T

zQ;y
.Z/; !Im/dm:

D’où la proposition.



La formule des traces : première forme 121

11.3 La formule des traces : première forme

D’après le théorème 11.1.1, pour tout réseau R de a0;Q, la restriction à R de la fonc-

tion T 7! J
zG;T
� .f; !/ est de la forme

J
zG;T
R;� .f; !/ D

X
�2bR pR;�.�; f; !IT /ehT;�i;

où les pR;�.�; f; !I T / sont des polynômes en T . D’après les propositions 1.7.4 et
2.1.3 les polynômes pRk ;0.�; f; !IT / ont une limite lorsque k !1 et on pose

J
zG
� .f; !/

déf
D lim

k!C1
pRk ;0.�; f; !IT0/:

Théorème 11.3.1. On a l’identité :X
o2O

J
zG
o .f; !/ D J

zG
spec.f; !/:

Pour M0 et K fixés, elle est indépendante du choix de P0.

Démonstration. Par intégration de l’identité fondamentale de la proposition 8.2.1, ce
qui a un sens compte tenu du théorème 9.1.2 et de la proposition 10.2.1, on obtient
l’identité X

o2O

J
zG;T
R;o .f; !/ D J

zG;T
R; spec.f; !/:

L’indépendance du choix de P0, lorsque l’on prend T D T0, se prouve comme dans
[25, proposition 11.3.1]. Le théorème en résulte par passage à la limite.

C’est l’analogue du théorème 11.3.2 de [25]. Le reste de l’ouvrage est consacré au

calcul de la limite J
zG
spec.f;!/. L’étude des limites J

zG
o .f;!/ des termes géométriques

fera l’objet d’un article ultérieur.





Partie IV

Forme explicite des termes spectraux





Chapitre 12

Estimées uniformes des développements spectraux

12.1 La formule de départ

Soit Q 2 Pst. On pose

Q0 D ��10 .Q/; Q0 D Q \Q
0:

Rappelons que l’on a posé

YQ0 D A zG.A/Q0.F /nG.A/:

Pour S 2 PQ
0

st , on note nQ
0

.S/ le nombre de chambres dans a
Q0

S . Pour S 2 PQ
0

st ,
� 2 …disc.MS / et � 2 a�Q0;C , on a défini en section 7.2 un opérateur

e�S;�;�.f; !/ D �S;�;�.ı0; f; !/ WA.XS ; �/!A.X�0.S/; �0.�//;

et on a fixé une base orthonormale‰S .�/ de l’espace pré-hilbertien A.XS ; �/. Pour
‰ 2 ‰S .�/, posons

J TQ;Q0I‰.x; y/ D

Z
�S

ƒT;QEQ.x;e�S;�;�.f; !/‰; �0�/EQ0.y;‰;�/d�
et

J TQ;Q0I‰.y/ D J TQ;Q0I‰.y; y/:

La convergence de l’intégrale est claire puisque �S est compact. Observons que, par
définition, on aX

‰2‰S .�/

J TQ;Q0I‰.x; y/ D

Z
�S

ƒ
T;Q
1 KQ;Q0;� .x; yI�/d�:

On a la variante suivante de [25, proposition 12.1.1] :

Proposition 12.1.1. Pour T 2 a0 tel que d0.T / � c.f /, on a

J
zG;T
D

X
Q;R2Pst
Q�R

e�.Q;R/ Z
YQ0

e�RQ.HQ.y/ � T /

�

� X
S2P

Q0

st

1

nQ
0
.S/

X
�2…disc.MS /

bcMS .�/ X
‰2‰S .�/

J TQ;Q0I‰.y/

�
dy:



Estimées uniformes des développements spectraux 126

Démonstration. Elle est identique à celle de loc. cit., compte-tenu de la formule de
la proposition 10.2.1 et de l’expression pour le noyau KQ;ı0;�, donnée par la propo-
sition 7.3.2.

D’après la proposition 7.3.2, l’ensemble des .�;‰/, tels quee�S;�;�.f; !/‰ ¤ 0,
est fini. Donc, seul un nombre fini de termes non nuls apparaissent dans l’expression
de J

zG;T . L’expression J
zG;T est une combinaison linéaire finie d’intégrales itérées

(en y et en �)

(12.1)
Z
YQ0

e�RQ.HQ.y/ � T /J
T
Q;Q0I‰.y/dy:

A priori, la proposition n’affirme que la convergence des intégrales dans l’ordre
indiqué, et pas la convergence absolue de l’intégrale multiple.

Pour ‰ 2A.XS ; �/ et ˆ 2A.X�0.S/; �0.�//, on considérera aussi les expres-
sions suivantes :

J TQ;Q0Iˆ;‰.x; y/ D

Z
�S

ƒT;QEQ.x;ˆ; �0�/EQ
0
.y;‰;�/d�

et

J TQ;Q0Iˆ;‰.y/ D J TQ;Q0Iˆ;‰.y; y/:

À nouveau, la convergence de l’intégrale est claire, puisque �S est compact.

Remarque 12.1.2. On observe que pour ‰ 2A.XS ; �/, on peut écrire

e�S;�;�.f; !/‰ D X
ˆ2A.X�0.S/;�0.�//

#ˆ;‰.�/ˆ;

où la somme porte sur un ensemble fini et où les #ˆ;‰ sont des fonctions lisses sur le
groupe compact �S . On voit donc que l’expression J TQ;Q0I‰.y/, introduite plus haut,
est une combinaison linéaire finie d’expressions du type

J TQ;Q0Iˆ;‰I#.y/
déf
D

Z
�S

ƒT;QEQ.y;ˆ; �0�/EQ
0
.y;‰;�/#.�/d�;

où ˆ 2A.X�0.S/; �0.�// ne dépend pas de � et où # est une fonction lisse sur �S .
Pour l’étude de la convergence des intégrales itérées (12.1), il suffira de considérer
celle des

(12.2)
Z
YQ0

e�RQ.HQ.y/ � T /J
T
Q;Q0Iˆ;‰I#.y/dy:

Pour prouver la convergence de (12.2), on peut remplacer la fonction # par le sup de
sa valeur absolue et, à un scalaire près, on peut supposer que ce sup vaut 1. On est
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donc ramené à prouver la convergence des intégrales itérées

(12.3)
Z
YQ0

e�RQ.HQ.y/ � T /J
T
Q;Q0Iˆ;‰.y/dy:

En revanche pour effectuer le calcul exact de (12.1), il faut effectuer le calcul exact
de (12.2) pour n’importe quel # .

12.2 Estimations

Pour H 2 AQ0 , soit MQ0.AIH/ l’ensemble des m 2MQ0.A/ tels que

HQ0.m/ D H:

On note YQ0.H/ l’image de UQ0.A/�MQ0.AIH/ �K dans YQ0 . On pose

C
zG
Q0

déf
D B zGnAQ0 :

Observons que HQ0 envoie ZQ0 D A zG.A/AQ0.F /nAQ0.A/ sur un sous-groupe

d’indice fini de C zGQ0 . L’intégrale itérée (12.1) est égale àX
H2C

zG
Q0

e�RQ.HQ � T / Z
YQ0 .H/

J TQ;Q0I‰.y/dy:

Les estimations [25, lemme 12.2.1] et [25, proposition 12.2.3] sont valables ici,
mutatis mutandis. On rappelle que S� est un domaine de Siegel pour le quotient
BGG.F /nG.A/, où BG est l’image d’une section du morphisme AG.A/! BG .

Lemme 12.2.1. Soit h 2 C1c .G.A//. Il existe c > 0 tel que pour tout x; y 2 S�, on
ait X

ı2BGG.F /

jh.x�1ıy/j < c ıP0.x/
1=2ıP0.y/

1=2:

Démonstration. Elle est identique à celle de [25, lemme 12.2.1]. Pour passer du
groupe UR à son algèbre de Lie uR, on utilise, comme dans la preuve de la pro-
position de la section 9.1, l’existence d’un F -isomorphisme de variétés algébriques
uR ! UR compatible avec l’action de AR.

On fixe S 2 PQ
0

st , une représentation automorphe � 2…disc.MS /, et des vecteurs
‰ 2A.XS ; �/ et ˆ 2A.X�0.S/; �0.�//. On pose

L DMQ; L0 DMQ0 ; L0 DMQ0 :
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On fixe un domaine de Siegel SL;� pour le quotient BQL.F /nL.A/. On suppose
que BQ � AQ.A/ est de la forme

BQ D BGBG
Q;

où BG
Q � AQ.A/ est l’image d’une section du morphisme composé

AQ.A/! AG.A/nAQ.A/! B
G
Q:

On fixe aussi un compact �Q � UQ.A/ tel que UQ.A/ D UQ.F /� et l’on pose

SG
Q D �QBG

QSL;�K :

C’est un domaine de Siegel pour le quotient BGQ.F /nG.A/. On fixe, de la même
manière, un domaine de Siegel SG

Q0 D �Q0B
G
Q0S

L0;�K pour BGQ
0.F /nG.A/.

Proposition 12.2.2. Il existe c > 0 tel que pour tout .x; y/ 2 SG
Q �SG

Q0 , on aitZ
�S

jEQ.x;ˆ; �0�/EQ
0
.y;‰;�/jd� < c ıP0.x/

1=2ıP0.y/
1=2:

Démonstration. Comme dans [25, proposition 12.2.3] on se ramène à prouver qu’il
existe c > 0 tel que, pour tout y 2 S�, on aitZ

�S

jEG.y;‰;�/j2d� < c ıP0.y/:

On choisit un sous-groupe ouvert compact K 0 de G.A/ tel que la fonction ‰ soit
invariante à droite par K 0, et on considère le noyau

KG.eK 0 Iy; y/ D
X

ı2BGG.F /

eK 0.y
�1ıy/:

Son expression spectrale est une somme de termes tous positifs ou nuls, et l’un d’eux
est l’intégrale ci-dessus. On conclut, grâce au lemme 12.2.1.

Corollaire 12.2.3. Pour tout .x; y/ 2 G.A/ �G.A/, l’intégrale définissant

J TQ;Q0Iˆ;‰.x; y/

est absolument convergente. De plus, il existe c; D > 0 et un sous-ensemble com-
pact CQ de SL;� tels que, pour tout x 2 BG

QSL;�K et tout y 2 G.A/, en écrivant

x D ask avec a 2 BG
Q, s 2 SL;� et k 2 K , on ait

jJ TQ;Q0Iˆ;‰.x; y/j � c jaj
D
jyjD;

si s 2 CQ, et J TQ;Q0Iˆ;‰.x; y/ D 0 sinon.
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Démonstration. Soit K 0 un sous-groupe ouvert compact distingué de K tel que la
fonction � soit invariante à droite par K 0. D’après la proposition 4.2.1, il existe
un sous-ensemble compact CQ de SL;� tel que pour tout .a; k/ 2 BG

Q �K et tout

� 2 �S , le support de la fonction sur SL;�

h 7! ƒT;QEQ.ask;ˆ; �0.�//

soit contenu dans CQ. D’autre part pour y 2 G.A/, il existe un g 2BGQ
0.F / tel que

gy 2 SG
Q0 . On procède comme dans la preuve de [25, proposition 12.2.4], en remar-

quant que puisque la fonction ıP0 est à croissance lente, ıP0.x/
1=2ıP0.gy/

1=2 est
essentiellement majoré par jajDjyjD .

A priori nous ne pouvons rien dire ici sur le centre, c’est pourquoi nous nous
sommes limités aux

x 2 BG
QSL;�K :

Pour y D x, on en déduira en section 12.3 des estimations pour x 2 B
zG
QSL;�K .

12.3 Convergence d’une intégrale itérée

On suppose ici que T est un élément régulier de aG0 tel que1 �0.T / D T . On suppose
de plus que pour tout ˛ 2 �0, on a

0 < ˛.T / � �d0.T /

pour une constante � > 0 assez grande. Dans un tel cône, les fonctions d0.T /, kT k
et ˛.T / sont équivalentes, pour tout ˛ 2 �0.

Fixons des vecteurs ‰ et ˆ, comme ci-dessus. Pour alléger l’écriture, posons

J .x; y/ D JQ;Q0Iˆ;‰.x; y/ et J .y/ D J .y; y/:

On veut prouver la convergence de l’intégrale

(12.4)
Z
YQ0

e�RQ.HQ.y/ � T /jJ .y/jdy;

1Cette condition peut sembler inadéquate, dès lors qu’on aura in fine à évaluer un élément
de PolExp en T0 2 AG0 qui n’est a priori pas �0-invariant. Mais comme l’élément de PolExp

à évaluer ne dépend que de l’image de T 2 aG
0;Q dans le sous-espace a zG

zM0;Q
D .aG

0;Q/
�0

de aG
0;Q formé des éléments �0-invariants, cette condition n’est pas vraiment gênante.
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ou, ce qui est équivalent, de l’expression

(12.5)
X

H2C
zG
Q0

e�RQ.HQ � T / Z
YQ0 .H/

jJ .y/jdy:

L’intégration sur YQ0.H/ se décompose en une intégration sur le produit

UQ0.F /nUQ0.A/ �X
zG
L0
.H/ �K ;

où X
zG
L0
.H/ est l’image de L0.AIH 0/ dans A zG.A/L0.F /nL0.A/ pour un relève-

mentH 0 2AQ0 deH 2 C zGQ0 . Par ailleurs, la fonction que l’on intègre est invariante à

gauche par le groupe UQ.A/\UQ0.A/. Posons ULQ0 D UQ \L et UL
0

Q0
D UQ0 \L

0.
L’application naturelle

UQ0 ! ULQ0 � U
L0

Q0

induit un isomorphime

UQ0.F /.UQ.A/ \ UQ0.A//nUQ0.A/! ULQ0.F /nU
L
Q0
.A/ � UL

0

Q0
.F /nUL

0

Q0
.A/:

On peut donc remplacer dans (12.5) la variable y par uu0xk avec

u 2 ULQ0.F /nU
L
Q0
.A/; u0 2 UL

0

Q0
.F /nUL

0

Q0
.A/; x 2 X

zG
L0
.H/ et k 2 K :

La mesure dy se transforme alors en

ıQ0.x/
�1dudu0dxdk

et on a HQ0.x/ D HQ0.y/ D H . On obtient

(12.6) J .uu0xk/ D J .uxk; u0xk/:

On a la variante suivante du lemme 12.3.1 de [25] :

Lemme 12.3.1. Il existe un sous-ensemble fini ! � a
zG
Q indépendant de T tel que

si J .uu0xk/ est non nul, alors qQ.H/ D ..1 � �0/H/
zG
Q appartient à !.

Démonstration. Via le choix d’une section de la surjection AM ! AQ0 , on dispose

d’un isomorphisme �M D �Q0 � �
Q0

S et l’intégration sur �S se décompose en une
intégrale double :

J .uu0xk/ D

Z
�
Q0

S

Z
�Q0

ƒT;QEQ.uxk;ˆ; �0.�Q0 C �
Q0//

�EQ
0
.u0xk;‰;�Q0 C �Q

0
/d�Q0 d�Q

0

:
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Soit BQ0 � AQ0.A/ un sous-groupe de la forme

BQ0 D B
Q
Q0

BQ .D B
Q
Q0

BG
QBG/;

où B
Q
Q0
� AQ0.A/ est l’image d’une section du morphisme composé

AQ0.A/! AQ.A/nAQ0.A/! B
Q
Q0
:

Notons SL0;� D EL0S
L0;1 un domaine de Siegel pour le quotient BQ0L0.F /nL0.A/

(cf. section 3.4).
Fixons de la même manière un sous-groupe B0Q0 D B

Q0

Q0
BQ0 � AQ0.A/. On ne

peut pas en général s’arranger pour que BQ0 D B0Q0 , mais puisque BQ0 \B0Q0 est
d’indice fini dans BQ0 , quitte à grossir EL0 , on peut toujours supposer que

L0.A/ D .BQ0 \B0Q0/L0.F /S
L0;�:

On suppose aussi que BG est de la forme BG DB
zG
GB zG , où B

zG
G �AG.A/ est l’image

d’une section du morphisme composé

AG.A/! A zG.A/nAG.A/! B
zG
G D B zGnBG

et l’on pose

B
zG
Q0
D B

zG
Q0

B
zG
Q D B

Q
Q0

BG
QB

zG
G et B0

zG
Q0
D B

Q0

Q0
B
zG
Q0 D B

Q0

Q0
BG
Q0B

zG
G :

Choisissons un relèvement de x 2 X
zG
L0
.H/ dansL0.AIH 0/ et écrivons xD zas avec

z 2 B zGL0.F /, a 2 .B
zG
Q0
\B0

zG
Q0
/ et s 2 SL0;�. On décompose a sous la forme

a D aQa
Q
D aQ0a

Q0

avec aQ 2 B
zG
Q, aQ 2 B

Q
Q0

, aQ0 2 B
zG
Q0 et aQ

0

2 B
Q0

Q0
. Posons H0 D HQ0.a/.

Comme dans la démonstration de [25, lemme 12.3.1], on obtient que

J .uu0xk/ D ı
1=2
Q .aQ/ı

1=2
Q0 .aQ0/

Z
�Q0

eh�0.�Q0 /;.H0/Qi�h�Q0 ;.H0/Q0 id�Q0

�

Z
�
Q0

S

ƒT;QEQ.uaQsk;ˆ; �0.�
Q0//EQ

0
.u0aQ

0
sk;‰;�Q

0
/d�Q

0

:

OrZ
�Q0

eh�0.�Q0 /;.H0/Qi�h�Q0 ;.H0/Q0 id�Q0 D
Z
�Q0

eh�Q0 ;�
�1
0
..H0/Q/�.H0/Q0 id�Q0
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et cette intégrale n’est non nulle que si ��10 ..H0/Q/ � .H0/Q0 D 0. Pour que
J .uu0xk/ soit non nul, il faut donc que

.HQ.x/ � �0.HQ0.x///
zG
D .H � �0.H//

zG
Q D .HQ.s/ � �0.HQ0.s///

zG :

Maintenant, on observe que l’ensemble

! D ¹.HQ.s/ � �0.HQ0.s///
zG
js 2 SL0;�º � a

zG
Q

est fini et le lemme en résulte.

Proposition 12.3.2. Pour T 2 .aG0 /
�0 , l’expressionX

H2C
zG
Q0

e�RQ.HQ � T / Z
YQ0 .H/

jJ TQ;Q0Iˆ;‰.y/jdy

est convergente et la somme sur H est finie.

Démonstration. Il s’agit de prouver que pour H 2 C zGQ0 , la fonction

.u; u0; x; k/ 7! e�RQ.H � T /ıQ0.x/�1J .uu0xk/
est absolument intégrable sur

ULQ0.F /nU
L
Q0
.A/ � UL

0

Q0
.F /nUL

0

Q0
.A/ �X

zG
L0
.H/ �K

et qu’elle est nulle, sauf pour un nombre fini de H . On procède comme dans
la preuve de [25, proposition 12.3.2]. On commence par découper le domaine de
sommation en H , grâce à la partition de [25, lemme 1.7.5] appliquée au couple
.P; R/ D .Q0; Q/ : on peut fixer un P 0 2 Pst tel que Q0 � P 0 � Q et imposer
que

�P
0

Q0
.H � T /�

Q
P 0.H � T / D 1:

On s’intéresse donc aux H 2 aQ0 tels que

(12.7) e�RQ.H � T /�P 0Q0.H � T /�QP 0.H � T / D 1; qQ.H/ 2 !:

D’après [25, lemme 2.13.3] (l’exposant G est ici remplacé par un exposant zG, voir
section 2.2), pour H vérifiant (12.7), on a

kH
zG
� TQ0k � 1C k.H � T /

Q
P 0k(12.8)

d’où

kH
zG
k � 1C kH

Q
P 0k:(12.9)
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Les constantes implicites dans (12.8) et (12.9) dépendent de T . Au lieu d’intégrer sur

x 2 X
zG
L0
.H/, on peut choisir un relèvement H 0 2 AQ0 de H 2 C zGQ0 et intégrer sur

x 2 ..BQ0 \B0Q0/S
L0;�/ \ L0.AIH 0/. De même, on peut faire varier .u; u0/ dans

un compact �LQ0 ��
L0

Q0
de ULQ0.A/ � U

L0

Q0
.A/. On écrit2 x D zas avec

z 2 B zGL0.F /; a 2 .B
zG
Q0
\B0

zG
Q0
/ et s 2 SL0;�;

et on décompose a en a D aQaQ D aQ0aQ
0

comme dans la preuve du lemme 12.3.1.
Pour u 2 �LQ0 , u0 2 �L

0

Q0
et k 2 K , en supposant que a�1Q �0.aQ0/ appartient à

A zG.A/AQ.A/
1 – sinon J .uu0xk/ D 0 (cf. la preuve de loc. cit.) –, on a

J .uu0xk/ D ıQ.aQ/J .ua
Qsk; u0aQ

0

sk/:

Quitte à grossir EQ, on peut supposer que L0.A/� D EQ0L0.A/
1 est contenu

dans LQ.A/� D EQLQ.A/1. Alors pour chaque u 2 �LQ0 , on peut choisir un

 2 L.F / tel que

y1 D 
ua
Qs 2 SL;�

D EQSL;1:

D’après le corollaire 12.2.3, il existe c; D > 0 et un compact CL dans SL;� tel
que pour tout k 2 K , tout u 2 �LQ0 et tout u0 2 �L

0

Q0
, on ait J .y1k; u

0aQ
0

sk/ D 0

si y1 … CL et
jJ .y1k; u

0aQ
0

sk/j � c ju0aQ
0

sjD sinon:

Comme dans la preuve de [25, proposition 12.3.2], on obtient

(12.10) kH
Q
P 0k C kH0.s/k � 1C kH0.y1/k:

Pour y1 2 CL, d’après (12.9) et (12.10), kH zGk et kH0.s/k sont bornés. On en déduit
que H varie dans un sous-ensemble fini de C zGQ0 . D’autre part s appartient à SL0;�

et kH0.s/k est borné, par conséquent jsj est borné. On obtient que

ıQ0.x/
�1
jJ .u0uxk/j � 1:

D’où la proposition, puisque l’ensemble

�LQ0 ��
L0

Q0
� ..BQ0 \B0Q0/S

L0;� \ L0.AIH// �K

est de volume fini.

2Notons que notre s joue le rôle du x de la démonstration de [25, proposition 12.3.2].
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12.4 Transformation de l’opérateur de troncature

Pour calculer l’expression

(12.11)
X

H2C
zG
Q0

e�RQ.HQ � T / Z
YQ0 .H/

J TQ;Q0Iˆ;‰I#.y/dy;

où # est une fonction lisse sur �S , on décompose l’intégrale sur YQ0.H/ comme
en section 12.3. On peut permuter l’intégrale sur le groupe compact

UQL
0
.F /nUQL

0
.A/ � U

QL
0

0

.F /nU
QL
0

0

.A/

avec celle sur le groupe (lui aussi compact)�S . Pour .x; k/ 2 X
zG
L0
.H/ �K , la com-

posée de ces deux intégrales est égale à

(12.12)
Z
�S

.ƒT;QEQ/Q0.xk;ˆ; �0.�//E
Q0

Q0
.xk;‰;�/#.�/d�;

où l’indice Q0 signifie que l’on prend le terme constant le long de Q0. D’après [25,
lemme 4.1.1], cette expression (12.12) n’est non nulle que si

�
Q
Q0
.H � T / D 1:

Cela entraîne que dans le découpage suivant les P 0 2 Pst tel que Q0 � P 0 �Q dans
la preuve de la proposition 12.3.2, seul le domaine correspondant à P 0 D Q donne
une contribution non nulle. D’après (12.8), il existe c > 0 tel que pour lesH vérifiant

e�RQ.H � T /�QQ0.H � T / D 1; qQ.H/ 2 !

on ait

(12.13) kH
zG
� TQ0k � c:

Le point est qu’ici la constante c est indépendante de T (d’après [25, lemme 2.13.3]
et le lemme 12.3.1). En particulier, puisque TQ0 2 aGQ0 , on a

H
zG
� TQ0 D H

zG
G C .H

G
� TQ0/

et kH zGG k est borné par une constante indépendante de T . Fixons un réel � tel que
0 < � < 1. Si T est assez régulier, la condition (12.13) entraîne

(12.14) kHQ
� T

Q
Q0
k � k�T k:
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Pour T 2 a0, on note3 �T la fonction caractéristique du sous-ensemble des X 2 a0
tels que kXk � kT k. D’après [25, lemme 4.2.2] il existe c0 > 0, tel que si

d0.T / � c
0.c C 1/;

l’expression (12.12) multipliée pare�RQ.H � T / vaut4

��T .HQ
� T

Q
Q0
/e�RQ.H � T /�QQ0.H � T /
�

Z
�S

ƒT ŒŒH
Q��;Q0E

Q
Q0
.xk;ˆ; �0.�//E

Q0

Q0
.xk;‰;�/#.�/d�

si kH zG � TQ0k � c, et elle est nulle sinon. Ce dernier point résulte de l’analogue
de la preuve de (12.8) pour l’expression ci-dessus. Notons que pour H vérifiant
�GQ0.H � T / D 1, l’élément

T ŒŒHQ�� D T ŒŒHQ��Q0 2 a
Q0
P0

est « plus régulier » que TQ0 : en effet, d’après [25, lemme 4.2.1], on a

d
L0
P0\L0

.T ŒŒHQ��/ � d
L0
P0\L0

.TQ0/ � d0.T /:

On a donc prouvé la proposition suivante.

Proposition 12.4.1. Il existe c; c0 > 0 tel que pour tout T 2 .aG0 /
�0 vérifiant

d0.T / � c
0.c C 1/, l’expression (12.11) soit égale àX

H2C
zG
Q0

��T .HQ
� T

Q
Q0
/e�RQ.H � T /�QQ0.H � T /e�h2�Q0 ;H i

�

Z
X
zG
L0
.H/�K

Z
�S

ƒT ŒŒH
Q��;Q0E

Q
Q0
.xk;ˆ; �0.�//E

Q0

Q0
.xk;‰;�/#.�/d�dxdk:

La somme sur C zGQ0 ne fait intervenir que des H tels que kH zG � TQ0k � c.

On a aussi l’analogue de [25, proposition 12.5.1] :

3Observons que la fonction �T utilisée ici n’est pas tout-à-fait la même que celle de [25],
puisque nous ne passons pas au quotient par le centre.

4Il faut supprimer le signe .�1/aQ�aG dans la formule du lemme 4.2.2 de [25]. Voir
Err (iii) de l’annexe.
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Proposition 12.4.2. Pour H 2 C zGQ0 , on considère l’expression
(12.15)Z

X
zG
L0
.H/�K

Z
�S

jƒT ŒŒH
Q��;Q0E

Q
Q0
.xk;ˆ; �0.�//E

Q0

Q0
.xk;‰;�/#.�/jd�dxdk:

On suppose que T est dans le cône introduit en section 12.3 et que d0.T / est assez
grand. On a les assertions suivantes :

(i) Si �QQ0.H � T / D 1, l’expression (12.15) est convergente.

(ii) Il existe �0 avec 0 < �0 < 1 tel que si 0 < � < �0, alors il existe c > 0 tel
que, pour tout T 2 .aG0 /

�0 et tout H 2 C zGQ0 vérifiant

e�RQ.H � T /�QQ0.H � T /��T .HQ
� T

Q
Q0
/ D 1;

l’expression (12.15) soit majorée par c eh2�Q0 ;H id0.T /dim.a
Q0
0
/.

Démonstration. On reprend celle de loc. cit. On veut majorer l’intégrale intérieure
dans (12.15). Pour cela on peut supposer # � 1 (cf. la remarque 12.1.2). Comme dans
la preuve de [25, proposition 12.2.3], on se ramène grâce à l’inégalité de Schwartz à
majorer deux types d’intégrales :Z

�S

ƒT ŒŒH
Q��;Q0E

Q
Q0
.xk;ˆ; �0.�//ƒ

T ŒŒHQ��;Q0E
Q
Q0
.xk;ˆ; �0.�//d�(12.16)

et Z
�S

E
Q0

Q0
.xk;‰;�/E

Q0

Q0
.xk;‰;�/d�:(12.17)

Commençons par majorer l’intégrale (12.17). Rappelons que l’on a fixé en sec-
tion 12.2 un domaine de Siegel SG

Q0 D �Q0B
G
Q0S

L0;�K pour le quotient

BGQ
0.F /nG.A/. Soit hQ

0

la fonction sur Q0.F /nG.A/=K définie par

hQ
0

.y/ D
X

ı2Q0.F /

ıP0.ıy/
1=21

SG
Q0
.ıy/:

On a
hQ
0

.y/� ıP0.y/
1=2
� hQ

0

.y/ pour y 2 SG
Q0 :

D’après la proposition 12.2.2, pour b 2 BG et y; y0 2 Q0.F /SG
Q0 , l’intégrale

(12.18)Z
�S

EQ
0

.by;‰;�/EQ
0
.by0; ‰; �/d� D

Z
�S

EQ
0

.y;‰;�/EQ
0
.y0; ‰; �/d�

est essentiellement majorée par hQ
0

.y/hQ
0

.y0/. Ensuite on prend le terme constant
en chacune des variables y; y0. Cette opération, qui consiste à intégrer sur un com-
pact, commute à l’intégrale sur �S . Puis on prend y D y0 D aGsk avec k 2 K ,
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s 2 SL0;�, x D as 2 L0.AIH 0/ pour un relèvement H 0 2 AQ0 de H 2 C zGQ0 et

a D aGa
G 2 BGBG

Q0
(on peut même supposer aG 2 BG

Q0
\B0GQ0 comme dans la

démonstration de la proposition 12.3.2). L’intégrale (12.17) est donc essentiellement
majorée par

h
Q0

Q0
.y/2 D h

Q0

Q0
.aGs/2:

Comme la fonction hQ
0

est à croissance lente, son terme constant hQ
0

Q0
l’est aussi.

L’intégrale (12.17) est donc essentiellement majorée par jaGsjD pour D > 0 as-
sez grand. L’intégrale (12.16) se déduit, elle aussi, de (12.18) en prenant les termes
constants le long de Q0, puis en appliquant l’opérateur ƒT ŒŒH

Q��;Q0 , et enfin en po-
sant y D y0 D aGsk. Quand on prend les termes constants, on obtient une expression
essentiellement majorée par

h
Q
Q0
.y/h

Q
Q0
.y0/:

Rappelons que l’hypothèse �QQ0.H � T / D 1 assure que l’élément T ŒŒHQ��2 a
Q0
P0

est

régulier. D’après la proposition 4.2.1, il existe un sous-ensemble compact� de SL0;�

tel que si ƒT ŒŒH
Q��;Q0h

Q
Q0
.aGsk/ ¤ 0, alors s 2 �. Comme

HQ0.x/
G
D HQ0.a

G/CHQ0.s/
G
D HG

et que H est fixé, aG reste dans un ensemble fini de BG
Q0

. D’où le point (i). Prou-
vons (ii). On suppose que l’hypothèse

(12.19) e�RQ.H � T /�QQ0.H � T /��T .HQ
� T

Q
Q0
/ D 1

est vérifiée5. On peut prendre x dans un domaine de Siegel SL0 D BL0S
L0;�. On

écrit x D as avec a 2 BQ0 et s 2 SL0;�. Si � est assez petit, l’hypothèse (12.19)
implique, comme dans la preuve de [25, proposition 12.5.1] (majoration (4), page
170), qu’il existe une constante D > 0, telle que

h
Q
Q0
.aGs/� ıQ0.a/

1
2 jsjD:

Mais cette majoration est inutile ici, on peut directement passer à la page 172. Notons
C l’opérateur qui multiplie une fonction sur YQ0 par la fonction

x 7! F
Q0
P0
.x; T ŒŒHQ��/

5Si � est assez petit, l’hypothèse (12.19) implique �P
Q0
.H/ D 1, où zP est l’unique élément

de ePst vérifiant la double inclusion Q0 � P � R (cf. [25, page 171]). En particulier, cela
entraîne �Q

0

Q0
.H/ D 1 et �Q

Q0
.H/ D 1.
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et décomposons l’opérateur ƒ D ƒT ŒŒH
Q��;Q0 en

.ƒ � C/C C:

Rappelons que T ŒŒHQ�� est « plus régulier » que T . D’après la proposition 4.2.2,
si T est assez régulier, on peut remplacer l’opérateur ƒT ŒŒH

Q��;Q0 par C dans l’inté-
grale intérieure de l’expression (12.15). Il nous faut donc majorer l’intégrale

IC.xk/ D

Z
�S

F
Q0
P0
.ask; T ŒŒHQ��/E

Q
Q0
.xk;ˆ; �0.�//E

Q
Q0
.xk;ˆ; �0.�//d�

sous les hypothèses (12.19) et

(12.20) F
Q0
P0
.xk; T ŒŒHQ��/ D F

Q0
P0
.s; T ŒŒHQ��/ D 1:

Cela conduit à majorer (12.17) et l’analogue de (12.17) où Q remplace Q0. Sous
(12.19) et (12.20), on obtient comme dans la preuve de [25, proposition 12.5.1]
que hQ

0

.aGs/ est essentiellement majoré par ıP0.x/
1=2. Donc (12.17) est essentiel-

lement majoré par ıP0.x/. Il en est de même de l’analogue de (12.17) relatif à Q, et
donc aussi de IC.xk/. On obtient que l’expression (12.15) est essentiellement majo-
rée par Z

XL0 .H/

F
Q0
P0
.x; T ŒŒHQ��/ıP0.x/dx;

ou, ce qui revient au même, par

eh2�Q0 ;H i
Z

SL0;�
F
Q0
P0
.s; T ŒŒHQ��/ıP0.s/ds:

Rappelons que

SL0;� D EL0S
L0;1 D EL0�L0B

L0
0 .t/FL0KL0

avec B
L0
0 .t/ D B0.t/ \ L0.A/1. On décompose s en s D vbk avec v 2 EL0�L0 ,

b 2 B
L0
0 .t/ et k 2 FL0KL0 . La décomposition des mesures introduit un facteur

ı
L0
P0\L0

.b/�1 D ıP0.b/
�1, et l’intégrale sur SL0;� est essentiellement majorée par

le cardinal de l’ensemble

¹b 2 B
L0
0 .t/ W F

Q0
P0
.b; T ŒŒHQ��/ D 1º:

En écrivant Y D H0.b/ 2 a
L0
0 , on conclut, comme à la fin de la démonstration de

[25, proposition 12.5.1].
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12.5 Retour à la formule de départ

On suppose désormais que 0 < � < �0, où �0 vérifie les conditions de la proposi-
tion 12.4.2.

L’expression pour JG;T de la proposition de 12.1.1 est une combinaison linéaire
finie d’intégrales itérées (12.1) (ou, ce qui revient au même, d’expressions (12.2))
dont la convergence est assurée par la proposition 12.3.2.

Proposition 12.5.1. Il existe une constante absolue c0 > 0 et une constante c.f / > 0
telles que, si d0.T / � c0.c.f /C 1/, on a

J
zG;T
D

X
Q;R2Pst
Q�R

e�.Q;R/ X
S2P

Q0

st

1

nQ
0
.S/

X
�2…disc.MS /

bcMS .�/ �X
‰2‰S .�/

X
H2C

zG
Q0

AT .H I‰/

avec

AT .H I‰/ D ��T .HQ
� T

Q
Q0
/e�RQ.H � T /�QQ0.H � T /

� e�h2�Q0 ;H i
Z
X
zG
L0
.H/�K

Z
�S

ƒT ŒŒH
Q��;Q0E

Q
Q0
.xk;e�S;�;�.f; !/‰; �0.�//

�E
Q0

Q0
.xk;‰;�/d�dxdk:

Démonstration. Ceci résulte de la proposition 12.4.1 et de la remarque 12.1.2.

Définition 12.5.2. Pour ‰ 2A.XS ; �/ et ˆ 2A.X�0.S/; �0.�//, et pour # une
fonction lisse sur �S , on pose

AT .H Iˆ;‰I#/ D ��T .HQ
� T

Q
Q0
/e�RQ.H � T /�QQ0.H � T /

� e�h2�Q0 ;H i
Z
X
zG
L0
.H/�K

Z
�S

ƒT ŒŒH
Q��;Q0E

Q
Q0
.xk;ˆ; �0.�//

�E
Q0

Q0
.xk;‰;�/#.�/d�dxdk:

On écrira simplement AT .H/ pour AT .H I ˆ; ‰I #/ lorsque les fonctions ˆ, ‰
et ' sont fixées, et on pose

AT D
X

H2C
zG
Q0

AT .H/:





Chapitre 13

Simplification du produit scalaire

13.1 Une majoration uniforme

Pour P 2 P, choisissons une section du morphisme AP .A/! BP et notons BP son
image. Cela permet de relever „.P /1 dans „.P /, d’où une identification

„.P / D „.P /1 � bBP :
Le groupe des caractères automorphes, mais non nécessairement unitaires, de AP .A/
s’identifie à „.P / � a�P . Un tel caractère � peut donc s’écrire

� D �uj�j D .� ? �/ ? � D � ? .�C �/

avec � D �jAP .A/1
, � 2 bBP et � 2 a�P . On le notera � D .�; �; �/.

Soit � une forme automorphe sur XG (discrète ou non). Pour P 2 Pst, on note
�P;cusp le terme constant cuspidal de � le long deP , défini en [32, sous-sections I.3.4,
I.3.5]. C’est une forme automorphe cuspidale sur XP , qui s’écrit sous la forme

(13.1) �P;cusp D
X
.q;�/

q.HP .x//�q;�.x/;

où .q; �/ parcourt un sous-ensemble fini de CŒaP ��„.P /� a�P et �q;� est une forme
automorphe cuspidale sur XP , se transformant suivant �. En écrivant � D .�; �; �/,
comme ci-dessus, on voit que la fonction

x 7! e�h�C�;HP .x/i�q;�.x/

appartient à Adisc.XP /� . Notons Acusp.XP /„.P/1 le sous-espace de Acusp.XP /,
engendré par les espaces Acusp.XP /� pour � 2 „.P /1, identifié au sous-groupe
de „.P / des caractères triviaux sur BP . Il se décompose en

Acusp.XP /„.P/1 D
M

�2„.P/1

Acusp.XP /� :

Pour tout P 2 Pst, fixons un sous-ensemble compact �P � a�P;C=A
_
P , deux entiers

naturels nP et dP , et un sous-espace de dimension finie VP de Acusp.XP /„.P/1 . On
note

A..VP ; dP ; �P ;nP /P2Pst/
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l’ensemble des formes automorphes � surXG telles que, pour tout P 2 Pst, le terme
constant cuspidal �P;cusp puisse s’écrire

(13.2) �P;cusp.x/ D

nPX
iD1

eh�P;iC�P ;HP .x/i
nP;iX
jD1

qP;i;j .HP .x//�P;i;j .x/;

où les nP;j sont des entiers positifs ou nuls quelconques, nP � nP , �P;i 2 �P ,
qP;i;j 2 CŒaP � avec deg.qP;i;j /� dP , et �P;i;j 2 VP . Notons que cet ensemble n’est
pas un espace vectoriel (à cause de la condition nP � nP ). Dans l’expression (13.2),
on peut supposer que les �P;i sont deux-à-deux distincts. On définit comme en [25,
section 13.1] une norme

k�kcusp D
X
P2Pst

k�P;cuspkcusp:

D’après [25, lemme 13.1.1], on a le résultat suivant.

Lemme 13.1.1. Pour tout � 2 a�0 , il existe une constante c > 0 telle que pour tout
� 2 A..VP ; dP ; �P ;nP /P2Pst/ et tout x 2 S D BGS�, on ait la majoration

j�.x/j � ck�kcusp

X
P2Pst

nPX
iD1

eh�
PC<.�P;i /C�P ;H0.x/i.1CHP .x//dP ;

où �P est la projection de � sur aP;�0 et les �P;i sont ceux de l’égalité (13.2).

13.2 Majoration des termes constants

On fixe deux sous-groupe paraboliques standards Q; R 2 Pst tels que Q � R

et z�.Q; R/ D 1. On pose Q0 D ��10 .Q/ et Q0 D Q \Q0. On fixe aussi S 2 PQ
0

st

et � 2 …disc.MS /. La représentation � intervient dans le spectre discret de
MS .F /nMS .A/1. Considérons :

• un sous-groupe parabolique standard Scusp tel que Scusp � S ;

• une représentation automorphe cuspidale �cusp de MScusp.A/ qui est une sous-
représentation irréductible de L2.BScuspnXMScusp

/ – c’est-à-dire que �cusp se

réalise dans Acusp.XMScusp
/� pour un caractère � 2 „.Scusp/

1 ;

• un opérateur différentiel D à coefficients polynomiaux sur aS;�Scusp;C
;

• un point �0 2 aS;�Scusp
.

Rappelons que ‰Scusp\MS .�cusp/ est une base orthonormale de l’espace vectoriel

pré-hilbertien A.XScusp\MS ;�cusp/. Pourˆcusp 2 ‰Scusp\MS .�cusp/ et � 2 aS;�Scusp;C
,



Majoration des termes constants 143

formons la série d’Eisenstein

EMS .y;ˆcusp; �/ D
X


2.Scusp\MS /.F /nMS .F /

ˆcusp.
y; �/; y 2MS .A/:

On applique l’opérateurD sous l’hypothèse que la fonction � 7!DEMS .y;ˆcusp; �/

est holomorphe en � D �0 et on note

D�D�0E
MS .y;ˆcusp; �/;

sa valeur en � D �0.
Comme dans [25] on voit qu’en choisissant convenablement la base ‰S .�/

de A.XS ; �/, on peut supposer que pour tout élément ‰ 2 ‰S .�/, il existe des
données Scusp, �cusp, D, �0 et ‰cusp 2 ‰Scusp.�cusp/ telles que

EQ
0

.y;‰;�/ D D�D�0E
Q0.y;‰cusp; � C �/

pour tout � 2 a�S;C=A
_
S . Prendre un terme constant et prendre un résidu sont deux

opérations qui commutent. Grâce à [25, théorème 5.2.2 (4)], on obtient
(13.3)

E
Q0

Q0
.y;‰;�/ D D�D�0

� X
s2WQ0 .aScusp ;Q0/

EQ0.y;M.s; � C �/‰cusp; s.� C �//

�
:

Le terme constant EQ
0

S 0cusp
.y;‰;�/ de la forme automorphe EQ

0

Q0
.y;‰;�/, relatif à un

sous-groupe parabolique S 0cusp 2 P
Q0
st associé à Scusp dans Q0, est égal à :

D�D�0

� X
s2WQ0 .aScusp ;Q0/

X
s02WQ0 .as.Scusp/;aS0cusp

/

M.s0s; � C �/‰cusp.y; s
0s.�C �//

�
:

Les exposants cuspidaux de EQ
0

S 0cusp
.y;‰;�/ sont les

s0s.�0 C �/ 2 a�S 0cusp;C
=A_S 0cusp

:

Pourw 2WQ0.aScusp ; aS 0cusp
/, notonsQ0w le plus petit sous-groupe parabolique stan-

dard de Q0 tel que aQ0w � w.aS /. D’après [25, section 13.2 (5), page 184] et [32,
corollaire V.3.16 et proposition VI.1.6 (c)], on sait que, pour � 2 �S , les parties

réelles des exposants cuspidaux de EQ
0

S 0cusp
.y; ‰; �/ sont de la forme w�0, pour des

w 2WQ0.aScusp ; aS 0cusp
/ tels que

(13.4) b�Q0wS 0cusp
.�w�0/ D 1:
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Ainsi dans l’expression EQ
0

S 0cusp
.y; ‰; �/ pour � 2 �S , les termes indexés par les

couples .s; s0/ tels que l’élément w D ss0 ne vérifie pas (13.4) sont nuls. On dé-
compose EQ

0

Q0
.y;‰;�/ en

E
Q0

Q0
.y;‰;�/ D E

Q0

Q0;unit.y;‰;�/CE
Q0

Q0;C
.y;‰;�/;

où le terme E
Q0

Q0;unit est la sous-somme de (13.3) indexée par les s tels que

s.aS0 / � a
Q0
0 et le terme EQ

0

Q0;C
est la sous-somme restante. On obtient, comme en

[25, section 13.2 (7)], que pour � 2 �S , on a

E
Q0

Q0;unit.y;‰;�/ D
X

s2WQ0 .aS ;Q0/

EQ0.y;M.s; �/‰;�/:

Rappelons que WQ0.aS ; Q0/ est l’ensemble des restrictions à aS des s 2WQ0 tels
que s.aS / � aQ0 et que s est de longueur minimale dans sa classe WQ0s (ce qui
signifie que s.S/\L0 est standard dans L0 DMQ0). D’après [25, section 13.2 (6)],

la fonction EQ
0

Q0;unit.y; ‰; �/ est lisse pour � 2 �S , il en est donc de même pour la
fonction

E
Q0

Q0;C
.y;‰;�/ D E

Q0

Q0
.y;‰;�/ �E

Q0

Q0;unit.y;‰;�/:

Proposition 13.2.1. Soient Z 2 AG et T1 2 a
Q0
0 .

(i) Il existe un entier N 2 N et un réel c > 0 tels que

jE
Q0

Q0
.xk;‰;�/j � c ıP0.a/

1
2 .1C kHk/N jsjN

pour tout H 2 AGQ0.Z/ tel que �Q
0

Q0
.H/ D 1, tout .a; s/ 2 BL0 �SL0;�

tel que x D as 2 L0.AIH/, tout k 2 K et tout � 2 �S .

(ii) Il existe un entier N 2 N et un réel c > 0 tels que

jE
Q0

Q0
.xk;‰;�/j � c ıP0.x/

1
2 .1C kXQ0k/

N .1C kH0.s/k/
N

pour tout X 2 AGP0.Z/ tel que �Q
0

P0
.X C T1/ D 1, tout .a; s/ 2 BL0 �SL0;�

tel que H0.x/ D X avec x D as, tout k 2 K et tout � 2 �S .

(iii) Il existe un entier N 2 N et un réel c > 0 tels que

jE
Q0

Q0;unit.xk;‰;�/j � c ıP0.x/
1
2 .1C kHk/N .1C kH0.s/k/

N

pour toutH 2 AGQ0.Z/, tout .a; s/ 2 BL0 �SL0;� tel xD as 2L0.AIH/,
tout k 2 K et tout � 2 �S .
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(iv) Il existe un réel R > 0, un entier N > 0 et un réel c > 0 tels que

jE
Q0

Q0;C
.xk;‰;�/j � c ıP0.x/

1
2 .1C kXQ0k/

N

� .1C kH0.s/k/
N sup
˛2�

Q0

0
X�

Q0
0

e�Rh˛;H0.x/i

pour tout X 2 AGP0.Z/ tel que �Q
0

P0
.X C T1/ D 1, tout .a; s/ 2 BL0 �SL0;�

tel que H0.x/ D X avec x D as, tout k 2 K et tout � 2 �S .

Démonstration. On suit, pas à pas, celle de la proposition 13.2.1 de [25].

13.3 Simplication du terme constant

On a introduit dans la définition 12.5.2 des expressions AT .H/ et AT . On note

ATunit D
X

H2C
zG
Q0

ATunit.H/

les expressions obtenues en remplaçant les fonctions EQ
0

Q0
par EQ

0

Q0;unit et EQQ0
par EQQ0;unit dans la définition de AT .H/. Alors [25, lemme 13.3.1] est vrai ici :

Proposition 13.3.1. L’intégrale définissant ATunit.H/ et la somme définissant ATunit
sont absolument convergentes, et pour tout réel r , il existe c > 0 tel que

jAT � ATunitj � cd0.T /
�r :

Démonstration. Elle est identique à celle de loc. cit., à la simplification suivante près :
la décomposition de l’opérateur ƒ D ƒT ŒŒH

Q��;Q0 en .ƒ � C/C C conduit à la dé-
composition des expressions AT .H/ et ATunit.H/ en

AT .H/ D ATƒ�C.H/C A
T
C .H/ et ATunit.H/ D A

T
ƒ�C;unit.H/C A

T
C;unit.H/:

Comme dans la preuve de la proposition 12.4.2, si T est assez régulier, on a

AT .H/ D ATC .H/ et ATunit.H/ D A
T
C;unit.H/:

Seules les expressions ATC .H/ et ATC;unit.H/ sont à comparer. Les assertions sont
alors conséquence de la proposition 13.2.1.
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13.4 Simplification du produit scalaire

On a défini en 4.1.5 un élément T ŒŒHQ�� dans a
Q0
P0

. Pour S 2 PQ
0

st et H 2 AQ0 ,
considérons l’opérateur (introduit en section 5.3, mais avec ici Q0 en place de G,
et T ŒŒHQ�� au lieu de T )

�
T;Q0
S j�0.S/

.H I�;�/ D
X

S 02P
Q0
st

X
s2WQ.a�0.S/;aS0 /

t2WQ0 .aS ;aS0 /

"
Q0;T ŒŒH

Q��S0

S 0 .H I s� � t�/M.t; �/�1M.s; �/:

On a fixé des fonctions

‰ 2A.XS ; �/ et ˆ 2A.X�0.S/; �0.! ˝ �//;

et une fonction lisse # sur �S . Rappelons que l’on a introduit dans la définition 5.2.1
un opérateur de décalage D� . Pour �; � 2 �S et � 2 ��0.S/, on pose

!T;Q0.H I�;�I �/
déf
D
˝
D��T;Q0

S;�0.S/
.H I�;�/ˆ;‰

˛
S
;

c’est-à-dire

!T;Q0.H I�;�I �/ D
X

S 02P
Q0
st

X
s2WQ.a�0.S/;aS0 /

t2WQ0 .aS ;aS0 /

"
Q0;T ŒŒH

Q��S0

S 0 .H I s� � t�/

�
˝
D�M.t; �/�1M.s; �/ˆ;‰

˛
S 0
:

Avec les notations de la proposition 5.4.5, pour tout zu 2W zG.aS ; aS /, on a

E.�0.!AS �/; �/ D ¹� 2 �S j zu.!AS �/ ? �jBM
D �º:

Comme seule la restriction de � à BM intervient, s’il est non vide, cet ensemble est
un espace homogène sousbcM .

Définition 13.4.1. Lorsque � D �� , on pose

E.�/
déf
D ¹� 2 �S j �zu.!˝�/ ? �jBM

D ��º D E.�0.!AS �� /; �� /:

Lemme 13.4.2. Pour que l’expression!T;Q0.H I�;�I�/ soit non nulle, il est néces-
saire que � appartienne à E.�/.

Démonstration. On a

D�M.t; �/�1M.s; �/ˆ 2A.XS ; zu.! ˝ �/ ? �/ et ‰ 2A.XS ; �/:

Pour que l’expression !T;Q0.H I�;�I �/ soit non nulle, il est nécessaire que l’on ait

�zu.!˝�/ ? �jBM
D �� :
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Définition 13.4.3. On pose

Œ!�T;Q0.H I�;�/ D jbcS j�1 X
�2E.�/

!T;Q0.H I�;�C �I �/

avec Œ!�T;Q0.H I�;�/ D 0, si E.�/ D ;.

Avec les notations de la proposition 5.4.5 on a

Œ!�T;Q0.H I�;�/ D hŒ��
T;Q0
S j�0.S/

.H; �; � 0I�;�/ˆ;‰iS ;

mais avec Q0 en place de G et T ŒŒHQ�� au lieu de T . D’après la section 5.4, cette
expression est holomorphe en � et �. Pour � D �0.�/, on écrit

Œ!�T;Q0.H I�/ D Œ!�T;Q0.H I �0.�/; �/:

Observons que Œ!�T;Q0.H I�/ ne dépend que de l’image deH dans C zGQ0 DB zGnAQ0 .
On pose

ATpure.H/ D �
�T .HQ

� T
Q
Q0
/e�RQ.H � T /�QQ0.H � T / Z

�S

Œ!�T;Q0.H I�/#.�/d�

et

ATpure D
X

H2C
zG
Q0

ATpure.H/:

Proposition 13.4.4. La série définissant ATpure est convergente, et pour tout réel r ,
on a une majoration

jATunit � A
T
purej � e�rd0.T /:

Démonstration. La preuve suit, pas à pas, les arguments de [25, proposition 13.4.1].
Tout d’abord, on utilise [25, lemme 2.13.1] pour prouver la convergence de la sé-
rie définissant ATpure. Puis, grâce au calcul approché du produit scalaire des séries
d’Eisenstein tronquées donné par le théorème 5.4.4 (ii) et compte tenu de la proposi-
tion 5.4.5 pour le décalage en �, on montre qu’il existe un réel c > 0 pour lequel on
a la majoration souhaitée.

Corollaire 13.4.5. Pour tout réel r , on a une majoration

jAT � ATpurej � d0.T /
�r :

Démonstration. On invoque de plus la proposition 13.3.1.
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13.5 Décomposition plus fine

On va décomposer la somme surH 2 C zGQ0 dansATpure en une somme sur C zGQ précédée

d’une somme sur AQQ0 , grâce à la suite exacte courte

0! A
Q
Q0
! C

zG
Q0
! C

zG
Q ! 0:

Considérons H 2 C zGQ0 , Z 2 C zGQ et Y 2 a
Q
Q0

tels que

Z D HQ et Y D T
Q
Q0
�HQ; et donc H D Z C T

Q
Q0
� Y:

Puisque ��T .�Y / D ��T .Y /, on a

��T .HQ
� T

Q
Q0
/e�RQ.H � T /�QQ0.H � T / D ��T .Y /e�RQ.Z � TQ/�QQ0.�Y /

et
T ŒŒHQ�� D T ŒŒT

Q
Q0
� Y ��:

Lorsque �QQ0.�Y / D 1 on a Y D XQ0 , où X est de la forme

X D
X

˛2�
Q
0
X�

Q0
0

x˛ L̨ avec x˛ � 0 pour ˛ 2 �
Q
0 X�

Q0
0 :

En d’autres termes, X appartient au cône fermé C.Q;Q0/ de a
Q
0 engendré par les

éléments L̨ pour ˛ 2 �Q0 X�
Q0
0 . D’après [25, lemme 4.2.1], on a

T ŒŒHQ�� D T ŒŒT
Q
Q0
� Y �� D TQ0 �

X
˛2�

Q
0
X�

Q0
0

x˛ L̨
Q0 D .T �X/Q0 :

Donc
H D HT�X

Z ; où l’on a posé HU
Z

déf
D Z C U

Q
Q0
:

L’application qui à Y associe X 2 C.Q;Q0/ est injective et on note

CF .Q;Q0IT / � C.Q;Q0/

son image. On a ainsi transformé la somme sur H 2 C zGQ0 en une somme sur

.Z;X/ 2 C
zG
Q � CF .Q;Q0IT /;

la fonction

��T .HQ
� T

Q
Q0
/e�RQ.H � T /�QQ0.H � T / devenant ��T .XQ0/e�RQ.Z � T /:
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Pour Z 2 AQ et X 2 CF .Q;Q0IT /, on pose

!T;Q0.Z;X I�;�I �/
déf
D

X
S 02P

Q0
st

X
s2WQ.a�0.S/;aS0 /

X
t2WQ0 .aS ;aS0 /

"
Q0;.T�X/S0

S 0

� .HT�X
Z I s� � t�/

˝
M.s; �/ˆ;M.t; �/D��‰

˛
S 0
:

On a donc

!T ŒŒH
Q��;Q0.HT�X

Z I�;�I �/ D !T;Q0.Z;X I�;�I �/:

En remplaçant la variable t par t 0t avec t 2WQ0.aS ;Q0/ et t 0 2WQ0.t.aS /; aS 0/,
et la variable s par t 0�1s 2WQ.�0.aS /; t.aS // cette expression peut s’écrire :X

t2WQ0 .aS ;Q0/

X
s2WQ.�0.aS /;t.aS //

X
S 02P

Q0
st

X
t 02WQ0 .t.aS /;aS0 /

"
Q0;.T�X/S0

S 0

� .HT�X
Z I t 0.s� � t�//

˝
M.t 0s; �/ˆ;M.t 0t; �/D��‰

˛
S 0
:

Le sous-groupe parabolique t .S/ n’est en général pas standard mais il existe un
unique sous-groupe parabolique standard tS � Q0 tel que Mt.S/ D M

tS . On

pose tM D M
tS . Pour S 0 2 PQ0st et t 0 2WQ0.t.aS /; aS 0/, le sous-groupe parabo-

lique t 0�1.S 0/ appartient à l’ensemble PQ0.tM/ des S 00 2 PQ0 tels que MS 00 D tM .
On peut remplacer ci-dessus S 0 par S 00 D t 0�1.S 0/. Alors la double somme en S 0 et t 0

se transforme en une somme sur S 00 2 PQ0.tM/. Pour

H 0 D t 0�1.H/

on a
"
Q0;.T�X/S0

S 0 .H I t 0.s� � t�// D "
Q0;ŒT�X�S00

S 00 .H 0I s� � t�/;

et ˝
M.t 0s; �/ˆ;M.t 0t; �/D��‰

˛
S 0

égale ˝
M.t 0; s�/M.s; �/ˆ;M.t 0; t�/M.t; �/D��‰

˛
S 00
:

Notons que

ŒT �X�S 00 D t
0�1..T �X/S 0/ et donc ŒT �X�

Q0
S 00 D t

0�1..T �X/
Q0
S 0 /:

D’après [25, lemme 5.4.3 (3)], on a

M.t 0; t�/�1M.t 0; s�/ D ehs��t�;YS00 iMS 0jS 00.t�/
�1MS 0jS 00.s�/

avec YS 00 D .T0 � t 0�1.T0//S 00 . En définitive, on obtient

!T;Q0.Z;X I�;�I �/ D
X

t2WQ0 .aS ;Q0/

X
s2WQ.�0.aS /;t.aS //

!
T;Q0
s;t .Z;X I�;�I �/
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avec

!
T;Q0
s;t .Z;X I�;�I �/ D

X
S 002PQ0 .tM/

"
Q0;ŒT�X�S00

S 00 .HT�X
Z I s� � t�/ehs��t�;YS00 i

�
˝
MS 00jtS .s�/M.s; �/ˆ;MS 00jtS .t�/M.t; �/D��‰

˛
S 00
:

On doit intégrer en � la fonction

!T;Q0.Z;X I�I �/
déf
D !T;Q0.Z;X I �0.�/; �C �I �/;

puis sommer en Z et X . Chaque expression !T;Q0s;t .Z; X I �; �I �/ est encore une
fonction lisse de � et �, et l’on pose

!
T;Q0
s;t .Z;X I�I �/

déf
D !

T;Q0
s;t .Z;X I �0.�/; �C �I �/:

L’expression!T;Q0s;t .Z;X I�I�/ ne dépend que de l’image deZ dans C zGQ DB zGnAQ.

Ces manipulations permettent d’écrire, au moins formellement,ATpure comme une
somme indexée par des éléments s et t dans des ensembles de Weyl :

ATpure D
X

t2WQ0 .aS ;Q0/

X
s2WQ.�0.aS /;t.aS //

ATs;t où ATs;t D jbcS j�1 X
�2E.�/

ATs;t;�

avec

ATs;t;� D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T /� X
X2CF .Q;Q0IT /

��T .XQ0/

Z
�S

!
T;Q0
s;t .Z;X I�I �/#.�/d�

�
:

On peut montrer, en reprenant des arguments de [25, proposition 13.4.1], déjà
utilisés pour la preuve de la proposition 13.4.4, que l’expression converge (dans
l’ordre indiqué). Une autre preuve de la convergence de la série en Z résultera du
lemme 13.6.3 (A).

Nous aurons besoin d’une variante de l’expression !T;Q0s;t .Z; X I �; �I �/, où la
sommation porte sur PQ.tM/, sans variable X , et où le sous-groupe parabolique Q0
est remplacé par Q. On pose pour Z 2 AQ :

!
T;Q
s;t .ZI�;�I �/ D

X
S 002PQ.tM/

"
Q;ŒT �S00

S 00 .ZI s� � t�/ehs��t�;YS00 i

�
˝
MS 00jtS .s�/M.s; �/ˆ;MS 00jtS .t�/M.t; �/D��‰

˛
S 00
:

C’est une fonction lisse de � et �. On pose

!
T;Q
s;t .ZI�I �/ D !

T;Q
s;t .ZI �0.�/; �C �I �/
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et

Œ!�
T;Q
s;t .ZI�/ D jbcS j�1 X

�2E.�/

!
T;Q
s;t .ZI�I �/:

Les expressions !T;Qs;t .ZI�I �/ ne dépendent que de l’image de Z dans C zGQ D B zGnAQ.

Proposition 13.5.1. On pose :

ATs;t D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z � T / Z
�S

Œ!�
T;Q
s;t .ZI�/#.�/d�:

(i) L’expression ATs;t est convergente dans l’ordre indiqué.

(ii) Pour tout réel r , on a une majoration jATs;t �A
T
s;t j � d0.T /

�r .

Cette proposition est l’analogue de [25, proposition 13.5.1], l’un des résultats les
plus fins du livre. Sa démonstration occupera les deux sections suivantes.

13.6 Première étape

Considérons l’application

s�0 � t W �S ! �
tS
:

On note �S son noyau et �
tS

son image, et l’on pose

�S D �Sn�S ; �
tS
D �

tS
n�

tS
:

L’application ci-dessus se restreint en un isomorphisme � W �S ! �
tS

. La suite exacte
courte de groupes abéliens compacts

0! �
tS
! �

tS
! �

tS
! 0

donne, par dualité de Pontryagin, une suite exacte courte de Z-modules libres de type
fini

0! b�
tS ! AtS !b�

tS ! 0:

En relevant dans A
tS une Z-base de b�

tS , on définit un morphisme section du
morphisme A

tS ! b�
tS , ce qui fournit un isomorphisme entre A

tS et le produitb�
tS �b�tS . Dualement, cela permet d’identifier �

tS
au produit �

tS
� �

tS
et donc

d’écrire ƒ 2 �
tS

sous la forme

ƒ D ƒ� Cƒ� 2 �tS � �tS



Simplification du produit scalaire 152

via cette identification (non canonique), et on identifie de même �S au pro-
duit �S � �S . On définit un élément de �S en posant, pour .�;ƒ/ 2 �S � �tS ,

�.�;ƒ/ D �C ��1.ƒ�/:

L’application

�S � �tS ! �S � �tS ; .�;ƒ/ 7! .�.�;ƒ/;ƒ�/

est bijective et on a la relation

(13.5) �0�.�;ƒ/ D s
�1.t�.�;ƒ/Cƒ�/:

Posons
�.�;ƒ/ D s�1.t�.�;ƒ/Cƒ/:

Fixons � 2 �S . Rappelons que tM D MtS et L D MQ. Pour � 2 �S , ƒ 2 �
tS

et
S 00 2 PQ.tM/, posons

c.�Iƒ;S 00I �/ D #.�.�;ƒ//
˝
MS 00jtS .s�.�;ƒ//M.s; �.�;ƒ//ˆ;
MS 00jtS .t�.�;ƒ/C �/M.t; �.�;ƒ/C �/D��‰

˛
S 00
:

Les expressions c.�Iƒ; S 00I �/, considérées comme des fonctions de ƒ dépendant
des paramètres � et �, définissent une .Q; tM/-famille périodique c.�I�/. On définit
aussi une .Q; tM/-famille périodique d.�I �/ D c.Y; �I �/ par

d.�Iƒ;S 00I �/ D ehƒ;YS00 ic.�Iƒ;S 00I �/:

En se limitant aux S 00 2 PQ0.tM/, on obtient des .Q0; tM/-familles périodiques.
Pour Z 2 AQ, resp. H 2 AQ0 , et X 0 2 a0;Q, on leur associe les fonctions

d
Q;X 0

tM;F .Z; �IƒI �/ D
X

S 002PQ.tM/

"
Q;ŒX 0�S00

S 00 .ZIƒ/d.�Iƒ;S 00I �/

et

d
Q0;X

0

tM;F .H; �IƒI �/ D
X

S 002PQ0 .tM/

"
Q0;ŒX

0�S00

S 00 .H Iƒ/d.�Iƒ;S 00I �/:

Ces fonctions sont lisses en � et ƒ.

Lemme 13.6.1. Soient Z 2 C zGQ, � 2 �S , ƒ 2 �
tS

et X 2 CCF .Q;Q0IT /. On a les
égalités suivantes :

(i) !
T;Q0
s;t .Z;X I�.�;ƒ/I �/#.�.�;ƒ// D d

Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IƒI �/

(ii) !
T;Q
s;t .ZI�.�;ƒ/I �/#.�.�;ƒ// D d

Q;T

tM;F .Z; �IƒI �/:
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Démonstration. Rappelons que, par définition,

!
T;Q0
s;t .Z;X I�;�I �/ D

X
S 002PQ0 .tM/

"
Q0;ŒT�X�S00

S 00 .HT�X
Z I s� � t�/ehYS00 ;s��t�i

�
˝
MS 00jtS .s�/M.s; �/ˆ;MS 00jtS .t�/M.t; �/D��‰

˛
S 00
:

Pour Z 2 AQ0 et ƒ 2 �S en position générale, on a

d
Q;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IƒI �/ D !

T;Q0
s;t .Z;X I�.�;ƒ/; �.�;ƒ/C �I �/:

Mais, d’après la relation (13.5) on a

�.�;ƒ/ D �0�.�;ƒ/C s
�1.ƒ�/:

On obtient (i) pour ƒ� D 0. La preuve de (ii) est similaire.

On munit �S et �
tS

des mesures de Haar telles que vol.�S /D 1D vol.�
tS
/. En

posant, comme ci-dessus, HT�X
Z D Z C .T �X/

Q
Q0

, l’expression ATs;t;� se réécrit

ATs;t;� D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
X2CF .Q;Q0IT /

��T .XQ0/

�

Z
�S

�Z
�
t S

d
Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IƒI �/dƒ

�
d�:

Pour Z 2 AQ, S 00 2 PQ.tS/, V 2 AtS et X 0 2 a0;Q, on pose

bd.�IV; S 00I �/ D Z
�
t S

d.�Iƒ;S 00I �/e�hƒ;V idƒ

et bd Q;X 0

tM;F .Z; �IV I �/ D

Z
�
t S

d
Q;X 0

tM;F .Z; �IƒI �/e
�hƒ;V idƒ:

Pour H 2 AQ0 , on définit de manière analogue bd Q0;X
0

tM;F .H; �I V I �/. Ces fonctions
sont à décroissance rapide en V . Notons

D
tS

déf
D �_

tS
� A

tS

l’annulateur de �
tS
.� �

tS
/ dans A

tS .

Lemme 13.6.2. On a

ATs;t;� D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
X2CF .Q;Q0IT /

��T .XQ0/

Z
�S

X
V 2D

t S

bd Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IV I �/d�:
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Démonstration. Il suffit d’observer que par inversion de Fourier on aZ
�
t S

d
Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IƒI �/dƒ D

X
V 2D

t S

bd Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IV I �/:

Il résultera du lemme 13.6.3 (qui est l’analogue de [25, lemme 13.6.3]) que cette
expression est absolument convergente.

Lemme 13.6.3. Fixons un réel � > 0, et considérons les cinq expressions :X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
X2CF .Q;Q0IT /

Z
�S

X
V 2D

t S

ˇ̌bd Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IV I �/

ˇ̌
d�I(A)

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
X2CF .Q;Q0IT /

.1 � ��T .XQ0//

Z
�S

X
V 2D

t S

ˇ̌bd Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IV I �/

ˇ̌
d�I

(B)

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
X2CF .Q;Q0IT /

Z
�S

X
V 2D

t S

.1 � ��T .V //
ˇ̌bd Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IV I �/

ˇ̌
d�I

(C)

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / Z
�S

X
V 2D

t S

ˇ̌bd Q;T

tM;F .Z; �IV I �/
ˇ̌
d�I(D)

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / Z
�S

X
V 2D

t S

.1 � ��T .V //
ˇ̌bd Q;T

tM;F .Z; �IV I �/
ˇ̌
d�:(E)

Alors on a :

(i) Les cinq expressions sont convergentes.

(ii) Pour tout réel r , l’expression (B) est essentiellement majorée par d0.T /�r .

(iii) Il existe une constante absolue �0 > 0 telle que si � > �0, alors pour
tout réel r , les expressions (C) et (E) sont essentiellement majorées
par d0.T /�r .

Admettons provisoirement ce lemme prouvé au paragraphe suivant. D’après le
lemme 1.5.1, pour chaque � 2 �S (le paramètre � étant fixé), il existe une fonction à
décroissance rapide

' D '.�I �/ W U 7! '.U/ D '.�IUI �/

sur HQ;tM telle que c.�I �/ D c' . Rappelons que c.�I �/ est la .Q; tM/-famille
périodique définie par

c.�Iƒ;S 00I �/ D #.�;ƒ/hMS 00jtS .s�.�;ƒ//M.s; �.�;ƒ//ˆ;
MS 00jtS .t�.�;ƒ/C �/M.t; �.�;ƒ/C �/D��‰iS 00
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et que l’on a posé

d.�I �/ D c.Y; �I �/:

Pour H 2 AQ0 et X 0 2 a0;Q, on a donc

d
Q0;X

0

tM;F .H; �IƒI �/ D
X

U2HQ0;tM

'.U �Y/

Q0;X

0

tM;F
.H;UIƒ/

avec



Q0;X

0

tM;F .H;UIƒ/ D
X

H 02A
Q0

tM
.HCUQ0 /

�
Q0
tM
.H 0;U.X 0//ehƒ;H

0i:

Pour Z 2 AQ et X 2 CCF .Q;Q0IT /, on obtient

d
Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IƒI �/ D

X
U2HQ0;tM

'.U �Y/

Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ;UIƒ/:

On a aussi

d
Q;T

tM;F .Z; �IƒI �/ D
X

U2HQ;tM

'.U �Y/

Q;T

tM;F .Z;UIƒ/:

On introduit, comme ci-dessus, des transformées de Fourier inverses

V 7!b
Q0;X 0
tM;F .H;UIV / et V 7!b
Q;X 0

tM;F .Z;UIV /;

le paramètre V variant dans A
tM . Par inversion de Fourier, on a

b
Q;X 0
tM;F .Z;UIV / D

´
�
Q

tM
.V;U.X 0// si Z C UQ D VQ,

0 sinon.

On en déduit que

bd Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IV I �/ D

X
U2HQ0;tM

HT�X
Z

CUQ0DVQ0

'.�IU �YI �/�
Q0
tM
.V;U.T �X//

et bd Q;T

tM;F .Z; �IV I �/ D
X

U2HQ;tM
ZCUQDVQ

'.�IU �YI �/�
Q

tM
.V;U.T //:

Fixons un réel � > �0 comme dans le point (iii) et posons

ET1 D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T /Z
�S

X
V 2D

t S

��T .V /
X

X2CF .Q;Q0IT /

bd Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IV I�/d�:
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D’après le lemme 13.6.2 et les assertions du lemme 13.6.3 concernant les expres-
sions (A), (B) et (C), l’expressionET1 est absolument convergente, et pour tout réel r ,
on a une majoration ˇ̌

ATs;t;� �E
T
1

ˇ̌
� d0.T /

�r :

NotonsRC
tS

l’ensemble des racines deA
tM qui sont positives pour le sous-groupe pa-

rabolique standard tS . Pour tout S 00 2 PQ0.tM/, notons a.S 00/ le nombre d’élément
de .��S 00/ \ R

C

tS
– ou encore de .��Q0S 00 / \ R

C

tS
– et

CQ0.S 00/ � a
Q0
tM

le cône formé des � X
˛2�

Q0
S00
\R
C

t S

x˛ L̨

�
C

� X
˛2.��

Q0
S00
/\R
C

t S

y˛ L̨

�
;

pour des x˛ � 0 et des y˛ > 0. Pour Y 2 a
Q0
tM
CAQ0 , on pose

C
Q0
F .Y IS 00/ D

�
Y C CQ0.S 00/

�
\A

tM � A
Q0
tM
.YQ0/:

Notons que pour H 2 A
tM , on a

C
Q0
F .H C Y IS 00/ D H C C

Q0
F .Y IS 00/:

En remplaçant les exposants Q0 par Q, on définit de la même manière

CQ.S 00/ � a
Q

tM
et C

Q
F .Y IS

00/ � A
tM :

Lemme 13.6.4. Pour Z 2 AQ, � 2 �S , V 2 A
tM et X 2 CF .Q;Q0IT /, on abd Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IV I �/ D

X
S 002PQ0 .tM/

.�1/a.S
00/

X
V12C

Q0
F

.�HT�X
Z;S00

IS 00/

bd.�IV C V1; S 00I �/
avec

HT�X
Z;S 00

déf
D Z C ŒT �X�

Q
S 00 :

Démonstration. On rappelle que HT�X
Z D Z C .T �X/

Q
Q0
2 AQ0 . On a

bd Q0;T�X

tM;F .HT�X
Z ; �IV I �/ D

X
U2HQ0;tM

'.�IU �YI �/b
Q0;T�X
tM;F .HT�X

Z ;UIV /

avec

b
Q0;T�X
tM;F .HT�X

Z ;UIV / D

´
�
Q0
tM
.V;U.T �X// si HT�X

Z C UQ0 D VQ0 ,
0 sinon.
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Le lemme 1.6.1 nous dit que

�
Q0
tM
.V;U.T �X// D

X
S 002PQ0 .tM/

.�1/a.S
00/1CQ0 .S 00/

�
.ŒT �X�S 00 C US 00 � V /

Q0
�
;

où 1CQ0 .S 00/ est la fonction caractéristique du cône CQ0.S 00/. On obtient

b
Q0;T�X
tM;F .HT�X

Z ;UIV / D
X

S 002PQ0 .tM/

.�1/a.S
00/

�

²
1CQ0 .S 00/

�
.ŒT �X�S 00 C US 00/

Q0 � V
�

si HT�X
Z C UQ0 D VQ0 ,

0 sinon,

soit encoreb
Q0;T�X
tM;F .HT�X

Z ;UIV / D
X

S 002PQ0 .tM/

.�1/a.S
00/1CQ0 .S 00/.Y /

avec

Y D Z C .T �X/
Q
Q0
C ŒT �X�

Q0
S 00 C US 00 � V D H

T�X
Z;S 00 C US 00 � V:

La condition Y 2 CQ0.S 00/ équivaut à

US 00 2 V C C
Q0
F .�HT�X

Z;S 00 IS
00/

et implique que UQ0 D VQ0 �H . D’autre part on a, par définition,

d.�Iƒ;S 00I �/ D
X

U2HQ0;tM

'.�IU �YI �/ehƒ;US00 i;

et donc, par inversion de Fourier,bd.�IV; S 00I �/ D X
U2HQ0;tM
US00DV

'.�IU �YI �/:

Par conséquent, on aX
U2HQ0;tM

'.�IU �YI �/1
VCC

Q0
F

.�HT�X
Z;S00

IS 00/
.US 00/ D

X
V12C

Q0
F

.�HT�X
Z;S00

IS 00/

bd.�IV C V1I �/;
ce qui prouve le lemme.

D’après le lemme 13.6.4, la somme sur X dans l’expression ET1 devient

(13.6)
X

S 002PQ0 .tM/

.�1/a.S
00/

X
X2CF .Q0;QIT /

� X
V12C

Q0
F

.�HT�X
Z;S00

IS 00/

bd.�IV C V1; S 00I �/�:
L’expression (13.6) est bien absolument convergente.
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Lemme 13.6.5. Pour Z 2 AQ, � 2 �S et V 2 D
tSbd Q;T

tM;F .Z; �IV I �/
X

S 002PQ.tM/

.�1/a.S
00/

X
V22C

Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/

bd.�IV C V2; S 00I �/
avec HT

Z;S 00
déf
D Z C ŒT �

Q
S 00 .

Démonstration. Elle est identique à celle du lemme 13.6.4.

Pour S 00 2 PQ0.tM/, il résulte des définitions que l’application

C.Q;Q0/ � CQ0.S 00/! a
Q

tM
définie par .X; V1/ 7! ŒX�

Q
S 00 C V1

est injective et a pour image le cône CQ.S 00/. Pour X 2 CF .Q;Q0IT /, tout élément
V1 2 C

Q0
F .�HT�X

Z;S 00 IS
00/ s’écrit

V1 D �H
T�X
Z;S 00 C V

�
1 D �H

T
Z;S 00 C V

�
2

avec V �1 2 CQ0.S 00/ et V �2 D ŒX�
Q
S 00 C V

�
1 2 CQ.S 00/. Par définition, V1 appartient

à C
Q
F .�H

T
Z;S 00 IS

00/. Réciproquement, tout élément V2 2 C
Q
F .�H

T
Z;S 00 IS

00/ s’écrit

V2 D �H
T
Z;S 00 C ŒX�

Q
S 00 C V

�
1 D �H

T�X
Z;S 00 C V

�
1

avec X 2 C.Q;Q0/ et V �1 2 CQ0.S 00/. Donc V2 appartient à C
Q0
F .�HT�X

Z;S 00 IS
00/, et

comme
.V2/Q0 D �Z � .T �X/

Q
Q0
D �HT�X

Z ;

par définition, X appartient à CF .Q;Q0IT /. L’expression (13.6) se réécrit doncX
S 002PQ0 .tM/

.�1/a.S
00/

X
V22C

Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/

bd.�IV C V2; S 00I �/;
soit encore, d’après le lemme 13.6.5,bd Q;T

tM;F .Z; �IV I �/�
X

S 002PQ.tM/XPQ0 .tM/

.�1/a.S
00/

X
V22C

Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/

bd.�IV C V2; S 00I �/:
On en déduit l’égalité

(13.7) ET1 D E
T
2 �E

T
3 ;

où

ET2 D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / Z
�S

X
V 2D

t S

��T .V /bd Q;T

tM;F .Z; �IV I �/d�
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et

ET3 D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / Z
�S

X
V 2D

t S

��T .V /

�

X
S 002PQ.tM/XPQ0 .tM/

.�1/a.S
00/

X
V22C

Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/

bd.�IV C V2; S 00I �/:
La décomposition (13.7) est justifiée, car l’expression ET2 est absolument conver-
gente d’après le lemme 13.6.3 (D), et doncET3 est convergente, au moins dans l’ordre
indiqué.

Lemme 13.6.6. Pour S 00 2 PQ.tM/XPQ0.tM/, posons

ETS 00 D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / Z
�S

X
V 2D

t S

��T .V /
X

V22C
Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/

jbd.�IV C V2; S 00I �/jd�:
Pour tout réel r , on a une majoration de la forme ETS 00 � d0.T /

�r .

Admettons ce lemme (qui sera lui aussi prouvé dans le paragraphe suivant), et
posons

ET4 D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / Z
�S

X
V 2D

t S

bd Q;T

tM;F .Z; �IV I �/d�:

L’expression ET4 est absolument convergente et, d’après l’assertion (iii) du
lemme 13.6.3, concernant l’expression (E), pour tout réel r , on a

jET2 �E
T
4 j � d0.T /

�r :

Par inversion de Fourier de la somme sur V dans ET4 , on a

ET4 D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / Z
�S

�Z
�
t S

d
Q;T

tM;F .Z; �IƒI �/dƒ
�

d�

avec (d’après le lemme 13.6.1 (ii))

d
Q;T

tM;F .Z; �IƒI �/ D !
T;Q
s;t .ZI�.�;ƒ/I �/#.�.�;ƒ//:

L’expression ET4 est convergente dans l’ordre indiqué. On peut regrouper les inté-
grales en � et ƒ grâce au changement de variables .�;ƒ/ 7! �.�;ƒ/. On obtient

ET4 D A
T
s;t;�

déf
D

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z � T / Z
�S

!
T;Q
s;t .ZI�I �/#.�/d�:
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On a prouvé que pour tout réel r , on a

jATs;t;� �A
T
s;t;� j � d0.T /

�r ;

ce qui achève la preuve de la proposition 13.5.1, modulo les majorations des lemmes
13.6.3 et 13.6.6, qui seront établies dans la section suivante.

13.7 Fin de la preuve

Avant d’attaquer la démonstration proprement dite des lemmes 13.6.3 et 13.6.6, on
établit une variante du lemme 1.6.12. Soit Z 2 AQ. Pour P 0 2 FQ.tM/, U 2 AP 0
et X 2 aP 0 , considérons l’expression



Q;U
P 0;F .ZIX;ƒ/

déf
D

X
H2A

Q

P 0
.Z/

�
Q
P 0.H �X;U /e

hƒ;H i:

Puisque la somme sur H est finie, c’est une fonction entière en ƒ. Pour V 2 AP 0 , sa
transformée de Fourier inverse

b
Q;UP 0;F .ZIX; V / D

Z
�P 0



Q;U
P 0;F .ZIX;ƒ/e

�hƒ;V idƒ

est donnée par

b
Q;UP 0;F .ZIX; V / D

´
�
Q
P 0.V �X;U / si Z D VQ,
0 sinon.

Soit e une .Q; tM/-famille périodique donnée par une fonction à décroissance ra-
pide m surHQ;tM . La fonction

e
Q
P 0;F .ZIX;ƒ/ D

X
U2HQ;tM

m.U/

Q;UP 0

P 0;F .Z C UQIX;ƒ/

est lisse enƒ. Pour V 2 AP 0 , on définit comme ci-dessus les transformées de Fourier
inversesbeQP 0;F .ZIX; V / etbe.V; P 0/. Ce sont des fonctions à décroissance rapide en
V 2 AP 0 .

Lemme 13.7.1. Pour V 2 AP 0 , on a

beQP 0;F .ZIX; V / D X
U2A

Q

P 0
.VQ�Z/

be.U; P 0/�QP 0.V �X;U /:
De plus pour tout réel r , il existe une constante c > 0 telle que

jbeQP 0;F .ZIX; V /j � c�1C kV �Z �XQk��r :
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Démonstration. On a

beQP 0;F .ZIX; V / D X
U2HQ;tM
ZCUQDVQ

m.U/�
Q
P 0.V �X;UP 0/

avec, pour U 2 AP 0 ,X
U2HQ;tM
UP 0DU

m.U/ D

Z
�P 0

e.ƒ; P 0/e�hƒ;U idƒ Dbe.U; P 0/:
D’où la première assertion du lemme. Quant à la majoration, pour V; U 2 AP 0 tels
que �QP 0.V � X; U /, on a k.V � X/Qk � kUQk. Si de plus Z C UQ D VQ, alors
puisque V �Z �XQ D UQ C .V �X/Q, on a

kV �Z �XQk � kUQk C k.V �X/
Q
k � kU k:

On obtient que pour tout réel r > 1, l’expression

jbeQP 0;F .ZIX; V /j.1C kV �Z �XQk/r
est essentiellement majorée parX

U2A
Q

P 0
.VQ�Z/

be.U; P 0/j.1C kU k/r :
Cette somme converge carbe.U; P 0/ est à décroissance rapide en U .

Démonstration du lemme 13.6.3. On reprend en l’adaptant celle de [25, lemme 13.6.3].
Commençons par l’expression (D). D’après le lemme 1.6.12, pour V 2 A

tM , on a

bd Q;T

tM;F .Z; �IV I �/ D
X

U2HQ;tM
ZCUQDVQ

'.�IU �YI �/�
Q

tM
.V;U.T //

avec (d’après [25, lemme 1.8.6])

�
Q

tM
.V;U.T // D

X
P 02FQ.tM/

�P
0

tM
.V;T /�

Q
P 0.VP 0 � ŒT �P 0 ; UP 0/:

On obtient

bd Q;T

tM;F .Z; �IV I �/ D
X

P 02FQ.tM/

�P
0

tM
.V;T /bdQP 0;F .Z; �I ŒT �P 0 ; VP 0 I �/
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avec, pour X 2 aP 0 et V 0 2 AP 0 ,bdQP 0;F .Z; �IX; V 0I �/ déf
D

X
U2HQ;tM
UQDV

0
Q
�Z

'.�IU �YI �/�
Q
P 0.V

0
�X;UP 0/;

soit encore (d’après le lemme 13.7.1),bdQP 0;F .Z; �IX; V 0I �/ D X
U2A

Q

P 0
.V 0
Q
�Z/

bd.�IU;P 0I �/�QP 0.V 0 �X;U /:
L’expression (D) est donc majorée parX

P 02FQ.tM/

IT.D/.P
0/

avec1

IT.D/.P
0/ D

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / Z
�S

X
V 2D

t S

�P
0

tM
.V P

0

;T /jbdQP 0;F .Z; �I ŒT �P 0 ; VP 0 I �/jd�:
Fixons un P 0 2 FQ.tM/. L’élément T étant fixé, d’après [25, corollaire 1.8.5], il
existe une constante c > 0 telle que pour tout V 2 a

tS tel que �P
0

tM
.V P

0

;T / ¤ 0, on

ait kV P
0

k � c. Pour X 2 aP 0 , la fonction bdQP 0;F .Z; �IX; V 0I �/ est à décroissance
rapide en V 0 2 AP 0 , uniformément en �, par conséquent l’expressionZ

�S

X
V 2D

t S

�P
0

tM
.V P

0

;T /jbdQP 0;F .Z; �I ŒT �P 0 ; VP 0 I �/jd�
est convergente et, en posant

�.Z;X; V 0/
déf
D

Z
�S

jbdQP 0;F .Z; �IX; V 0I �/jd�;
on a

IT.D/.P
0/ D

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
V 2D

t S

�P
0

tM
.V P

0

;T /�.Z; ŒT �P 0 ; VP 0/:

Le groupe D
tS est par définition l’annulateur de

�
tS
D .s�0 � t /�S � �tS

1Rappelons que puisque l’élément T est régulier, la famille orthogonale T est régulière,
et d’après [25, proposition 1.8.7], la fonction H 7! �P

0

tM
.H;T / est la fonction caractéristique

d’un ensemble qui se projette sur un compact convexe de aP
0

tM
.
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dans A
tS . On a donc

D
tS D ker

�
��10 s�1.1 � w�0/ W AtS ! AS

�
avec w D s�0.t/

�1;

soit encore,
D
tS D ker

�
1 � w�0 W AtS ! AtS

�
:

Posons

d
tS D ker

�
1 � w�0 W atS ! a�0.tS/

�
et dP 0 D d

tS \ aP 0 :

Soit eP 0 l’orthogonal de dP 0 dans aP 0 . On note V 0 7! V 0
d

, resp. V 0 7! V 0e , la projection
orthogonale de aP 0 D dP 0 ˚ eP 0 sur dP 0 , resp. eP 0 . Posons

d
.P 0/

tS
D d

tS \ .a
P 0

tS
˚ eP 0/:

On a la décomposition

(13.8) d
tS D dP 0 ˚ d

.P 0/

tS

et la projection a
tS ! aP

0

tS
; V 7! V P

0

est injective sur d
.P 0/

tS
. Posons

DP 0
déf
D D

tS \ aP 0 D AtS \ dP 0 ;

et notons D[P 0 et D.P
0/

tS
les projections orthogonales de D

tS sur dP 0 et d
.P 0/

tS
pour la

décomposition (13.8). On a l’inclusion DP 0 � D[P 0 (avec égalité si P 0 D tS ), et la
suite exacte courte

(13.9) 0! DP 0 ! DtS ! D
.P 0/

tS
! 0:

On décompose la somme
P
V 2D

t S
en une double sommeX

V12D
.P 0/

t S

X
V 2DP 0 .V1/

;

où DP 0.V1/ � DtS est la fibre au-dessus de V1 pour la suite exacte courte (13.9).
L’expression IT

.D/
.P 0/ se réécrit

IT.D/.P
0/ D

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
V12D

.P 0/

t S

�P
0

tM
.V P

0

1 ;T /�e.Z; ŒT �P 0 ; V1/

avec
�e.Z;X; V1/

déf
D

X
V 2DP 0 .V1/

�.Z;X; VP 0/:



Simplification du produit scalaire 164

On a

�e.Z;X; V1/� �[e.Z;X/
déf
D

X
V 02D[

P 0

�.Z;X; V 0/:

Observons que

�.Z;X; V 0/ D �.0;X �Z0; V 0 �Z0/;

où Z0 est un relèvement de Z dans AP 0 . On en déduit que les fonctions �e.Z;X;V1/
et �[e.Z; X/ ne dépendent que Ze et qu’elles sont à décroissance rapide en Ze .

D’autre part, puisque la projection V 7! V P
0

est injective sur D.P
0/

tS
, la sommeX

V12D
.P 0/

t S

�P
0

tM
.V P

0

1 ;T /

est finie. D’où la majoration

IT.D/.P
0/�

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T /�[e.Z; ŒT �P 0/:
D’après [25, section 13.6 (10), page 202], on a l’inclusion

(13.10) d
tS � ker.qQ/;

où qQ W a0 ! a
zG
Q est l’application définie en section 2.3. Rappelons que cette ap-

plication est légèrement différente de celle de [25, section 2.13] (au lieu de projeter
sur aGQ, on projette ici sur a

zG
Q). L’inclusion (13.10) entraîne l’analogue de la majora-

tion [25, section 13.6 (10), page 202] :
(13.11)
k.Z � TQ/

zG
k � k.Z � TQ/ek pour tout Z 2 aQ tel quee�RQ.Z � T / D 1:

On en déduit que kZ zGk� 1CkZek pour toutZ 2 AQ tel quee�RQ.Z �T /D 1. Cela

entraîne la convergence de IT
.D/
.P 0/ et achève la preuve de la convergence de (D).

Considérons maintenant l’expression (E). On voit comme ci-dessus qu’elle est
majorée par X

P 02FQ.tM/

IT.E/.P
0/

avec

IT.E/.P
0/ D

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
V 2D

t S

�
1 � ��T .V /

�
�P
0

tM
.V P

0

;T /�.Z; ŒT �P 0 ; VP 0/;
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soit encore,

IT.E/.P
0/ D

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
V12D

.P 0/

t S

�P
0

tM
.V P

0

1 ;T /

�

X
V 2DP 0 .V1/

�
1 � ��T .V /

�
�.Z; ŒT �P 0 ; VP 0/:

Fixons �0 > 0, pour l’instant arbitraire. Pour alléger l’écriture, posons

ZT
déf
D Z � TQ 2 aQ:

Observons que e�RQ.Z � T / D e�RQ.ZT / D e�RQ.Z zGT /:
On majore IT

.E/
.P 0/ par

IT.E/;�.P
0/C IT.E/;<.P

0/;

où IT
.E/;�

.P 0/, resp. IT
.E/;<

.P 0/, est l’expression obtenue en remplaçant la fonctione�RQ.Z � T / par e�RQ.ZT /.1 � ��0T .ZT //, resp. e�RQ.ZT /��0T .ZT /, dans IT
.E/
.P 0/.

On commence par majorer IT
.E/;�

.P 0/. On peut choisir �00 > 0 tel que

.1 � ��
0T .ZT // D 1 (c’est-à-dire kZT k > �0kT k) implique kZ zGT k > �

00kT k. Alors
on a

IT.E/;�.P
0/�

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z zGT /.1 � ��00T .Z zGT // X
V12D

.P 0/

t S

�P
0

tM
.V P

0

1 ;T /�e.Z; ŒT �P 0 ; V1/:

Pour tout V 2 DP 0.V1/ la projection orthogonale VP 0;e de VP 0 sur eP 0 ne dépend que
de V1, et on la note V1;e . D’après le lemme 13.7.1, pour tout réel r on a une majoration

(13.12) �e.Z;X; V1/�
�
1C kV1;e �ZT;e �Xek

��r
;

où la constante implicite est absolue, c’est-à-dire ne dépend d’aucune variable. La
constante implicite dans la majoration (13.11) est elle aussi absolue. Comme dans la
preuve de [25, lemme 13.6.3]2 on montre que l’on peut choisir �00 tel que la condition

e�RQ.Z zGT /.1 � ��00T .Z zGT //�P 0tM .V P 0;T / D 1
entraîne une majoration

kZ
zG
T k � kV1;e �ZT;e � ŒT �P 0;ek:

2Voir toutefois les errata Err (xix) et Err (xx) de l’annexe.
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Pour tout réel r on a donc une majoration

IT.E/;�.P
0/�

X
Z2C

zG
Q

.1 � ��
00T .Z

zG
T //.1C kZ

zG
T k/

�r
X

V12D
.P 0/

t S

�P
0

tM
.V P

0

1 ;T /:

La somme en V1 est essentiellement majorée par kT kD pour un certain entier D, et
la somme en Z est essentiellement majorée par kT k�r . D’où la majoration

IT.E/;�.P
0/� d0.T /

�r :

Traitons maintenant IT
.E/;>

.P 0/. Grâce à la suite exacte courte

(13.13) 0! DP
0

tS

déf
D D

tS \ d
.P 0/

tS
! D

tS ! D
[
P 0 ! 0;

on peut décomposer la somme
P
V 2DtS

en une double sommeX
V 02D[

P 0

X
V 2DP

0

tS
.V 0/

;

oùDP
0

tS
.V 0/ est la fibre au-dessus de V 0 dansD

tS pour la suite exacte courte (13.13).
On a donc

IT.E/;<.P
0/ D

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T /��0T .ZT / X
V 02D[

P 0

�.Z; ŒT �P 0 ; V
0/

�

X
V 2DP

0

t S
.V 0/

.1 � ��T .V //�P
0

tM
.V P

0

;T /:

Comme dans la preuve de [25, lemme 13.6.3], il existe une constante c1 > 0 telle que
pour tout V 2 D

tS tel que �P
0

tM
.V P

0

;T / D 1, on ait la majoration kV1k � c1kT k,

où V1 D V � Vd est l’image de V dans D.P
0/

tS
. Si � > c1, en ajoutant la condition

.1 � ��T .V // D 1 c’est-à-dire �kT k < kV k, on obtient kVdk > .� � c1/kT k c’est-
à-dire .1� �.��c1/T .Vd //D 1. En particulier Vd ¤ 0 et l’espace dP 0 n’est pas nul. Il
existe c2 > 0 tel que la condition ��

0T .ZT / D 1 c’est-à-dire kZT k � �0kT k entraîne
kZT;d C ŒT �P 0;dk � c2kT k. En prenant � > c1 C c2, on obtient que la condition

��
0T .ZT /.1 � �

�T .V //�P
0

tM
.V P

0

;T / D 1

entraîne l’inégalité

kVd �ZT;d � ŒT �P 0;dk � .� � .c1 C c2//kT k >
�
1 �

c2

� � c1

�
kVdk:
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Grâce au lemme 13.7.1, on en déduit que pour tout réel r l’expression IT
.E/;<

.P 0/ est
essentiellement majorée parX
Z2C

zG
Q

��
0T .Z

zG
T /

X
V 02D[

tS

.1C kV 0k/�r.1 � �.��c1/T .V 0//
X

V12D
.P 0/

t S

�P
0

tM
.V P

0

1 ;T /:

Les sommes en Z et en V1 sont essentiellement majorées par kT kD pour un en-
tier D convenable, et pour tout réel r la somme sur V 0 est essentiellement majorée
par kT k�r . D’où une majoration

IT.E/;<.P
0/� d0.T /

�r ;

qui, jointe à la majoration IT
.E/;�

.P 0/� d0.T /
�r , assure la convergence de l’expres-

sion (E) et l’assertion de (iii), la concernant.
Considérons maintenant l’expression (A). Comme pour (D), on obtient qu’elle

est essentiellement majorée par X
P 02FQ0 .tM/

IT.A/.P
0/

avec

IT.A/.P
0/ D

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
X2CF .Q;Q0IT /

�

X
V 2D

t S

ˇ̌
�P
0

tM
.V P

0

;T � X/
ˇ̌
 .HT�X

Z ; ŒT �X�P 0 ; VP 0/

et

 .H; Y; V 0/
déf
D

Z
�S

ˇ̌bdQ0P 0;F .H; �IY; V 0I �/ˇ̌d�:
Ici T � X est la famille orthogonale .ŒT � X�P 0/. Elle est rationnelle si T 2 a0;Q.
Fixons un P 0 2 FQ0.tM/. Rappelons que eP 0 est l’orthogonal de dP 0 D d

tS \ aP 0

dans aP 0 , et qu’on a noté V 0 7! V 0e la projection orthogonale de aP 0 D dP 0 ˚ eP 0

sur eP 0 . Comme pour (D), l’expression IT
.A/
.P 0/ se réécrit

IT.A/.P
0/ D

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
X2CF .Q;Q0IT /

�

X
V12D

.P 0/

t S

ˇ̌
�P
0

tM
.V P

0

1 ;T � X/
ˇ̌
 e.H

T�X
Z ; ŒT �X�P 0 ; V1/

avec
 e.H; Y; V1/

déf
D

X
V 2DP 0 .V1/

 .H; Y; VP 0/:
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D’après le lemme 13.7.1, pour tout réel r on a une majoration

 e.H; Y; V1/�
�
1C kV1;e � .H C Y

Q0/ek
��r
:

Pour H D HT�X
Z D Z C .T �X/

Q
Q0

et Y D ŒT �X�P 0 , on a

H C Y Q0 D Z C ŒT �X�
Q
P 0 D ZT�X C ŒT �X�P 0

avec ZT�X D Z � .T � X/Q. Comme X appartient à CF .Q;Q0I T / � a
Q
0 , on a

ZT�X D ZT . Notons d[Q0 � aQ0 l’image de d
tS par la projection V 7! VQ0 , et soit

h l’orthogonal de d[Q0 dans aQ0 . Puisque

dQ0 D dP 0 \ aQ0 � d[Q0 ;

on a l’inclusion h � eP 0 . Notons h? l’orthogonal de h dans eP 0 , et V 7! Vh D VP 0;h
la projection orthogonale de

a0 D aP
0

0 ˚ dP 0 ˚ h˚ h?

sur h. Pour V 2 d
tS , on a Vh D 0. D’autre part puisque la projection V 7! Vh se

factorise à travers V 7! VQ0 , on a ŒT � X�P 0;h D .T � X/h D Th � Xh. Pour tout
réel r , on obtient une majoration

 e.H
T�X
Z ; ŒT �X�P 0 ; V1/�

�
1C kZT;h C Th �Xhk

��r
:

Or d’après [25, section 13.6 (13), page 204], pour tout Z 2 C zGQ tel quee�RQ.ZT / D 1
et tout X 2 C.Q;Q0/, on a une majoration

(13.14) kZ
zG
T k C kXk � kZT;h C Th �Xhk:

Comme kZ zGk� 1CkZ
zG
T k (la constante implicite dépendant de T ), pour tout réel r

on obtient une majoration

IT.A/.P
0/�

X
Z2C

zG
Q

X
X2CF .Q;Q0IT /

�
1CkZ

zG
kCkXk

��r X
V12D

.P 0/

t S

ˇ̌
�P
0

tM
.V P

0

1 ;T �X/
ˇ̌
:

Puisque l’application V1 7! V P
0

1 est injective, la somme en V1 est essentiellement
majorée par

kT kD C .1C kXk/D

pour un entier D convenable. On en déduit que pour tout réel r , on a une majoration

(13.15) IT.A/.P
0/�

X
Z2C

zG
Q

X
X2CF .Q;Q0IT /

kT kD.1C kZ
zG
k/�r.1C kXk/�r :
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Cela prouve la convergence de l’expression (A).
Quant aux deux expressions restantes ((B) et (C)), leur convergence se déduit des

raisonnements précédents comme dans la preuve du lemme 13.6.3 de [25]. Idem, pour
la majoration du point (ii) de l’énoncé. Cela achève la preuve du lemme 13.6.3.

Démonstration du lemme 13.6.6. Le sous-groupe parabolique

S 00 2 PQ.tM/XPQ0.tM/

étant fixé, on considère la transformée de Fourier inverse

V 7! bd.�IV; S 00I �/:
C’est une fonction à décroissance rapide en V 2 A

tM , uniformément en �. Par consé-
quent la fonction

V 7! �.V / D

Z
�S

jbd.�IV; S 00I �/jd�
sur A

tM est encore à décroissance rapide, et on a une majoration

(13.16) ETS 00 �
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z � T / X
V 2D

t S

��T .V /
X

V22C
Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/

�.V C V2/:

Rappelons que pour Y 2 a
Q

tM
CAQ, on a posé

C
Q
F .Y IS

00/ D
�
Y C CQ.S 00/

�
\A

tM � A
Q

tM
.YQ/:

On note CQ.S 00/Q0 et C
Q
F .Y IS

00/Q0 les images (projections orthogonales) de CQ.S 00/

et C
Q
F .Y IS

00/ dans aQ0 . Par définition CQ.S 00/Q0 est un sous-ensemble de a
Q
Q0

, YQ0
appartient à a

Q
Q0
CAQ, et on a les inclusions

C
Q
F .Y IS

00/Q0 �
�
YQ0 C CQ.S 00/Q0

�
\AQ0 � A

Q
Q0
.YQ/:

Pour X 2 C
Q
F .Y IS

00/Q0 , on note C
Q
F .Y I S

00/
Q0
X � C

Q
F .Y I S

00/ la fibre au-dessus

de X . Cette fibre est contenue dans AQ0
tM
.X/. On peut donc décomposer la sommeP

V22C
Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/

en une double sommeX
X2C

Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/Q0

X
V22C

Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/

Q0
X

;

puis majorer brutalement la seconde somme par
P
V22A

Q0

tM
.X/

. On obtient

(13.17) ETS 00 �
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z � T / X
V 2D

t S

��T .V /
X

X2C
Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/Q0

�.VQ0 CX/;
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avec, pour V 2 AQ0 ,

�.V / D
X

V22A
Q0

tM
.V /

�.V /:

La fonction � est à décroissance rapide en V 2 AQ0 .

Notons k le noyau de l’application qQ W a0 ! a
zG
Q définie en section 2.3, et kt sa

projection sur a
tS ou ce qui revient au même (puisque atS0 � a

Q0
0 � k) son intersec-

tion avec cet espace. On note f l’orthogonal de kt dans a
tS . Puisque k D kt ˚ atS0 ,

c’est aussi l’orthogonal de k dans a0. C’est donc un sous-espace de aQ0 . Pour
V 2 a

tS D kt ˚ f , on note Vf D VQ0;f la projection orthogonale de V sur f . D’après
l’inclusion (13.10), on a d

tS � kt , par conséquent Vf D 0 pour tout V 2 d
tS . D’après

(13.17), pour tout réel r , on obtient une majoration

(13.18) ETS 00 �
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.ZT / X
V 2D

t S

��T .V /
X

X2C
Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/Q0

.1C kXf k/
�r :

La somme sur V est essentiellement majorée par kT kD pour un D convenable.
L’élément HT

Z;S 00 est par définition égal à Z C ŒT �QS 00 D ZT C ŒT �S 00 . Tout élément

X 2 C
Q
F .�H

T
Z;S 00 IS

00/Q0 s’écritX D�HT
ZIS 00 CX

0 avecX 0 2 CQ.S 00/Q0 , et l’on a

Xf D �ZT;f � Tf CX
0
f :

D’après [25, section 13.7 (4), page 208], pour Z 2 AQ tel que e�RQ.ZT / D 1 et

X 0 2 C
Q
F .S

00/Q0 , on a une majoration absolue

kT k C kZ
zG
T k C kX

0
k � 1C k�ZT;f � Tf CX

0
f k:

On en déduit que pour Z 2 AQ tel que e�RQ.ZT / D 1 et X 2 C
Q
F .�H

T
Z;S 00 IS

00/Q0 ,
on a une majoration absolue

kT k C kZ
zG
k C kXk � 1C kXf k:

D’après (13.18), pour tout réel r , on obtient une majoration

(13.19) ETS 00 � kT k
D�r

X
Z2C

zG
Q

.1C kZ
zG
k/�r

X
X2C

Q
F
.�HT

Z;S00
IS 00/Q0

.1C kXk/�r :

Ceci est essentiellement majoré par d0.T /�r , ce qui démontre le lemme.
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13.8 Élargissement des sommations

D’après [25, lemme 13.8.1], on a l’inclusion

(13.20) WQ0.aS ;Q0/ �WG.aS ;Q/:

On relâche les hypothèses sur Q et R : on suppose seulement P0 � Q � R et on
abandonne l’hypothèsee�.Q;R/ ¤ 0. Pour t 2 W G.aS ;Q/, on pose

e�.Q;RI t / DX
zP

.�1/a zP�a zG ;

où la somme porte sur l’ensemble des zP 2 ePst tels que Q � P � R et t 2 W P . Cet
ensemble peut être vide. S’il est non vide, alors il existe deux espaces paraboliques
standards zP1 � zP2 tel que ce soit l’ensemble des zP 2 ePst vérifiant zP1 � zP � zP2
(on a alors P2 D R�). On en déduit quee�.Q;RI t / ¤ 0 si et seulement s’il existe un
unique zP 2 ePst tel que Q � P � R et t 2 W P , auquel cas on a

e�.Q;RI t / D .�1/a zP�a zG :
Rappelons que pour P 0 2 FQ.tM/ et w D s�0.t/�1 on a posé :

d
tS D ker

�
1 � w�0 W atS ! a�0.tS/

�
:

Rappelons aussi que pour V 2 aP 0 D dP 0 ˚ eP 0 , on a noté Ve la projection orthogo-
nale de V sur eP 0 .

Lemme 13.8.1. On supposee�.Q;RI t / ¤ 0. Soient Z 2 AQ et V 2 D
tS tels que

e�RQ.Z � T /�P 0tM .V P 0;T / D 1:
Alors,

(i) k.Z � TQ/
zGk � 1C kVP 0;e � .Z � TQ/e � ŒT �P 0;ek ;

(ii) et, si t …WQ0.aS ;Q0/,

kT k C k.Z � TQ/
zG
k � 1C kVP 0;e � .Z � TQ/e � ŒT �P 0;ek:

Démonstration. Ce sont les analogues des assertions (3)(i) et (3)(ii) en bas de la
page 211 de [25], dont la preuve occupe les pages 212 à 215 de loc. cit.

Proposition 13.8.2. Soient t 2WG.aS ;Q/ et s 2WQ.�0.aS /; t.aS //. On pose

ATs;t D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z � T / Z
�S

Œ!�
T;Q
s;t .ZI�/#.�/d�:

On supposee�.Q;RI t / ¤ 0.
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(i) L’expression ATs;t est convergente dans l’ordre indiqué.

(ii) Supposons t …WQ0.aS ;Q0/. Alors pour tout réel r , on a une majoration

jATs;t j � d0.T /
�r :

Démonstration. Puisque As;t D jbcS j�1P�2E.�/As;t;� avec

ATs;t;� D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z � T / Z
�S

!
T;Q
s;t .ZI�I �/#.�/d�;

il suffit de prouver les résultats pour ATs;t;� avec � 2 E.�/ fixé. Le lemme 13.6.1 (ii)
s’applique ici encore et on en déduit l’analogue du lemme 13.6.2 :

ATs;t;� D
X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T /�Z
�S

X
V 2D

t S

bd Q;T

tM;F .Z; �IV I �/d�
�
:

L’expression est convergente dans l’ordre indiqué. Il s’agit de prouver qu’elle est
absolument convergente puis de la majorer lorsque t …WQ0.aS ; Q0/. On observe
que dans la preuve de la convergence de l’expression (D) du lemme 13.6.3, ce n’est
qu’à partir de la relation (13.10) que l’hypothèse t 2WQ0 est utilisée. On a donc ici
aussi la majoration

ATs;t;� �
X

P 02FQ.tS/

IT.D/.P
0/

avec

IT.D/.P
0/ D

X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z�T / X
V12D

.P 0/

t S

�P
0

tM
.V P

0

1 ;T /�e.Z; ŒT �P 0 ; V1/:

D’après (13.12) et le lemme 13.8.1, pour tout réel r , en posant Cr D 1 sans hypothèse
sur t et Cr D kT k�r sous l’hypothèse de (ii), on a une majoration

IT.D/.P
0/� Cr

X
Z2C

zG
Q

�
1C k.Z � TQ/

zG
k
��r X

V12D
.P 0/

t S

�P
0

tM
.V P

0

1 ;T /;

où la constante implicite est absolue. La somme en V1 est essentiellement majorée
par kT kD pour un certain entierD. La somme enZ est convergente, ce qui démontre
le point (i). Sous l’hypothèse de (ii) on obtient IT

.D/
.P 0/� kT k�r pour tout réel r ,

ce qui démontre (ii).

On pose

AT D
X

t2WG.aS ;Q/

e�.Q;RI t / X
s2WQ.�0.aS /;t.aS //

ATs;t :
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Corollaire 13.8.3. Pour tout réel r , on a les majorations suivantes :

(i) Sie�.Q;R/ ¤ 0 alors je�.Q;R/AT �AT j � d0.T /
�r .

(ii) Sie�.Q;R/ D 0 alors jAT j � d0.T /
�r .

Définition 13.8.4. On considère Q; S 2 Pst tels que S � Q0 D ��10 .Q/. Soient
t 2WG.aS ; Q/, s 2WQ.�0.aS /; t.aS //, Z 2 AQ, � 2 �S et � 2 ��0.aS /. Pour
� 2 …disc.MS /, on définit l’opérateur

�
T;Q
s;t .ZIS; � I�;�/ D

X
S 002PQ.tM/

"
Q;ŒT �S00

S 00 .ZI s� � t�/ehs��t�;YS00 i

�M.t; �/�1MS 00jtS .t�/
�1MS 00jtS .s�/M.s; �/:

C’est une fonction lisse de � et �. On a introduit dans la définition 13.4.1 l’en-
semble E.�/ qui, s’il est non vide, est un espace principal homogène sousbcM . Pour
� 2 �S , on pose :

Œ��
T;Q
s;t .ZIS; � I�/ D jbcS j�1 X

�2E.�/

D��T;Q
s;t .ZIS; � I �0.�/; �C �/:

La fonction � 7! Œ��
T;Q
s;t est lisse. On rappelle que l’on a défini dans la propo-

sition 12.1.1 une expression J
zG;T D J

zG;T .f; !/. Nous allons en introduire une
variante. Pour alléger un peu les notations nous aurons recours au lemme suivant :

Lemme 13.8.5. Considérons deux espaces pré-hilbertiens E �F où E est un facteur
direct et un opérateurA W E!F de rang fini. On suppose que E est muni d’une base
(au sens algébrique) orthonormale ‰ . L’expression

Sp.A/ D
X
‰2‰

hA‰;‰iF ;

donnée par une série convergente, est indépendante du choix de la base. Si, de plus,
A stabilise E , c’est-à-dire si A est un endomorphisme de E , alors

Sp.A/ D trace.A/:

Démonstration. Puisque E est un facteur direct, tout ˆ 2 F peut s’écrire
ˆ D ˆ1 Cˆ2 avec ˆ1 2 E et ˆ2 est orthogonal à E . La sérieX

‰2‰

hˆ;‰iF D
X
‰2‰

hˆ1; ‰iE

se réduit à une somme finie et il en est de même de la série définissant Sp.A/ puisque
A est de rang fini. L’indépendance du choix de la base se ramène au cas de la dimen-
sion finie.
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Nous appliquerons ce lemme au cas où E D A.XS ; �/ et où F est l’espace
engendré par A.XS ; �/ et les A.XS ; zu.� ˝ !/ ? �/ pour � 2 E.�/. Nous poserons

Sp� .A/ D
X

‰2‰S .�/

hA‰;‰iS :

Proposition 13.8.6. On considère l’expression

J
zG;T
spec .f; !/ D

X
Q;R2Pst
Q�R

X
S2P

Q0

st

1

nQ
0
.S/

X
�2…disc.MS /

bcM .�/
�

X
t2WG.aS ;Q/

X
s2WQ.�0.aS /;t.aS //

e�.Q;RI t / X
Z2C

zG
Q

e�RQ.Z � TQ/
�

Z
�S

Sp�

�
Œ��

T;Q
s;t .ZIS; � I�/e�S;�;�.f; !/�d�:

(i) L’expression J
zG;T
spec D J

zG;T
spec .f; !/ est convergente.

(ii) Pour tout réel r , on a une majorationˇ̌
J
zG;T

spec � J
zG;T
spec

ˇ̌
� d0.T /

�r :

Démonstration. On observe que, d’après le théorème 7.1.1, l’opérateure�S;�;�.f; !/
est de rang fini ; l’assertion (i) résulte alors de la proposition 13.8.2 (en utilisant la
remarque 12.1.2). Compte tenu de l’expression pour J

zG;T donnée dans la proposi-
tion 12.5.1, on voit que la majoration (ii) résulte de la conjonction des inégalités du
corollaire 13.4.5, de la proposition 13.5.1 et du corollaire 13.8.3.



Chapitre 14

Formules explicites

14.1 Combinatoire finale : étape 1

Soient S; S0; Q 2 Pst tels que S0 D �0.S/ � Q. On a donc, comme précédemment,
S � ��10 .Q/DQ0. Soit aussi zu2W zG.aS ;aS /. D’après [25, lemme 14.1.1], zu s’écrit,
d’une manière et d’une seule, sous la forme

zu D u�0; u D t�1s 2WG.aS0 ; aS /

avec t 2WG.aS ;Q/ et s 2WQ.aS0 ; t .aS //. Soit S 00 2 Pst tel que aS 00 D t .aS /, et
soit S1 D t�1.S 00/. On a donc S 00 �Q. On considère des paramètres � et � dans �S ,
et l’on pose ƒ D zu� � �. Rappelons que l’on a posé, en section 3.2,

Yu D T0 � u
�1T0 D H0.w

�1
u /:

On introduit une variante tordue :

Yzu D �
�1
0 Yu D �

�1
0 T0 � zu

�1T0;

ainsi que le scalaire

aS .�; zu/ D e
h�C�S ;Yzui D eh�0�C�S0 ;Yui:

On pose enfin

M DMS ; Q1 D t
�1Q D t�1sQ D zuQ0 2 F.M/:

Soit H 2 AQ1 . Pour S1 2 PQ1.M/, on a défini en sections 5.3 et 5.4

M.YIS;�Iƒ;S1/ D e
hƒ;YS1 iMS1jS .�/

�1MS1jS .�Cƒ/

et

M
Q1;T
M;F .H;YIS;�Iƒ/ D

X
S12P

Q1 .M/

"
Q1;ŒT �S1
S1

.H Iƒ/M.YIS;�Iƒ;S1/:

Pour � 2 �M et � 2 ��0.M/, on a défini en 13.8.4 l’opérateur

�
T;Q
s;t .tH IS; � I�;�/ D

X
S 002PQ.tM/

"
Q;ŒT �S00

S 00 .tH I s� � t�/ehs��t�;YS00 i

� M.t; �/�1MS 00jtS .t�/
�1MS 00jtS .s�/M.s; �/:
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Proposition 14.1.1. Soient � 2 �M et ƒ D u� � �. Avec les notations de la défini-
tion 7.2.2 on a

�
T;Q
s;t .tH IS; � I�;�C �/e�S;�;�.f; !/
D
aS .�

�1
0 �; zu/

aS .�; zu/
M
Q1;T
M;F .H;YIS;�C �Iƒ � �/MS jzuS .�Cƒ/�S;�;�.zu; f; !/:

Démonstration. Posons �0 D �C � et ƒ0 D u� � �0 D ƒ � �. Puisque

ƒ0 D t�1.s� � t�0/;

pour S 00 2 PQ.tM/ et S1 D t�1.S 00/ 2 PQ1.M/, on a

"
Q;ŒT �S00

S 00 .tH I s� � t�0/ehs��t�
0;YS00 i D "

Q1;t
�1ŒT �S00

S1
.H Iƒ0/ehƒ

0;t�1YS00 i:

Or, on a t�1ŒT �S 00 D ŒT �S1 , et

t�1YS 00 D YS1 � Yt�1.S/;

où Yt�1.S/ est la projection de Yt D T0 � t�1T0 sur aM . Grâce à [25, lemmes 6.1.1
et 14.1.2], on obtient, comme dans la preuve de [25, proposition 14.1.3], que

M.t; �0/�1MS 00jtS .t�
0/�1MS 00jtS .s�/M.s; �/e�S;�;�.f; !/

est égal à

aS .�
�1
0 �; zu/

aS .�; zu/
e
hƒ0;Y

t�1.S/
iMS1jS .�

0/�1MS1jS .�
0
Cƒ0/MS jzuS .�

0
Cƒ0/�S;�;�.zu; f; !/:

D’où le résultat.

Pour � 2 �M et ƒ D .zu � 1/�, on pose

A
T;Q1
M .H I �; zu;�I �/

D Sp�

�
D�MQ1;T

M;F .H;YIS;�C �Iƒ � �/MS jzuS .�Cƒ/�S;�;�.zu; f; !/

�
:

Pour � 2 E.�/, l’espace principal homogène sous bcM introduit dans la défini-
tion 13.4.1, on a �jB zG

D 0 et ƒjB zG
D 0. L’expression

A
T;Q1
M .H I �; zu;�I �/

ne dépend donc que de l’image de H dans CQ1 D B zGnAQ1 . On pose alors

ŒA�
T;Q1
M .H I �; zu;�/ D jbcM j�1 X

�2E.�/

A
T;Q1
M .H I �; zu;�I �/:

Rappelons que S est l’unique élément de Pst tel que MS DM .
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Lemme 14.1.2.

(i) On a l’égalité

ŒA�
T;Q1
M .H I �; zu;�/ D Sp�

�
Œ��

T;Q
s;t .tH IS; � I�/e�S;�;�.f; !/�:

(ii) Cette expression est invariante si l’on remplace M , Q1, S , zu et H par
leurs conjugués sous l’action d’un élément w 2WG , et simultanément �
et � par w� D � ı Int�1w et w� D � ı Int�1w .

Démonstration. Pour (i), puisque MQ1;T
M;F .H;YI S; �Iƒ/ est lisse pour les valeurs

imaginaires pures de � et ƒ, on peut prendre � D �0.�/ dans la proposition 14.1.1.
Pour (ii), rappelons que w définit un opérateur

w WA.XS ; �/!A.XwS ; w�/:

Cet opérateur est une isométrie et (ii) est une conséquence des équations fonction-
nelles satisfaites par les opérateurs d’entrelacement.

On observe que ŒT �Q1 D t
�1.TQ/ puisque Q1 D t�1Q. Soient aussi R 2 Pst tel

que Q0 � R, et R1 D t�1R. On pose

J
T;R1
M;Q1

.�; zu/ D
X

H2C
zG
Q1

z�
R1
Q1
.H � ŒT �Q1/

Z
�M

ŒA�
T;Q1
M .H I �; zu;�/d�:

On a défini cette expression pourM DMS avec S 2 Pst. Plus généralement, elle est
bien définie pour toutM 2 L, tout S 2 P tel queMS DM , toutQ1 et toutR1 dans P
tels que M � Q1 � R1, et tout zu 2W zG.aM ; aM /. On introduit alors l’expression

J
zG;T
M .�; f; !; zu/ D

X
Q1;R12P
M�Q1�R1

e�.Q1; R1Iu/J T;R1
M;Q1

.�; zu/

et on a l’analogue de la proposition 14.1.5 de [25] :

Proposition 14.1.3. L’expression J
zG;T
spec .f; !/ de la proposition 13.8.6 se réécrit

J
zG;T
spec .f; !/ D

X
M2LG=WG

1

wG.M/

X
�2…disc.M/

bcM .�/ X
zu2W zG.aM ;aM /

J
zG;T
M .�; f; !; zu/:

Maintenant, on définit une .G;M/-famille c D c.�; zu;�I �/ par

c.ƒ; S1/ D Sp�

�
D�M.YIS;�C �Iƒ;S1/MS jzuS .�C � Cƒ/�S;�;�.zu; f; !/

�
:
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Elle est périodique car la famille orthogonale Y est entière. Pour ƒ D .zu � 1/�, on
a donc

A
T;Q1
M .H I �; zu;�I �/ D c

Q1;T
M;F .H Iƒ � �/:

D’après le lemme 1.5.1, il existe une fonction à décroissance rapide

U 7! '.U/ D '.�; zu;�I �IU/

surHM telle que c D c' .
D’après la formule d’inversion de Fourier du corollaire 1.6.10, on a

A
T;Q1
M .H I �; zu;�I �/ D

X
U2HM

'.U/

Q1;T
M;F .H;UIƒ � �/

avec


Q1;T
M;F .H;UIƒ � �/ D 


Q1;U.T /
M;F .H C UQ1 Iƒ � �/:

Lemme 14.1.4. Le support de ' est contenu dans le réseau

HGM D HM \HGM

du sous-espace HGM de HM formé des familles orthogonales U D .UP / telles
que UG D 0.

Démonstration. Il suffit de voir que la .G;M/-famille périodique c est invariante par
translations par les éléments debaG (en fait, de �G). Par définition,

c.ƒ; S1/ D Sp�

�
D�M.YIS;�C �Iƒ;S1/MS jzuS .�C � Cƒ/�S;�;�.zu; f; !/

�
avec

M.YIS;�Iƒ;S1/ D e
hƒ;YS1 iMS1jS .�/

�1MS1jS .�Cƒ/:

D’autre part on a

c.ƒ; S1/ D

Z
�G

c.ƒC �; S1/d� D
X

U2HM

�Z
�G

eh�;UGid�
�
ehƒ;US1 i'.U/:

On en déduit que

'.U/ D

�Z
�G

eh�;UGid�
�
'.U/:

Cela prouve le lemme.

Conformément à nos conventions, on pose C zGM D B zGnAM . Soit zL 2 L zG le sous-
ensemble de Levi minimal contenant M zu. En particulier,

zu 2WzL.aM ; aM /:
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Proposition 14.1.5. On a l’égalité

J
zG;T
M .�; f; !; zu/ D jbcM j�1 X

�2E.�/

X
H2C

zG
M

e�h�;YzuCH i

�

X
U2HM

Z
�M

eh.zu�1/�;H i�
zG
zL
.H;U.T //'.�; zu;�I �IU/d�:

Démonstration. La preuve ci-après reprend, pour l’essentiel, les arguments de [25,
proposition 14.1.7]. On rappelle que par définition on a

J
T;R1
M;Q1

.�; zu/ D jbcM j�1 X
�2E.�/

e�h�;YzuiJ
T;R1
M;Q1

.�; zuI �/

avec

J
T;R1
M;Q1

.�; zuI �/ D
X

H12C
zG
Q1

z�
R1
Q1
.H1 � ŒT �Q1/

Z
�M

A
T;Q1
M .H1I �; zu;�C �I �/d�:

Fixons � 2 E.�/ et posons ' D '.�; zu;�I �/. Pour H1 2 AQ1 et U 2 HM , on a (par
définition)



Q1;T
M;F .H1;UIƒ/ D

X
H2A

Q1
M
.H1CUQ1 /

�
Q1
M .H;U.T //ehƒ;H i:

Par conséquent, en rappelant que c est la .G;M/-famille c' D c.�; zu;�I �/, on a

(14.1) c
Q1;T
M;F .H1Iƒ/ D

X
U2HM

X
H2A

Q1
M
.H1CUQ1 /

'.U/�
Q1
M .H;U.T //ehƒ;H i:

PourH 2 AQ1M .H1 C UQ1/, on aHQ1 DH1CUQ1 , et il existe une constante c > 0

(indépendante de U) telle que si �Q1M .H;U.T // ¤ 0, on ait

kHQ1k � c sup
P2PQ1 .M/

k.UP C ŒT �P /
Q1k:

Par conséquent, la somme X
H2A

Q1
M
.H1CUQ1 /

j�
Q1
M .H;U.T //j

est finie, et puisque ' est à décroissance rapide sur HM , on en déduit que l’expres-
sion (14.1) est absolument convergente. En prenant ƒ D .zu � 1/� � �, on obtient
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queZ
�S

A
T;Q1
M .H1I �; zu;�I �/d� D

X
U2HG

M

X
H2A

Q1
M
.H1CUQ1 /

Z
�M

'.�; zu;�I �IU/

� �
Q1
M .H;U.T //eh.zu�1/���;H id�:

On a donc

J
T;R1
M;Q1

.�; zuI �/ D
X

H12C
zG
Q1

X
U2HM

X
H2A

Q1
M
.H1CUQ1 /

Z
�M

G
R1
Q1
.H;�; �;U/d�

avec

G
R1
Q1
.H;�; �;U/ D eh.zu�1/���;H iz�

R1
Q1
.H � U.T //�

Q1
M .H;U.T //'.�; zu;�I �IU/:

L’expression

(14.2)
X

U2HM

X
H2A

Q1
M
.H1CUQ1 /

Z
�M

G
R1
Q1
.H;�; �;U/d�

est absolument convergente. Pour chaque U 2 HM , puisque .US /Q1 D UQ1 , on a
A
Q1
M .H1 C UQ1/ D A

Q1
M .H1/C US . L’expression (14.2) est donc égale àX

U2HM

X
H2A

Q1
M
.H1/

Z
�M

G
R1
Q1
.H C US ; �; �;U/d�

et J
T;R1
M;Q1

.�; zuI �/, c’est-à-dire la somme sur H1 2 C
zG
Q1

des expressions (14.2), se
réécrit

(14.3)
X

H2C
zG
M

X
U2HM

Z
�M

G
R1
Q1
.H C US ; �; �;U/d�:

Pour cela, il suffit de démontrer la convergence absolue d’une somme itérée de la
formeX
H2C

zG
M

X
U2HM

z�
R1
Q1
.H � ŒT �Q1/�

Q1
M .H C US ;U.T // ..zu

�
� 1/.H C US /;U/;

où zu� est le transposé de zu (identifié à zu�1) et

 .X;U/ D

Z
�M

eh�;Xi'.�; zu;�I �IU/d�:
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D’après ce qui précède, c’est-à-dire la convergence absolue de l’expression (14.2),
pour H1 2 AQ1 , l’expressionX

H2A
Q1
M
.H1/

X
U2HM

�
Q1
M .H C US ;U.T // ..zu

�
� 1/.H C US /;U/

est absolument convergente. De plus sa valeur en H1 est donnée par �..zu� � 1/H1/
pour une fonction � sur AQ1 qui est la transformée anti-Laplace d’une fonction lisse
sur �Q1 D

bAQ1 . Il suffit donc d’établir la convergence absolue de la sommeX
H12C

zG
Q1

z�
R1
Q1
.H1 � ŒT �Q1/�..zu

�
� 1/H1/;

qui résulte de [25, lemme 2.12.2] (cf. aussi section 2.3). On peut donc effectuer le
changement de variable H 7! H � US dans (14.3). On obtient que

J
T;R1
M;Q1

.�; zuI �/ D
X

H2C
zG
M

X
U2HG

M

�Z
�M

G
T;R1
M;Q1

.H;�; �;U/d�
�
:

On a

J
zG;T
M .�; f; !; zu/ D

X
Q1;R12P
M�Q1�R1

e�.Q1; R1Iu/J T;R1
M;Q1

.�; zu/

avec e�.Q1; R1Iu/J T;R1
M;Q1

.�; zu/ D
X

zP2eP; zu2W zP
Q1�P�R1

.�1/a zP�a zGJ
T;R1
M;Q1

.�; zu/:

Donc

J
zG;T
M .�; f; !; zu/ D jbcM j�1 X

�2bcM e
�h�;Yzui

X
H2C

zG
M

X
U2HG

M

X
Q1;R12P
M�Q1�R1

�

X
zP2eP; zu2W zP
Q1�P�R1

.�1/a zP�a zG z�
R1
Q1
.H � U.T /Q1/�

Q1
M .H;U.T //

�

Z
�M

eh.zu�1/���;H i'.�; zu;�I �IU/d�:

La double somme X
Q1;R12P
M�Q1�R1

X
zP2eP; zu2W zP
Q1�P�R1
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s’écrit aussi X
zP2eP; zu2W zP
M�P

X
Q1;R12P

M�Q1�P�R1

D

X
zP2F.zL/

X
Q1;R12P

M�Q1�P�R1

et d’après [25, lemme 2.11.5], la double sommeX
zP2F.zL/

X
Q1;R12P

M�Q1�P�R1

.�1/a zP�a zG z�
R1
Q1
.H � U.T /Q1/�

Q1
M .H;U.T //

est égale à
(14.4)X
zP2F.zL/

X
Q12P

M�Q1�P

.�1/a zP�a zG O� zP .H � U.T /P /�
P
Q1
.H � U.T /Q1/�

Q1
M .H;U.T //:

D’après [25, lemme 1.8.4 (3)] et [25, proposition 2.9.3], cette double somme (14.4)
est égale à X

zP2F.zL/

.�1/a zP�a zG O� zP .H � U.T /P / D �
zG
zL
.H;U.T //:

Cela achève la preuve la proposition.

14.2 Combinatoire finale : étape 2

Ce paragraphe n’a pas d’équivalent pour les corps de nombres : il s’agit, à l’aide
du lemme d’inversion de Fourier du lemme 14.2.2, de remplacer la somme sur les
H 2 C

zG
M dans la proposition 14.1.5 par une somme sur les zZ 2bcG .

Rappelons que zL 2 L zG est le sous-espace de Levi minimal (dans zG) conte-
nantM zu. L’espace azL est le sous-espace de aM formé des points fixes sous zuD u�0.

On note a
zL
M l’orthogonal de azL dans aM :

aM D azL ˚ a
zL
M et l’on a a

zL
M D .zu � 1/aM :

Par définition, AzL est l’image et AzLM le noyau de la projection de AM sur azL. On a
donc une suite exacte

0! A
zL
M ! AM ! AzL ! 0:

La dualité de Pontryagin fournit alors la suite exacte

0! �zL ! �M ! �
zL
M ! 0:
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Conformément à nos conventions, les groupes compacts �M , �zL et �zLM sont munis
de la mesure de Haar, qui leur donne le volume 1. Considérons le morphisme entre
groupes de Lie abéliens compacts connexes

� W �
zL
M � �zL ! �M ; défini par �. P�; �/ D .zu � 1/� � �;

où � 2 �M est un relèvement de P� 2 �zLM .

Lemme 14.2.1. Le morphisme � est surjectif et son noyau Kzu est un groupe fini dont
le cardinal est égal à la valeur absolue du jacobien de � :

jJac.�/j D jKzuj D j det.zu � 1 j azLM /j:

Démonstration. Le morphisme � induit un isomorphisme pour les algèbres de Lie,
car les espaces tangents, à l’origine, de l’image de .zu � 1/ et de �zL, sont des
supplémentaires orthogonaux (on identifie zu et son transposé inverse, et on utilise
l’égalité zu�1.zu � 1/ D �.zu � 1/).

Pour � 2 �M , on note

�zu;� W �M ! �M l’application � 7! .zu � 1/� � �:

Considérons le sous-ensemble des � 2 �M dont l’image par �zu;� appartient à �zL :

�M;zu.�/ D ¹� 2 �M j .zu � 1/� � � 2 �zLº:

C’est une union finie de translatés de �zL. En effet, son quotient

�
zL
M;zu.�/ D �M;zu.�/=�zL

est un espace principal homogène sous le groupe �zL
M;zu

.0/ ' Kzu. On a donc

j�
zL
M;zu.�/j D jKzuj:

On munit �M;zu.�/ de la mesure �zL-invariante induite par celle sur �zL.

Lemme 14.2.2. Pour X 2 AzL, on note AzLM .X/ l’ensemble des H 2 AM tels
que HzL D X . Soient � 2 �M et  une fonction lisse sur �M . On a l’identitéX
H2A

zL
M
.X/

�Z
�M

eh.zu�1/���;H i .�/d�
�
D jKzuj

�1

Z
�M;zu.�/

eh�zu;�.�/;Xi .�/d�:

Démonstration. C’est immédiat, par inversion de Fourier (cf. [34, section 3.20]).
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Rappelons que

E.�/
déf
D ¹� 2 �M j�zu.!˝�/ ? �jBM

D ��º:

En particulier, tout � 2 E.�/ est trivial sur B zG , et donc, pour tout � 2 �M;zu.�/, le

caractère �zu;�.�/ de AzL est, lui aussi, trivial sur B zG . Soit zZ 2 A zG . Pour �; � 2 �M
et ƒ D .zu � 1/�, on pose

A
T; zG
zL
. zZI �; zu;�I �/

D Sp�

�
D�M

zG;T
zL;F
. zZ;YIS;�C �Iƒ � �/MS jzuS .�Cƒ/�S;�;�.zu; f; !/

�
:

Pour � 2 E.�/, puisque ƒ � � est trivial sur B zG , cette expression ne dépend que de
l’image de zZ dans c zG D B zGnA zG .

Proposition 14.2.3. On a

J
zG;T
M .�; f; !; zu/ D jbcM j�1jKzuj�1 X

�2E.�/

X
zZ2c zG

Z
�M;zu.�/

A
T; zG
zL
. zZI �; zu;�I �/d�:

Démonstration. D’après la proposition 14.1.5,

J
zG;T
M .�; f; !; zu/ D jbcM j�1 X

�2E.�/

X
H2C

zG
M

e�h�;YzuCH i

�

X
U2HM

Z
�M

eh.zu�1/�;H i�
zG
zL
.H;U.T //'.�; zu;�I �IU/d�:

On décompose la somme sur les H 2 C zGM en une double somme sur X 2 C zG
zL

, précé-

dée de la somme en H 2 AzLM .X/, où C zG
zL

déf
D B zGnAzL, et l’on obtient

J
zG;T
M .�; f; !; zu/ D jbcM j�1 X

�2E.�/

X
X2C

zG
zL

X
U2HM

�

X
H2A

zL
M
.X/

Z
�M

eh.zu�1/���;H i�
zG
zL
.H;U.T //'.�; zu;�I �IU/d�:

En utilisant le lemme 14.2.2, on voit que

J
zG;T
M .�; f; !; zu/ D jbcM j�1jKzuj�1 X

�2E.�/

X
X2C

zG
zL

�

Z
�M;zu.�/

X
U2HM

eh�zu;�.�/;Xi�
zG
zL
.X;U.T //'.�; zu;�I �IU/d�:
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On décompose la somme sur X 2 C zG
zL

en une double somme sur zZ 2 c zG , précédée

de la somme sur X 2 A zG
zL
. zZ/. Pour � 2 E.�/, zZ 2 c zG et � 2 �M;zu.�/, on aX

X2A
zG
zL
. zZ/

eh�zu;�.�/;Xi�
zG
zL
.X IU.T // D 


zG;U.T /
zL;F

. zZI �zu;�.�//:

Rappelons que la somme surHM est en fait une somme surHGM (cf. lemme 14.1.4).
D’après la formule d’inversion de Fourier pour les . zG; zL/-familles (2.1), pour
� 2 �M;zu.�/, on aX

U2HG
M



zG;U.T /
zL;F

. zZI �zu;�.�//'.�; zu;�I �IU/ D c
zG;T
zL;F
. zZI �zu;�.�//;

où c est la .G; M/-famille définie par la fonction à décroissance rapide sur

HM WU 7! '.�; zu;�I �IU/. Puisque ƒ � � D �zu;�.�/ le terme c
zG;T
zL;F
. zZI �zu;�.�// est

égal à l’expression AT;
zG
zL
. zZI �; zu;�I �/.

On rappelle que l’on est parti de la formule de la proposition 10.2.1 pour
J
zG;T

spec .f; !/ réécrite sous la forme de la proposition 12.1.1. Puis on a introduit une

variante J
zG;T
spec .f; !/ dans la proposition 13.8.6 (i) que l’on a décomposé en une

somme de termes J
zG;T
M .�; f; !; zu/ (cf. proposition 14.1.3) pour lesquels on obtient

une nouvelle expression dans la proposition 14.2.3. Ces formules ont été obtenues
pour T 2 a0 dans le translaté d’un cône ouvert non vide. Pour T 2 a0;Q, nous pou-
vons maintenant les comparer.

Proposition 14.2.4. On a l’égalité de fonctions dans PolExp :

J
zG;T

spec .f; !/ D
X

M2LG=WG

1

wG.M/

X
�2…disc.M/

bcM .�/ X
zu2W zG.aM ;aM /

J
zG;T
M .�; f; !; zu/:

Démonstration. Les deux membres de cette équation sont, comme fonctions de
T 2 a0;Q, des éléments de PolExp : on invoque le théorème 11.1.1 pour J

zG;T et

le lemme 5.3.1 pour les J
zG;T
M , vu leur définition dans la proposition 14.2.3. Compte

tenu de la décomposition de la proposition 14.1.3, la majoration du point (ii) de la pro-
position 13.8.6 montre que les deux membres ne diffèrent que par une quantité qui
tend vers zéro lorsque T tend vers l’infini dans un cône ouvert. Leur égalité résulte
alors du lemme 1.7.2.

Cette proposition peut être vue comme l’analogue de [25, proposition 14.1.11]
(raffiné en [25, théorème 14.2.1]). Toutefois, c’est une égalité de fonctions dans
PolExp et non une égalité de polynômes, et, par ailleurs, les sommes sur � et zZ
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viennent compliquer l’expression de la proposition 14.2.3 ; une nouvelle étape est
nécessaire ici.

14.3 Le polynôme limite au point central

Les preuves dans cette section sont inspirées de celle du lemme de [34, section 3.23].
Pour S 2 P.M/ et � 2 a�M;C , rappelons queM.S;�/ est la .G;M/-famille spectrale
à valeurs opérateurs définie par

M.S; �Iƒ;S1/ DMS1jS .�/
�1MS1jS .�Cƒ/

et qu’on lui a associé l’opérateur

M
zG
zL
.S; �Iƒ/ D

X
zS12eP.zL/ �

zG
zS1
.ƒ/M.S; �Iƒ;S1/:

C’est une variante de l’opérateurMG;T
M;F .Z;YIP;�Iƒ/ introduit dans le lemme 5.3.1.

Ici, comme dans le cas des corps de nombres, on intègre les fonctions caracté-
ristiques de cônes sur l’espace vectoriel, plutôt que de sommer sur le réseau (cf.
définition 1.6.2). Les fonctions � zG

zS1
.ƒ/ sont définies via le choix d’une mesure de

Haar sur l’espace vectoriel a
zG
zL

, mais le produit

vol.A zG
zL
na
zG
zL
/�1M

zG
zL
.S; �Iƒ/

est indépendant de ce choix. Pour alléger l’écriture, posons (comme dans [25, sec-
tion 14.1])

M
zG
zL
.S; �/

déf
D M

zG
zL
.S; �I 0/:

Définition 14.3.1. On pose

A
zG
zL
.�; zu;�I �;ƒ/ D Sp�

�
D�M

zG
zL
.S; �C �Iƒ/MS jzuS .�C �/�S;�;�.zu; f; !/

�
:

Fixons � 2 E.�/, zZ 2 A zG et � 2 �M;zu.�/. Considérons la fonction (introduite
juste avant la proposition 14.2.3)

T 7! a zZ;�.T / D A
T; zG
zL
. zZI �; zu;�I �/

sur a0;Q. D’après l’analogue tordu de la proposition 1.7.4, cette fonction appartient à
PolExp. Pour tout réseau R de a0;Q, on peut écrire

a zZ;�.T / D
X
�

eh�;T ipR;� .a zZ;�; T / pour tout T 2 R;
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où la somme porte sur un sous-ensemble fini de caractères � 2 bR. D’après l’analogue
tordu de la proposition 1.7.4, la limite

˛ zZ;�
déf
D lim

k!C1
pRk ;0.a zZ;�; T0/

existe et est indépendante du réseau R.

Lemme 14.3.2. On a

˛ zZ;� D

´
vol
�
A
zG
zL
na
zG
zL

��1
eh�zu;�.�/;

zZiA
zG
zL
.�; zu;�I �; �zu;�.�// si �zu;�.�/ 2bc zG ,

0 sinon.

Démonstration. La .G;M/-famille périodique c.�; zu;�I �/, introduite en section 14.1,
est de la forme c.�; zu;�I �/ D d.Y/, pour une .G;M/-famille périodique d donnée
par

d.ƒ; S1/ D Sp�

�
D�M.S; �C �Iƒ;S1/MS jzuS .�C � Cƒ/�S;�;�.zu; f; !/

�
et

d.YIƒ;S1/ D e
hƒ;YS1 id.ƒ; S1/:

On a donc
a zZ;�.T / D d

zG;T
zL;F
.YI �zu;�.�//:

Rappelons que �zu;�.�/ est un élément de �zL, et, plus précisément, un caractère

de C zG
zL
D B zGnAzL. Le dual de PontryaginbC zG

zL
s’insère dans la suite exacte courte

0!bc zG !bC zG
zL
! �

zG
zL
! 0:

L’image de �zu;�.�/ dans� zG
zL

est nulle si et seulement si �zu;�.�/ 2bc zG . On déduit alors
de la proposition 1.7.4 que

˛ zZ;� D

´
vol
�
A
zG
zL
na
zG
zL

��1
eh�zu;�.�/;

zZid
zG
zL
.YCT0I �zu;�.�// si �zu;�.�/ 2bc zG ;

0 sinon,

où, pour ƒ 2bazL en dehors des murs,

d
zG
zL
.YCT0Iƒ/ D

X
zP2P.zL/

ehƒ;Y zPCŒT0� zP i�
zG
zP
.ƒ/d.ƒ; zP /:

Puisque Y zP C ŒT0� zP est égal à l’image T0;zL de T0 dans azL, on a

ehƒ;Y zPCŒT0� zP id.ƒ; zP / D ehƒ;T0;zLi

�Sp�

�
D�M.S; �C �Iƒ; zP /MS jzuS .�C � Cƒ/�S;�;�.zu; f; !/

�
:
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Comme T0;zL appartient à a
zG
zL

, si �zu;�.�/ 2bc zG alors eh�zu;�.�/;T0;zLi D 1 et, compte
tenu de de la définition 14.3.1,

˛ zZ;� D vol
�
A
zG
zL
na
zG
zL

��1
eh�zu;�.�/;

zZiA
zG
zL
.�; zu;�I �; �zu;�.�//:

Définition 14.3.3. Introduisons les notations suivantes :

vzL D vol
�
B
zG
zL
na
zG
zL

�
; VM .zu/ D v

�1
zL
jbczLjjbcM j�1jKzuj�1

et
�M;zu.�; 0/ D ¹� 2 �M;zu.�/ j �zu;�.�/ D 0º:

L’ensemble�M;zu.�; 0/ est stable par translations par�zL et muni de la mesure�zL-in-
variante induite par celle sur �zL. On pose

J
zG
M .�; f; !; zuI �/ D VM .zu/

Z
�M;zu.�;0/

A
zG
zL
.�; zu;�I �/d�

avec
A
zG
zL
.�; zu;�I �/ D A

zG
zL
.�; zu;�I �; 0/;

c’est-à-dire,

A
zG
zL
.�; zu;�I �/ D Sp�

�
D�M

zG
zL
.S; �C �/MS jzuS .�C �/�S;�;�.zu; f; !/

�
:

Enfin, on pose

J
zG
M .�; f; !; zu/ D

X
�2E.�/

J
zG
M .�; f; !; zuI �/:

Proposition 14.3.4. La fonction

T 7! h.T / D J
zG;T
M .�; f; !; zu/

est dans PolExp et pour tout réseau R de a0;Q, on a l’égalité

lim
k!C1

pRk ;0.h; T0/ D J
zG
M .�; f; !; zu/:

Démonstration. Rappelons que pour zZ 2 c zG , la fonction T 7! aeZ;�.T /, introduite
avant le lemme 14.3.2, appartient à PolExp et que ˛eZ;� en est le polynôme limite
en T D T0. Comme l’expression aeZ;�.T / est lisse en � lorsque � varie dans le
compact �zL, on en déduit que la fonction

h zZ;� W T 7!

Z
�M;zu.�/

a zZ;�.T /d�
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appartient, elle aussi, à PolExp. Le contrôle du terme d’erreur dans le passage à la
limite (cf. proposition 1.7.4) montre qu’il est uniforme et on obtient que

lim
k!C1

pRk ;0.h zZ;� ; T0/ D

Z
�M;zu.�/

lim
k!C1

pRk ;0.a zZ;�; T0/d� D
Z
�M;zu.�/

˛ zZ;�d�:

La somme sur les zZ 2 c zG de l’expression ci-dessus étant finie, on peut permu-

ter la somme et l’intégrale. Mais la somme sur zZ 2 c zG des eh�zu;�.�/; zZi vaut jbc zG j
si �zu;�.�/ D 0, et 0 sinon. On a donc montré queX

zZ2c zG

lim
k!C1

pRk ;0.h zZ;� ; T0/

est égal à

jbc zG jvol
�
A
zG
zL
na
zG
zL

��1 Z
�M;zu.�;0/

A
zG
zL
.�; zu;�I �/d�:

Compte tenu de la définition 14.3.3, on a

jbc zG jvol
�
A
zG
zL
na
zG
zL

��1
D jbczLjvol

�
B
zG
zL
na
zG
zL

��1
D jbczLjv�1zL :

D’où le lemme, puisque d’après la proposition 14.2.3, on a

h.T / D jbcM j�1jKzuj�1 X
�2E.�/

X
eZ2c zG

h zZ;�.T /:

14.4 Développement spectral fin

Soient � 2 �M et � 2 �M;zu.�/ tels que �zu;�.�/ D 0. Puisque � D .zu � 1/� on a

D� D D��Dzu�:

D’après l’équation fonctionnelle du lemme 5.2.2, on a

Dzu�M
zG
zL
.S; zu�/MS jzuS .zu�/ DM

zG
zL
.S; 0/MS jzuS .0/Dzu�:

On en déduit que

(14.5) D�M
zG
zL
.S; �C �/MS jzuS .�C �/�S;�;�.zu; f; !/

est égale à

D��M
zG
zL
.S; 0/MS jzuS .0/Dzu��S;�;�.zu; f; !/:
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Puisque, d’après le lemme 7.2.3 on a

Dzu��S;�;�.zu; f; !/ D �S;�?�;0.zu; f; !/D�;

l’expression (14.5) est encore égale à

D�1� A.� ? �; zu; 0/D�;

où l’on a posé

A.�; zu;�/ DM
zG
zL
.S; �/MS jzuS .�/�S;�;�.zu; f; !/:

En observant que

Sp�

�
D�1� A.� ? �; zu; 0/D�

�
D Sp�?�.A.� ? �; zu; 0//;

l’expression de J .�; f; !; zu/, donnée dans la définition 14.3.3, peut donc encore
s’écrire

J
zG
M .�; f; !; zu/ D VM .zu/

X
�2E.�/

Z
�M;zu.�;0/

Sp�?�.A.� ? �; zu; 0//d�:

Lemme 14.4.1. Pour que l’expression Sp�?�.A.� ? �; zu; 0// soit non nulle, il faut
que

(14.6) zu.! ˝ .� ? �// ' � ? �;

c’est-à-dire que � ? � se prolonge en une représentation de .M zu; !/. Dans ce cas,
on a

Sp�?�.A.� ? �; zu; 0// D trace.A.� ? �; zu; 0//:

Démonstration. L’opérateurA.� ? �; zu;0/ envoie l’espace A.XS ; � ? �/ dans l’es-
pace A.XS ; zu.! ˝ .� ? �/// et pour que ces deux espaces soient d’intersection non
nulle, il faut qu’ils soient égaux, c’est-à-dire que la condition (14.6) soit vérifiée.

D’après le lemme 14.4.1, la contribution de � (l’orbite de � sous torsion par �M )
est nulle, sauf peut-être si

� 2 …disc.M I zu; !/ � …disc.M/;

où …disc.M I zu; !/ est le sous-ensemble des � ayant un représentant � vérifiant la
condition

(14.7) zu.! ˝ �/ ' �:
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On supposera désormais que � est un tel représentant1. Considérons l’ensemble

L.�; zu/
déf
D ¹� 2 �M j zu.! ˝ .� ? �// ' � ? �º

qui, compte tenu de (14.7), est égal à

¹� 2 �M j .zu � 1/� 2 StabM .�/º :

On observe que StabM .�/ � E.�/. On a donc une injection

L.�; zu/!
[

�2E.�/

�M;zu.�; 0/:

On note l.�; zu/ l’ensemble fini quotient de L.�; zu/ par l’action de �zL. En choisissant
des représentants � dans L.�; zu/ � �M pour les éléments P� 2 l.�; zu/, on définit une
injection

l.�; zu/ � �zL !
[

�2E.�/

�M;zu.�; 0/ par . P�;�/ 7! �C �:

Dans la définition 14.3.3 de J .�; f; !; zu/ et compte tenu du lemme 14.4.1, on
peut donc remplacer la somme sur les � 2 E.�/ précédée de l’intégrale sur les
� 2 �M;zu.�; 0/ par la somme sur les P� 2 l.�; zu/ précédée de l’intégrale sur �zL :

(14.8) J
zG
M .�; f; !; zu/ D VM .zu/

X
P�2l.�;zu/

Z
�zL

trace.A.� ? �; zu;�//d�:

L’expression ne dépend pas du choix des relèvements puisque, d’après (14.5) et le
lemme 7.2.3, pour �; �0 2 �zL, on a

A.� ? �0; zu;�/ D D�0A.�; zu;�C �0/D�1�0

et donc
trace.A.� ? �0; zu;�// D trace.A.�; zu;�C �0//:

Pour chaque classe � on a choisi un représentant � vérifiant la condition (14.7).
D’après (14.8) et compte tenu de la définition 14.3.1 on a

J
zG
M .�; f; !; zu/ D VM .zu/

X
P�2l.�;zu/

Z
�zL

trace
�
M
zG
zL
.S; �/MS jzuS .�/�S;�?�;�.zu; f; !/

�
d�:

1Observons que l’existence d’un tel représentant exige que le caractère ! soit trivial sur le
groupeAM zu.A/DAzL.A/. En général, il n’est pas possible de réaliser la condition (14.7) pour
tous les zu simultanément.
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Cette expression ne dépend pas du choix de S 2 P.M/, ni du choix du représentant �
de � .

On rappelle que …disc.M I zu; !/ est l’ensemble des classes modulo torsion par
les éléments de �M des (classes d’isomorphisme de) représentations � vérifiant la
condition (14.5). Notons …disc.M zu; !/ l’ensemble des classes modulo torsion par
les éléments de �zL des (classes d’isomorphisme de) représentations verifiant (14.5).
On pose

J
zG
M;zu.f; !/ D

X
�2…disc.M Izu;!/

bcM .�/J zGM .�; f; !; zu/
et bc zL.�/ déf

D
jbczLj

jStabzL.�/j
:

Proposition 14.4.2. L’expression J
zG
M;zu.f; !/ se réécrit

J
zG
M;zu.f; !/ D v

�1
zL

X
�2…disc.M zu;!/

bc zL.�/jdet.zu � 1jazLM /j
�1

�

Z
�zL

trace
�
M
zG
zL
.S; �/MS jzuS .0/�S;�;�.zu; f; !/

�
d�:

Démonstration. L’application naturelle

…disc.Meu; !/! …disc.M I zu; !/

est surjective. On peut donc remplacer, dans l’expression J
zG
M;zu.f; !/, la somme sur

les � 2 ….M I zu; !/ suivie de la somme sur les � 2 l.�; zu/ par une simple somme
sur les � 2 ….M zu; !/ multipliée par le cardinal de l’image dans �zLM du stabilisa-
teur StabM .�/. Cette image est le groupe quotient

StabM .�/=StabzL.�/ où StabzL.�/
déf
D StabM .�/ \ �zL:

Compte tenu de la définition 14.3.3 et du lemme 14.2.1, on a

VM .zu/
jStabM .�/j
jStabzL.�/j

D v�1
zL
bc zL.�/bcM .�/�1jdet.zu � 1jazLM /j

�1:

On observe enfin que pour � 2 �zL, on a

MS jzuS .�/ DMS jzuS .0/:

Rappelons que W zG.aM ; aM / est l’ensemble des restrictions à aM des éléments
zu 2 eW DW zG tels que zu.aM / D aM . C’est aussi le quotient

W zG.M/ D NeW.M/=WM
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de l’ensemble NeW.M/ des zu 2 eW tels que zu.M/ D M par le groupe de Weyl de
M WWM D NM .M0/=M0.

Proposition 14.4.3. La valeur en T0 du polynôme limite introduite dans le théo-
rème 11.3.1 vérifie l’identité

J
zG
spec.f; !/ D

X
M2LG=WG

1

wG.M/

X
zu2W zG.M/

J
zG
M;zu.f; !/:

Démonstration. Par passage à la limite, la proposition 14.2.4 fournit l’identité

J
zG
spec.f; !/ D

X
M2LG=WG

1

wG.M/

X
�2…disc.M/

bcM .�/ X
zu2W zG.M/

J
zG
M .�; f; !; zu/;

puis on invoque la proposition 14.4.2.

Pour zL 2 eL et M 2 LL, un élément zu 2WzL.M/ est dit régulier si l’espace de
Levi (dans zL), qui lui est associé, est lui-même zL. Ceci équivaut à demander que

det.zu � 1jaLM / ¤ 0:

On note W
zL.M/reg l’ensemble des zu 2WzL.M/ qui sont réguliers. Observons que

pour zu 2 W
zL.M/reg, zL est le sous-espace de Levi (dans zG) associé à zu, c’est-à-

dire le plus petit sous-espace de Levi contenant M zu ; par conséquent, d’après le
lemme 14.2.1, on a aussi

det.zu � 1jazLM / ¤ 0 et a
zL
M D .zu � 1/aM ;

où azL est le sous-espace de aM formé des points fixes sous zu, et a
zL
M est l’orthogonal

de azL dans aM .

L’expression J zG
M;zu

.f; !/ a déjà été définie pour M 2 L et zu 2W zG.M/. Pour
zL 2 eL, posons

J
zG
zL
.f; !/ D

X
M2LL

jWM j

jWLj

X
zu2WzL.M/reg

J
zG
M;zu.f; !/:

Notons eWL D NL. zM0/=M0 le quotient du normalisateur de zM0 dans L par M0.
Avec ces notations, on a la forme finale du développement spectral :

Théorème 14.4.4. On a

J
zG
spec.f; !/ D

X
zL2eL
jeWLj

jeWG j
J
zG
zL
.f; !/:
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Démonstration. Pour tout zu 2W zG.M/ il existe un zL tel que zu appartienne à

W
zL.M/reg et J

zG
M;zu.f; !/ est donné par la proposition 14.4.2. On invoque enfin la

proposition 14.4.3.

14.5 Partie discrète modulo le centre

Pour M 2 L, on s’intéresse à la partie discrète (modulo le centre), c’est-à-dire aux

contributions J
zG
M;zu.f; !/ avec zL D zG.

On pose

J
zG
M;disc.f; !/ D

X
zu2W zG.M/reg

J
zG
M;zu.f; !/:

Pour zu 2W zG.M/reg, on a

J
zG
M;zu.f; !/ D

X
�2…disc.M zu;!/

bc zG.�/jdet.zu � 1ja zGM /j
�1

�

Z
� zG

trace
�
MS jzuS .0/�S;�;�.zu; f; !/

�
d�:

On souhaite permuter la somme et l’intégrale dans l’expression J
zG
M;zu.f; !/ ci-

dessus. On commence par regrouper les termes suivant le groupe„. zG/ des caractères
unitaires automorphes de A zG.A/. On le munit d’une mesure de Haar suivant les
conventions 1.3.1 ; elle vérifie vol.bB zG/ D 1. Pour � 2 „. zG/, on note

…disc.M zu; !/� ;

le sous-ensemble de …disc.M zu;!/ formé de des � tels que �� jA zG.A/
D �, et on pose

trace
�
MS jzuS .0/�S;disc;�.zu; f; !/

�
D

X
�2…disc.M zu;!/�

trace
�
MS jzuS .0/�S;�;0.zu; f; !/

�
:

Ici encore, l’expression est indépendante du choix de S 2 P.M/. Posons

J
zG
M;zu.f; !; �/ D j det.zu � 1I aGM /j

�1trace
�
MS jzuS .0/�S;disc;�.zu; f; !/

�
:

Puisque

j det.zu � 1I a zGM /j D j. zG/ j det.zu � 1I aGM /j;

on obtient le lemme suivant.

Lemme 14.5.1. Pour M 2 L et zu 2W zG.M/reg, on a

J
zG
M;zu.f; !/ D j.

zG/�1
Z
„. zG/

J
zG
M;zu.f; !; �/d�:
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Rappelons qu’on a noté „.G; �; !/ le sous-ensemble de „.G/ formé des carac-
tères � tels que, en notant !AG la restriction de ! à AG.A/, on ait

� ı � D !AG ˝ �:

Si „.G; �; !/ est non vide, on le munit, comme en section 8.1, de la mesure
„.G/� -invariante déduite de la mesure de Haar sur „.G/� , telle que vol.bB�G/ D 1.

Lemme 14.5.2. Pour M 2 L et zu 2W zG.M/reg, on a

J
zG
M;zu.f; !/ D

Z
„.G;�;!/

J
zG
M;zu.f; !; �/d�:

Démonstration. Cela résulte des lemmes 14.5.1 et 8.1.5.

On peut reformuler ce qui précède sous la forme de la proposition suivante.

Proposition 14.5.3. La partie « discrète modulo le centre » de la formule des traces
est donnée par

J
zG
disc.f; !/ D

X
M2LG=WG

1

wG.M/
J
zG
M;disc.f; !/

avec

J
zG
M;disc.f; !/ D

X
zu2W zG.M/reg

Z
„.G;�;!/

J
zG
M;zu.f; !; �/d�:

Cela s’écrit aussi

J
zG
disc.f; !/ D

X
M2LG

jWM j

jWG j
J
zG
M;disc.f; !/:

En particulier, pour M D G, on a

J
zG
G;disc.f; !/ D

Z
„.G;�;!/

trace
�e�.f; !/jL2disc.XG/�

�
d�

et on retrouve la formule de la proposition 8.1.4 si Gder est anisotrope. On observera

que J
zG
disc.f; !/ n’est autre que J

zG
zG
.f; !/.





Annexe

Erratum pour [25]

Dans cette annexe, les notations sont celles de [25].

Err (i) – Il a été observé par P.-H. Chaudouard que la preuve de [25, lemme 1.8.1],
pages 22–23, n’est valable que si les sous-espaces aRQ et aRS sont orthogonaux. Un ar-
gument différent est donné ci-dessous. On commence par établir un résultat auxiliaire.
Soit V un espace vectoriel réel euclidien de dimension finie. On note . ; / le produit
scalaire, kk la norme et V � l’espace dual (que l’on peut identifier à V ). Soit � une
base de V � (que l’on ne suppose pas nécessairement obtuse) et soit�� la base de V �

formée des �˛ 2 V � tels que .˛; �ˇ / D ı˛;ˇ , où ı˛;ˇ est le symbole de Kronecker. En
d’autres termes, �� est la base duale de � et ˛ 7! �˛ est la bijection naturelle entre
� et ��.

Lemme A.1. Soit X 2 V . On note C.�; X/ l’ensemble des H 2 V tels que pour
tout ˛ 2 � on ait

˛.H/ � 0 et �˛.H �X/ � 0:

Il existe une constante c > 0 telle que

kHk � ckXk:

Démonstration. Pour H 2 C.�;X/ on a

.H;H/ D
X
˛2�

˛.H/�˛.H/ �
X
˛2�

˛.H/�˛.X/;

ce qui implique l’existence d’une constante c > 0, telle que

kHk2 � ckHkkXk et donc kHk � ckXk:

Corollaire A.2. L’ensemble C.�; X/ est compact et si X D 0, alors C.�; X/ est
réduit à ¹0º.

On considère maintenant trois sous-groupes paraboliques P � Q � R dans G.
Soit V D aRP . On dispose de la base �RP de V � D aR;�P . On note encore ˛ 7! �˛ la
bijection naturelle entre �RP et sa base duale1. D’après [25, lemme 1.2.2], il existe

1La base .�R
P
/� formée des �˛ n’est pas en général identique à la base O�R

P
, formée des$˛ .

En effet, les �˛ et $˛ sont colinéaires avec coefficients de proportionnalité positifs, mais non
nécessairement égaux à 1.
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un sous-groupe parabolique S tel que �RP soit l’union disjointe de �QP et �SP . Soit
X 2 V . On note C.P;Q;R;X/ l’ensemble des H 2 V tels que

˛.H/ > 0 pour tout ˛ 2 �
Q
P ; ˛.H/ � 0 pour tout ˛ 2 �SP

et

�˛.H �X/ > 0 pour tout ˛ 2 �SP ; �˛.H �X/ � 0 pour tout ˛ 2 �
Q
P :

Le lemme 1.8.1 de [25] affirme que nous avons le résultat suivant.

Lemme A.3. On a les trois assertions suivantes :

(i) L’ensemble C.P; Q; R; X/ est relativement compact et est contenu dans
une boule de rayon ckXk, pour une constante c > 0.

(ii) C.P;Q;R; 0/ est vide, sauf si P D R.

(iii) Si X est dans l’adhérence la chambre de Weyl positive, i.e. si ˛.X/ � 0
pour tout ˛ 2 �RP , alors C.P;Q;R;X/ est vide si Q ⊊ R.

Démonstration. On observe que l’adhérence de C.P; Q; R; X/ est un fermé dans
C.�;X/ � V D aRP , où � est la base de V formée des ˛ 2 �QP et des �˛ pour
˛ 2 �SP . L’assertion (i) résulte du lemme A.1. Lorsque X D 0, il résulte du corol-
laire A.2 que C.P;Q;R; 0/� ¹0º et si P ¤ R les inégalités strictes excluentH D 0.
Pour établir (iii), on observe que

˛.H/ D ˛.X/C
X
ˇ2�

Q
P

.˛; ˇ/�ˇ .H �X/C
X
ˇ2�S

P

.˛; ˇ/�ˇ .H �X/:

ConsidéronsH 2 C.P;Q;R;X/, ˛ 2�SP etX dans l’adhérence la chambre de Weyl
positive. Comme �RP est une base obtuse, on a

˛.H/ � 0; ˛.X/ � 0 et
X
ˇ2�

Q
P

.˛; ˇ/�ˇ .H �X/ � 0;

ce qui implique X
ˇ2�S

P

.˛; ˇ/h�ˇ ;H �Xi � 0:

Pour toute famille de scalaires positifs ¹c˛ j˛ 2 �SP º on a doncX
˛2�S

P

.�; ˛/�˛.H �X/ � 0 avec � D
X
˛2�S

P

c˛˛:
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Les restrictions �˛ des �˛ au sous-espace aSP � aRP forment la base duale de �SP , qui
est aigüe puisque �SP est obtuse [25, lemme 1.2.5]. On choisit

� D
X
˛2�S

P

�˛; c’est-à-dire c˛ D
X
ˇ2�S

P

.�˛; �ˇ / > 0:

Dans ce cas, .�; ˛/ D 1 pour tout ˛ 2 �SP , ce qui fournit l’inégalitéX
˛2�S

P

�˛.H �X/ � 0:

Comme �˛.H � X/ > 0 pour tout ˛ 2 �SP , c’est une contradiction si �SP est non
vide.

Err (ii) – Dans l’énoncé du corollaire 3.6.7 de [25], page 74, lire n; n0 2 N0.AF /.

Err (iii) – Dans l’énoncé de [25, lemme 4.2.2], page 86 apparaît un signe .�1/aQ�aG

qui est erroné, il faut le supprimer. L’erreur est engendrée par une faute de frappe dans
la preuve : dans la formule (1) en haut de la page 87 on doit lire .�1/aR�aQ au lieu
de .�1/aR�aG .

Err (iv) – Il a été observé par Delorme que dans la proposition 4.3.3 de [25] il faut
ajouter une condition sur T . Non seulement T doit être « régulier », mais il doit être
« loin des murs ». De fait, il est supposé implicitement que dP0.T / > 0, mais il faut,
de plus, fixer une constante c (positive assez grande) et se limiter à des T vérifiant

kT k � c dP0.T /;

ou, ce qui revient au même, imposer (pour une autre constante)

h˛; T i � chˇ; T i

pour tous les ˛ et ˇ 2 �. L’argument qui suit, corrigeant la preuve de [25, proposi-
tion 4.3.3], est emprunté à un message de Waldspurger à Delorme.

Démonstration. On reprend la preuve et les notations de la proposition [25, proposi-
tion 4.3.2]. On doit majorer

kxkB jAQ;R.x/j

pourQ⊊R. L’expressionAQ;R.x/ est donnée par une somme sur � 2 Q.F /nG.F /,
mais pour x fixé, il y a au plus un � modulo Q.F /, tel que

F
Q
P0
.�x; T /�RQ.H0.�x � T // D 1:
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Quitte à remplacer x par �x, on peut supposer

F
Q
P0
.x; T / D 1;(A.1)

�RQ.H0.x/ � T / D 1:(A.2)

D’après [25, lemme 3.6.2], on peut aussi supposer x D n1ak avec n1 2 NQ.AF /,
a 2 AG0 et k 2 � un compact (qui ne dépend que du choix du sous-groupe parabo-
lique Q). Pour les majorations, on peut aussi bien supposer k D 1. On impose aussi
que n1 est dans un compact, ce que l’on peut assurer en le multipliant à gauche par
un élément de NQ.F /. D’après [25, lemme 4.3.1], pour tout entier r � 1, il existe un
opérateur différentiel XQ;R de degré r , qui ne dépend que de Q, R, r , tel que

jAQ;R.x/j � sup
n0
1
2NQ.AF /

j�.Ad.a�1/XQ;R/'.n01a/j:

L’opérateur XQ;R est de la forme XQ;R D
P
mZm avec

Ad.eH1/Zm D e�m.H1/Zm pour H1 2 aRQ;

où �m est une combinaison linéaire à coefficients entiers � r des racines dans �RQ.
On en déduit bien une majoration

jAQ;R.x/j � sup
n0
1
;m

e
�r

P
˛2�R

Q

h˛;H0.a/i
j�.Zm/'.n

0
1a/j;

où les Zm ne dépendent que de Q, R, r . D’où

jxjB jAQ;R.x/j � eC.a/ sup
n0
1
;m

j�.Zm/'.n
0
1a/j jxj

�A;(A.3)

où l’on a posé

C.a/ D c.B C A/kH0.a/k � r
X
˛2�R

Q

h˛;H0.a/i;

c étant une constante telle que jaj � eckH0.a/k. La proposition 4.3.3 résulte de (A.3),
à condition de prouver que

C.a/ � �A � dP0.T /:

Écrivons
H0.a/ D HQ CH

R
Q CHR

avec HQ 2 AQ, HR
Q 2 ARQ et HR 2 AR. La condition (A.1) impose kHQk � kT k.

La condition (A.2) impose (d’après [25, lemme 2.11.6]) que

kHR � TRk � kH
R
Q � T

R
Q k;
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avec des définitions évidentes de TR et T RQ . D’où kHRk � kHQk C kT k. Elle im-

pose aussi que h˛;HR
Q � TQi > 0 pour tout ˛ 2 �RQ. On en déduit

C.a/ � c1.AC B/kH
R
Qk C c2.AC B/kT k �

r

2

X
˛2�R

Q

h˛;HQ C TQi;

où c1, c2 sont des constantes positives qui ne dépendent de rien. En choisissant
r � c3.AC B/ pour une constante c3 convenable, on a

c1.AC B/kHQk �
X
˛2�R

Q

h˛;HQi � 0:

Pour ˛ 2 �RQ, soit ˇ 2 � se projetant sur ˛. On sait que ˛ est la somme de ˇ et d’une
combinaison linéaire des 
 2 �Q à coefficients positifs ou nuls. Donc

h˛; TQi � hˇ; T i � dP0.T /:

Alors

C.a/ � c2.AC B/kT k� j �
R
Q j

r

2
dP0.T /:

Si on impose, comme dit plus haut, une condition kT k � c dP0.T /, alors pour
r � c4.2AC B/, on a bien

C.a/ � �A � dP0.T /:

Err (v) – La formule pour le produit scalaire hˆ;‰iP , en bas de la page 93, donnée
par une intégrale sur XP D APP.F /NP .AF /nG.AF / n’a pas de sens si P ¤ G. En
effet, le groupe APP.F /NP .AF / n’est pas unimodulaire et il n’y a pas de mesure
G.AF /-invariante à droite sur XP (cf. section 5.1). Il convient de poser

hˆ;‰iP D

Z
K

Z
XM

ˆ.mk/‰.mk/dmdk:

En revanche, sur XP;G D AGP.F /NP .AF /nG.AF /, on dispose de la mesure quo-
tient et on a la formule d’intégrationZ

XP;G
eh2�P ;HP .x/i�.x/dx D

Z
K

Z
XM;G

�.mk/dmdk;

qui est utilisée dans la preuve du théorème 5.4.2 de [25].

Err (vi) – Page 104. Dans la définition de l’opérateur �P;�;�.ı; y; !/, il manque le
caractère ! dans la définition de l’espace d’arrivée.
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Err (vii) – Page 106, ligne 16, il faut lire

K zG.f; !I x; y/ D
X
i

Z
XG
K zG.gi ; !I x; z/K

�
G.!hi I z; y/dz:

Err (viii) – Page 111. Dans l’énoncé de la proposition 7.2.2 de [25] il faut prendre
pour K1 et K2 des noyaux sur X�.P /;G �XP;G et sur XP;G �XP;G et remplacer les
intégrales sur XP par des intégrales sur XP;G .

Err (ix) – Page 112. Il faut remplacer BP .�/ par BS .�/ dans la définition de H� :
ici M est un sous-groupe de Levi de S avec S � P . Cette erreur, due à un copier-
coller intempestif, s’est propagée dans toute la suite de [25].

Err (x) – Page 126, ligne 2. Il faut remplacer n.AF / par nP .AF /, où nP est l’al-
gèbre de Lie de N D NP (rappel : on a noté n l’algèbre de Lie de NQC).

Err (xi) – Page 128, ligne �15. La définition de j zP;o.x/ n’a pas de sens. Il faut la
remplacer par

j zP;o.x/ D
X

ı2o\ zMP .F /

Z
N.ı;AF /

!.x/f 1.x�1ınx/dn:

De même, dans l’énoncé du lemme 9.2.2, page 129, il faut remplacer la première
expression parZ

N.F /nN.AF /

X
ı2o\ zMP .F /

Z
N.ı;AF /

�.n�1ın1n/dn1dn:

Err (xii) – Page 128, ligne �13. Lire : la partie quasi semi-simple ıs de ı.

Err (xiii) – Page 129. Dans la preuve du lemme 9.2.2, il convient de dire (même
si c’est implicite) que l’application du lemme 9.2.1 de [25] induit une application
surjective sur les groupes des points adéliques.

Err (xiv) – Page 130, ligne �10. Lire s.ı/ au lieu de ıs .

Err (xv) – Page 130, ligne �11. Lire Is.ı/.F / au lieu de Iıs .

Err (xvi) – Page 130, ligne �6. Pour une classe de conjugaison quasi semi-simple c,
on doit préciser que kTc est définie en remplaçant, dans la définition de kTo [25, sec-
tion 9.2], la somme sur P � P0 par la somme sur les P � P0, tels que zMP contienne
un conjugué de zMı et l’ensemble o par l’orbite c.

Err (xvii) – Page 150. Dans la formule pour O� zP .H � X/, il faut sommer sur les
zQ 2 ePst tels que zP � zQ, i.e. prendre zR D zG.
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Err (xviii) – Page 168, ligne 2. Lire : et sera à l’œuvre...

Err (xix) – Page 182. Dans l’énoncé du point (ii) du lemme 13.1.1, il faut lire : Pour
tout � 2 a�0 , etc.

Err (xx) – Pages 183–186 : l’indice Q0 devrait être en exposant dans les termes
à droite des équations (2), page 183, (7), page 185, et (8), page 186 de [25]. Elles
correspondent ici aux équations (3) et (5) de la section 13.2.

Err (xxi) – Page 194, ligne 11, il faut lire : holomorphe en � et �.

Err (xxii) – Page 197, lignes 2 et 6 : lesCY devraient être des �Y .

Err (xxiii) – Page 203. Dans l’inégalité de la ligne 12 et dans celle de la ligne �3, il
faut remplacer YP 0;e.T / par �YP 0;e.T /.

Err (xxiv) – Page 203, ligne�9. L’inégalité est stricte : il faut lire kU CV k>�kT k.

Err (xxv) – Page 205, majoration (1) : il faut lire jATs;t �E
T
1 j.

Err (xxvi) – Page 207 : eY S 0.X/ est la projection de u�1X sur t .aS /Q.

Err (xxvii) – Page 219, ligne �6 : l’expression pour AQ1M .T; �; zu; �/, faisant
intervenir une trace, n’a de sens que si l’opérateur est un endomorphisme de l’es-
pace A.XS ;�/. La formulation correcte est celle du point (i) du lemme 14.1.4 de [25].
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