MEMOIRS OF THE EUROPEAN MATHEMATICAL SOCIETY

Jean-Pierre Labesse
Bertrand Lemaire

La formule des traces tordue
pour un corps global de
caracteristique p > 0

MEMS Vol. 20/ 2025




EM

PRESS



Memoirs of the European Mathematical Society

Edited by

Anton Alekseev (Université de Genéeve)

Héléne Esnault (Freie Universitat Berlin)

Gerard van der Geer (Universiteit van Amsterdam)

Ari Laptev (Imperial College London)

Laure Saint-Raymond (Institut des Hautes Etudes Scientifiques)
Susanna Terracini (Universita degli Studi di Torino)

The Memoirs of the European Mathematical Society publish outstanding research contributions in
individual volumes, in all areas of mathematics and with a particular focus on works that are longer
and more comprehensive than usual research articles.

The collection’s editorial board consists of the editors-in-chief of the Journal of the European
Mathematical Society and the EMS Surveys in Mathematical Sciences, along with editors of book
series of the publishing house of the EMS as well as other distinguished mathematicians.

All submitted works go through a highly selective peer-review process.

Previously published in this series:

J.-M. Delort, N. Masmoudi, Long-Time Dispersive Estimates for Perturbations of a Kink Solution of
One-Dimensional Cubic Wave Equations

G. Cotti, Cyclic Stratum of Frobenius Manifolds, Borel-Laplace (a, 8)-Multitransforms, and Integral
Representations of Solutions of Quantum Differential Equations

A. Kostenko, N. Nicolussi, Laplacians on Infinite Graphs

A. Carey, F. Gesztesy, G. Levitina, R. Nichols, F. Sukochev, D. Zanin, The Limiting Absorption Princi-
ple for Massless Dirac Operators, Properties of Spectral Shift Functions, and an Application to
the Witten Index of Non-Fredholm Operators

J. Kigami, Conductive Homogeneity of Compact Metric Spaces and Construction of p-Energy

A. Buium, L. E. Miller, Purely Arithmetic PDEs Over a p-Adic Field: §-Characters and §-Modular Forms

M. Duerinckx, A. Gloria, On Einstein’s Effective Viscosity Formula

R. Willett, G. Yu, The Universal Coefficient Theorem for C*-Algebras with Finite Complexity

B. Janssens, K.-H. Neeb, Positive Energy Representations of Gauge Groups I. Localization

S.Dipierro, G. Giacomin, E. Valdinoci, The Lévy Flight Foraging Hypothesis in Bounded Regions

A. Naor, Extension, Separation and Isomorphic Reverse Isoperimetry

N. Lerner, Integrating the Wigner Distribution on Subsets of the Phase Space, a Survey

B. Adcock, S. Brugiapaglia, N. Dexter, S. Moraga, On Efficient Algorithms for Computing Near-
Best Polynomial Approximations to High-Dimensional, Hilbert-Valued Functions from Limited
Samples

J. J. Carmona, K. Fedorovskiy, Carathéodory Sets in the Plane

D. Abramovich, Q. Chen, M. Gross, B. Siebert, Punctured Logarithmic Maps

T. Oh, M. Okamoto, L. Tolomeo, Stochastic Quantization of the ®3-Model

H. Sasahira, M. Stoffregen, Seiberg-Witten Floer Spectra for b, > 0

J. Kaad, D. Kyed, The Quantum Metric Structure of Quantum SU(2)

B. Zavyalov, Almost Coherent Modules and Almost Coherent Sheaves



Jean-Pierre Labesse
Bertrand Lemaire

La formule des traces tordue

pour un corps global de
caractéristique p > 0

EM

PRESS

|
1]
n



Authors

Jean-Pierre Labesse Bertrand Lemaire

Institut de Mathématique de Marseille Institut de Mathématique de Marseille
CNRS 12M (UMR 7373) CNRS 12M (UMR 7373)

Aix-Marseille Université Aix-Marseille Université

Campus de Luminy Campus de Luminy

Case postale 907 Case postale 907

13288 Marseille, France 13288 Marseille, France

Email: jean-pierre.labesse@univ-amu.fr Email: bertrand.lemaire@univ-amu.fr

Each volume of the Memoirs of the European Mathematical Society is available individually or
as part of an annual subscription. It may be ordered from your bookseller, subscription agency,
or directly from the publisher via subscriptions@ems.press.

ISSN 2747-9080, elSSN 2747-9099
ISBN 978-3-98547-090-7, elSBN 978-3-98547-590-2, DOI 10.4171/MEMS/20

® ® The content of this volume is licensed under the CC BY 4.0 license, with the exception of the
logo and branding of the European Mathematical Society and EMS Press, and where otherwise
noted.

Bibliographic information published by the Deutsche Nationalbibliothek
The Deutsche Nationalbibliothek lists this publication in the Deutsche Nationalbibliografie;
detailed bibliographic data are available on the Internet at http://dnb.dnb.de.

Published by EMS Press, an imprint of the

European Mathematical Society — EMS — Publishing House GmbH
Institut fir Mathematik

Technische Universitat Berlin

StralSe des 17. Juni 136

10623 Berlin, Germany

Email: info@ems.press
https://ems.press
© 2025 European Mathematical Society

Typesetting: Yannis Haralambous, Nantes, France
Printed in Germany
Printed on acid free paper



Résumé

Dans ce travail nous adaptons au cas d’un corps global F de caractéristique positive,
c’est-a-dire un corps de fonctions sur un corps fini IF, les résultats prouvés pour un
corps de nombres dans le livre de Labesse-Waldspurger La formule des traces tordue
d’apres le Friday Morning Seminar. En d’autres termes, nous établissons la formule
des traces pour un G-espace tordu G ou G est un groupe réductif connexe défini
sur F. C’est une premiere étape vers la forme stabilisée de la formule des traces
tordue, nécessaire pour la plupart des applications, qui, elle, est ’objet de travaux en
cours.

Keywords. corps de fonctions, adeles, formule des traces, séries d’Eisenstein,
opérateur de troncature, opérateur d’entrelacement
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Introduction

Un peu d’histoire

Décomposition spectrale et formule des traces

La formule des traces, pour 1’action a droite de 1’algebre des fonctions sphériques
sur I’espace localement symétrique I'\§) quotient du demi-plan de Poincaré §) par
le groupe modulaire I' = SL(2, Z), est devenue depuis I’exposé de Selberg [38] a
Bombay en 1956 un des outils fondamentaux de la théorie des formes modulaires.

L’établissement de la formule des traces suppose connu la description de la dé-
composition spectrale de 1’espace de Hilbert L?(I"\) au moyen du prolongement
méromorphe des Séries d’Eisenstein. Des 1964, le cas général de la décomposition
spectrale de L2(I"\G(R)), o1 I" est un sous-groupe arithmétique de G(Q) avec G ré-
ductif connexe défini sur Q, était obtenu par Langlands (ce travail ne fut publié que
12 ans plus tard [28]).

L’étude des opérateurs de Hecke amene a travailler avec des limites projectives
de revétements définis par des sous-groupes de congruence, ce qui revient essentiel-
lement a considérer le quotient G(Q)\G(Ag), ou Ag est ’anneau des adeles de Q.
Le cas des groupes arithmétiques qui ne sont pas de congruence releve plus de la géo-
métrie différentielle que de 1’arithmétique. Tout ce qui suit est dans le cadre adelique.

La théorie générale des Séries d’Eisenstein ouvrait la voie a la généralisation
de la formule des traces a tous les groupes réductifs mais aussi a la découverte,
par Langlands, des fonctions L attachées aux représentations automorphes et a ses
conjectures sur la fonctorialité.

La formule des traces d’Arthur-Selberg

Soit G un groupe réductif connexe défini sur un corps de nombres F. On note Afp
I’anneau des adeles de F. La formule des traces — dite d’ Arthur-Selberg — pour le
quotient G(F)\G(AF) est une identité entre deux expressions pour une « trace re-
normalisée » de 1’opérateur de convolution défini par une fonction f € C°(G(AF))
dans L2(G(F)\G(AF)). La «trace » doit étre « renormalisée » car 1’opérateur de
convolution n’est a trace que dans le spectre discret et une correction, via des tronca-
tures, est nécessaire pour tenir compte du spectre continu. On aura d’une part un
développement géométrique indexé par les classes de conjugaison dans G(F) et
d’autre part un développement spectral :

Jgéom(f) = Jspec(f)-
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L’établissement de la formule des traces peut étre divisé en quatre étapes princi-
pales : Arthur obtient successivement

(1) la forme grossiere (« coarse form ») [1, 13];
(2) la forme fine (« fine form ») [2-5];

(3) la forme invariante (« invariant form ») [6,7];
(4) la forme stabilisée (« stable form ») [9—11].

Chacune des étapes fournit des développements géométriques et spectraux de plus en
plus précis. C’est bien sfir le développement ultime, la formule des traces stabilisée,
qui permet le plus d’applications.

La variante tordue

La variante tordue de la formule des traces est apparue dans le travail de Saito et
Shintani, immédiatement généralisé par Langlands, pour étudier le changement de
base cyclique pour GL(2) [29]. On sait le rdle joué par ce travail dans la preuve du
théoréme de Fermat. Le cadre général de la formule des traces tordue est le suivant :
on considere un G-espace tordu G défini sur F et de plus on tord les représentations
par un caractére unitaire @ de G(A r) trivial sur G(F). Dans la majorité des applica-
tions G = G x 6 od 0 est un automorphisme d’ordre fini de G et w est trivial ; par
exemple pour le changement de base cyclique 5(F ) =GL(n, E) x 0 ou 0 est un
générateur du groupe de Galois d’une extension finie cyclique E/ F. Toutefois le cas
de la torsion des représentations par un caractére @ non trivial mais sans torsion sur
le groupe (0 trivial) intervient aussi naturellement.

La formule des traces tordue pour les corps de nombres a fait 1’objet du Fri-
day Morning Seminar de Princeton en 1983-1984. On y donnait le développement
spectral fin mais seulement le développement géométrique grossier. Les notes de ce
séminaire ont été reprises et complétées dans [25]. La forme fine du développement
géométrique a été obtenue plus tard par Arthur en combinant les résultats du Friday
Morning Seminar avec des résultats d’analyse harmonique locale.

Lemme fondamental et stabilisation

La formule des traces, sous sa forme invariante, est une égalité entre deux sommes
de distributions invariantes par conjugaison sous G(Fs) ou S est une ensemble fini
de places fixé, mais arbitrairement grand. Or, pour établir certains cas de foncto-
rialité on est amené a comparer des distributions qui ne sont invariantes que sous
une forme plus grossiere de la conjugaison appelée conjugaison stable. La stabili-
sation consiste en la réécriture, au moyen de transferts endoscopiques, de chaque
terme de la formule des traces invariante comme une somme de distributions sta-
blement invariantes sur des groupes auxiliaires appelés groupes endoscopiques. On
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en déduit des transferts de représentations automorphes entre groupes différents. Les
premiers exemples sont le transfert de Jacquet-Langlands [22, Chapter 16], 1a formule
des traces stable pour SL(2) [23,24] et le changement de base cyclique pour GL(2)
[29]. La stabilisation suppose en particulier connu le lemme fondamental aux places
en dehors de S. A la suite des travaux de nombreux auteurs, parmi lesquels il faut
citer (par ordre alphabétique) Arthur, Kottwitz, Langlands, Laumon, Ng6é B4u Chau,
Shelstad et Waldspurger, la stabilisation de la formule des traces tordue pour les corps
de nombres a été achevée par Moeglin et Waldspurger [33]. Pour une bibliographie
complete sur ce sujet nous renvoyons aux deux tomes de cet ouvrage.

C’est au moyen de la formule des traces tordue stabilisée qu’ Arthur a pu décrire
dans [12] les représentations automorphes discretes des groupes classiques par com-
paraison avec celles du groupe linéaire, lorsque F est un corps de nombres. De fait,
les groupes classicllles quasi-déployés se réalisent comme des groupes endoscopiques

de I’espace tordu G = GL(n) x 0 o 6 est I’automorphisme g > ‘gL,

Le cas des corps globaux de caractéristique p > 0

Etat des lieux

On s’attend a ce qu’un analogue de tout ce qui précede existe aussi lorsque F' est un
corps global de caractéristique p > 0, c¢’est-a-dire un corps de fonctions sur un corps
fini. On espere en déduire des résultats similaires a ceux obtenus pour les représenta-
tions automorphes sur les corps de nombres.

Dans toute la suite de ce mémoire nous dirons « corps de fonctions » pour « corps
de fonctions sur un corps fini ». Examinons 1’état de la littérature sur ce sujet.

La décomposition spectrale pour un groupe réductif connexe général a été étendue
au cas des corps de fonctions par Morris [35, 36], en prolongement de travaux de
Harder [19-21]. Le livre de Meeglin-Waldspurger [32] en redonne une preuve pour
tout corps global.

La formule des traces (sous sa forme fine) pour le groupe GL(2) — et ses formes
intérieures — est énoncée dans Jacquet-Langlands [22, Chapter 16] pour les corps glo-
baux en toute caractéristique ; toutefois la démonstration en est seulement esquissée.
Pour le groupe GL(n) (ou une forme intérieure), on dispose de plusieurs versions en
caractéristique p > 0 : Drinfeld pour n = 2 [17,18], Laumon [30], Lafforgue [26,27].
En adaptant la méthode de Lafforgue, Ngé Dac Tuén a obtenu, dans [37], le dévelop-
pement spectral fin de la formule des traces non tordue pour les groupes réductifs
connexes déployés.

On ne dispose donc, dans la littérature, que de quelques cas particuliers du
développement spectral fin en caractéristique p > 0. Et pour le développement géo-
métrique, en dehors de GL(n), il n’y a que trés peu de résultats.
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Objet du présent mémoire et perspectives

Notre projet est d’établir une formule des traces tordue stabilisée pour les corps glo-
baux sans restriction sur la caractéristique. Ce mémoire est une premiere étape ou
nous suivons pas a pas la preuve donnée dans [25], en 1’adaptant au cas d’un corps
global de caractéristique p > 0. Nous obtenons le développement spectral fin mais,
comme dans [25], nous n’obtenons que le développement grossier du coté géomé-
trique.

Pour le développement spectral fin, la caractéristique p ne semble jouer pratique-
ment aucun role et les formules que nous obtenons pour les corps de fonctions sont
essentiellement identiques a celles pour les corps de nombres.

Il n’en est pas de méme du c6té géométrique. Si p est grand par rapport au rang
de G, rien de vraiment nouveau n’apparait, mais le traitement des petites caractéris-
tiques nécessite des idées nouvelles.

Pour le développement géométrique grossier donné ici, la principale différence
avec le cas des corps de nombres est que 1’on doit remplacer la notion d’élément
semi-simple elliptique régulier par celle, plus générale, d’élément primitif. Cette no-
tion englobe, par exemple, des éléments qui deviennent unipotents sur une extension
inséparable, mais ne sont contenus dans le radical unipotent d’aucun sous-groupe
parabolique propre défini sur F. De tels éléments, qui n’apparaissent que pour des
caractéristiques assez petites, ne génerent toutefois pas de difficulté sérieuse a ce
stade.

Des phénomenes nouveaux compliquent, par contre, considérablement la preuve
et la structure méme du développement géométrique fin si p est petit. Par exemple,
pour G = SL(2), p = 2 et v une place de F, le nombre de G(Fy)-orbites unipotentes
est infini. La forme fine de la contribution unipotente aura donc une expression de
nature fort différente de celle donnée par Arthur pour les corps de nombres. L’in-
séparabilité perturbe aussi violemment la descente centrale a la Harish-Chandra. On
espere qu’il sera possible d’en établir une variante permettant de ramener le dévelop-
pement géométrique fin a celui de la contribution unipotente.

D’extension au cas des corps de fonctions des résultats d’ Arthur [4,5], nécessaires
pour le développement géométrique fin, est I’objet d’un travail en cours du second
auteur.

Il restera encore a stabiliser la formule des traces mais nous sommes loin
d’avoir une vue claire du travail a faire. Dans la littérature, seuls le transfert de
Jacquet-Langlands [22] et la stabilisation pour SL(2) [23] ont été traités en toute
caractéristique.
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Structure du texte

Différences techniques

Nos références principales seront [25] et [34] et on supposera que le lecteur a ces
deux textes sous la main. L’organisation de cet article suit celle de [25] et on se
contentera souvent de citer sans démonstration les résultats de cet ouvrage, pour peu
qu’ils passent sans autre forme de proces a la caractéristique positive.

Toutefois, lorsqu’on essaie de remplacer dans [25] le corps de nombres par un
corps de fonctions, on rencontre immédiatement une différence technique, analogue
a celle qui existe entre les cas archimédiens et non-archimédiens dans les travaux
d’ Arthur [8] et de Waldspurger [34] sur la formule des traces locale. En effet, pour
un corps global F quelconque, on dispose pour chaque sous-groupe parabolique P
de G défini sur F', d’un espace vectoriel réel ap et d’un homomorphisme

HP . P(AF) — ap.

On note A p sonimage et Bp I'image de Ap (A F), ou Ap est le tore déployé maximal
dans le centre de P/ Up. On ales inclusions

Bp C Ap Cap.

Pour les corps de nombres, ces trois groupes sont égaux et on dispose d’un releve-
ment canonique A p de Ap dans Ap(A ). Il est usuel de se limiter a traiter 1’espace
des formes automorphes pour P qui sont invariantes par 2 p ; cela ne restreint pas
la généralité puisque 1I’on peut par torsion par un caractére automorphe de P(AF)
passer a un caractere quelconque sur 2 p. Mais, pour les corps de fonctions, les mor-
phismes Hp ne sont plus surjectifs : Ap est un réseau de ap et en général Ap # Bp
de sorte qu’un relevement central de Ap n’existe pas. Ceci complique donc certains
arguments et a des conséquences sur la présentation des résultats. On prendra garde
en particulier a ce que les espaces X et Y, qui interviennent ici, jouent un role
analogue, mais ne sont pas identiques aux espaces X¢ et Yo de [25].

L’autre différence technique — venant de ce que des réseaux ont remplacé les
espaces vectoriels pour la combinatoire — est que les polyndmes en la variable de
troncature 7', qui jouent un rdle essentiel dans 1’établissement de la formule des
traces pour les corps de nombres, sont ici remplacés par des fonctions de type
« polynomes-exponentielles ». Des passages a la limite sont nécessaires pour les éli-
miner et pour obtenir, par exemple, le développement spectral fin. Ceci complique
encore les preuves. Par contre la compacité du dual de Pontryagin des réseaux sim-
plifie le contrdle des convergences d’intégrales.

Comme dans [25], le texte est divisé en quatre parties. Un appendice corrige des
bévues de [25].
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Partie I. Géométrie et combinatoire

Dans le chapitre 1, apres le rappel des notations usuelles, on adapte a notre cadre
le calcul des transformées de Laplace (ou anti-Laplace) des fonctions caractéris-
tiques de polytopes [25, section 1.9], ainsi que les résultats de [25, section 1.10]
sur les (G, M)-familles. Les intégrales sur les polytopes qui apparaissent dans [25]
doivent ici étre remplacées par des sommes sur I’intersection de ces polytopes avec
des réseaux. La combinatoire des polytopes est certes identique, mais la manipu-
lation des intersections est plus délicate; on doit en particulier tenir compte des
groupes finis cp = Bp\Ap. Leur traitement requiert 1’utilisation de divers outils
techniques empruntés a Arthur [8] et a Waldspurger [34]. Pour les corps de nombres,
les (G, M)-familles fournissent des polyndmes en la variable de troncature T, qui
permettent de contrdler le comportement asymptotique des divers termes de la for-
mule des traces. Ici les (G, M )-familles fournissent, pour les T « rationnels », des
expressions du type PolExp c’est-a-dire des combinaisons linéaires de polyndmes et
d’exponentielles. Par un passage a la limite on définit un polyndme qui est I’analogue
du polyndme asymptotique pour les corps de nombres. Dans le chapitre 2, on gé-
néralise au cas tordu les relations et propriétés du chapitre 1. L’analogue de 1’étude
dans le cas tordu de la notion d’élément semi-simple [25, section 2.6] est renvoyée ici
au chapitre suivant. Le chapitre 3 contient des rappels sur la théorie de la réduction.
Sur un corps global de caractéristique p > 0, cette théorie est essentiellement due a
Harder [20]. En reprenant les idées de Harder sur la descente galoisienne, Springer
[39] a donné un traitement uniforme (valable pour tout corps global) des principaux
résultats de cette théorie. La ou c’est nécessaire, on remplace donc par [39] la réfé-
rence au livre de Borel [14] dans [25, chapitre 3]. Par ailleurs, on définit un ersatz
de la décomposition de Jordan (inutilisable ici, car, en général, elle n’est pas ration-
nelle) : on remplace la notion d’élément quasi semi-simple régulier elliptique par
celle d’élément primitif (qui d’ailleurs apparalt dans [25, section 3.7]). Toute paire
(M, 5) formée d’un facteur de Levi M de G défini sur F et d’un élément primitif §
de M (F), définit un sous-ensemble O, de G(F ) stable par G(F)-conjugaison. Ces
ensembles O, jouent le role des classes de ss-conjugaison de [25].

Partie I1. Théorie spectrale, troncatures et noyaux

Le chapitre 4 concerne 1’opérateur de troncature A7 . Ses propriétés sont essentiel-
lement les mémes que dans le cas des corps de nombres, exceptées les propriétés de
décroissance qui sont ici beaucoup plus fortes. On pose

X¢ =G(F)\G(Af) et Xg = Ag(Ar)G(F)\G(AF).

Pour un corps de fonctions, I’opérateur de troncature A7, appliqué 2 une fonction
lisse et K-finie ¢ sur X g, fournit une fonction AT<p sur X g a support d’image



Structure du texte 7

compacte dans X g. De plus, la décomposition
AT =CT + (AT D),

ott CT est la multiplication par la fonction caractéristique d’un domaine de Siegel
tronqué, se simplifie ici car, si T est assez régulier, on a (AT — CT)¢ = 0. Le cha-
pitre 5 introduit les opérateurs d’entrelacement et les séries d’Eisenstein dont les
propriétés, en particulier leur prolongement méromorphe, ont été établies par Morris
[35,36] et reprises dans [32, chapitres II, IV]. La preuve de la formule pour le produit
scalaire de deux séries d’Eisenstein tronquées reprend celle de [25, théoreme 5.4.3].
Dans le cas ou les fonctions induisantes sont cuspidales, on obtient une formule exacte
essentiellement due a Langlands. Dans le cas ou les fonctions ne sont pas cuspidales,
on dispose d’une formule asymptotique qui se déduit du cas cuspidal. Cette formule
asymptotique fournit une majoration uniforme lorsque les parameétres A et i sont ima-
ginaires purs. En effet, ici, les espaces de parametres sont compacts, ce qui n’était pas
le cas pour les corps de nombres. Dans le chapitre 6 est introduit le noyau intégral. Le
théoreme de factorisation de Dixmier-Malliavin, et la propriété de +A-admissibilité,
sont trivialement vrais ici. On énonce la principale propriété du noyau tronqué (I’opé-
rateur de troncature agissant sur la premiére variable) : sa restriction 3 @™ x &* est
bornée et a support compact, ot &* est un domaine de Siegel pour le quotient X .
Dans le chapitre 7 on rappelle la décomposition spectrale de L2 (X ) due a Langlands
pour les corps de nombres [28] et a Morris pour les corps de fonctions [35,36], puis
rédigée pour tout corps global par Mceglin et Waldspurger [32]. On remarquera que
si Ag, le tore déployé maximal dans le centre de G, n’est pas trivial, il n’y a pas de
spectre discret dans L?(X g) et, pour parer ce fait, il est usuel de donner la décom-
position spectrale en ayant fixé un caractére unitaire d’un sous-groupe co-compact
de Ag(F)\Ag(AF). Pour les corps de nombres on se limite aux fonctions sur X g
qui sont invariantes par le relevement g de Ag dans Ag (A ). Comme déja observé
ci-dessus, pour les corps de fonctions, un tel relevement n’existe pas, en général. En
I’absence d’un choix naturel, nous ne ferons aucune hypothése sur le comportement
des fonctions sur Ag(AF) et la décomposition spectrale comprendra, comme pre-
miere étape, la décomposition suivant les caracteres unitaires de Ag (F)\Ag(AF).

Partie II1. La formule des traces grossiere

Dans le chapitre 8 on donne, a titre d’exemple, la formule des traces dans le cas
compact. Comme nous ne faisons aucune hypothése sur I’action du centre de G,
I’intégrale du noyau sur la diagonale porte ici sur

Yo = Ag(Ar)G(F)\G(AF),

au lieu de g G(F)\G(AF) dans [25]. Puis on énonce I’identité fondamentale entre
les deux troncatures, pour le noyau, qu’il convient de considérer pour traiter le cas gé-
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néral. Le chapitre 9 décrit le développement géométrique dit « grossier ». Le résultat
principal est la convergence de I’expression

> [ k@i,

ou o parcourt les classes d’équivalence de paires primitives dans G(F ). Il implique
en particulier que les intégrales orbitales des éléments primitifs sont absolument
convergentes. Comme en [25, section 9.3], on ne donnera des formules explicites
que pour les orbites primitives et pour les orbites quasi semi-simples. Le développe-
ment géométrique fin qui explicite les contributions unipotentes n’est pas abordé ici.
Le chapitre 10 établit la convergence d’une premiere forme du développement spec-
tral. Il s’agit de montrer la convergence de chaque terme d’une somme indexée par
des sous-groupes paraboliques. Les résultats principaux sont les propositions 10.1.2
et 10.2.1, analogues de [25, proposition 10.1.6, corollaire 10.2.3]. Dans le chapitre 11,
pour chaque terme des développements géométriques et spectraux, un élément de
I’ensemble PolExp est défini, ainsi que le polyndme limite. On obtient la premiére
forme, dite « grossiere », de la formule des traces.

Partie IV. Forme fine des termes spectraux

Il reste a exploiter la décomposition spectrale pour obtenir le développement spec-
tral fin. Les preuves des énoncés suivent pas a pas celles des chapitres 12 et 13 de
[25] & deux différences (simplificatrices) pres : d’une part, il est inutile d’introduire
une fonction B car ici les parametres spectraux évoluent dans un espace compact;
d’autre part (comme dit plus haut), la décomposition de I’opérateur de troncature
en AT = CT + (AT — CT) devient ici, pour T assez régulier (dépendant de la fonc-
tion test ¢), AT ¢ = CT ¢. Le chapitre 14 contient la combinatoire finale donnant lieu
aux formules explicites. La preuve de la proposition 14.2.3 est plus technique que
celle de son analogue [25, proposition 14.1.8] et fournit une formule moins simple,
a cause d’une inversion de Fourier relative a un accouplement qui n’est pas parfait.
C’est un probleme déja présent dans le cas local. On s’inspire du traitement de cela
dans [34] pour obtenir les formules finales.

Appendice

On trouvera en appendice un erratum corrigeant les lapsus et erreurs que nous avons
pu repérer dans [25].



Partie |

Géométrie et combinatoire






Chapitre 1

Racines, convexes et (G, M)-familles

1.1 Le corps F

Dans tout cet article, F' est un corps global et, sauf mention expresse du contraire
lorsque nous faisons le parallele avec le cas des corps de nombres, il est de caracté-
ristique p > 0.

Soit IF, «le» corps fini a ¢ éléments, pour une puissance ¢ du nombre premier p.
Soit V une courbe projective lisse et géométriquement connexe sur IF,, de corps de
fonctions F. L’ensemble |V| des points fermés de V est en bijection avec I’ensemble
des places de F. Pour v € |V|, on note F, le corps complété de F en v, o, 1’an-
neau des entiers de F,, p, ’idéal maximal de o,, et k, le corps résiduel o, /p,. Ce
dernier est une extension finie de F,, de degré deg(v) appelé « degré de v », et de
cardinal ¢, = ¢9€®)_ Pour v € |V|, on note encore v la valuation sur F, normalisée
par v(F,) = Z, c’est-a-dire par v(w,) = 1 pour une uniformisante @, de F,, et on
note | |, la valeur absolue sur F,, définie par

|x|U=q;v(x)7 -XEFU

Soit A 1’anneau des adeles' et A* le groupe des ideles de F. On dispose de 1’appli-
cation degré
deg: A - Z,

définie par

deg(@) = Y —v(ay)deg(v)  pour @ = (@)vey| € A%,
vE|V|

etonpose |a| =[], lavlv = q9°2@ Le groupe F* est un sous-groupe discret de A,
contenu dans
Al = {a € A : deg(a) = 0},

et le quotient F*\A! est un compact.

'Le corps F étant fixé dans toute la suite nous alleégeons la notation en notant simplement
A I’anneau A .
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1.2 Espaces vectoriels et réseaux

Soit P un groupe algébrique linéaire connexe défini sur F. On note X r (P) le groupe
des caracteres algébriques de P définis sur F. Si R est un anneau, on pose

ap.r £ Hom(Xfr(P), R).

Le Z-module libre de type fini ap z est un réseau de I’espace vectoriel réel

déf
ap = apRr.

Pour x € P(A), on note Hp (x) I’élément de ap tel que
(x,Hp(x)) =deg y(x) pourtout y € Xg(P).
L’application x — Hp (x) est un homomorphisme
Hp : P(A) — ap,

dont I’image — notée ap r dans [8] et dans [34] — sera ici notée Ap :
def
Ap = Hp(P(A)).
Pour un corps de fonctions, Ap est un sous-groupe d’indice fini de ap 7 et donc
un réseau de ap (alors que Ap = ap pour un corps de nombres). Une inclusion
de F-groupes algébriques linéaires connexes P C Q induit des homomorphismes

ape —> AQ.e.

On pose

0 déf s

ap = ker[ap — ag] et Ag = ker[Ap — Ag] = Ap N a2

P

Pour H € Ap on notera P(A; H) ’image réciproque de H. Le noyau de Hp,
usuellement noté P(A)!, n’est autre que P(A;0). Le groupe P(A)! = P(A;0)
opere par translations sur P(A; H) ainsi que le groupe P(F) des points F-ration-
nels de P qui est un sous-groupe de P(A)!, et donc P(A)! opére a droite sur le
quotient P(F)\P(A; H).

Supposons que le radical unipotent Up de P soit défini sur F et qu’il existe une
section 1 : P = P/Up — P, elle aussi définie sur F (c’est toujours le cas si P est
un F-sous-groupe parabolique d’un groupe algébrique réductif connexe défini sur F').
On note Zp le centre « schématique » de P, et Ap C Zp le tore F-déployé maximal
de Zp. On identifie Ap a t(Ap). Lhomomorphisme naturel

-AAP — Ap
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est bien défini (il ne dépend pas de la section ¢). Il est injectif mais non surjectif en
général ; son image sera notée

Bp £ Hp(Ap(A)).

C’est un sous-groupe d’indice fini de Ap ; on pose
déf
cp = Bp\Ap = Ap(A)P(A)'\P(A).

Pour P C Q deux F-sous-groupes paraboliques d’un groupe algébrique réductif
connexe défini sur F, I'inclusion Ap C Ao (définie via le choix de sections P—>P
et 0 — Q définies sur F) induit une section ap — ap de I’homomorphisme surjectif
ap — ag et donc une décomposition

ap =ag @a}Q,.

Pour X = Xp € ap, cette décomposition s’écrit X = Xp + Xe.

1.3 Dualité et mesures

On appelle caractere d’un groupe topologique, un homomorphisme continu dans C*,
et caractere unitaire, un caractere a valeurs dans le groupe U des nombres complexes
de module 1. Le dual de Pontryagin d’un groupe abélien localement compact est le
groupe topologique de ses caracteres unitaires.

Si a est un espace vectoriel réel de dimension finie, on notera a* ’espace vectoriel
réel dual, (A, X) le produit scalaire de X € a et A € a*, et @ le dual de Pontryagin
de a que I’on peut identifier, au moyen de 1’exponentielle, au sous-espace ia* des
vecteurs imaginaires purs dans a* ® C. Si R est un réseau de a, on notera R I’en-
semble des A € ia* tels que (A, X) € 2inZ pour tout X € R. C’est ’orthogonal
de R du point de vue de la dualité de Pontryagin : le groupe compact @/R" s’identifie
au dual de Pontryagin de R :

R~a/RY.

Pour une fonction a décroissance rapide f sur R, on note f la fonction lisse sur R
définie par
F)y =Y fX)et X AeR.

XeR

Si R est muni de la mesure duale de la mesure de comptage sur R, c’est-a-dire telle
que vol(R) = 1, on a la formule d’inversion

F(X) = A F(N)e X1 dA, X eR.
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Pour alléger 1égerement les notations, pour P comme en section 1.2, on se permettra
d’écrire ap, Ap, etc., en place de ap, Ap, etc. On pose
déf =
rp = Ap.

Notons E(P), resp. E(P)', I’ensemble des caracteres unitaires de Ap (A), resp.
Ap(A)!, qui sont triviaux sur Ap(F). Ce sont deux groupes abéliens localement
compacts, et E(P)! est un quotient discret de E(P). On notera E(P)™ I’ensemble
des caracteres, non nécessairement unitaires. Le groupe E(P) s’insere dans la suite

exacte courte
0— Bp - E(P) > E(P)! = 0.

Convention 1.3.1. Pour les mesures de Haar sur les groupes abéliens localement
compacts, on adoptera les normalisations suivantes. On impose la compatibilité aux
suites exactes courtes et a la dualité de Pontryagin. Les réseaux de ap sont munis de
la mesure de comptage. Cela implique que le groupe fini cp est, lui aussi, muni de la
mesure de comptage, et que I’on a’

vol(up) = vol(Bp) = vol(@p) = 1.
On impose aussi que la mesure de Haar sur Ap (F)\Ap (A) vérifie
vol(Ap(F)\Ap(A)") = 1.

Ceci implique en particulier que le groupe discret E(P)', dual du groupe compact
Ap(F)\Ap(A)!, est muni de la mesure de comptage.

Tout caractere y de P(A) s’écrit de maniére unique
X = Xull

avec |x|(g) = |x(g)| et yu unitaire. Le caractére | x| est trivial sur P(A)!. On note
x' = xi la restriction de y 2 P(A)'. Tout élément v € a}  définit un caractere
de P(A), trivial sur P(A)! :

p s eVHPP) e p(A),

Ce caractére ne dépend que de 'image de v dans a}, /Ay et sarestriction a2 Ap (A)
ne dépend que de I'image de v dans a}, /B}. La suite exacte courte

0—>¢Cp—>apc/Ap > apc/Bp >0

20On observera que cette convention n’est pas celle utilisée dans [8].
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correspond a la restriction des caracteres de P(A) a Ap(A). Si 7 est une représen-
tation de P(A), pour v € a}‘,,C /Ay on note m, la représentation de P(A) définie
par

7y(p) = 1(p)e NP p e PA).

On la notera aussi parfois 7 * v. De méme, si £ est un caractere de Ap(A), pour
v € a} /By, onnote & = £ x v le caractere a > £(a)e!V"HP @) de Ap(A).

1.4 Sous-groupes paraboliques

Soit G un groupe algébrique réductif connexe défini sur F. Tous les sous-groupes
paraboliques de G considérés dans la suite, ainsi que leurs composantes de Levi,
sont supposés définis sur F. On fixe un sous-groupe parabolique minimal Py de G et
une composante de Levi My de Py. On note Ay le tore F'-déployé maximal du centre
Zm, de My. Ainsi My est le centralisateur de Ag dans G. Un sous-groupe parabolique
de G est dit « standard », resp. « semi-standard », s’il contient Py, resp. My. Un facteur
de Levi de G, c’est-a-dire une composante de Levi d’un sous-groupe parabolique
de G, est dit « semi-standard » s’il contient My, et il est dit « standard » si c’est la
composante de Levi semi-standard d’un sous-groupe parabolique standard. Dans la
suite, tous les sous-groupe paraboliques et tous les sous-groupes de Levi seront semi-
standards — nous omettrons parfois de le préciser.

On note P = PY, resp. L = LY, I’ensemble des sous-groupes paraboliques,
resp. facteurs de Levi, de G, (semi-standards), et Pg; = ’J’g le sous-ensemble de P
formé des éléments standards. Pour P € P, on note Mp ou simplement M la com-
posante de Levi (semi-standard) de P, et Up ou simplement U, le radical unipotent
de P ; on a les identifications

Ap = Ay, ap=ay e Ap =Apy.
On pose
ap = dim(ap).

Pour P, Q € Ptelsque P C Q, on anoté ag le noyau de I’homomorphisme naturel
ap — ag. On pose
ag = dim(ag) =ap —agp.

Pour M € L on note P(M), resp. F(M), le sous-ensemble des Q € P avec
comme composante de Levi Mg = M, resp. Mg D M. Pour Q € F(M), on pose

POM)={PePM):PCQ}), FeM)={PecFM):PcCOQ}

On se permettra de remplacer I'indice P par un indice M dans les objets qui ne dé-
pendent pas du choix de P € P(M). Par exemple, pour Q € F(M) et P € PL(M),
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on écrira parfois aAQ4 au lieu de ag, et X 18 au lieu de X 3 pour X € ap,. On rem-
placera souvent I’indice « P » par un indice « 0 » : ainsi on écrira Ao pour Ap,,
ag pour ap,, ag = ag ® aOQ, etc.

On fixe une forme quadratique définie positive (-, :) sur ag, invariante par le
groupe de Weyl W = N (4y)/ My, ot N (Ay) est le normalisateur de Ay dans G.
Pour tout X € ag, on note || X| = (X, X)"/? la norme de X. Pour M € L, la
forme (-,-) induit, par restriction, une forme quadratique définie positive sur ayy,
invariante par le groupe de Weyl WM = NM (4,)/M,. Pour Q € F(M), aAQl n’est
autre que I’orthogonal de ag dans a,z, pour cette forme.

Pour P € Py, on dispose des racines de Ay dans Mp et des coracines, qui sont
de éléments de a . Pour toute racine « et toute coracine Bona

(@.B) = Nyp € Z.

Les coracines appartiennent donc a agi Q- Soit A(I; I’ensemble des racines simples
de Ay dans Mp pour I’ordre défini par Py N Mp ; on note Ag’ la base de a(l)) formée
par les coracines simples, et A(I)D la base des poids pour Mp, c’est-a-dire la base
de (al)* duale de A(}; .Lorsque P = G, on écrira souvent Ag pour A§. On observe
que A(‘)D C Ay et que AS) est ’ensemble des restrictions non nulles des éléments
de Ag au sous-espace al deaf.

Plus généralement, pour P, Q € Py tels que P C @, on note Ag I’ensemble
des restrictions non nulles des éléments de AOQ au sous-espace ag de aOQ. On note
Ag I’ensemble des projections non nulles des éléments de Ag sur ’espace ag par
rapport a la décomposition aOQ = a{; @ ag. On note Ag la base de (ag)* duale
de Ag : c’est le sous-ensemble des éléments de AOQ nuls sur aé’ . On considere les

éléments de Ag et Ag comme des formes linéaires sur ag, grace a la décomposition
P
ap = a EBag ®ag.

Rappelons que deux réseaux R; et R, d’un R-espace vectoriel de dimension finie
sont dits commensurables si leur intersection R; N R, est d’indice fini dans chacun
d’eux. En particulier on a le lemme suivant.

Lemme 1.4.1. Les réseaux Z(Ag) sont commensurables aux .Ag.

Ces définitions s’étendent a toute paire de sous-groupes paraboliques (P, Q) de G
tels que P C Q : on choisit un élément g € G(F) tel que g~! Pg D Py et, par transport
de structures via le F-automorphisme Intg; de G, on définit les analogues des objets
ci-dessus; cela ne dépend pas du choix de g.

On note ag' I’ensemble des X € aq tels que (o, X) > O pour tout @ € Ag. Un
élément de ay est dit régulier s’il appartient a a:{ . Pour X € ay, on pose

do(X) = aienAfo(a, X).
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Ainsi X est régulier si et seulement si d o(X) > 0.

Soit M un facteur de Levi de G. Pour P € P(M), les homomorphismes de R-es-
paces vectoriels ayy — ap et de Z-modules Ay — Ap sont des isomorphismes.
Pour P, Q € Ptelsque P C Q, on anoté Ag le réseau ker[Ap — Ap] =Ap N ag

o
deap.
Lemme 1.4.2. On a une suite exacte courte de réseaux :

0—>Ag - Ap - Ag — 0.

Démonstration. 11 convient d’établir la surjectivité de la fleche Ap — Ag. Pour cela
on invoque la décomposition d’Iwasawa (rappelée en section 3.1) : tout g € Q(A)
peut s’écrire ¢ = pk avec k € K, ou K est un bon sous-groupe compact maximal
dans G(A) et p € P(A),donc Hp(q) = Hg(p) = Hp(p). [

On pose dualement
Q déf ~0
Rp =Hp/itg =Ap.
Notons qu’en général il n’y a pas de section canonique relevant Ao dans Ap. En
revanche, on a toujours I’inclusion

Bo =Hp(Ao(F)) =Hp(Ap(F)) C Bp.
Puisque A est un sous-tore de Ap, on a I’égalité :
Bo =BpNag.
En résumé, les inclusions
Ag(A) C Ap(A) C Mp(A) C Mp(A)

donnent le diagramme commutatif suivant :

Ap —— Ag

|
Bp +— By,

ou la fleche horizontale du haut est surjective alors que les trois autres sont injectives.
On pose

B YU Bo\Bp et C2LE By\Ap.

On observe que BIQ, est un réseau de ag et que Gg est un Z-module de type fini qui
s’insere dans la suite exacte courte

O—>B§—>€IQ,—>CP—>O.
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1.5 Familles orthogonales et (G, M )-familles

Fixons un facteur de Levi M € L et considérons une famille
X = (Xp)rPesm)

d’éléments Xp € ap. Une telle famille est dite M -orthogonale (ou simplement ortho-
gonale) sipour tous P et Q dans F(M) tels que P C Q, la projection (Xp)o de Xp
dans ap est égale a Xo. Pour M’ € L tel que M C M’, une famille M -orthogonale
détermine par restriction une famille M’-orthogonale. I suffit, pour définir une fa-
mille M -orthogonale, de se donner des Xp € aps pour chaque P € P(M) vérifiant
la propriété suivante : si P et P’ € P(M) sont adjacents et si & est I’'unique racine
de Aps positive pour P et négative pour P’, alors Xp — Xp/ est un multiple de &.
La famille est dite réguliére siles Xp — Xp- sont des multiples positifs de &. On dit
que la famille est entiere, resp. rationnelle, si Xp € Ap, resp. Xp € ap,q, pour tout
P € P(M).Dans ce cas Xg € Ag, resp. Xp € ap, g, pour tout Q € F(M).

On notera H,pr ou simplement £y si aucune confusion n’en résulte, le R-es-
pace vectoriel de dimension finie formé des familles M -orthogonales, et

Hpr = He.m CS5u
le réseau formé des familles qui sont entieres. On note
Su =9
le dual de Pontryagin de $)s. Le groupe compact
Har = Sur/HY,

s’identifie au dual de Pontryagin de Hys. Pour chaque P € F (M), on dispose d’une
application
wp 9Oy — ap, X = Xp

qui est surjective et on note
Lp ap —> Sf)M

I’application injective transposée de mp.

Une maniere tres simple de construire une famille My-orthogonale est de fixer
un élément T € ag. Pour P € P(My), si w est 'unique élément de W tel que
Y(Po) = P,onpose [T]p = wT.Onadonc [T]p, = T et’ensemble

T = (Tlp)pPermy)

définit une famille My-orthogonale. Pour Q € F(My), on a [T]p = ([T]p)o pour
un (i.e. pour tout) P € P2(Mj). Cette famille est réguliere, resp. rationnelle, si et
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seulement si 7' € ag, resp. T € ag,@- Soit X = (Xp) une famille M -orthogonale, et

soit 7' un élément de ay. On définit une autre famille M -orthogonale en posant :
X(T)=X+7, c’est-a-dire X(T)p =Xp+[T]p.
Une (G, M )-famille est la donnée d’une famille de fonctions
c=ArcA,P)| PeF(M))

a valeurs dans C, ou plus généralement a valeurs dans un espace vectoriel de dimen-
sion finies E, vérifiant les conditions :

* pourtout P € F(M), la fonction A +— ¢(A, P) est lisse sur ap;
« pourtous P, Q € F(M) telsque P C Q (i.e. P € F2(M)),ona

(P, = e Q).

Pour chaque P € F(M), on prolonge ¢ (-, P) en une fonction sur @y constante sur les
fibres de la projection @y — ap. Comme pour les familles M -orthogonales, il suffit
pour définir une (G, M )-famille de se donner des fonctions lisses

c(\P):ay - E pour P eP(M)

qui vérifient la propriété suivante : pour P, P’ € P(M) deux éléments adjacents cor-
respondant a des chambres séparées par le mur ag, ol R est I’élément de F(M)
engendré par P et P’, on a I’égalité

C(', P)|/£I\R = C(',P/)k;R.

Les fonctions c (-, Q) pour Q € F(M)~P(M) s’en déduisent par restriction.

Une (G, M)-famille ¢ = (c(-, P)) est dite périodique si pour tout P € F(M),
la fonction A + ¢(A, P) est invariante par translation par Ay, i.e. se factorise
par up = Ap. Pour qu'une (G, M)-famille ¢ = (c(:, P)) soit périodique, il suffit
que pour tout P € P(M), la fonction A — ¢ (A, P) soit Ay, -périodique. On notera
D(G, M) le C-espace vectoriel formé des (G, M )-familles périodiques.

Soit m une mesure de Radon a décroissance rapide sur $Hps et a valeurs dans E.
On lui associe une (G, M)-famille en posant, pour A € ap :

c(A, P) :/ eXP) dm (%),
Sm

ou Xp = np(X). La (G, M)-famille ¢ est périodique si et seulement si la mesure m
est le produit d’une fonction a décroissance rapide sur le réseau Jps par la mesure de
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comptage. Par abus de notation nous noterons encore m cette fonction. Sa transformée
de Fourier

@)=Y Mm@ pour 2 e by
UeFH

se factorise par Fpr, ¢ est-a-dire est invariante par J(y,. On notera ¢, la (G, M)-fa-
mille périodique définie par

em(AP)= )" MUPImQ) = (o p)(A).
UeFH

On munit I’espace vectoriel de dimension finie $3s d’une structure euclidienne
et on note ||X|| la norme du vecteur X € 9. L’espace S(Hys) des fonctions m a
décroissance rapide sur Hjs est muni d’une structure d’espace de Fréchet au moyen
des normes ng pourd € N :

ng(m)= sup (1+ U9 m).

UeH

Tout opérateur différentiel & coefficients constants D sur aps permet de définir une
semi-norme Np sur I’espace D (G, M) en posant

Np(e)= Y_ sup |De(A, P)l,
Pep(M) NERM

munissant ainsi (G, M) d’une structure d’espace de Fréchet. L’application linéaire
S :8(Hy) — D(G, M),

définie par m +— ¢,,, est continue.

Lemme 1.5.1. Toutes les (G, M)-familles périodiques sont obtenues de cette ma-
niére. En d’autres termes, ’application S est surjective.

Démonstration. C’estune variante de [25, proposition 1.10.1]. La preuve en est iden-
tique, a ceci pres que la fonction y sur R servant a construire la globalisation sur §M
de la (G, M)-famille ¢ donnée, qui ici est périodique, doit étre prise périodique au
lieu de lui imposer d’étre a support compact. Plus précisément, on fixe une base Bg
de ag = iag, et pour chaque P € F(M), on pose

Bp =1p(Bg U l'Zp) C gf)\M

On note B la base de §M formée par ’'union de ces ensembles Bp. C’est I’'union
de Bg etdes eg = tg(iwp), ou O parcourt I’ensemble Fnax (M) des sous-groupes
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paraboliques maximaux propres de G contenant M et wgp est 'unique élément
de Ag. Pour chaque P € J(M), on a une partition de B8 en

i)’:i)’pUi))P avec £P={€Q|Qegjmax(M)’QzP}

qui induit une décomposition de $js en somme directe. Pour A € $js, on note
A = Ap + AP la décomposition associée et I’on pose

xpAF) =TT xxe) si AF = D" xpWeg.
opP opP
On définit la fonction

fA) = D (=D Mc(p, P)xp(AF).

PeF (M)

oul’on aidentifié \p € tp(ap) aun élément de ap. Notons Z le réseau de R engendré
parles xg(A) pour A € Hy, et Q € Fax(M). Il suffit de prendre pour y une fonction
lisse et Z-invariante sur R, telle que y(0) = 1. N’importe quel caractere de Z\R
convient — par exemple y = 1. ]

Ce résultat permet de définir d’autres normes sur ’espace D (G, M) :
Définition 1.5.2. Pour d € N on pose
Na(e) = infing(m) | ey = c}.

1.6 Fonctions caractéristiques de cones et de convexes

Q

Pour P, Q € P tels que P C Q, on note® 7%, resp. ?,?, la fonction caractéristique

du cone ouvert dans agy défini par A2, resp. Ag :
2(X) =16 (@, X)>0,Va € AY,

'fg(X) =14 (w,X)>0,Vo € Ag.

Pour Q = G, on écrira souvent tp = Tg, Tp = ?g. La propriété essentielle pour la

combinatoire est que les matrices, indexées par les couples de sous-groupes parabo-
liques standards, T = (tp,p) et T = (Tp,p) définies par

o { (-1arc? siPcCQ ~ { (-)arz? siPcQ
P,O — R 0

. et Tp,0 = .
0 sinon, € sinon,

3Comme dans [25], toutes les fonctions indexées par P sont des fonctions sur ag qui se
factorisent a travers ag \ap (~ ap). Dans [34], elles sont considérées comme des fonctions
surap.
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sont inverses I’une de I'autre : 77 = Tt = 1 (cf. [25, proposition 1.7.2]).

Soit M € L. Fixons un élément Q € P(M). Cet élément définit un ordre sur
I’ensemble des racines de Aps dans G. On écrit o > 0, resp. o <g 0, pour signifier
qu’une racine « est positive, resp. négative, pour cet ordre. Pour P € P(M), notons
¢1(>;,Q la fonction caractéristique des X € ag suivante :

(we,X) <0 poura € Ap,telquea >0 0,

G
X)=1
¢P,Q( ) {:}{ (wa. X) >0 poura € Ap,tel quer <g 0,

ol {wy : @ € Ap} = Ap est la base de (ag)* duale de {¢ : @ € Ap} = Ap. On
note a(P, Q) le nombre des o € Ap tels que o <o 0. Par définition, ¢Iq,Q se
factorise par ag. Observons que qbg’ o est noté ¢ur,s dans [25] lorsque P = s(Q)
pour un élément s dans le groupe de Weyl. Plus généralement pour R € F(M) et
P, Q € PR(M), on définit la fonction ¢S, p comme ci-dessus, en remplagant G
par L = Mg, P par P N L, et Q par Q N L. Nous aurons aussi besoin de ¢>§,
la fonction caractéristique du cone fermé dans ag, défini par —AIQ, :

P2 (X)=1% (w,X) <0, Vo € AS.

On observera que qbg = ¢§ I

Nous allons citer des résultats empruntés a la section 1.8 de [25]. Leurs preuves
reposent sur le lemme 1.8.1 de [25, page 22], dont la démonstration est incorrecte.
Cette erreur a été observée par P.-H. Chaudouard. Une preuve alternative en est don-
née dans I’annexe (cf. Err (i), lemme A.3).

Pour P et R dans P tels que P C R, on définit la fonction F}f sur ag X ag par

RH.X)= Y (=D rRtZ(H)TE(H - X).
{Q|PCOCR}

D’apreés [25, lemme 1.8.3] la projection dans af.? du support de la fonction
H— F;f (H, X) est une union d’ensembles C(P, Q, R, X) et est donc compacte.

Précisément, il existe une constante ¢ > 0 telle que, si FIIf(H ,X)#0,0na
IHFI < cIXE].
ou X — X 5 est la projection sur I’ orthogonal de ag’ @ agr. De plus, si P est standard
et X est régulier, on a
TE(H. X) = tf (H)¢F (H = X).

Soit M € L. Pour une famille M -orthogonale X = (Xp) et pour R € F(M), on
note I' A’; (-, X) la fonction sur ay définie par

TR(H%) = Y (=D *RTL(H - Xp).
PeFR(M)
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D’apres [25, proposition 1.6.5], si la famille X est réguliere, alors FAIfI (-, %) est la

fonction caractéristique de I’ensemble des H € ag, dont la projection H A’} dans ajf}

appartient a I’enveloppe convexe des points X ff pour P € PR(M). En général, la
projection du support de la fonction FAI; (-, ¥) dans aﬁ est compacte [25, corol-
laire 1.8.5]. Précisément, il existe une constante ¢ > 0 (indépendante de la famille
X), telle que pour tout H € ag tel que FAIfI (H, %) # 0, on ait

R R
[Hyll <c sup [ Xp].
PePR(M)

On se limite maintenant au cas R = G.

Lemme 1.6.1. Soit Q € P(M). Ona

Ty(H.%) = Y (~)*POeg (H — Xp).
PeP(M)

Démonstration. Ceci résulte de [25, proposition 1.8.7 (2)]. ]

Pour les (nombreuses) autres égalités reliant les fonctions rg, ’r\g, ¢gQ, r g
et Flg, on renvoie a [25, sections 1.7, 1.8] et a [34, section 1.3].

Pour P, Q € P tels que P C @, les fonctions méromorphes eg sur ag o sont
définies dans [25, section 1.9]. On rappelle leur définition :

Définition 1.6.2. On munit ’espace vectoriel ag d’une mesure de Haar. Pour
A € aj - en dehors des murs, on pose

€2 (M) =vol@g/Z(A%) [T (A&,
aeAg

ou Z(AIQ,) désigne le réseau de ag engendré par A2 et ag / Z(AIQ,) est muni de la
mesure quotient de la mesure sur a}Q, par la mesure de comptage sur Z(Ag).

On observera que, si (N(A), «) > 0 pour tout @ € A2 ona
€A = /Q ¢S (H)e™M ) dH.
ap
Pour Xp € ap on pose aussi

Q
e (N = | ¢P(H - Xp)e M dH = AXP)2(A).
af

En sommant sur des réseaux au lieu d’espaces vectoriels on définit, comme en [34,

section 1.5], des variantes 81Q>’XP (Z; A) des fonctions eg’X” .Pour Z € Ag, on pose

A8(Z)E{H e Ap : Hy = Z}.
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Si Z' € Ap esttel que Z’Q = Z,on aalors
A(2) =7+ AZ.
Pour A € aé)c, Z e Aget Xp € ap, on pose

s N(ZiN = Y dp(H —Xp)eMH).
HeAS(2Z)

Lemme 1.6.3. La série définissant & P’XP (Z; A) est absolument convergente si
(MA, @) > 0 pour tout o € AIQ,. Dans ce domaine, la série ne dépend que de la pro-
jection de A dans a3, /AY,. Pour Xp € ap,q, la fonction

0.Xp .
A ep™ " (Z:N)
se prolonge méromorphiquement a tout A € ag ..

Démonstration. Montrons le prolongement méromorphe, pour Xp € ap g.Lapreuve
ci-apres est classique (cf. [8] et [34]). Pour tout entier K > 1 on pose

Dy =k~'D, o D=27(AY% cdl

Choisissons k tel que Dy contienne AIQ, et (Xp —Z")€. Le réseau dual D}/, formé
des A € a}Q)’* ® C tels que (A,Y) € 2iw Z pour tout Y € Dy, vérifie I’inclusion

v o,v
Dy CAp.
Considérons les fonctions méromorphes*

g2, ()= [] (1—e ¥ A@)1,
aeAg

L’ensemble des H € Dy tels que ¢ I‘_? (H) = 1 est celui formé des

Z ngk 'a

o
aEAp

pour des entiers ny < 0. Pour A € az c tel que (MA,a) > 0 pourtout o € AQ, ona
donc :

2, ()= Y ¢f (H)e!M),
HeDy

“Dans [8], cette fonction est notée ((91,9},(,l )L,
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Par inversion de Fourier sur le groupe abélien fini A}Q,\Dk, on obtient

(A,Z7)
e
NN = ——5 Y Y GR(H +Z = Xp)etH I
[Di : Ap] veAQ py HEDy
A,Z'
_ ! ) Z Z ¢Q(H)e(A+v,H+(XP—Z/)Q)
D A9 P
[ k-/p veﬂg'v/D]\(/ HeDy
et donc
A 14
0.Xp Z-A) = €< 2 (A+v,(Xp—2")2) 0 A
e (Z; )_—D 0 Yoo ep (A +v).
[Dr : P] veAg'v/'D,{
Le lemme en résulte. n

Lemme 1.6.4. Le lemme 1.6.3 reste vrai pour tout Xp € ap.

Démonstration. Notons Z le réseau de R engendré par les (w, H) pour @w € Ag
et H € Ap. Pour w € AIQ,, Xp €ap et H € Ap, posons x5 = (@, Xp) € R et

he = (w, H) € Z. Notons A; 'ensemble des @ € AIQ, avec xq € Z. Il existe un
Yp € ap g tel que les coordonnées y, = (w, Yp) vérifient :

* Y@ = Xy pourtout w € Ar;
. o —he) Xy —hg) >0 ourtoutteAQ\AlettoutH e Ap.
y p P

Pouruntel Yp on a

¢F(H — Yp) = ¢£ (H — Xp)
et donc
eg’YP (Z;N) = Sg’XP (Z; A). [

Pour P, Q € P(M), Z € Ag et Xp € ap, on pose

G.X . ,
epo (Z:N) = > ¢fo(H — Xp)eA),
HeAS(Z)

la série étant absolument convergente si (RA, &) > 0 pour tout @ € Ag. Elle ne
dépend que de la projection de A dans a} ~/Ajp.

Lemme 1.6.5. Pour Xp € ap, la fonction A +— sg’)Q(P (Z; N) ne dépend que de
l'image de A dans a;",’c /A}. Elle se prolonge méromorphiquement a tout A € a;’c,
et on a l’égalité
G, X . , G.X .
epo’ (Z:A) = (=) PDLAr(Z: A).
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Démonstration. Compte tenu du lemme 1.6.4, c’est I'assertion (2) de [34, sec-
tion 1.5]. [ ]

Soit X = (Xp) pes(ar) une famille M -orthogonale. On pose’
X~
Yo EZiN = Y TE(H. %)M,
HeAS (2)
Lemme 1.6.6. La série

> TE(H X))
HeAS (2)

est une somme finie. La fonction A +— 7/18”35 (Z; A) est une fonction entiere de
Ae a;jc, qui ne dépend que de I'image de A dans ax,l’(c [ Ay Pour A en dehors
des murs, on a l’identité suivante :

k: X
YaE(ZiN) = Y 2N (Z:A).
PPl (M)

Démonstration. La compacité de la projection sur aAQ,I du support de la fonction
H i T2(H, %)

([25, corollaire 1.8.5]) implique que la série définissant )/18135 est une somme finie.
Elle définit donc une fonction entiere. Pour la seconde assertion on invoque 1’expres-
sion de I'ps dans le lemme 1.6.1°, au moyen des ¢p,o et dulemme 1.6.5. [ ]

Pour P € P2(M) et A € ap ¢, notons d(A) le cardinal de ’ensemble des
a € AIQ,, tels que (A, a) € 2iknZ.

SLindice F et la lettre Z indiquent que 1’on somme sur le translaté A,‘Q,, (Z2)=27"+ .AAQ,,
du réseau AI%I de aAQl ; a ne pas confondre avec I’intégrale fa% FAQ4 (H,%)e'MH) dH (cf. [25,
lemme 1.9.3]) qui apparaitra dans la preuve de la proposition 1.7.4. Idem pour I’expression
cAQ/Iale; (Z; A), voir plus loin.

°0n observera que I’identité du lemme 1.6.1, qui résulte de [25, proposition 1.8.7], rem-
place (avantageusement) la décomposition [25, lemme 1.9.3 (3)], dont ni la formulation, ni la
preuve, ne s’étendent au cas des corps de fonctions — en effet, les murs peuvent contenir des
points du réseau qui donnent alors une contribution non nulle.
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Lemme 1.6.7. On suppose que la famille M -orthogonale X est rationnelle. Choisis-

sons un entier k tel que, pour tout P € P2 (M), le réseau Dy dans aAQI contienne

AQ et (Xp — Z")2. La valeur en A de la fonction Yar F(Z A) peut s’écrire

o
vee(ZiN) = Y ppae(XE)e AR,
PeP2(M) Vv

oit les v varient dans AI%V /DY etles pp ; sont des polynomes en X 2 de degré d(A).

Démonstration. Pour A en dehors des murs, on a

X .
Ve E(ZiN) = Y e2X(Zi ).
PeP2 (M)

On a vu dans la preuve du lemme 1.6.3 que

e(A5Z/)

0.Xp . _
&p (Z,A)_[Dk:AAQI]

S 0 4
veAAQl‘V/'D]\C/

Fixons A = A 4+ v. Pour ¢ € R et £ en position générale, on dispose du dévelop-
pement de Laurent au voisinage de t = 0 des fonctions SIQ, (& + ). On rappelle
que

epp) = [ @—e 'y
aeAg
et donc
e<t§+’l’(XP_Z/)Q)8gk(t§ + A1) = t_d(l)e(ts’Xg)fP(t, E,l)eu’xfg),

ou d(XA) est le nombre de racines o € Ag telles que kA8 = 1 cest-a-dire
(A,a) € 2iknZ et ou, pour A et £ fixés, fp(t, &, A) est une fonction de ¢, lisse au
voisinage de t = 0, indépendante de Xp, et vérifiant fp (0, &, 1) # 0. La dérivée par

rapport a ¢, d’ordre d (1) de

o
UEXE) fp (1,5.1).
estun polynome en X 3 de degré d(A). Le terme de degré zéro dans le développement
de Laurent au voisinage de + = 0 de la fonction

Az
A2 (te+2,(Xp—-2"2) 0

5.¢ ep (€ + 1)

Dk 3‘AM]

(A.x5)

est donc de la forme pp (X 19 e . Comme d’apres le lemme 1.6.6 la fonction

t»—>yMF(Z A +t§)
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est lisse, les parties polaires se compensent’. |

Soit ¢ = (c(-, P)) une (G, M)-famille. Pour Q € 3 (M), Z € Ag, et une famille
M -orthogonale X = (Xp), on note c%“xp (Z; ) la fonction définie pour A € @y en
dehors des murs par®

eGP (ZiN = > e2XF(ZiN)e(A P).
PeP2 (M)

Proposition 1.6.8. Soient Q C R deux sous-groupes paraboliques dans F(M).
Considérons une (R, M)-famille périodique ¢ associée a une fonction m a décrois-
sance rapide sur H gy, et une famille M -othogonale X. Alors

cgFZin =Y mWygFTNZ + Ug:iA),
uEI}CR’M

et la fonction
A c%fw (Z;N)

est une fonction lisse sur ;.

Démonstration. On exprime la (R, M )-famille ¢ au moyen de la fonction m : pour
PePM)etA € py,ona

c(A.P)y= Y MUPIm,
UeHRr m
et donc

eFTZiN = > ST met RS Xr (7 A,

PeP2(M)UEHR pm

Fixons un P’ € P(M). Pour A dans le cone positif associé a P’ on a

X ’
ep (ZiA) = (1)U PED ST g p(H — Xp)eltH,
HeAS (2)

Donc cﬁaﬁw (Z;A)estégal a

Z m(ll) Z (_l)a(P,P/) Z ¢Ig,P’(H _ XP)€<A’H+UP),

UeH g, M PeP (M) HeA$ (2)

7On remarquera que, contrairement au cas des corps de nombres, les polyndmes obtenus ne
sont en général pas homogenes.

8Notons que cette fonction ne dépend que de la (Q, M)-famille (¢ (-, P)) pc Fo (M) et de
la famille (Q, M)-orthogonale (X p) pc50 (ar), déduites de ¢ et de X par restriction.
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qui est encore égal a

Som) Y GO S G (e Upel )

UeH R, m PePQ(M) HEAIQW(Z+UQ)
Donc, vu le lemme 1.6.1,

eFXZin= ) m ) TH(H.X+wetMH)
UeHRr M HeAS (Z+Up)

et on obtient la formule de 1’énoncé grace au lemme 1.6.6. On observe maintenant
que pour A € p,,, la fonction sur Hg pr

U yet M Z+ Ui = Y TOH.ZE+weMH)
HeAS (Z+Up)

est majorée par
U Y ToH.X+0).
HeA$ (Z+Up)

La fonction
H~ [T2(H,X+U)| pour HeAy

ne prend qu’un nombre fini de valeurs entieres, bornées indépendamment de U. Elle
est a support compact inclus dans une boule de rayon majoré par un polynéme en U.
Sa somme sur H est donc bornée par un polynéme en U. Par ailleurs, m est a décrois-
sance rapide, ce qui prouve la convergence absolue, uniforme en A, de la série en U.
L’expression cﬁi (Z; A) est donc une fonction continue en A. Plus généralement,
les dérivées en A correspondent a des séries analogues, ou 1’opérateur différentiel
sur ¢ se traduit en transformée de Fourier par la multiplication par un polyndme en U.
On a encore la convergence uniforme des séries, vu la décroissance rapide de m, d’ou
la lissité de la fonction A — 01%1315 (Z:; N). ]

Lemme 1.6.9. On reprend les hypotheses du lemme 1.6.7. La valeur en A de la
fonction c]%[f- (Z; M) peut s’écrire

X o
eTTZiN = D D gpary(X)ehTER),

PePQ(M) Vv

ou les v varient dans AI%V/DV, et les gp a4y sont des polynomes en XI? de degré
inférieur ou égal a d(A + v).

Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme 1.6.7 : les fonctions
fp(t, &, 1) doivent &tre remplacées par les

gpt.§&.A+v) = fp(t.§&. A+ v)c(A +1£ P).
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Il convient ensuite d’observer que 1a aussi les singularités des 5> " (Z; A) se com-
pensent puisque la fonction

L e SR (ZiA +18)

est lisse d’apres la proposition 1.6.8. Mais les degrés des polyndmes peuvent s’abais-
ser la ou les ¢(A, P) ont des zéros. ]

Pour une (G, M)-famille ¢ (périodique ou non) et une famille M -orthogonale
quelconque ¥, on pose pour A € @y en dehors des murs’,

¥ M= D M (Me(A. P).
PePl (M)

Cela définit une fonction lisse sur @g (les singularités des fonctions € sur les murs sont
compensées par des annulations dues aux propriétés des (G, M )-familles). Si X est
la famille triviale, on écrit simplement

cG(A) = S0,
Pour U € $y7, on note ¢(U) la (G, M)-famille définie par
c(U; A, P) = eMUP)e(A, P).
Pour A € @ en dehors des murs, on pose

cFA) = Y 2(M)eLA,P).
PeP2 (M)

Ona'’
e (W A) = e MU F e A),
ot U< est la famille M -orthogonale (U 19 ) dans M. Plus généralement, pour X et U

deux familles M -orthogonales quelconques, on pose

AN E D 2X(MeiA,L P).
PeP2 (M)

Observons que
cCFUA) =S (%2 + U ).

9Rappelons que la fonction eg’XP (A) dépend du choix d’une mesure de Haar sur

a}Q) = aAQ/,. On prend, bien sfir, la méme mesure pour tous les P € P2 (M).

'Notons que dans [34], ¢’est la (G, M )-famille ¢ (U ) qui est notée « ¢ () ».
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Si ¢ estune (G, M )-famille périodique et U une famille M -orthogonale rationnelle, la
(G, M)-famille ¢ (1) est périodique si et seulement si la famille U est entiére. Auquel
cas, si ¢ = ¢y, pour une fonction m a décroissance rapide sur Hjyy, alors ¢ (U) = ¢y,
ou

m' (V) = m(V - N).
Pour U entiere'' et X quelconque on pose
cFTZ WA = Y 2K (ZiNe (AL P).
PePQ (M)

Ona
ey (Z A = cZFTNZ + Ugi A).

On pose aussi

def

Y E(Z WA S yT TN Z + Ui N = Y €3NP (Z AU,

PeP2(M)

Si X = T pour un T € ag, on remplacera ’exposant T par un simple 7' dans les
expressions ci-dessus. Avec cette convention on a le

Corollaire 1.6.10. Soit ¢ = ¢, une (G, M)-famille périodique donnée par une fonc-
tion m a décroissance rapide sur Hyg. Pour T € ag on a

T .
cGH(ZiN) = Y mWyZp(Z. 0 A).
UeHpr
Démonstration. C’est un corollaire de la proposition 1.6.8. ]

Soit Ho m le R-espace vectoriel formé des familles M -orthogonales dans Mg,
c’est-a-dire qu’on remplace les conditions sur P € P(M) par des conditions sur
P € P2(M). Soit Hom C Ho.m le réseau formé des familles qui sont entiéres.
L’application naturelle (qui n’est a priori pas surjective)

Su = H6,m — Do,m
envoie Hys = Hg,p dans Ho pr. Elle donne, par dualité, une application
Som — Su,
qui se factorise en une application

g/'\CQ,M — :?CM

10n observera que la famille U€ est a priori seulement rationnelle.
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Toute fonction lisse & sur $py = i$y, définit donc par composition une fonction

lisse g sur §Q,M = i&*Q,M, et si i est périodique, alors /1 ’est aussi. Dans ce cas,
h = m pour une (unique) fonction a décroissance rapide m sur le réseau Hjyy, et on
note m g la fonction a décroissance rapide sur le réseau H o ps définie par mg = hg.
Cette fonction vaut O en dehors de I’'image de I’application Hg pm — Ho m, et
pour U dans cette image on a

moM)= Y m(DB),

BeHG ,, ()

ol f){g’M(ll) C Hg,m est la fibre au-dessus de U.

Corollaire 1.6.11. Soit ¢ = ¢, une (G, M)-famille périodique donnée par une fonc-
tion m a décroissance rapide sur Hg p. Pour T € ag ona

eFH(ZN = > moM)ygr(ZU:A)

UeHo m
ou
T . T
Vi F(Z W A) = vy (Z 4+ Ugs ).
Démonstration. C’est encore un corollaire de la proposition 1.6.8. ]

Par inversion de Fourier, ceci se reformule comme suit :

Lemme 1.6.12. Soit X une famille (Q, M )-orthogonale, et soit ¢ une (Q, M)-fa-
mille périodique donnée par une fonction a décroissance rapide m sur Ho pr. Pour
Z € Ag etV € Ay on pose

?Igii(z;V):/ e G (ZiNe MV dA.
57
On a alors
e zZvy= Y mWIG(v.x +u).
UeHo m
Z+Up=Vp

Démonstration. On sait d’apres la proposition 1.6.8 que

TRz VY= > mWygrtNZ +UgiV).
UeHo pm

donc

GrrZivy= ) mWpgETNZ + UiV,
UeHo pm
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et on observe que

TV, 2+U0) siZ+Ug =Vp,

~0.E+U )
Z+Up;V)= .
Ym.r (Z+Ug:V) { 0 sinon.

1.7 L’ensemble PolExp

Nous avons besoin de deux lemmes élémentaires. Faute de référence nous en donnons
une preuve.

Lemme 1.7.1. On considere, pour k = 1,...,m, des nombres complexes ay, et des
nombres complexes by deux a deux distincts, de module 1. On suppose que

n—-+o00

m
(1.1 lim > agbp =0.
k=1

Alors les ay. sont tous nuls.

Démonstration. On le démontre par récurrence sur m. Si m = 1, c’est évident.
Supposons-le vrai pour m — 1. En posant dy = by /by, et ¢ = ax(1 — di), la condi-
tion (1.1) implique

m—1 m—1 m—1
lim ard; — agd’') = lim crdy = 0.
n—>+oo kX—:I k% kZ—:l k% n—>~|-o<>kX_:1 ek

Les by sont tous différents donc les d sont tous différents. L’ hypothése de récurrence
impose ¢ = 0 pour 1 <k <m — 1. Comme 1 — dj # 0, les a; sont nuls pour
1 <k <m—1; ceciimplique a,, = 0. ]

Soit a un espace vectoriel réel de dimension finie, et soit R un réseau de a. On
considere pour T' € R une combinaison linéaire de produits de polynémes et d’expo-
nentielles

$(T) =D pu(T)e™ T,

veE
ol E est un sous-ensemble fini de R = a/RY et les p, sont des polyndmes sur a.

Lemme 1.7.2. Soit C un céne ouvert non vide de a, et soit T, € R. On suppose
que ¢(T) tend vers 0 lorsque ||T | tend vers Uinfini pour T dans T, + (C N R).
Alors p,, = 0 pour tout v.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur la dimension de a. Le cas de la
dimension zéro est fourni par le lemme 1.7.1. Le réseau R peut étre décomposé en
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une somme directe R = Zv & Rq avec v € C N R primitif (c’est-a-dire que v = nv,
avec v; € Retn € Z implique n = £1). Considérons T =nv + T; € Ravecn € N
et T1 € Ry. On peut écrire ¢ (nv + T1) sous la forme

v +Ti)= Y qun, T)bl,

HEE (v)

ol les b, = e!*¥) sont des nombres complexes de module 1, deux a deux distincts
et E(v) estle quotient de E défini par la restriction a Zv. Les fonctions g, sont de la

forme
du

‘IM(”s Tl) = Z Z rs,r(Tl)e(T’Tl)”s,

s=0t€E,

ou les s sont entiers, les rg ; sont des polynomes sur a;, I’espace vectoriel engendré
par Ry, et E,, est un sous-ensemble fini de Ry = a;/R}. Soit d le degré maximal
des polyndmes g, en n, et soit a,, (71) le coefficient de n? dans qu:

déf
ap(T) = Y ra (T)e™™,

€k,

oll, par convention, 4 ;(T1) = 0,sid > d,.Ona

n——+o0o

(1.2) lim (n_d¢(nv +Ty) — ZaM(Tl)bZ) = 0.
"
On observe que pour 77 fixé et n assez grand on a
nv+ Ty € T + (CNR).
Par hypothese
(1.3) lim ¢(mv+ Tp) =0.
n—+o00

On déduit de (1.2) et (1.3) que

n—>—+00

lim " a,(T1)b: = 0.
y7

D’apres le lemme 1.7.1, les a,,(T7) sont tous nul. Par récurrence descendante sur le
degré, on obtient que, pour tout entier s et tout 77 € Ry,

Z rs,r(Tl)e(r’T‘) =0.

t€E,

Par hypothese de récurrence sur la dimension de a, cela implique que les r; ; sont
nuls. On en déduit que les p,, le sont également. |
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Nous introduisons maintenant, comme dans [34, section 1.7], 1’ensemble PolExp :

Définition 1.7.3. On note PolExp I’espace vectoriel des fonctions ¢ : ag,g — C
telles que, pour tout réseau R de ag @, il existe une famille indexée par les v € R de
polyndmes sur ag

T+ pry(9.T),
avec les propriétés suivantes :
e lesv e Rtels que px,y 7 0, sont en nombre fini;
« pour7 € R,onalégalité¢ ¢(T) = > = pxv(@, T)el:T),
D’apres le lemme 1.7.2, les px,, sont uniquement déterminés par une approxi-
mation de ¢px = of » Sur I’intersection de R et d’un cOne ouvert non vide de agp.

Observons que si R et R’ sont deux réseaux de ag g tels que R C R/, pour v € Rona

pry@.T) = D prwsv(®.T).

VERY JRIV
La famille ( pR’V)vea se déduit donc de la famille ( pr/,v/)v/E L
Proposition 1.7.4. Soient ¢ une (Q, M)-famille périodique a valeurs scalaires,
X une famille M -orthogonale rationnelle, Z € Ag et A € ay. On note |1 I'image
de AC dans l'l’llgl = ppr/Io- Soit R un réseau de aoq, et pour k € N* soit
R = k=R Alors,

(1) lafonctionT — ¢(T) = c%”?(T)(Z ; \) appartient a PolExp;

(i) si u # O, il existe un entier kg > 1, ne dépendant que de R, tel que

PRi,0(¢, T) = 0 pour tout entier k > ko ;

(i) siu=0ie AeAg+ Ay, alors

lim pg,.o(¢.T) = vol(AZ\aZ) el 2 ((T)2; Ap)
k—+o00

et, en particulier, cette limite est indépendante de R. Plus précisément, il
existe un réel b > 0 ne dépendant que de R, X et T, tel que pour tout entier
k > 1, on ait la majoration

|PR0(h, T) —vol(AZ\a)1elh2 2 (2(T)2; Ag)| < b Na(e) kY,

o d est la dimension de aAQ,I et Ny est la norme pour les (G, M )-familles
périodiques introduite dans la définition 1.5.2.

Démonstration. L’assertion (i) est une conséquence immédiate du lemme 1.6.9. Re-
levons Z en un élément Z’ de Ays et choisissons un entier k’ tel que, pour tout
P € P2(M), le réseau Dy de a2 contienne A et (Xp — Z')2. Pour P € P2 (M),
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notons [R]g le réseau de aAQ,I image de R par ’application T +> [T]g = ([T]p)<.
On suppose k assez grand de sorte que pour tout P € P2 (M) on ait

[Re]SY € DY, c A,
Avec les notations du lemme 1.6.9 on sait que

Preo@:T) =Y > gran(TIP).

PeP2(M)veEp

Ep=1{ve A2V /[R2Y | A2 +v =0}

On voit que Ep posséde un unique élément si A2 € AI%V c’est-a-dire si u = 0 et
est vide sinon; (ii) en résulte. Lorsque © = 0 on va esquisser une démonstration de
(iii), différente de celle de [34, section 1.7, lemme (ii)]. Pour alléger les notations on
commence par traiter le cas Ag = 0. D’apres la proposition 1.6.8 on a

(M) =Y mWygr(Z.U;A)
UeH

avec m a décroissance rapide sur le réseau Hjy et
X(T . (E+U)(T .
Vae (20 A) =y D (2 1+ Ug: ).
Fixons U € Jps et posons B = X + U. On rappelle que

B
v Dz +Uginy= Y TQH.BT)e M,
HeAS (Z+Up)

Relevons Ug en un élément U, (’2 de Ay, etposons 2" = 7'+ U /Q On obtient

y23D(Z 4 Ugi Ay = e ™2 " T2(Z" + H, B(T))e!™H).
HeAY,

Notons iRAQ,, I’image de R par ’application H +— H A/Q[ On suppose R assez fin de
sorte que ZRAQ,, contienne AAQ,I ainsi que I’image (Z”)€ de Z” dans aAQ,I. Par inversion
de Fourier sur le groupe fini AAQ,I \ZRQ ,ona

0,%B(T) e!A2") Q71 (A+v,H)
YMF (z+UQ;A)=m > Y Typ(Z" + H B(T))e!rH),

M =MLy en QY IREY HeRS

Le polyndme en T attaché a A = v = 0, que nous noterons px o(‘8, T'), vaut

> T9(Z" + H.B(T)).
HeRS,

Pro(B.T) = —5—F5=
[RS - AZ]
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La restriction a aAQ,I de la fonction

H—T2(Z" + H,B(T))

N

est, d’apres [25, lemmes 1.8.4 (2) et 1.8.3], combinaison linéaire a coefficients
dans {—1, +1} d’une famille finie de fonctions caractéristiques de polytopes du type
C(P, Q, R, X) qui sont convexes, et bornés (mais en général non fermés); en parti-
culier elle est a support compact de rayon borné par un polynéme en B (7). Lorsque
1’on remplace R par Ry = k'R et que I’on fait tendre k vers I'infini, px,,0(T,T) a
pour limite une intégrale au sens de Riemann :

Jim pr, o(B.7) =V01(.A£I\agl)_1/ . T2 (H,B(T))dH,

HeaM
soit encore

lim pa, (8. T) = vol(AF\ag) ™ yg (B(T):0).

Le terme d’erreur est majoré par le volume des hypercubes (les mailles du ré-
seau k‘lfRﬁ) rencontrant la frontiere des polytopes; ces hypercubes sont inclus
dans un voisinage tubulaire de la frontiere des polytopes, de rayon a/k ol a est une
constante ne dépendant que de la taille des mailles de R. Le voisinage tubulaire a un
volume borné par le produit de a/k et de r (R, B(T')) qui est la somme des mesures
des frontieres des polytopes. Donc

[P0(B.T) = vol(A \afp) ™ yig (B(T):0)] < Zr(RB(T)).

On passe de ylglaf a c%i en sommant sur U cette inégalité contre m(U), d’ou :

[Pr,.0(9.T) = volAF\af) e R0 < T Y rRU+ET)|mAW)]
UeFH

Comme r (R, B(T)) est majoré par un polyndme en B (7") on voit (avec les notations
de la définition 1.5.2) qu’il existe un entier d et une fonction (R, X(T)) telle que

Yo rRUAXT)ImW)| < bR, E(T))na(m).

UeH

En prenant I'infimum sur les m, on obtient I’assertion souhaitée lorsque Ag = 0.
Maintenant on observe que

(T . , (T .
e r(ZiAg) = et Pa 37D (7:0),

ou d estla (Q, M)-famille périodique déduite de ¢ par translation par Ag. Le cas
général en résulte. |
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L’expression
vol(AZ\aZ)lelhe:2)c &7 (x2, p)

est indépendante du choix de la mesure de Haar sur aAQl. Dans les applications que
nous avons en vue, la normalisation naturelle semble €tre la suivante : pour chaque
M e L, on munit ays de la mesure de Haar, telle que

VOI(BM\C(M) =1

et pour Q € F(M), on munit aAQl de la mesure de Haar compatible avec les mesures

sur ap etsurag = apy,, etavec la décomposition ayr = ag @ aAQ,I. Alors on a

vol(BE\a2) =1, et vol(A2\a2) = |em| Vol



Chapitre 2

Espaces tordus

Tous les résultats de [25, chapitre 2] sont vrais ici, a I’exception de 2.6 et 2.10.

Dans le chapitre précédent, on a décrit la version « corps de fonctions » des résul-
tats de [25, chapitre 1] sur les transformées de Laplace des fonctions caractéristiques
de cones et sur les (G, M )-familles. L’adaptation au cas tordu étant immédiate, nous
serons tres succincts.

2.1 Hypotheses

Soit (G, G) un G-espace tordu. On rappelle que G est une variété algébrique af-
fine, munie d’une action algébrique de G a gauche, qui en fait un G-espace principal
homogene, et d’une application

G — Aut(G), § — Intg, telle que Intgs = Intg o Ints

pourtout g € G ettout§ € G. On en déduit une action 2 droite de G sur G, donnée
par
6g = Intg(g)s.

On suppose que G est défini sur F, ¢’est-a-dire que les actions a gauche et a droite
de G sur G sont définies sur F, et que G (F) est non vide. L'ensemble G (A) des
points adéliques de G estun espace tordu sous G(A), et on a

G(A) = G(A)G(F) = G(F)G(A).

On notera souvent 6 1’automorphisme de G défini par Ints pour un § € G(F). On
observe que 1’automorphisme induit par 6 sur ag ne dépend que de G. On pose

ag = a%, et ag = dimaé.
On suppose, comme en [25, section 2.5]", que I’application naturelle

a% —ag/(1 —0)ag

'Dans [34], I’hypothése est un peu plus forte que celle de [25, section 2.5] : le F-auto-
morphisme 6 de Zg est supposé d’ordre fini, ce qui assure 1’existence d’un F-groupe
algébrique affine Gt de composante neutre G, tel que G soit une composante connexe de G 1.
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est un isomorphisme. Dans ce cas on a une décomposition en somme directe
- G G _
ag =ag ®ag, enposant ag = (1—0)ag.

On observe que _
det(d — 1]ag) # 0.

Notons X le Z-module libre des caracteres du tore Ag. Soit Xy le groupe des co-
invariants sous 6 dans X, et X le Z-module libre quotient de Xy par son sous-groupe
de torsion. On notera A le tore déployé dont le groupe des caracteres est X. Clest
aussi le tore déployé dont le groupe des co-caracteres est le sous-groupe Y9 des
invariants sous 6 du groupe Y des co-caractéres de Ag. Le morphisme X — X
induit un homomorphisme Az — Ag qui identifie Az a la composante neutre du
sous-groupe AGG de Ag, formé des points fixes sous 6. En particulier, A5(A) est un
sous-groupe d’indice fini de Ag(A)? = A%(A). Soit

Hz : G(A) — ag

I’application composée de Hg : G(A) — ag et de la projection sur az. On note
Ag l’imflge de Hg, c’est-a-dire I'image de A par la projection orthogonale par rap-
port a ag. C’est un réseau de ag. Comme dans le cas non tordu, on a un morphisme
naturel injectif A4 — Ag. On note Bz (= Hz(A5(A))) son image, qui est un
sous-groupe d’indice fini de A, et on pose
déf
cg = Bg\Ag.

Notons que d’apres ce qui précede, B coincide avec le sous-groupe BQG de Bg,
formé des points fixes sous 6 : on a

— RO — ~
On pose
G G
Bé =Bz\Beg et Cg =Bz\Ac.
On observe que Bg est un réseau de ag, et que Gg est un Z-module de type fini qui
s’insere dans la suite exacte courte

O—>Bg—>@g—>cG—>O.

On suppose, ce qui est loisible, que la paire parabolique définie sur F' minimale
(Po, Ap) de G a été choisie de telle sorte qu’elle soit stable par Ints, pour un élément
8o € é(F ), déterminé de maniére unique modulo My (F). On fixe un tel §y, et on
pose 6y = Intg,, ﬁo = 8o Py et Mo = §oMy. Alors le F-automorphisme 6y de G
induit par fonctorialité un automorphisme de ag, que 1’on note encore 6y. Puisque
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le F-automorphisme 6y préserve Ag et Po, il induit une permutation de 1I’ensemble
fini Ag et donc un automorphisme d’ordre fini de ag .

On renvoie a [25, sections 2.7, 2.8] pour la définition des sous-ensembles (ou
sous-espaces) paraboliques et sous-ensembles de Levi et ’adaptation des autres no-
tions. En particulier, un sous-groupe parabohque standard P dont le normalisateur
dans G est non vide est 6, stable et 'ensemble P = P§; est un sous- espace parabo-
lique standard.

L’extension au cas tordu de la notion de famille orthogonale, de (G, M )-famille et
de la combinatoire des fonctions 7, T, ¢ et I', est immédiate (cf. [25, section 2.9]). On
dispose de plus ici de la notion de famille M -ortho gonale entiere et de (é, M )-famille
périodique. Toute famille M -orthogonale X = (X p) définit par projection une famille
M -orthogonale (X ), et si X est entire alors (X ) I’est aussi. En particulier, tout
€lément T € ag définit une famille M -orthogonale ([7']5). Toutes les relations de
[25, section 1.7, 1.8] et de [34, section 1.3] sont valables pour ces nouvelles fonctions.
Par exemple, si X = (X ) est une famille M -orthogonale, pour A € a;’c, on pose

Z:N) = Y T2H BN,

o)
HeAF(Z)

J/MF

Comme dans le cas non tordu, A y (Z A) est une fonction entiere de

Ae ao c» €t on a la décomposition pour A en dehors des murs

2z =Y 2Fz.

PePO (M)

Pour une (G, M)-famille ¢ = (c(., E)), comme en section 1.6 et modulo le choix

d’une mesure de Haar sur I’espace al%, on définit pour A € @ en dehors des murs,

0 Ay — 0 5

cZ(A) = Z eZ(A)e(A, P).

PePl (M)
De méme, si Z € A et X = (Xp) est une famille M -orthogonale, on pose

0.% (7. Ay _ 0.% . 5
g (ZiN) = Z e57(Z1N)e(A, P).
PePQ (M)

Ces fonctions vérifient les mémes propriétés que dans le cas non tordu. En particulier,
toute (G, M)-famille périodique ¢ s’écrit ¢ = ¢,,, pour une fonction a décroissance

rapide m sur le réseau 3 ;; des familles M -orthogonales qui sont entieres. On a une
formule d’inversion de Fourier analogue de celle de la proposition 1.6.8 dans le cas
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tordu, et la fonction A +— cM (Z; A) sur @y est lisse et invariante par AV On a

aussi une variante de cette formule d’inversion de Fourier, lorsque ¢ se prolonge en
une (G, M)-famille périodique :

Lemme 2.1.1. Soient M € L, Q €eF(M)et Z € Ag. Soit X une famille M-or-
thogonale, et soit ¢ = (c(-, P)) une (G, M)-famille périodique. Supposons que ¢ se
prolonge en une (G, M)-famille périodique (c(-, P)), et soit m une fonction a dé-
croissance rapide sur JHpy telle que ¢ = ¢p,. Alors

x 0,%
2 (ZiN) = Y my g (Z L A)
UeFHp
avec

(z W A) = Qu+3€(Z+U A),
ou W est la famille M -orthogonale entiére déduite de U par projection.
Démonstration. Notons m’ la fonction a décroissance rapide sur J{;; définie par
m @)=Y m®),

UedH (W)

ol Hpr (W) C Hyy est la fibre au-dessus de 1. 11 suffit de voir que la (G, M)-fa-
mille ¢ est associée am’ :onac = ¢y ]

La preuve de la proposition 1.7.4 s’étend au cas tordu et fournit le lemme suivant.

Lemme 2.1.2. Soient M € L, QecFM)etZ € Ag. Soit X une famille M -orthogo-
nale rationnelle, et soit ¢ = (c(-, P)) une (G, M)-famille périodique. Pour A € @0,
la fonction T — ¢= x(T)(Z A) appartient a PolExp. On a aussi I’analogue tordu
des points (ii) et (111) de la proposition 1.7 4.

Nous aurons besoin d’une variante de ce qui précéde. Le Z-module de type fini
Q0 &l \ g
Gﬂ = Ba\Ajz
s’insere dans la suite exacte courte

OQBQ\BM%GI%—)CM—)O.

On note 'BI%(Z ) C GI% la fibre au-dessus de Z € c ;. C’est un espace principal ho-
mogene sous Bz% = BQ\BM- Pour A € (a(c);(c)* @BVQ, Pe TQ(AZ), T € ag et
X € agp, on pose

Oy _ (AH)
"Z:X,A) = > T5(H—X,T)e .

o
HG’BM(Z)

nﬁF



Hypotheses 43

L’expression

@.1) 12175 X) = n27T(Z: X,0)

- nP F
ne dépend que de I’'image de T dans B% \a%. La proposition suivante est une variante
du lemme 1.6.7 et de la proposition 1.7.4.

Proposition 2.1.3. Pour X € ag,q, la fonction

T ¢(T) = (Z X)

- r’P F
est un élément de PolEXp : pour tout réseau R de ag g, sa restriction a R s’écrit

¢x(T) =Y pro(Te™ T,

veE

ot E est un sous-ensemble fini de R et les px,,, sont des polynémes de degré majoré
parapg —ag. Les polynoémes px, o ont pour limite, lorsque k — oo, un polynéme
qui est indépendant du réseau R.

Démonstration. Puisque

"z.x)= T0:x -2,

nﬁF nﬁF

on peut supposer Z = 0, et il suffit de traiter le cas Q~ = G. Posons

nPF(X A) = n~ L0 X, A).

On rappelle que
(2.2) TE(H.T)= Y (—)*F“GcS(H)E(H-T),
{RIPcR}
et que la projection dans ag du support de la fonction H +— T g (H,T) est compacte.

Pour A € a((); ¢ sa transformée anti-Laplace

G (AL H)
T(X,A) = Z~ TE(H—X,T)e
Heﬁg

nPF

est donc une fonction holomorphe de A. Comme dans le lemme 1.6.3, on considere
un réseau Dy de ag assez fin pour que Bg et les images de X et T dans ag- soient

contenus dans ce réseau. On a

Tx.A)y=c'> TE(H — X, T)eAtH),

veNRHeD

nPF
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ou v parcourt le dual ft = Bg’V/DZ de Bg\@k et ¢ est I'indice de Bg dans Dy.
La somme en H peut se calculer au moyen de I’expression (2.2) lorsque R (—A) est
régulier :

ST A = Y bR (XA,
{R|IPCR}

avec

ﬂg,E(X, A) = c N (=1)*r9%G Z Z rg(H — X)ig(H — T — X)eAtvH),
veRR HeDy

qui est une fonction méromorphe en A ayant un pdle d’ordre a@ = a p—ag en
A =0.0On conclut comme dans le lemme 1.6.7 en considérant les développements
de Laurent des 17 = ~(X A). Pour la derniére assertion, on procéde comme dans la
preuve de la pr0p0s1t10n 1.7.4. [

2.2 Les fonctions o et &

D’apres [25, lemme 2.11.1], pour Q € Py, il existe un plus petit Q Te 55“ et un plus
grand Q~ € Py tels que

0" cCcQcor.

De plus ([25 lemme 2.11.2]), pour Q, R€ Py tels que QT C R, on a
(aQ)GO = ag+

Pour O, R € P, tels que Q C R, on note 05 la fonction caractéristique de I’en-
semble des H € ag tels que

(0, HY >0 poura € AR,
(¢, HY <0 pouraeAQ\éR,
(w,H) > 0 pourtout w € Ag.

Si de plus Q € P et O C R, il existe un P e?Ptel que Q C P C R, alors on
définit la variante tordue 8’5 de la fonction 05 en remplacant la troisieme condition
par

(@.H)>0 pourtout = e Ap.

D’apres [25, lemme 2.11.3], la fonction Eg est indépendante du choix du P P avec
Q C P C R utilisé pour la définir, ce qui justifie la notation.
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2.3 La fonction ¢
Pour Q € Py, considérons 1’application linéaire’
qg=4qp:ag— ag

définie par ~ 3
9(X) = (1= 00)X %) = (1= 60)X)G.

Elle se factorise a travers la projection orthogonale ay — ago, avec

Qo =0 N6, (Q) € Py

Tous les résultats de [25, sections 2.12 et 2.13] sont vrais ici, mutatis mutandis.

INotons que notre définition de g differe de celle de [25, section 2.13] puisqu’on projette
sur a(Q; et non pas sur a(Q;. Cela ne change pas grand chose a I’affaire puisque, par hypothese,

s . : . G
I’application 1 — 6 est un automorphisme de ag.






Chapitre 3

Théorie de la réduction

3.1 Décomposition d’Iwasawa

Pour v € |V|, on fixe une paire parabolique définie sur F, minimale (Py,0, Ay,0)
de G, = G xF Fy, et on note M, ¢ le centralisateur de A, dans G,. On suppose
que

PU,OCPO,UZPOXFFvv AU,ODAO,v=AOXFFv-

Un sous-groupe compact de G(Fy) est dit « My g-admissible » s’il est spécial —
donc maximal — et correspond a un sommet de ’immeuble de G(F,) qui ap-
partient a I’appartement associé a A, . Rappelons qu'un sous-groupe compact
maximal M, ¢-admissible K, de G(F,) vérifie les propriétés suivantes (cf. [25,
lemme 3.1.1]) :

*  G(Fy) = Pyo(Fy) Ky (décomposition d’Iwasawa) ;
» tout élément de Ng(My,0)(Fy)/ My o(Fy) a un représentant dans K, ;

* pour tout sous-groupe parabolique P de G contenant M, o et défini sur [, notant
M 1la composante de Levi de P contenant M, o (elle est définie sur F;,), on ala dé-
composition K, N P(Fy) = (K, N M(Fy))(K, NUp(Fy)) et K, N M(F,) est
un sous-groupe compact M, o-admissible de M (F,).

Nous dirons que K est un sous-groupe compact maximal « My-admissible » de G(A)
s’il est de la forme
K =[] K.

vE|V|
ou les K, vérifient les propriétés suivantes :
* pourtout v € |V|, K, est un sous-groupe compact M, o-admissible de G(F);
* pour tout F-plongement G — GL,, ona K, = GL,(0,) N G(Fy) pour presque
tout v € |V|.

Fixons un sous-groupe compact maximal Mo-admissible K = [],¢y| K» de G(A).
Alors on a la décomposition d’Iwasawa

G(A) = Po(A)K,

et tout élément de Ng(a)(Mo)/Mo(A) a un représentant dans K . Plus généralement,
pour tout P € P,ona G(A) = P(A)K.

Pour P € P, grice a la décomposition d’Iwasawa, on étend les morphismes Hp
en des fonctions sur G(A) tout entier que, par abus de notation, on note encore Hp :
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pour g € G(A), on écrit g = pk avec p € P(A) etk € K, et on pose
Hp(g) = Hp(p).
Pour P € P, on note Hp : G(A) — ap la fonction définie par
Hp (50g) = Hp(g).

Suivant la convention habituelle, on pose Hy = Hp, et H, = ﬁP() .

La construction de hauteurs dans [25, section 3.2], qui reprend essentiellement
celle de [32, sous-section 1.2.2], est valable pour un corps global de caractéristique
quelconque. Pour la notion de hauteur sur un F-espace vectoriel de dimension finie,
on renvoie a loc. cit. On suppose donné un F-plongement

0:G — GL(V)

pour un F-espace vectoriel de dimension finie V. On choisit une hauteur ||-|| sur le
F -espace vectoriel End(V') x End(V), et pour x € G(A), on pose

x| = ll(p(x). ‘PG

3.2 Point central

D’apres [25, lemme 3.3.3], il existe un point Ty € ag tel que pour tout élément s € W,
et pour tout représentant wy de s dans G(F'), on ait

Ho(wy) = To — 5Ty, Ho(w;') = To—s ' Tp.

Cet point est donné par

To= ) ta()da.

a€Ag

ol Wy € ag est I’élément correspondant & & € Ag dans la base duale et 7, (1) € R est
défini par
Hy(wy) = to (1),

oll wy est un représentant dans G(F) de la symétrie s,. Puisque les @, sont
dans ag , il existe un entier k > 1 tel que Tp € k=1 Ag. Pour x € G(A), T € ag
ets € W, on pose'

Yers = S_I(T — Ho(wsx)).

IDans [25, sections 3.3 et 5.3], les éléments Yy.7.s, Y75, Y sont notés respectivement
YS(X7 T)a YS(T)’ YS-
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Si x = 1, on écrit simplement

Yrs € Yirs =5 'T + (To —s~'To),

etsi T =0, onpose Y5 = Yo 5. Pour P € P(My), et s € W tel que s(P) = Py, on
pose Y7 p = Yr 4. Ceci définit comme en [25, section 3.3] une famille orthogonale

] (YT,p)Pep. avec Yrp =[T]p + (To — [To]p)

On note %) = (Yp) la famille My-orthogonale définie par

déf
Yp = Yo =To—[Tolp =To—s'To =Y.

Puisque Yy(p,) = Ho(w; ') € Ag, la famille ) est entiere eton a Y)(T) = Y + T.

Plus généralement, pour x € G(A) et T € ap, on définit comme en [25,
lemme 3.3.2 (iii)] une famille My-orthogonale (Y r,p) : pour P € P(My),ets € W
tel que s(P) = Py, on pose Yy 1.p = Yx1s. On a donc Yrp = Y;,7.p. La fa-
mille (Yy,7,p) estrationnelle si T € ag g. De plus (loc. cit.), il existe une constante ¢
telle que si d o(7T") > c, alors cette famille est réguliere.

3.3 Eléments primitifs

En caractéristique positive, la décomposition de Jordan n’est en général pas définie
sur le corps de base; il convient donc ici de remplacer la notion d’élément quasi
semi-simple régulier elliptique par celle d’élément primitif [25, section 3.7, page 76] :
un élément de G(F ) est dit primitif (dans 6) s’il n’appartient a aucun sous-espace
parabolique propre de G défini sur F, autrement dit, si son orbite sous G(F) ne
rencontre aucun P (F) pour F P # G. On note G(F )prim 1’ensemble des éléments
primitis de G (F ). Pour M e L on dlspose plus généralement de la notion d’élément
primitif de M (F) et de I’ensemble M (F )prim-

On appelle paire primitive (dans G) une paire (M §) ou M e L et § est un
élément primitif de M(F ). Deux paires primitives (M, §) et (M ’,8) sont dites
équivalentes si elles sont conjuguées i.e. s’il existe un élément x € G(F) tel que

= Int, (M) et § = Int,(8). On note [M, §] la classe d’équivalence de (M, §) et
O I’ensemble de ces classes.

Pour un élément y € G(F), on note O()/) sa classe de G(F) -conjugaison.
Considérons un espace parabolique P = MU € P tel que O(y) N P(F) ;é @ avec
P minimal pour cette propriété. On choisit g € G(F) tel que g~ 'yg € P(F ). On
peut écrire g7 lyg = Su avec § € M (F) et u € U(F). La condition de minimalité
assure que § est primitif dans M(F).
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Lemme 3.3.1. La correspondance y (1\71 ,8) induit une application surjective
¢:G(F)— 9.

Démonstration. 11 convient de montrer que deux paires primitives associées a un
méme y sont équivalentes. Soient donc P = MU et P/ = M'U’ deux éléments
de P tels que

y = 8u =8
pour § € M(F),u € U(F), 8 € M'(F) etu’ € U'(F); de plus P et P’ sont mini-
maux pour ces conditions. L’ ensemble

H=PNnP =(PnP)yy=yPnP)

est un espace tordu de groupe sous-jacent H = P N P’. Soit L une composante
de Levi de H définie sur F (cf. [16, proposition 4.7]). Puisque Int, (L) en est une
autre, d’apres loc. cit. il existe un unique élément uy € Uy (F) tel que Int, (L) =
Int,,, (L), ot Uy est le radical unipotent de H. Ainsi

L= nL =Ln, avec n= u,‘ily € ﬁ(F),

est une composante de Levi de H définie sur F :ona I’égalité H=LxU - Comme
H normalise U (resp. U’), d’apres [16, proposmon 44 (b)] 0 = HU (resp Q =
HU' ) est un sous- espace parabolique de G défini sur F et contenu dans P (resp P’ )
Par construction, y € Q(F ) (resp. y € Q (F )) Par minimalité, on a donc Q =P
et Q’ =P.D apres loc. cit., cela entraine que L est une composante de Levi de P
(resp. P’ YetUg C U (resp. Uy C U’). On en déduit qu’il existe un unique v € U(F)
(resp. v/ € U'(F)) tel que L = Int,(M) (resp. L C Int, (M)). On a donc
M' =1Int,(M), avec y= vt

Il reste & montrer que § et §’ sont conjugués par ce y. Ecrivons y = §"u” avec
8" € L(F)etu” € Ug(F).On adonc

y =v 18"vu;, avec u; = v 'Intg—1(v)u”.
Or v~1§"v appartient a M et u; appartient a U(F). Puisque y = du, cela entraine

v718"v = § et u; = u. On obtient, de la méme maniere, I’égalité v'~16"v' = §’. On
a donc bien §’ = Int,(§). [

Lemme 3.3.2. On a les assertions suivantes :
(1)  L’application ¢ fournit une partition de [’ensemble des classes de
G (F)-conjugaison dans G (F), et pour o = [M, 8] € O, I’ensemble

| fe7'suglg € G(F).u e Ug(F)}
OeP(M)
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est la fibre de ¢ au desus de o.

(i)  Pour Q € ?ﬁ on a la décomposition
0o N O(F) = (0 N Mo(F)Ug(F).

Démonstration. Le point (i) est clair. Prouvons (ii). Soit (M, §) une paire primitive
dans la classe 0. On distingue deux cas : ou bien il n’existe aucun élément x € G(F)
tel que M C Int, (1\71 0), auquel cas les ensembles a gauche et a droite de 1’égalité du
point (ii) sont vides. Ou bien il existe un tel x et, qultte a remplacer Q par Intx(Q)
on peut supposer que M c MQ Un VE O, N Q(F) peut s’écrire y = y1iu avec
Y1 € MQ(F) etu € Ug(F). Soient Py un F-sous- espace parabolique de MQ mi-
nimal pour la condition y; € P (F) et M; une composante de Levi de P1 (définie
sur ). On a Y1 = 81uy avec 81 € Ml(F) et u; € Up,(F). La paire (Ml, 81) est
conjuguée a (M, §) et y1 appartient donc a O, N MQ(F ). D’ou I’inclusion C. L’in-
clusion en sens inverse s’obtient de maniere similaire. ]

3.4 Ensembles de Siegel, partitions et lemme de finitude

Rappelons qu’on a noté G(A)! le noyau de Hg, et Py(A)! = My(A)'Uy(A), celui
de Ho = Hp,. Pour ¢ € R, on note AOG(z) I’ensemble des a € Ag(A) N G(A)! tels
que

(a, Ho(a)) >t pourtouteracine o € Ay.

On peut choisir un ensemble fini F dans My(A) N G(A)!, de sorte que
(Ao(A) N G(A))Mo(A)'F = Mo(A) N G(A)".
D’apres [39], on sait que :

(1) le quotient G(F)\G(A)! est compact si et seulement si Gqe; est anisotrope ;

(2) ilexisteunt € R tel que
G(A)' = G(F)Po(A)' AT (HTK.

Puisque My 4er est anisotrope, I’assertion (1) montre qu’il existe un sous-
ensemble compact Q¢ de My, ger(A), tel que My ger(A) = Mo(F)Q0. D apres
[39, Proposition 1.7], I’ensemble Uy(F)\Up(A) est compact, il existe donc un
sous-ensemble compact 21 de Uy (A), tel que Up(F)21 = Up(A). 1l résulte de 1’as-
sertion (2) qu’il existe un ¢ € R tel que, en posant Q@ = Q129 C Py(A), on ait

(3.1) G(A)! = G(F)QAS (1) K.
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Maintenant considérons une section du morphisme composé
Ao(A) = AG(A)\Ap(A) = BS = Bs\Bo (= Aag \A4,)

et notons ?Bg son image. Une telle section s’obtient en choisissant (arbitrairement)
des représentants dans I’image réciproque d’une Z-base de CBOG et en prenant le sous-
groupe engendré’. On pose

B (1) = B N AS(1).
Pour ¢ € R et £ un sous-ensemble compact de Py(A)!, on pose
Si 5.0 = 2B (FK.
D’apres (3.1), on voit que pour ¢ assez petit et £2 assez gros, on a
(3.2) G(A)' =G(F)8zq.

On notera simplement &' un tel domaine 6} .- pour le quotient G (F NG(A)L

La propriété de finitude usuelle pour un corps de nombres, a savoir que si B! est
un domaine de Siegel pour le quotient G(F)\G(A)?, alors I’ensemble des y € G(F)
tels que y&' N &' £ @ est fini, n’est plus vraie ici. En effet, pour tout corps global,
tout élément unipotent u € Uy(A) et tout voisinage ouvert relativement compact de
I’identité V dans Uy (A),onaa 'ua € V poura € Ag(A) avec Hy(a) assez loin dans
la chambre de Weyl positive (i. e. pour d o(Hg(a)) assez grand). Maintenant, pour un
corps de fonctions, le sous-groupe compact maximal K est ouvert et nous avons donc
Y& N &! % @ pour tout y € Uy(F); il en résulte que la propriété de finitude est en
défaut.

Pour P € Py, notons P (F)siprim ’ensemble des y € P(F) tels que y ¢ Q(F),
pour tout Q € Py tel que O C P. Tout élément primitif de G(F) est contenu
dans G (F )stprim, mais la réciproque est fausse en général.

Pour @ € Ay, notons P, 1’unique élément de P tel que Ag~{a} soit une base du
systeéme de racines de Mp,. Un élément y € G(F) est dans G(F )st_prim Si et seule-
ment s’il n’appartient 2 aucun Py (F) pour o € Ag. Soient y € G(F) et g, g’ € &',
tels que ¢ = yg’. Ecrivons g = yax et g’ = y'a’x’ avec y, y' € Q, a, a’ € B (t)
et x, x’ € §K. D’apres [39, Proposition 2.6], pour chaque o € Ay, il existe une
constante ¢, > ¢ telle que si log |a(a)| > ¢4 ou log |a(a’)| > cq, alors y € Py(F).
On en déduit que I’ensemble des y € G(F )st-prim, tels que y&! N &! £ @, est fini.
Le lemme ci-dessous est une simple généralisation de ce résultat. Nous 1’énongons
pour un travail ultérieur (il ne sera pas utilisé ici).

%A priori, %g n’est pas invariant sous I’action de W.
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Lemme 3.4.1. Soit P = MU € Py. Pour y € P(F), on note yy la projection
de y sur M(F) = U(F)\P(F). Alors I’ensemble des projections yp des éléments
Y € P(F)st-prim, tels que y@l ne! % 0, est fini.

Démonstration. Soienty € P(F)etg, g’ € &' tel que g = yg’. Comme plus haut,
on écrit g = yax, g’ = y'a’x’. Alors | = xx’~! € P(A). Pour p € P(A), écrivons
p = pupm avec py € U(A) et ppr € M(A). L’équation g = yg’ se réécrit

yuInty, o(lv)ymaly = yoInty,, Gy)ymyyud',

soit encore
yuInty, o(ly) = yuInt,, (yy) et ymaly = ymypyad'.

Puisque /3s appartient au compact (P(A) N FKF 1)y de M(A) et yp appartient
a M(F)st-prim» ’équation yaraly = ymyp,a’ assure que les projections yps sont
dans un ensemble fini. ]

Fixons comme ci-dessus une section du morphisme Ag(A) — Bg et notons
B¢ son image. Puisque le groupe B G(A)'\G(A) = Bg(Mo(A) N G(A)H)\My(A)
est fini, on peut également fixer un sous-ensemble fini € C My(A), tel que

G(A) =B6G(A)'Cg = BgEcG(A)!.

Posons
B* =68 et B =6 =BsE;6".

Ainsi @™ est un domaine de Siegel pour le quotient Bg G (F)\G(A), et & est un do-
maine de Siegel pour le quotient G(F)\G(A). Les résultats vrais pour &' s’étendent,
sans difficulté, 3 &*.

Pour L € £, on peut définir de la méme manidre des domaines de Siegel &L°!,
el* = ¢ 85! et &®F = B, &5 *. On peut, bien sir, imposer, méme si ce n’est
pas vraiment nécessaire, que ces domaines soient compatibles avec la conjugai-
son : si L, L' € L sont tels que Az- = Intg(Ar) pour un g € G(F), on demande
que &L = Int, (@51, €1 = Int, (€1), et By, = Inty (By).

Fixons un élément 77 € ay. Fixons aussi une section du morphisme Ay (A) — By,
et notons By son image (on peut prendre By = Bg % ?Bg ).Pour Q € P etT € ay,
on note

&3 (T1.T)

I’ensemble des x = uac € G(A), avec u € Ug(A), a € By, et c € Cg, ou Cg est
un sous-ensemble compact de G(A), tels que

(o, Ho(x) — T7) > 0 pour tout & € A2,
(w,Ho(x) —T) <0 pourtout w € AOQ
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D’apres [25, lemme 1.8.3], si T — T est régulier (ce que I’on suppose), la condition
ci-dessus est équivalente a I' }?0 (Ho(x) = T1,T — T1) = 1. On note

FE(.T)

la fonction caractéristique de 1’ensemble Q(F )GgO(Tl, T). Elle dépend du com-
pact Cp et aussi de I’élément 77 € ao. En pratique, on prendra Co assez gros,

—Ti et T assez réguliers. En particulier, on supposera toujours que F' }% (-, T) est
invariante a gauche par Bg Q(F), ou B est I'image d’une section du morphisme
Ag(A) — Bg. Observons que puisque Ao (F)Bo\Ag(A) = Ag(F)\Ag(A)! est
compact, quitte a grossir le compact Cg, on peut méme la supposer invariante a
gauche par Ag (A). On la supposera aussi invariante a droite par K.

Tous les résultats de [25, section 3.6] sont vrais ici, en particulier [25, pro-
position 3.6.3] qui est ’analogue pour Mp(F)Up(A)\G(A) de la partition [25,
lemme 1.7.5] de aq.

Les lemmes 3.7.1, 3.7.2 et 3.7.3 de [25] sont vrais ici. Quant au lemme 3.7.4 de
[25], il suffit d’en modifier I’énoncé de la maniére suivante :

Lemme 3.4.2. Soit Q2 un compact de G(A) et soit P € P. L'ensemble des éléments
5 e Mp (F), tels ' que 8 soit Mp (F)-conjugué a un élément §; € Mp1 (F)prim pour un
Py €D tel que Py C P (ie. Py C P) et x ‘Sux e Q pour des éléments x € G(A)
etu € Up(A), appartient a un ensemble fini de classes de Mp (F)-conjugaison.
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Théorie spectrale, troncatures et noyaux






Chapitre 4

I’opérateur de troncature

4.1 Terme constant

Une fonction ¢ : G(A) — C est dite a croissance lente s’il existe des réels ¢, r > 0
tels que pour tout g € G(A), on ait

lp(g)] <clgl”.

On écrit aussi « |¢(g)| < |g|” pour tout g € G(A) ».
Soit P € P, et soit ¢ une fonction sur Up (F)\G(A), mesurable et localement L'.
On définit le terme constant ¢, = [1pg de ¢ le long de P par

pp(x) = / eux)du, x e G(A),
Up(F)\Up(A)

ot du est la mesure de Tamagawa sur Up(A) — i.e. celle qui donne le volume 1
au quotient Up (F)\Up (A). Alors ¢, est une fonction sur Up (A)\G(A) mesurable
et localement L!. De plus, si ¢ est & croissance lente, resp. lisse, alors @p esta
croissance lente, resp. lisse.

Pour P € P4, on note fR(I; ¥ 1’ensemble des racines de Ty dans Mp qui sont
positives par rapport a A{; . Rappelons que ’on a fixé en section 3.4 un domaine de
Siegel @ = B &™ pour le quotient G(F)\G(A). Fixons aussi un sous-groupe ouvert
compact K’ de G(A)!.

Le lemme suivant [32, lemme 1.2.7] est le résultat technique clef pour I’étude du
terme constant dans le cas des corps de fonctions.

Lemme 4.1.1. Soit P € Pg. Il existe une constante cp > 0 telle que si g € &
vérifie (Ho(g), @) > cp pour tout a € ng’Jr\IR(I;’Jr, alors, pour toute fonction @
sur G(F)\G(A) invariante a droite par K', on a ¢ (g) = ¢(g).

Ce lemme se généralise aux fonctions ¢ sur Up/(A)Mp:/(F)\G(A), pour P’ € Py
tel que P C P’ : en remplacant iRG + par R, P+ dans 1a condition sur g, on obtient,
de méme, ¢p(g) = ¢(g). On a aussi la variante suivante [32, corollaire 1.2.8] :

Lemme 4.1.2. Il existe une constante ¢’ > 0 telle que pour tout T’ € ag tel
que do(T") > ¢, la propriété suivante soit vérifiée : pour tout P € Py, tout g € &
tel que
(a,Ho(g) —T') >0 pourtouta € Ap,
{ (@, Ho(g) = T') <0 pourtout w € AL,

et toute fonction ¢ sur G(F)\G(A) invariante & droite par K', on a ¢ (g) = ¢(g).
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Pour O, R € P tels que Q C R, et  une fonction sur Ug (F)\G(A) mesurable
et localement L', on pose'

Mory = Y (D" Ry,

{PeP|QCPCR}

C’est encore une fonction sur Ug (F)\G(A), mesurable et localement L.

Lemme 4.1.3. ] existe une constante ¢ > 0 telle que pour tous les couples de sous-
groupes paraboliques Q, R € Ps; avec Q C R, tout g € © vérifiant

(a,Ho(g)) > ", pour tout o € AR,
et toute fonction ¢ sur G(F)\G(A), invariante a droite par K’', on ait

Mo re(g) = 0.

Démonstration. 11 suffit d’adapter la démonstration de [32, corollaire 1.2.9]. Par dé-
finition de &, il existe une constante c¢; < 0, telle que (Ho(g), ) > c1 pour tout
gEeGettout § e Rg "+ Fixons aussi une constante ¢, > 0, telle que pour tous
P, P’ € Py tels que P C P’, on ait la version généralisée du lemme 4.1.1 : pour
tout g € & tel que (Hp(g),®) > c,, pour tout o € 325/’4'\3%5’4', et pour toute fonc-
tion ¥ sur Up/(A)Mp/(F)\G(A), invariante a droite par K', on a ¥,(g) = ¢(g).
Posons ¢’ = ¢, — ¢;.
Soient O, R € Py tels que O C R, et soit g € &. Posons

AG(g) ={a € AG : (@, Hp(g)) < ¢}

L’ensemble des P € P tels que Q C P C R est en bijection avec I’ensemble des
couples (@, ®) avec © C Ag(g) et® C AS\AS(g). Pour un tel couple (0, @),
on note P(®, ®) I’élément de Py tel que @ C P(®,®) C R, défini par

AIQJ@’@/) —OUO.

Puisque
ap@,0)—Aar =ag —ar — (10| + [0)),

on a

Mg.rp(g) = (=17 " (=1l o 0n(2).
(0,0)

"Dans [25, section 4.3], cette fonction est notée © V.
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ol (®, @) parcourt les couples comme ci-dessus. Fixé un tel couple, toute racine
a € RPOO)+ RPON+ gécriter = B + S avec f € O et § € RP©:00:+ {0},
etl’ona

(. Ho(g)) = (B.Ho(g)) + (8. Ho(g)) > ¢” +inf{c1,0} > ca.

Par conséquent, ¢p g o) (g) = Y©.9) (g). On a donc

More() = (—D%™*( Y D) > )pepe).

o' cAB~AR(g) OcAf(g)

Or, la somme sur ® est nulle si Ag(g) #* AS, ce qui prouve le lemme. |

Pour Q = Py et R = G, puisque I’ensemble des g € &%, tels que (Hy(g), o) < ¢”,
est compact, on a, en particulier [32, corollaire 1.2.9] :

Lemme 4.1.4. 1l existe un sous-ensemble compact C = Cg+ de & tel que, pour
toute fonction ¢ sur G(F)\G(A) invariante a droite par K', le support de

Hpy,60| g

soit contenu dans C.

Soit Q € Py. Pour T’ € ag, on définit un opérateur de troncature A > pour une
fonction ¢ € L! (Q(F)\G(A)) par

loc

ATCoxy= > (=D Y T2(Hp(Ex) — T)gp (Ex).

PePs,PCQ EeP(FO\Q(F)

D’apres [25, lemme 3.7.1], la somme sur £ est finie. Notons que 1’opérateur AT2 ne
dépend que de la projection 79 de T sur aOQ. On pose

AT = ATC,

Les résultats de [25, section 4.1] sur les propriétés de A T sont vrais ici. En particulier,
pour T assez régulier (i.e. tel que d o(T") > ¢ pour une constante ¢ dépendant de G),
I’ opérateur AT estun idempotent [25, corollaire 4.1.3] : on a ATo ATgo = AT<p.

Définition 4.1.5. Pour X € a et T € af, on définit”

T[X] = T[X]? € af

20n a utilisé les doubles crochets pour éviter les confusions avec la famille Mq-orthogonale
([T]p) définie par un élément T € agp.
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en posant

T—X=)Y xe& e T[X]= ) xad.

a€ho N

Le raffinement [25, lemme 4.2.2] des propriétés de A T2 est encore vrai ici.

4.2 Troncature et support

Cette section adapte au cas des corps de fonctions les résultats de [25, section 4.3].
Onfixeun T € ay, assez régulier. La proposition suivante joue ici le role de [25, pro-
position 4.3.2]. Elle est tres simple a prouver et fournit cependant des décroissances
beaucoup plus radicales.

Proposition 4.2.1. Soit K' un sous-groupe ouvert compact de G(A). Il existe un
sous-ensemble fermé Q = Qr g de G(F)\G(A) d’image compacte dans

BeG(FI\G(A),

tel que, pour toute fonction ¢ sur G(F)\G(A) invariante a droite par K', le support
de la fonction tronquée ATga soit contenu dans €2.

Démonstration. On reprend la démonstration de 1’assertion (2) du lemme 1.2.16
de [32]. Fixons un élément 7’ € ag assez régulier : on demande que la conclusion
du lemme 4.1.2 soit vérifiée pour K'. Pour P € Py, notons G(A)p 77 I’ensemble des
x € G(A) vérifiant

(a, Ho(x) —T’) >0 pourtouta € Ap,
(w,Ho(x) = T') <0 pourtout w € AL,

et posons
6;’7‘/ == 6* N G(A)P’T/.

D’aprés [25, lemme 4.1.1], pour P € Py et x € G(A), si (ATp)p(x) # 0, alors
(w,Ho(x) = T) <0, pourtout w € Ap.

Grace 2 [25, lemme 1.2.8], on en déduit que le support de (A7 ¢)p |g* _ estcontenu
P.T/

dans un compact de &* indépendant de ¢. En appliquant le lemme 4.1.2 a la fonc-
tion AT ¢, on obtient que le support de AT¢| &+ est contenu dans un compact

P.T’
de @™ indépendant de ¢. Puisque ([25, lemme 1.7.5])
> ohtE =1,
PePy

ona G(A) = | Jpep,, G(A)p,r. D’0l la proposition. [



Troncature et support 61

Pour démontrer la proposition 4.2.1, on a utilisé la partition [25, lemme 1.7.5]
de ag. On observe aussi que, d’apres [25, lemme 3.6.4], on a

@.1) ATo(x) = > Af ge(x),
Q,RePy
QCR
avec
@42)  AQge(x)= Y FR(Ex.T)ofHo(tx) — T)Ig re(£x).
§€Q(FI\G(F)

Si Q = R, alors 05 = 0, sauf si Q = R = G, auquel cas

AG 9(x) = Fip (x, T)p(x).

On note C” I’opérateur AE’G. Puisque la fonction F }% (+, T') est invariante a gauche
par BsG(F) et que son support est d’image compacte dans BsG(F)\G(A), il
existe un sous-ensemble fermé Q* = Q7 ., de G(F)\G(A), d’image compacte
dans B G(F)\G(A), tel que, pour toute fonction @ sur G(F)\G(A) invariante a
droite par K’, le support de (AT — CT)g soit contenu dans ©2*. On a aussi la variante
de [25, proposition 4.3.3] :

Proposition 4.2.2. Soit K" un sous-groupe ouvert compact de G(A). Il existe une
constante ¢ = cg (qui ne dépend pas de T ) telle que, si d o(T) > c, alors pour toute
fonction @ sur G(F)\G(A) invariante a droite par K', on a

(AT —cT)p = 0.

Démonstration. Pour étudier (AT — CT)gp(x), on traite séparément chaque terme
Ag,pr(x), avec Q # R dans (4.1). On peut prendre x dans &. Pour £ € Q(F)\G(F),
il s’agit de controler I1p r@(£x), sous la condition

Fp (Ex. T)o5 (Ho(6x) = T) = 1.

D’apres [25, lemme 3.6.1], pour x fixé, il y a au plus un & modulo Q(F) tel que I’ex-
pression ci-dessus soit non nulle. Puisqu’on est libre de multiplier £x par un élément
de Q(F), on peut supposer que £x = uay € 6}Q,0(T1, T)avecu € Ug(A),a € By
et y € Cg (cf. section 3.4). On peut méme supposer que ¥ € {2 pour un compact
Qo CUg(A), telque Ug(F)Qp = Ug(A). Rappelons que Cp est un compact fixé
(assez gros, mais indépendant de 7') de G(A), et que H = Hy(Ex) vérifie

(@H—Ty)>0 VaeA?,
(w.H—-T)<0 Vo eAg.
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Puisque OS(H —T)=1,0ona{x, H) > (a, T) pour tout o € AS. Comme 1’é1é-
ment 7 — T est régulier, il existe ¢; € R (indépendant de T') tel que (o, H) > ¢
pour tout @ € RR*_ D’apres le lemme 4.1.3, il existe ¢” > 0 tel que, pour g € & tel
que (Ho(g),a) > ¢”, pour tout o € AS, onait [Tg re(g) = 0, pour toute fonction ¢
sur G(F)\G(A)!, invariante a droite par K'. Ici I'élément £x = uay n’appartient pas
a ©, mais H = Hy(a) + Hy(y), et y reste dans un compact fixé, par conséquent il
existe ¢ € R (indépendant de T') tel que log|a(a)| > ¢} pour tout o € RR-+  Puisque
u reste dans un compact fixé de Ug (A), pour tout P’ € PR 1a version généralisée du
lemme 4.1.1 s’applique encore a £x (cf. la preuve du lemme 1.2.7 de [32]), et quitte a
modifier la constante ¢”, la conclusion du lemme 4.1.3 s’applique encore a £x. D ot
la proposition. ]

La différence par rapport au cas des corps de nombres est ici spectaculaire :
sur un corps de nombres F, pour toute fonction lisse a croissance uniformément
lente ¢ sur BgG(F)\G(A), la fonction AT ¢ est seulement 4 décroissance rapide.
Par ailleurs la décomposition

AT =cT + (AT —CT),

qui joue un role crucial dans les estimées de [25, chapitres 12 et 13], est bien plus
simple a contrdler, car ici, pour toute fonction K’-invariante a droite sur G(F)\G(A),
non seulement A7 ¢ est a support d’image compacte dans B G(F)\G(A), mais
si T est assez régulier, la troncature est encore plus brutale : ona AT ¢ = CT¢. Cela
simplifiera, plus loin, la preuve des estimées a établir.



Chapitre 5

Formes automorphes et produits scalaires

5.1 Formes automorphes

On fixe une mesure de Haar dg sur G(A). On note dk la mesure de Haar sur K,
telle que vol(K) = 1. Pour P € P, on note dup, ou simplement du, la mesure de
Tamagawa sur Up (A). Par quotient par la mesure de comptage sur Up (F), on obtient
une mesure sur Up (F)\Up (A) qui vérifie

vol(Up (F)\Up(A)) = 1.

Posons M = Mp. La mesure de Haar dm sur M (A) est choisie de sorte que 1’on ait
la formule d’intégration

f(g)dg = / f(umk)e—(ZpP,HP(m)) dudmdk,

G(A) Up(A)xM(A)xK

ou pp désigne la demi-somme des racines positives de Ap. La fonction
m > 8p(m) = et20p Hp (m))

est le module de P(A) :
d(mum™) = §p(m)du.

On pose'

Xp=P(F)Up(A\G(A) et Xp=Ap(A)P(F)Up(A)\G(A).
En particulier
X6 = G(F)\G(A) et Xg = Ag(A)G(F)\G(A).

Les groupes G(A) et P(F)Up(A) sont unimodulaires; on dispose donc d’une me-
sure quotient invariante a droite sur X p. Pour ¢ localement intégrable et a support
compact sur X p, on a la formule d’intégration :

(5.1 ¢ (x)dx =/ 8p(m) L (mk)dmdk,

XP XMXK

!On prendra garde a ce que I’espace noté ici X ¢ ne coincide pas avec 1’espace ainsi noté
dans [25], car dans cette référence il y a, en plus, un quotient par B . Son usage correspond
plutot a celui de notre X ¢, sans toutefois lui étre égal.



Formes automorphes et produits scalaires 64

ou dx est la mesure quotient. Par contre, si P # G, il n’y a pas de mesure G(A)-in-
variante a droite sur X p. Toutefois, il existe une fonctionnelle invariante 2 droite "X,
sur I’espace des sections du fibré en droites sur X p, défini par § p. Ces sections sont
représentables par les fonctions sur X p, vérifiant

¢(px) =8p(p)p(x) pour pe Ap(A)P(F)Up(A).

La fonctionnelle est définie par :

e, @ = [ 8pm g 0mb i
X xK
ou dm est la mesure quotient.
Rappelons que 1’on a noté E(P) le groupe des caractéres unitaires de Ap(A)
qui sont triviaux sur Ap (F). Soit £ € E(P). On dit qu’une fonction ¢ sur X p «se
transforme a gauche suivant £ », si pour tout x € G(A) on a

p(ax) = §(a)p(x) pour ac Ap(A).

On note L?(X )¢ Iespace de Hilbert formé des fonctions ¢ sur X p qui se trans-
forment & gauche suivant £ et sont de carré intégrable sur X pr. Le groupe M(A)
agit sur L?(X pr)¢ par translations a droite. Considérons deux fonctions ¢ et ¥ loca-
lement intégrables sur X p qui se transforment a gauche suivant le méme caractere
& € E(P). On pose (si I’intégrale converge)

(5.2) (p.¥)p = /;( « o(mk)y (mk) dm dk.

Ce produit scalaire définit I’espace de Hilbert L2(X p)g, siege de la représentation
unitaire « induite parabolique »

G(A
Indp ) L2(X ).

définie par
(PRI (x) = 852 (082 (xy)e(xy).

Pour la notion générale de forme automorphe, nous renvoyons le lecteur a [32,
sous-section 1.2.17]. Soit M € L. Un caractere de Aps(A) est automorphe, s’il est
trivial sur Aps (F). Ainsi E(M) est le groupe des caractéres unitaires automorphes
de Aps(A). Pour P € P(M), une forme automorphe ¢ sur X p est une fonction K -fi-
nie a droite telle que la fonction m — @(mx) sur X ps est automorphe. Elle est dite
cuspidale, si pour tout Q € P tel que Q C P, le terme constant ¢ est nul — ou,
ce qui revient au méme, si pour tout x, la fonction m + @(mx) sur X ps est cuspi-
dale. Notons oAcyusp (X p) I’espace des formes automorphes cuspidales sur X p. Pour
& € E(P), notons

ejA’cusp(lYP)E C 'A’cusp(XP),
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le sous-espace formé des fonctions qui se transforment a gauche suivant &.

Définition 5.1.1. Soit P € P(M). On appelle représentation automorphe discréete
modulo le centre — ou simplement discrete —de M(A), une sous-représentation irré-
ductible de M (A) dans I'espace L*(X pr)¢ pourun § € E(M). Onnote L3 (X m)e
le sous-espace fermé de L?(X pr)¢ engendré par ces représentations.

On appelle forme automorphe discrete pour P une fonction K -finie sur X p telle
que, pour tout x, la fonction m + @(mx) sur M(A) soit un vecteur d’une représen-
tation automorphe discrete modulo le centre de M.

Une représentation automorphe irréductible de M (A) est discréte modulo le
centre si et seulement si sa restriction 3 M(A)! est une somme finie de représen-
tations irréductibles dans

LA (M(F)\M(A)").

Pour § € E(P), on note Agjsc(X p)g 'espace engendré par les formes automorphes
discretes qui se transforment a gauche suivant £ sur X p. Le produit scalaire (-, -)p
munit Agisc(X p)g d’une structure d’espace pré-hilbertien. On sait (grace a la propo-
sition 4.2.1 pour les corps de fonctions) que

’A’cusp(XP)f;‘ C 'A’disc(XP)E~

Ainsi, HAcysp (X p)g est lui aussi muni d’une structure d’espace pré-hilbertien.

5.2 Opérateurs d’entrelacement et séries d’Eisenstein

Soient P, Q € P deux sous-groupes parabolique associés, i.e. tels que Mp et Mg
soient conjugués dans G(F'). Considérons une fonction & lisse sur X p se transfor-
mant & gauche suivant un caractere unitaire automorphe & de Ap (A). Pour A € a} ¢
et x € G(A), posons

d(x, 1) = e()t-i-pP,HP(X))q)(x).

La fonction x + ®(x, A) ne dépend que de I'image de A dans a} /Ap. Pour
s € W(ap,ap) et pour A € aj, ~ «assez régulier »> dans la chambre associée & P
dans a}, , on a une expression définie par une intégrale convergente :

(Mg|p (5. )®)(x., 54) = / S(w-tnx, V) dn,
US.P.Q(A)

En notant Rp I’ensemble des racines de Ap dans P, on demande ici ’inégalité stricte
(@, ML — pp) > 0, pour toute racine a € Rp telle que s € —Ro.
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ou I’on a posé
Us,p,0 = (Ug N wSUpws_l)\UQ.
On obtient ainsi un opérateur
Mgp(s,A) : Adisc(XP)g = Adise(X 0)st-
Pour P et Q standards et P fixé, Q est déterminé par s, et I’on pose
M(s,A) = Mg|p (s, A).

Pour s = 1, on écrira
Mg p(1) = Mg p(1,4).

Dans le cas particulier ot Q = s(P), on a (cf. [25, lemme 5.2.1]) :
M;p)p(s,A) = eWAterYs)g ou Y, = Ho(ws_l) =To—s"'T,
et
§ @ Adisc(X p)g = Adisc(X 0)sg  est défini par sP(x) = CD(wS_lx).
Définition 5.2.1. Pour ;& € u p, on pose
ou(x) = e(MsHP(x))(p(x)’
et on note D, 1’opérateur ¢ = ¢,,,i.e. Do = @,.

Lemme 5.2.2. Pour P, Q € P associés, s € W(ap,ag), L € Lp et A € a}‘,,c assez
régulier, I'opérateur D, vérifie I'équation fonctionnelle :

MQ|P(S,A)DM = DSMMQ‘p(S,/\ + ).
Démonstration. 11 suffit d’observer que (D, ®)(x, 1) = &(x, A + p). [

Soient P, Q € Ptels que P C Q. Pour ® € Agisc(Xp)g et A € a}’c assez ré-
gulier, on définit une série d’Eisenstein sur X o, par la formule :

E2(x.®. )= > ®(yx.A).
yeP(F)\Q(F)

Pour Q = G, onpose E(-,®, 1) = EG(-, ®, ). Le théoreme 5.2.2 de [25] est vrai
ici (mutatis mutandis)’ : pour ® € HAgisc(X pleetx € X, les fonctions

A (Moip(s,M)P)(x) et A E(x,®P,1)

admettent un prolongement méromorphe définissant des fonctions rationnelles sur le
cylindre a, /Ay = Hom(Ap, C>).

3Les propriétés de rationalité dans le cas cuspidal sont établies dans [32, section TV.4]. Le
cas général est traité dans [32, appendice II].
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5.3 La (G, M)-famille spectrale

Soient M € L, P € P(M) et A € a}, . On définit une (G, M)-famille périodique a
valeurs opérateurs [25, corollaire 5.3.2] : pour Q € P(M) et A € ays, on pose

M(P,A; A, Q) = Mgip(A) 'Mpp(A + A).

Soit T' € ay. Rappelons que 1’on a défini en section 3.2 une famille My-orthogonale,
qui est rationnelle si T € ap,@ :

W)= (Yr,p),
ou, pour P € P(M,), on a posé
Yr.p =[T]p + Yp, et  Yp=Ty—[Tolp.

Suivant la convention habituelle, pour Q € Pet P € P(My) telsque P C Q, on pose
Yr,0 = (Y1,p)0 et Yo = (Yp)p. Rappelons que pour P € P(My), I’élément Yp
appartient a Ag. En particulier, la famille My-orthogonale (Yp) est entiere. On
peut donc définir une autre (G, M )-famille périodique a valeurs opérateurs : pour
Q € P(M) et A € @y, on pose

MEY; P, A A, Q) = MNP A A, Q).

Le lemme suivant résulte de la proposition 1.6.8 :

Lemme 5.3.1. Fixons un élément Z € Ag. Les fonctions méromorphes de A et A a

valeurs opérateurs*

Mp (20 P AN = 3 egt 1 (Z MY P4 AL Q)
QeP(M)

sont lisses pour les valeurs imaginaires pures de A et A.

Observons que I’expression Mz?/}:" (Z,%0); P,A; A) est égale a

My (Z PN = Y 8g’[T]Q(Z§A)M(Pv)“A’Q)
QeP(M)

si Y) = 0, et donc, par exemple, si G est déployé.

4La notion de méromorphie invoquée pour un opérateur, disons A(1), est entendue au sens
faible, il s’agit de la méromorphie pour les fonctions A — A(1)®, pour ® dans un espace de
Banach.
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Soit Z € Ag.Pour Q, R € Py, on introduit la fonction méromorphe de A € a*Q C
et 4 € ag ¢, & valeurs opérateurs,

Q%o (Zid ) = D 65T (Zish — )M, p) T M(Gs., M),

S,s,t

ou S parcourt les éléments de Pg qui sont associés a @, s parcourt les éléments
de W(ag,ag), et ¢ parcourt les éléments de W(ag, as). Notons que SZ%lQ(Z; A1)
ne dépend que des images de A dans az,c /Aé etde p dans ay ¢ /A%, etquel’ona

SZITHQ(Z; A, ) = 0si R et Q ne sont pas associés.

Le lemme 5.3.4 de [25] est vrai ici. Il entraine la variante suivante de [25,
lemme 5.3.5] : en posant M = Mp, le changement de variables s - u = t~1Ls,
S8 =t"1SetsA —tu > Ay =ul — u, donne
QEo(ZiA. 1)

- ¥ 30 M SIS (7 A MR, i A S Mg (1. 2)
ueW(ap,ar) S’eP(M)

G,T . .
= Z MM,F(Z’ §D’R,/¢L’ AM)MR|Q(u7A’)
ueW(ap,ar)

Puisque, pour A € g, I'opérateur Mg o (u, A) est une isométrie [25, théoreme 5.2.2 (2)],
on en déduit que la fonction a valeurs opérateurs

(A ) > Qpo(ZiA )

est lisse pour les valeurs imaginaires pures de A et u. L’opérateur
Q% o(Z: A 1)

entrelace les représentation de G (A) dans Agisc(X )¢ et Agisc (X r)gr, ol € et £ sont
des caracteres unitaires automorphes de Ag (A) et Ag(A) respectivement, tels que
pour un (i.e. pour tout) u € W(ag,ag), on ait £ = ué.

Définition 5.3.2. On pose

@110 (Z: A ) = [€IT" Y Dy Ry (Zid. pt +v).

VECR

La fonction a valeurs opérateurs (A, ) — [SZ]I,TQ| 0 (Z; A, ) est lisse pour les valeurs
imaginaires pures de A et /.

>Dans 1’énoncé de loc. cit., M est la composante de Levi standard de Q.
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5.4 Séries d’Eisenstein et troncature

Soit M € L.Pour Z € Ag et H € Ay, on pose
X6(Z)=G(F)\G(A:Z), Xpy(H)=MF)\MA; H)

et

Xm = Ay (A)M(F)\M(A).

Pour P € P(M), soient ® et ¥ deux fonctions sur X p qui se transforment a gauche
suivant le méme caracteére unitaire automorphe de Aps(A). On a défini un produit
scalaire

(®,V)p = / O(mk)V(mk)dmdk.
XM xK
Lemme 5.4.1. Pour H € Ay, on pose

(@, W) p gy = / (mk)W(mk)dm dk.
Xym(H)xK

On a alors
(@, V) pu = [Cp|™ Z e HND, D, W) p.

VE,G'Z\M
Démonstration. On observe que puisque
d(amk)V(amk) = ©(mk)¥(mk)

pour tout a € Apr(A), le produit scalaire (®, W) p i ne dépend que de I’'image de H
dans cjps. On conclut par transformée de Fourier sur le groupe fini ¢y . ]

Soitp € L1 (P(F)\G(A; Z)). On pose, si la série converge,

loc

Exo)= Y, oyx).

yEP(F)\G(F)
Soit Y € L}OC(YM x K), c’est-a-dire que i est une fonction localement intégrable

sur X pr x K qui est invariante a gauche sous Aps(A). On pose, si ’intégrale a un
sens, pour v € Ty,

V() = / M M)y (k) dm dk.
XMXK

Nous aurons besoin du calcul formel suivant.
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Lemme 5.4.2. Notons Ap(Z) 'image réciproque dans Apy de Z € Ag. Soit ¢
comme ci-dessus et supposons que

op(x) = [ o(ux) du
Up(F)\Up(A)

soit de la forme
(5.3) op (mk) = 8p(m)e &1y (m k)

pourm € M(A), k € K, £ € uyy ety € L1 (Xpr x K). On a ’égalité suivante :

loc

| Epdr=fut Y Y ).
Xc(2)

veen HEAM(Z)

Démonstration. Tout d’abord, il est classique d’observer que

/ E(x,p)dx =/ o(x)dx =/ op(x)dx.
Xc(2) P(F)\G(A;Z) P(F)Up(A\G(A;Z)

La formule d’intégration (5.1) montre alors que

/;(G(Z) E(x,p)dx = Z /X 8 p(m) "\ op (mk) dm dk,

HeApy (z) Y Xm (H)xK

soit encore, compte tenu de 1I’hypothese (5.3),

/ E(xg)dx= Y~ e(E’H)/ v (mk) dm dk,
X (2) X

HeAp (Z) M (H)xK

et il suffit pour conclure d’observer que

/ Y(mk)ydm dk = [ep|™" D ey (). n
Xap(H)xK ~

VECHM

Nous pouvons maintenant établir 1’analogue, dans notre cadre, de [25, théo-
reme 5.4.3]. Soient ® et W des formes automorphes associées a des sous-groupes
paraboliques standards, vérifiant les conditions suivantes :

Hypotheses 5.4.3. On suppose que :

(i) D€ Agisc(X ) et W € sAgisc(X r)gr pour des sous-groupes paraboliques
associés Q, R € Py, ol &, resp. &, est un caractére unitaire automorphe
de Ag(A), resp. de Ar(A);

(i) Ae a’é’c/ﬂé etjL € ag o/ Ags

(iii) &’ = wé pour un (i.e. pour tout) w € W(ag, ag).
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Théoreme 5.4.4. Soit Z € Ag. Sous les hypothéses 5.4.3, on a les assertions sui-
vantes :

(1)  Onsuppose que © et V sont cuspidales. On a I’égalité entre fonctions méro-
morphes de A et i :

/ ATE(x, ®, ME(x, W, —)dx = ([R]Fo(Z: 1. 1)@, V).
Xc(2)

(i)  On suppose que ® et V sont discrétes mais non nécessairement cuspidales.
1l existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout A € p ¢ et tout (L € jLp,
on ait :

[ AT B 0 ) G B (910 (253,10, ) | < 70D,
Xg(2)

Démonstration. Prouvons (i). Pour A € az) ¢ dans le domaine de convergence de
la série d’Eisenstein E(x, @, 1), et puisque  est cuspidale, on a ([25, proposi-
tion 5.4.1])

ATE(x,®,2) = ) (=1)*O¢us (s (Ho(yx) — T)(M(s, 1) (yx, s1)),
S,s,y

ou la somme porte sur les S € Py associés a O, s € W(ag,ag), y € S(F)\G(F),
et M = Mg. On déduit du lemme 5.4.2 que pour A dans le domaine de convergence
de E(x,®, 1), et —ju dans celui de E(x, ¥, —fi), I'intégrale de (i) est égale a

_1nya(s) -1 _
(5.4) SZ [X oy V57 (o) — A )

avec
Xs(Z) = S(F)Us(A\G(A: Z)

(X 5(Z) est'image de (][ gea,, z) Xm(H)) x K dans X g), et
A(x,s) = (M(s, 1)) (x, sA) s E(x, W, —f1),
ou [Tg E est le terme constant de E le long de S. Notons que ¢ps,s(s ™ (Ho(x) — T))

ne dépend que de I'image (Hg(x)° — Tsc) de (Ho(x) — T') dans ag. D’apres [25,
théoréme 5.2.2 (5)], on a

A,y = ) ebATmaRes s M(s, 1) @) () (M(1, — 1) W) ().

teWC (apg,as)
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La fonction M(s, A) ® appartient & oAcysp (X 5)s¢ et la fonction M(z, —f1) W appartient
a Acusp(X 5)er. Il résulte des lemmes 5.4.1 et 5.4.2 que I’expression (5.4) est égale
alasomme sur S, s ett de

€17 Y D (=D Ours(H — Ts)eH = H1(D,M(s, 1)@, M(1, —j1) V) 5.
ve’c\s HeAg(Z)

Fixons un triplet (S, s, ¢) comme ci-dessus. En tenant compte du lemme 1.6.5 on a
pour A assez régulier et u fixé,

> D)y (H = Ts)et v H) = e3TS(Zysh — 1 —v).
HeAs(Z)

On obtient que I’expression (5.4) est égale a la somme sur S, s et ¢, de

55 [@s7' D] e TS (Zish — i — v)(D,M(s, ) D, M(r, — ) W) s,
VG/C\S

soit encore

5.6)  [CrI™ Y &g TS (ZisA — t(u + v) (D M(s. ), M(1. — ) ¥)s.
ve/c\R
et, grace a I’équation fonctionnelle du lemme 5.2.2, on obtient que (5.6) est égal a
5.7 [€rI™ Y e$TS(Zish — t(u + v)DM(E, —(1e + 1) " M(s, ) D, B) .
VE/Q\R

On voit apparaitre la (G, M )-famille spectrale a valeurs opérateurs pour M = Mg et
I’intégrale de (i) est donc égale a

CrI™" D (DRY 5 (Z: A+ v)D, W)k
VE’Q\R

Lassertion (i) en résulte. Le cas général (ii), dans le cas des corps de nombres, est di
a Arthur [3]. La preuve consiste a se ramener au cas cuspidal, ¢’est-a-dire a la formule
de Langlands [25, théoreme 5.4.2 (i)]. Dans le cas des corps de fonctions, on prouve,
de la méme manicre, (ii) a partir de (i). Notons qu’ici les groupes gy et g sont
compacts, d’ou la borne uniforme en A et u. |

Sous les hypotheses 5.4.3 (i) et 5.4.3 (ii), pour que I’intégrale

f ATE(x,®, )E(x, ¥, —1)dx
X (2)
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soit non nulle, il faut que wé et & coincident sur Ag(F)\Ag(A)! pour un (et donc
pour tout) w € W(ag, ar). Cette condition équivaut a I’existence d’un 7 € pp, tel
que

(wf) » 7 =¢".

Son image dans Bg est uniquement déterminée.

Proposition 5.4.5. Notons E(&,£") I'ensemble des T € p g vérifiant I’équation
(wE) xt=¢,

pour un w € W(ag,ag). S’il est non vide, c’est un espace principal homogeéne
sous Cg, indépendant du choix de w. Sous les hypothéses 5.4.3 (i) et 5.4.3 (ii),
le théoreme 5.4.4 reste vrai sans ’hypotheése 5.4.3 (iii), a condition de remplacer
[ﬂ]ng (Z; A, w) par l’opérateur
[R1%10(Z.68 0.0 ERRIT Y Dy Ro(Z:id i+ ).
veE(§.£)

Par convention, [Sl]ng(Z, E,E:A, 1) =0si E,E) estvide. Si(A— . —v) €Cq
pour v € E(&, &), chacun des membres de 1’égalité ne dépend que de I'image de Z
dans cg.

Démonstration. 11 suffit d’observer que E(x,D, ¥, u) = E(x, ¥, u + v). ]






Chapitre 6

Le noyau intégral

6.1 Opérateurs et noyaux

Notons C® (G(A)) I’espace des fonctions lisses et a support compact sur G(A). On
notera dy la mesure G(A)-invariante a droite et a gauche sur G (A) déduite de la
mesure de Haar dx sur G(A) en posant :

/; f(y)dy = / f(6x)dx avec & e G(F).
G(A) G(A)

La mesure ainsi définie est indépendante du choix de §. L’espace tordu localement
compact G(A) est unimodulaire, au sens de [25, section 2.1]. Il agit sur X g de la
maniere suivante : pour x € Xg et y € G(A), on choisit un représentant x de x
dans G(A) et un élément § dans G (F). Alors ' = §~1xy est un élément de G(A),
dont I'image x” dans X g ne dépend pas des choix de X et de §. On pose x * y = x.

On fixe, dans toute la suite, un caractére unitaire w de G(A) trivial sur le
groupe Agz(A)G(F). La représentation régulicre droite p de G(A) dans L*(Xg)
se prolonge naturellement en une représentation unitaire p de (G (A), ®), au sens de
[25, section 2.3] : pour ¢ € L?(X ), et x et y comme ci-dessus, on pose

Py, 0)p(x) = (wp)(x * y) = 0§ Xy)p~ ).

Par intégration contre une fonction f € C° (G (A)), on définit I’ opérateur

B = [ fORG.w)d,
G(A)
Il est représenté par le noyau intégral sur X g x X ¢

Ks(fooix.y)= > o) f(x'8y),

§€G(F)

c’est-a-dire que nous avons
G = [ Kg(foixnpo)dy.
G
Le noyau Kz (f. w: x, y) seranoté K( f, w;x, y) si aucune confusion n’est a craindre.

D’apres [25, lemme 6.2.1] on a le

Lemme 6.1.1. 1] existe des constantes c(f) et N telles que, pour tout x et tout y
dans G(A), on ait
[K(fw:x, 9 < c(HIxV ]y,
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6.2 Factorisation du noyau

Pour f € CX(G(A)) et h € CX(G(A)), on note f » h € CX(G(A)) la fonction
définie par

(f % h)(x) = /G STy

Le noyau intégral de I’opérateur p( f * i, w) sur X g est donné par

K(fxhw;x,y)= K(f,w;x,2)Kg(wh;z,y)dz.
Xc

Toute fonction f € C* (G(A)) est K'-bi-invariante, ¢’est-a-dire invariante 2 droite
et a gauche, par K’, un sous-groupe ouvert compact de G(A), que 1’on peut choisir
distingué dans K . Si on suppose que le caractére w est trivial sur K’, la fonction

XexXg—>C,(x,y) = K(f,w;x,)

est (K’ x K')-invariante (pour l’action a droite) et le noyau K(f, w; x, y) est
S-admissible au sens de [25, section 6.3]. Le théoreme de factorisation de Dixmier-
Malliavin [25, théoréme 6.3.1] est trivialement vrai ici : notons egs la fonction
caractéristique de K’ divisée par vol(K'). C’est un idempotent de C°(G(A)) et
I'ona

f=freg=egxf =eg * [ *xeg.

Puisque | =1, le noyau K( f, w; x, y) s’écrit

K(foix,y) = / K(f.wix.2) K (egri 2, v)dz.
Xg

6.3 Propriétés du noyau tronqué

On a défini en section 3.4 un domaine de Siegel @* = €& pour le quotient
BG(FI\G(A),

et on pose G(A)* = €cG(A)!. On note AIT I’opérateur de troncature agissant sur
la premiére variable d’un noyau K( f, w; x, y). On a, dans [32], la variante IV.2.5(b)
des lemmes 6.4.1 et 6.4.2 de [25] :

Lemme 6.3.1. (i) I/ existe un sous-ensemble compact 21 de &* tel que pour tout
y € G(A)*, la fonction

&* - C, x|—>A{K(f,a);x,y)
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soit a support dans 21. De plus, la fonction
G*xB* - C, (x.y)>ATK(fw:ix,y)

est a support compact, donc bornée.

(ii) Soit K’ un sous-groupe ouvert compact de G(A). Il existe un sous-ensemble
compact Qy de &* x &* tel que pour toute fonction K'-bi-invariante f dans
CX(G(A)), le support de la restricion a &* x &* du noyau tronqué
(x.y) = ATK(f. w; x, y) soit contenu dans Q.

Démonstration. La fonction (x, y) — K(f,w;x,y)sur Xg x X est (K’ x K')-in-
variante pour un sous-groupe ouvert compact K’ de G(A). On peut donc appliquer la
proposition 4.2.1 : il existe un sous-ensemble compact £, de @™ tel que pour tout
y € G(A)*, le support de la fonction x > AlTK(f, w; x, y) soit contenu dans €. On
procede ensuite comme dans la preuve de [32, assertion IV.2.5 (b)]. La derniere as-
sertion résulte de la proposition 4.2.1 et de la preuve de [32, assertion [V.2.5 (b)]. =






Chapitre 7

Décomposition spectrale

Les sorites de [25, section 7.1] sont valables ici. La décomposition spectrale
de L?(X g) a été obtenue par Langlands pour les corps de nombres [28] et par Morris
pour les corps de fonctions [35, 36], puis rédigée pour tout corps global par Mceglin
et Waldspurger [32].

7.1 Un résultat de finitude

Soit P € P. On observe qu’une fonction K -finie sur X p est forcément K’-inva-
riante a droite pour un sous-groupe ouvert K’ de K. Pour £ € E(P), on note
Agise. k' (X p)g le sous-espace de Agisc(X p)g, formé des fonctions qui sont K '_in-
variantes. On définit de la méme maniére les espaces A, /(X p)g. Sur un corps
de fonctions on a le résultat de finitude suivant :

Théoréme 7.1.1. La représentation de G(A) dans HAgisc(X p)g est admissible : pour
tout sous-groupe ouvert compact K’ de G(A), I’espace Agise. k' (X P)g est de dimen-
sion finie.

Démonstration. D’apreés le lemme 4.1.2, il existe un sous-ensemble compact 2
de X p tel que toute forme automorphe cuspidale K'-invariante sur X p soit 2 support
contenu dans €2. On en déduit que I'espace A, g’ (X p)¢ est de dimension finie. En
d’autres termes, la représentation de G(A) dans Acusp (X p)g est admissible. D’apres
la décomposition spectrale de Langlands, les formes automorphes discretes

o e ejA’disc,K/(‘XP)S

s’obtiennent comme résidus de séries d’Eisenstein E€ (x, ®’, 1) construites a par-
tir de formes automorphes cuspidales @ € Ao, k(X g)g pour un Q € P tel
que Q CP,§eB(Q)et e ;ﬂé o a"é C/Aé; avec la condition que I’élément
£ % A de E(Q)* défini par (£ x 1) (a) = £'(a)e!*He@) pour tout a € Ag(A), pro-
longe &. Observons que £’ x A ne dépend que c/l\e la projection de A sur a*Q,C /BY, =
ker[E(Q)Y — E(Q)']. Pour p € pgy (=Ag), la fonction D,P" appartient
a ’A’cusp,K'(XQ)S'*M et

EP(x, D, A —p) = EF(x, ', 1) pour tout A€ MJQF.

Soit E(Q) xBe [LE le quotient de E(Q) x [LZ par la relation d’équivalence définie
comme suit : deux couples (£7, A1) et (§5, A2) sont équivalents si et seulement s’il
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existe un u € pg tel que (§5,42) = (&7 * w, A1 — p); auquel cas & * Ap = &) » A1.
Puisque ¢p = ker[;l,JQr — a*Q c/ Bé] est fini, I’application (surjective)

2(0) xP2 uh — E(Q)F. (€.0) > & %

est a fibres fines. Comme I'espace oA, k' (X g)¢ est de dimension finie, il suffit
de voir que les éléments de E(Q)™ de la forme £ x A avec (§,1) € E(Q) x [LE,
tels qu’il existe une forme @’ € A, x’(X ¢)¢ pouvant donner naissance par ré-
sidu de la série d’Eisenstein E¥ (x, ®',-) en A a une forme dans Agise. k' (X P)es
appartiennent & un ensemble fini. La projection (£’ x A)! = & » A Ao ()1 de &' x A

sur E(Q)! coincide avec la projection de &', qui est un caractére du groupe fini
Ap(F)(K' N Ag(A))\Agp(A). Par conséquent, les classes £ + B varient dans
un sous-ensemble fini de E(Q)/ B 0. On peut donc fixer £’ et se contenter de faire va-
rier A. Ecrivons A = Ay + A" avec Ay € pp et AT € ap. La projection (A%)p de A

sur a est nulle (car §’ = §) et la projection (A+)§ de A sur ag’* varie dans

: *Mapa)
un compact de a Q’*. La compacité de u o assure que A varie dans un compact du cy-
lindre ;LJQF. L’intersection d’un ensemble compact et d’un ensemble discret (les poles
d’une série d’Eisenstein) est finie, ce qui acheve la démonstration du théoréeme. =

Ce théoreme rend inutile le découpage suivant les données cuspidales utilisé par
Arthur (et repris dans [25]) dans le développement spectral de la formule des traces,
puisqu’il regle immédiatement les éventuelles questions de convergence.

7.2 Données discretes et décomposition spectrale

Pour M € L, notons WY (M) le quotient de I’ensemble des éléments w € WO tels
que w(M) = M par WM _ C’est un groupe et on note w® (M) son ordre. Rappe-
lons que pour o une représentation de M(A) et A € py, onanoté o, =0 x A la
représentation définie par les opérateurs

oxA:x > MM g (),

Définition 7.2.1. On appelle donnée discrete pour G un couple (M, o), ol ¢ est une
représentation automorphe irréductible de M(A) discrete modulo le centre, ¢’est-a-
dire apparaissant comme composant de Lgisc (X m)e — Iespace de Hilbert engendré
par les sous-représentations irréductibles de L?(X M )¢ — pour un caractére unitaire
automorphe £ de Aps(A). Deux données discretes (M, o) et (M, 0”) de G sont dites

équivalentes s°il existe un couple (w, ) € WG x u,, tel que

wMw™ =M et wox) ~o.
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Nous noterons Stabys (o) le sous-groupe de €3s formé des A tels que 0 x A ~ o,
et ¢p (o) son indice :

e (0) = | € |
M |Staba (0)]°

Soit (M, o) une donnée discrete pour G et soit P € P(M). Soit & la restriction
a Ap(A) du caractere central de o. On notera

A(Xp.0) C Adisc(XP)e

le sous-espace des formes automorphes ¢ sur X p telles que, pour tout x € G(A),
la fonction m — @(mx) sur X s soit un vecteur de la composante isotypique de o
dans Lﬁisc (X am)e. Cest I’espace des fonctions K -finies a droite dans I’espace de la
représentation induite parabolique de P(A) a G(A) de la composante isotypique de o
dans L2 (X m)e. _ _

Considérons x € Xp,y € G(A),0 = Intgavec§d € G(F)et u € aL,C. Rappe-
lons que I’on a posé

(71.1) o(x, p) = elterHr@p ().

Définition 7.2.2. Pour une représentation automorphe irréductible o de Mp (A) dis-
crete modulo le centre, on définit pour Q = @(P) un opérateur unitaire'

(7.2) pP,U,M(S’yﬂw) : 'A(XP’U) _>°A’(XQ’0((U®U))’
en posant
(7.3) (PP (8.7, 0)@)(x,0(n) = (@) (§~ ' xy, ).

Cet opérateur réalise un avatar tordu par 6 et w de la représentation induite para-
bolique
G(A)
IndP(A) (o % ).

Différentes réalisations peuvent apparaitre et doivent étre comparées :

Lemme 7.2.3. Pour i1 et A € uyy, les avatars tordus

Py = pP,a,/H-M(S? Y, w) et Py = pP,a*A,/L(Sv y, )

'On prendra garde a ce que, contrairement au cas des corps de nombres, on ne dispose pas
d’un représentant canonique dans 1’orbite de o sous les décalages parles (1 € .
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sont équivalents et I’entrelacement est donné par les opérateurs D, et Dy (défini-
tion 5.2.1). En d’autres termes, le diagramme suivant

P

A(Xp.0)

AXg,0(w ®0))
D, Do)

AXp,o*A) 2 AXg.0(@ R0 * L))
est commutatif, c’est-a-dire que I’on a
(7.4) De(/l) 0 pP,U,A-i-M(& y,w) = pP,U*/\,M(& y,w)oD,.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des équations (7.1) et (7.3). ]

Par intégration contre une fonction f € Cfo(G(A)), on définit I’opérateur

pP,a,u, (8’ f7 a))

et on pose

F/\)’P,G,/J, (y, o) = PPo,u (8o, Y, ), FP,U,N«(f’ w) = PPo,u (80’ f’ w).

Soit ¢ : Xg — C une fonction continue et a support compact. Pour P € P,
U € Agisc(Xp) et L € pp, on pose

@(\P,u)=/ o(x)E(x, ¥, p)dx.

Xg

Pour deux fonctions ¢, ¢ : X — C continues et & support compact, on pose
6. 0)xo = [ sLopd
Xg

Pour M e L, notons

o Il4isc(M) I’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations automor-
phes irréductibles de M (A) discrétes modulo le centre ;

o I4isc(M) le quotient de Igisc(M) par la relation d’équivalence donnée par la
torsion par les caracteres unitaires de Ay ;

*  Wp(0) une base orthonormale de 1’espace vectoriel pré-hilbertien A(X p, o).

D’apres [32, chapitre VI] avec les conventions 1.3.1 pour la normalisation des me-
sures (vol(p ) = 1) et les notations de la définition 7.2.1, on a le théoréme suivant.
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Théoréme 7.2.4. Le produit scalaire (¢, ) x , admet la décomposition spectrale
1 -~ -~ =~
Woxe= Y taap L ) [ Y dwwsm.
MeL|W o €l gisc (M) M Qe p (o)

ou l’on a identifié L/W a un ensemble de représentants dans L, et on, pour chaque
classe 0 € M gisc(M), on a choisi un représentant o € Tlgisc(M) dans la classe o.”

7.3 Décomposition spectrale d’un noyau

La proposition 7.2.2 de [25] est vraie ici, mutatis mutandis®. Plus précisément,
soient P € Py et 6 un F-automorphisme de G. Soit H(x, y) un noyau intégral sur
Xgpy x Xp,delaforme H = K; K} :

H(x.y) = /X K. 2)KE (2. y) dz.

ol Ky (resp. K») est un noyau «A-admissible sur X g(py X X p (resp. Xp x X p). On
suppose que pour S € PE, o € Myise(Ms) et 1 € g, on a des opérateurs de rang
fini et, plus précisément, qui s’annulent en dehors d’un ensemble fini de vecteurs

de ¥g(o):

A1, € Hom(A(X 5,0), A(Xg(s).0(0)))

et
Az,a,u € Hom(A(X 5,0), A(X s,0)),
vérifiant
/X K ) EP (3 W, ) dy = EP)(x, Ay 0.0V, 60(10))
P
et
/ Ka(ro )EP (v W, ) dy = EP (x, Ag.o W, 1),
Xp
Posons

BU,M = AI,G,MA;,G,H, S HOl‘n(eAa(Xs,O'), A(X@(S), 9(0’)))

20n observera que pour chaque facteur de Levi M € £/W, on a choisi un sous-groupe
parabolique P de composante de Levi M. Le choix de ces sous-groupes paraboliques P est
indifférent. Il en est de méme pour les formules des propositions 7.3.1 et 7.3.2 ci-dessous.

30n observera que, dans [25], la définition des espaces X p differe de la ndtre par un quo-
tient par B p ; il en résulte que, pour que la formule [25, proposition 7.2.2 (1)] soit correcte, il
faut la modifier comme indiqué en Err (viii) dans I’annexe.
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et

Ho(x.yiw) = E*P(x.Bou W 6(w)ET (v, V. p).
YeWgs (o)

Proposition 7.3.1. Le noyau H(x, y) admet la décomposition spectrale

15 HEn= Y —— Y o) [ HeGeyimdu

G
Mel /W w? (M) o €Ml gisc (M) d

De plus, la somme sur ¥ dans ’expression Hy(x, y; |4) est finie, et en posant

ey = Y —— Y o) [ IHeGryswlde,

G

w¢ (M

MeL /W (M) o € gisc (M) my
on a la majoration (inégalité de Schwartz)

(7.6) |H(x,y)| < h(x,y) < Ki K} (x,x) 2K K5 (. y)"/2

84

Démonstration. Comme dans la preuve de [25, proposition 7.2.2], cela résulte
des généralités sur la décomposition spectrale des noyaux produits [25, proposi-
tion 7.1.1 (1)] et de la forme explicite de la décomposition spectrale automorphe

(théoreme 7.2.4).
Pour § € G (F), posons 6 = Ints et Q = 6(P). On considere I’opérateur
p@. f.w): LX(Xp) > L2(Xg).

défini par
p(5. f.)p(x) = [ FO) P xy)dy.
G(A)

Il est donné par le noyau intégral

Kostx) = [ o) Y Gy sy du.
Uo(P\Uo®) o0
Soit S € PE, et soit o une représentation automorphe de M (A). Pour 1 € ap.c

et feCX® (G (A)), on a défini en section 7.2 un opérateur
Psou(S, fLo): AXs, 0) > AXgs). 0w ®0)).
Pour ¥ € A(Xgs,0)etx € Xp,ona

P, fo)EP (x, W, 1) = E2(x, pg 4, (8. f,0)V.0(1)),
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N

d’ou
/X Koo ) EP (5. W, j)dy = E2(x. pg g (6. f)W. O(10)).
P

Rappelons que I’on a fixé une base orthonormale ¥ g (o) de I’espace pré-hilber-
tien A(X 5,0). Pour u € pg, on pose

Kopolx,yiw) = Y EC(x, 50,8 f@)W,0()EL (3, W, ).
VeV (o)
On a les variantes de la proposition 7.3.1 de [25] et de son corollaire 7.3.2 :
Proposition 7.3.2. La fonction f € C° (G (A)) étant fixée, alors
(i) lenoyau K¢ 5(x,y) admet la décomposition spectrale suivante :

1 ~
Kos(x.))= Y P Y Tu) | Kopolx.yipdu:
MeLP/wP o €ll gisc (M) tum

(ii) la restriction a © x G(A) de la fonction

1 ~
(x,y) Z m Z cy (o) |A{’QKQ,P,o(x,y;M)|d/L
MeLP/WP o€l gise (M) km

est bornée et a support compact en X, et a croissance lente en y.

Démonstration. Le point (i) est une conséquence de la proposition 7.3.1 et de
la section 6.2 : on choisit un sous-groupe ouvert compact K’ de G(A) tel que
e’ * [ keg = fetw|K, =1;pourS € Tﬁ,a € Mgisc(Ms) et 4 € pg, on consi-
dere les opérateurs

AI,U,M = pS,a,M(‘S’ fiw) et AZ,U,M = pS,a,p,(eK’)v

b —_ *k
puis on pose By, = Al,U,MAz,a,M-

On en déduit que le noyau tronqué AlT’Q Ko s(x,y)estégal a

! - T
2. wran 2. u© ATCKg oo (. y: ) di.
MeLP /W o€llgjsc (M) 197

On observe que, grace a la factorisation de la section 6.2, on a

T, . T, . . .

A QKQ,p,U(x,y,p,) = /X A QKQ’P’O(X,Z,M)K;’P’U(BK/,Z,y,[,L)dZ
G

avec

Kp polegiz,yipn) = Z EP(z, W WEP (3, psoplex)V. 11).
WeW (o)
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On en déduit le point (ii), comme dans la preuve de [25, proposition 7.3.1 (ii)], grace
a I’inégalité de Schwarz (7.6), au lemme 6.3.1 (i), et a I'inégalité du lemme 6.1.1. m

Corollaire 7.3.3. La restriction a @ x G(A) de la fonction
(x.y) > [ATC K 5(x. )]

est bornée et a support compact en x, et a croissance lente en y.
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La formule des traces grossiere






Chapitre 8

Formule des traces : état zéro

8.1 Le cas compact

Dans cette section nous établissons la formule des traces tordue dans le cas ol Gger est
anisotrope, c’est-a-dire ol

Xe = Ac(A)G(F)\G(A)

est compact. On pose
déf

Yo = Ag(A)G(F)\G(A).
Rappelons que I’on a fixé un caractére unitaire w de G(A) qui soit trivial sur le
groupe Az(A)G(F). Pour f € C2°(G(A)) on considere I'intégrale

déf

J(f, w) =/Y K(f, w;x,x)dx,

avec

K(fioix.y)= Y fG&x'$yo).

8eG(F)

Il est facile de montrer que I’intégrale sur Y g est absolument convergente. Indiquons
rapidement comment on en déduit la formule des traces. Pour plus de détails on ren-
voie aux chapitres suivants, ou les résultats de ce paragraphe seront établis dans un
cadre plus général.

On peut développer I’intégrale suivant les classes de conjugaison. On note T un
systéme de représentants des classes de G(F)-conjugaison dans G (F) et G*(F) le
groupe des points F-rationnels du centralisateur G® de 8 dans G. Pour § € G(F ), on
choisit une mesure de Haar sur G%(A) et on pose

a%(8) = vol(Ag(A)G] (F)\G? (A)).
Si G%(A) ¢ ker(w) on pose
Os(f.w) =0
et, si G®(A) C ker(w), on pose

05(f.w) = / o(9) f(g~'5g)dg.

G3(A\G(A)

ou dg est la mesure quotient.
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Proposition 8.1.1. Si G4 est anisotrope, on a le développement géométrique

J(f.w) =Y a%®)05(f.w).
§€T
Seul un nombre fini de & (dépendant du support de f) donne une contribution non
nulle a la somme.

Nous allons maintenant considérer le développement spectral. En général,
J(f, w) n’est pas une trace car, sauf si Ag est trivial, I’opérateur p( f, @) opérant
dans L?(X ) n’est pas un opérateur 2 trace.

Rappelons qu’on a noté E(G) le groupe des caracteres unitaires automorphes
de Ag(A). On note

2(G,G) C E(G)

le sous-groupe des caracteres triviaux sur Az (A). Les groupes E(G) et E(G, G) sont
munis de mesures de Haar en suivant les conventions 1.3.1 : elles donnent le volume 1
aBget Bg respectivement' . Soit

2(G,0,0) C E(G)

le sous-ensemble formé des caracteres £ tels que, en notant w4, la restriction de w
a Ag(A), on ait

ol =wy,; ®E.
Si E(G, 6, ) est non vide, c’est un espace tordu sous le groupe Z(G)? des points
fixes sous 6 dans E(G). On observe que B% est un sous-groupe ouvert de & (G)?.On

munit 2 (G)? de la mesure de Haar telle que Vol(@%) = 1 ce qui fournit une mesure
E(G)?-invariante sur (G, 6, »).
Considérons un caractere £ € E(G) et posons pour x et y dans G(A),

Ke(foix.y)= > E2) [ x 7 8y)w(y)dz,
sedg (F\G(F) /AG(A)

soit encore

Ke(fooix.y) = / EDK(f.w:2x. y)dz.

Ag(F)\AG(A)

Par inversion de Fourier, on voit que

K(f,w:x,y)zf Ke(fsw:x.y)de.

E€E(G)

'Rappelons que @g; est le dual de Pontryagin du réseau ‘Bg = Bz\Bg de ag.
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et on observe que

(8.1) Ke(fiwszx,zy) = e (2)Ke(f, 05 x, y),

N

ou
Le=(E0f) ™ (wa; ®E) = wg, @ ETY

est un élément du groupe E (G, 6) On observe aussi que, par définition,

{g =1 équivauta § € E(G,0,w).

Pour § € E(G), on note L?(X g)¢ 'espace de Hilbert des fonctions sur X g
qui se transforment suivant & sur Ag(A). Lorsque & € E(G, 0, w), c’est-a-dire
si {¢ = 1, Popérateur p( f, ®) induit un endomorphisme de L*(X g)g. D’apres le

théoréme 7.1.1, c’est un opérateur de rang fini. On pose
J(f,0,§) cg/ Ke(f, w;x,x)dx
XG
etona
(8.2) J(fw, &) = trace(p(f. ®)|L*(X )¢ ).
On note

Mgise (G , W)

I’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations automorphes irréductibles
de G(A) discretes modulo le centre, qui admettent un prolongement a (G(A), w).
Pour £ € E(G, 6, w), on note Hdisc(é, )¢ le sous-ensemble de Hdisc(é, w), formé
des représentations dont le caractére central restreint & Ag (A) est égal a £. Enfin pour
7 € Igisc(IT, w)g, on note

AXg, )

la composante isotypique de 7 dans
eAa(XG)g C LZ(XG)E.

Lemme 8.1.2. Pour ¢ € E(G,0,w), ona

Jfo&= Y tace(p(fo)AXe 1)),

7€M aise(G,0)¢

Démonstration. On observe que les représentations 7 qui n’admettent pas de prolon-
gement a (G (A), w) contribuent par zéro a la trace de 1’opérateur p( f, ). ]
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On choisit, pour chaque 7 € Mise (G, ), un prolongement 7 a (G(A),w) de
(plus correctement, d’un représentant (7, V) de la classe ) et on note m(w, 7) la
multiplicité tordue de (,7) dans L?(X G )¢, » définie dans [25, section 2.4], ol & est
la restriction 2 Ag (A) du caractere central de 7. Le nombre

m(m, 7)trace(T(f, w)|Vy)

ne dépend pas du choix de 7. Ceci fournit une nouvelle expression :

Jfo§)= ) mxmace(f.0)|V).

mellgise(G,0)¢

Lemme 8.1.3. On suppose que ’ensemble B (G, 0, ) est non vide. Si {\} est une
Sfamille de fonctions sur B(G, G) qui tend, au sens des distributions, vers la masse de
Dirac a ’origine, alors pour tout fonction « lisse sur E(G), on a

lim V(was ®§'0)k(€)dE = / K(§)d§.

£€B(G) £€E(G,0,w)

Démonstration. Par hypothese, il existe £ € E(G, 6, w). En écrivant £ sous la forme
§ = &o€152 avec & € E(G)e, ona

1-0 _ ¢£1-6
wAg®E 1 .

On observe alors qu’en posant E(G); = 2(G)/E(G)?, ona

/ V(wag ® E'0)k(E)dE = w(éf‘e)( / k(06162) déz) dé;.
§€EB(G) £€eB(G)?

§1€E(G)1

On peut supposer que ¥ est a support dans le tore compact
Bg = (1-60)Bg (C E(G.G)).

Puisque les mesures sont compatibles avec la suite exacte courte

~ 1—-0 G
0—>36—>'Bg—>BG—>O
le lemme en résulte. n

Proposition 8.1.4. Si Gy, est anisotrope, on a l'identité :
J(fi0) = / trace(F(f, 0)| L*(X 6)¢ ) d&.
£€E(G,0,w)

soit encore

J(f,a))z/;ea(Gew) 3 trace(;(ﬁw)M(XG,n)).

7€M gise(G,0)e
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Démonstration. Par définition,

J(f.w) = [YG (/gem) Kg(f,a);x,x)ds) dx.

soit encore

J(ﬁw):/ B / (/ Kg(f,w;zx,zx)dg’)dzd)'c.
i€Xg JzedAg(F)Az(A\AG(A) £€E(G)

Considérons une famille {¢} de fonctions a support compact sur le groupe abélien
localement compact
Ac(F)Ag(A)\Ag(A)

et tendant vers la fonction 1, de sorte que la famille {?q;} de leurs transformées de
Fourier tende vers la masse de Dirac sur E (G, G) al’origine. Alors J( f, w) est égal a

lim / [ (/ Kg(f,a);zx,Zx)dé)qﬁ(z_l)dzdfc,
¢=>1JX6 JAG(F)Agz(A)\AGg(A) \ JE€E(G)

soit encore, en utilisant I’équation (8.1), a

lim / / (/ ¢(z“1)§5(z)Kg(f,a);x,x)dE) dzdx.
¢=>1JX6 JAG(F)Agz(A)\AGg(A) \ JE€E(G)

Comme ¢ est a support compact, on peut intervertir les intégrations en z et £, et on a
stgor=tim [ ([ Gkeforrn i) o
9—>1JX5 \ Je€E(6)

Compte tenu du lemme 8.1.3, cette limite s’écrit

/ (/ K,g(f,w;x,x)dé)dfc.
Xc £€B(G,0,w)

Comme X est compact, on peut encore intervertir, et on obtient
o = [ J(f.0.6)d.

§€E(G.0,0)

On conclut en invoquant I’equation (8.2). ]
On pose
déf =

1 =Ag
et on note Mgis (G, ®) le quotient de Myis (G, w) par la relation d’équivalence don-
née par la torsion par les €léments de u . Pour w € Tgisc (G, ), on pose
el

cglm = |Stabg ()|’

ol Stab () C T est le stabilisateur de 7 dans p.g.
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Lemme 8.1.5. Le morphisme

—

N R _ Mo
B — B = Bg.
induit par £ — & | . €5t surjectif et son noyau est fini, de cardinal
G

J(@) = | det(1 — 0]aZ)].

Démonstration. Le groupe @% est le dual de Pontryagin du groupe (1 — 0)Bg\Bg.
Le morphisme composé

Bg =BG — Be — (1-0)Bs\Bg
est injectif et son conoyau est égal a
(1-6)Bs + Bg)\B = (1 — )Bs\BG.

Or, I’indice [Bg : (1 —0)Bg]estégal a|det(l — 9|a§)|. D’ou le lemme, par dualité
de Pontryagin. |

Avec les conventions 1.3.1 pour la normalisation des mesures (vol(pg) = 1), la
proposition 8.1.4 s’écrit aussi :

Proposition 8.1.6. Si Gy, est anisotrope on a l'identité
J(fw)=jG)™" Y Cg() | trace(p(f.w)|AXg.m2))dA,
7 €l 4isc (G,0)

o, pour chaque classe 1, on a choisi un représentant mw dans Ig4isc (G, w). Seul un
nombre fini de nt (dépendant de f ) donne une contribution non triviale a la somme.

Démonstration. On peut écrire
@ (52
[ P&erdi= @ [ LXekdn
8(G.0.0) £€E(G,0,0) ' PG
ot (G, 0, w)! C E(G)! est I’ensemble des restrictions 2 Ag(A)! des éléments
de E(G, 0, w). On a donc
J(fw) = Z /Ae trace(p(f, 0)|L*(X G)gxp) dit
£€B(G.0.0)1 ' PG

et

trace(P(f, )| L2(X ¢)exp) = 3 trace(’ﬁ( fw)|AX g, n)).

7€ gisc(G,0)gwp
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En remarquant que, pour tout v € Tz,
T e Hdisc(é,w)g*M équivauta 7w xv € Hdisc(é,a))gw,

puis en passant aux classes d’équivalence modulo torsion par les éléments de p &, on
obtient I’expression de 1’énoncé, grace au lemme 8.1.5. ]

Corollaire 8.1.7. Si Gge; est anisotrope, la formule des traces tordue est l'identité
> aC®)0s(f0) =6 Y Tatr) [ trace(B(f0)AX G 7)) dA.
(SEF ”Gndisc(é»w) ko

Ce sont les identités des propositions 8.1.1, 8.1.4 et 8.1.6 que nous devons gé-
néraliser lorsque Gger n’est plus nécessairement anisotrope. Il conviendra d’intégrer
sur Y g des avatars tronqués du noyau. La premiere étape est fournie par le paragraphe
suivant.

8.2 L’identité fondamentale
Soit f € CC°°(5(A)). Pour P € P, on pose

Z o(y) f(x Suy)du.

SeP(F)

K[o‘(xd’):/
Up(F)\Up(A)

C’est le noyau de la représentation naturelle de (G (A), ) dans L2(X p). Pour Q € P
tel que Q C P, on note AIT’Q K 5(x, y) I'opérateur de troncature AT appliqué a la
fonction x — K (x, y), pour y fixé. Le lemme 8.2.1 de [25] est vrai ici.

On pose
s—ag T
kgeom¥) = D (=DTP7T6 D0 kg (60)
PPy §€P(F)\G(F)
avec
kF geom ™) = tp(Ho(x) = T)K 5(x, x)
et
kpeo) = D5 (D706 30k (60)
PPy §€P(F)\G(F)
avec

= Y Y FEMeEx) - AT 2K p(Ex £,

Q,RePst E€Q(F)\P(F)
QCPCR

P spec
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On a donc
——a~ ~ T,
Kl = > (-prs Y Y GEMo(x) - T)A{ 2K p(Ex. £x).
PPy Q,RePs £€Q(F)\G(F)
QCPCR

Tous ces termes ne dépendent que de la projection de 7T dans

a(?:aOGGBag

et on a les identités

kL = kg , pour tout P e Pg.

P,géom ,spec
On en déduit I’identité fondamentale suivante.

Proposition 8.2.1. On a lidentité kL, = kI

géom spec*

Ce résultat, qui est une conséquence immédiate de la combinatoire des cdnes, est
le point de départ pour la formule des traces dans le cas non compact.
T 5 5 . -
Chacune des expressions kgeom et kspec possede un développement : la premiere
suivant les classes d’équivalence de paires primitives et la seconde suivant la dé-
composition spectrale. Pour obtenir la formule des traces on integre sur Y les
T foes
fonctions kgeom et kspec On montrera que la convergence des intégrales (pour T
suffisamment régulier) est compatible avec les développements de chacune de ces
expressions. Ainsi, I’égalité de
defr

Saom (f2 @) =

def

/ kgeom(x) dx et de dspec( fiw) = / kspec(x) dx

fournira la formule des traces, c’est-a-dire I’égalité du développement géométrique et
du développement spectral. Précisons que I’égalité

Sesom (f: @) = Shec(f @)

est une égalité de fonctions dans PolExp : les intégrales convergent et sont égales
pour T € ag suffisamment régulier et elles définissent un méme élément de PolExp
(d’apres le lemme 1.7.2).
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Développement géométrique

9.1 Convergence : coté géométrique

Rappelons qu’on a introduit en section 3.3 I’ensemble £ des classes d’équivalence
de paires primitives dans G (F') et que pour chaque o € O on a défini un ensemble O,
de classes de conjugaison de G (F). Compte tenu du lemme 3.3.2 on peut décompo-
T
ser K yeom (X) €0
T T
kfeom () = kI (x)
0€D

ol kz ne comporte que la contribution des éléments § € O, :

ki)=Y (=P N kg (6%)

Pepy, §€P(F)\G(F)
avece
k5 () = tp(Ho(x) = T)Kp ,(x. ),
ou
Kp  (x.x) = / > o) f(x sux)du.
Up(F)\Up(A) §c0.NB(F)

On rappelle que d’apres le lemme 3.3.2 (ii), on a la décomposition
0o N P(F) = (05 N Mp(F))Up(F),

ce qui donne un sens a I’expression ci-dessus.

On considere Q, R € Pg. Rappelons que d’apres [25, lemme 2.11.1] il existe
un P € A?Sst tel que Q C P C R si et seulement siona QO C R™. On a défini en
section 3.4 un ensemble GgO(Tl, T) dépendant d’un compact Cg C G(A), et on a

noté F 1% (-, T) la fonction caractéristique de 1I’ensemble
Q(F)&Z (T1.T).

Comme en [25, proposition 3.6.3], on suppose que Co est assez gros, et que T
et —77 sont assez réguliers.
On pose'
Yo = Ag(A)Q(F)\G(A).

ILe lecteur prendra garde que dans [25] on passe au quotient par B¢, qui, dans le cas des
corps de nombres, est identifié a un sous-groupe du centre, car f a été intégrée sur le centre.
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Le point clef pour la convergence du c6té géométrique (théoréme 9.1.2 ci-dessous)
est le résultat suivant [25, proposition 9.1.1] :

Proposition 9.1.1. Supposons T assez régulier, c’est-a-dire d o(T') > ¢ oii ¢ est une
constante dépendant du support de f. L’intégrale

[ e C ISR S D SR it SNCRINE
Yo PPy, 0+ cPcR-
est COnVergente.

Démonstration. Notons Q7 le support de f. C’est un compact de G(A), et pour
x €G(A) tel que Kp ,(x,x) # 0, on a x 18ux € Qy pour des éléments
§ €Oy N P(F)etu € Up(A). Puisque Hg (x " '8ux) = 0 et Qr N G(A)! est com-
pact, on peut appliquer [25, corollaire 3.6.7] : si T est assez régulier, précisément
sido(T) > c ou c est une constante dépendant de 2 ,les § € O, N P(F) qui donnent
une contribution non nulle a I’expression de I’énoncé appartiennent a O, N Q T(F).
En utilisant la décomposition (point (ii) du lemme 3.3.2)

0o N OT(F) = (9 N M o+ (F)Ug+ (F),

on peut donc comme dans la preuve de [25, proposition 9.1.1] remplacer K (x, x)

par une expression CI>P~’D(x) qui s’écrit @5 | = ZneooﬂMQJr @ﬁ’mo(x) avec

D5 (x)=/ O poux) du.
P Up(F)\Up (4) 2

vEUQ+(F)
Posons
EG() =G5MHo(x)=T) ) Y. DT, ()],
PePy,QCPCR

nEOUHMQ+

Il s’agit de montrer que I’intégrale
0 =R
/ FPO(x, T) Eg(x) dx
Yo
est convergente. Posons
ZQ = A@(A)AQ(F)\AQ(A) - YQ.

On commence par estimer, pour v € Upg(A) et x € G(A), I'intégrale

®S(v,x) =/Z Eg(vax)SQ(a)_lda,
0
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de fagon uniforme lorsque x reste dans un compact fixé. Notons que la somme sur 7,
dans I’expression & g (vax) porte sur un ensemble fini, dépendant a priori de x et a.
Comme dans la preuve de [25, proposition 9.1.1], on montre que pour x dans un
compact fixé, ’ensemble des a € Z o donnant une contribution non triviale a I’ex-
pression @g (v, x) est contenu dans un compact ; par conséquent la somme sur 1 dans
I’expression E Q(vax) porte sur un ensemble fini (indépendant de a et x dans un
compact fixé). Il reste a estimer la somme sur a dans I’expression @S (v, x). Notons

Z§ Iimage de
Ag(A) N Ag-(A)! = {a € Ag(A) : Hg-(a) = 0}
dans Z g. Le morphisme
1-6p:Zg—>Zo=2Zp,, ar>abhla™")

a pour noyau le sous-groupe Z S_ de Z IQe:r formé des éléments 6y-invariants. D apres
la preuve [25, proposition 9.1.1], il suffit de considérer les a € Z S_.

Soit u I'algebre de Lie de Up+. On n’a pas ici d’application exponentielle mais
on peut fixer un F-isomorphisme de varietés algébriques j : u — Ugp+ compatible
avec I'action de Ag+, i.e. tel que

joAd, =Intyoj

pour tout a € Ap+. On obtient j par restriction a partir d’'un F-isomorphisme de
variétés algébriques jo : 19 — Uy compatible avec I’action de A9 = Ap,, oli g est
I’algebre de Lie de Uy = Up,. Pour toute racine o de A¢ dans Uy, on pose o = {o, 2c}
si 2a est une racine et (@) = {«a} sinon. On note U(y) le F-sous-groupe de Uy
correspondant a (o) et 11¢,) son algébre de Lie. Soient «y, ..., a, les racines pri-
mitives (c’est-a-dire non divisibles) de Ay dans Uy, ordonnées arbitrairement. On
a la décomposition en produit direct Uy = U(y,) - - - Uq,), resp. en somme directe
g = U(g,) D - D U(y,), et il suffit de prouver que pour i =1, ..., r, il existe
un F-isomorphisme de variétés algébriques &; : 1(q;) — Ul(q;) compatible avec I’ac-
tion de Ag. Alors pour X € ug, on écrit X = ) ;_, X; avec X; € u(y,) et on pose
Jo(X) = &1(X1) -+ - & (X,). Fixons un indice i et prouvons I’existence de &;. Suppo-
sons tout d’abord (o) = {o; }. D’apreés [15, Lemma 21.17, Theorem 21.20], Ug,) est
F-isomorphe, en tant que variété algébrique, a un espace affine V;, la conjugaison
par a € Ag sur U, correspondant a la translation par o; (a) sur V;. Si maintenant
(oj) = {o, 2w}, d’apres [15, Lemma 21.19] et la preuve de [15, Theorem 21.20], il
existe un F-isomorphisme de variétés algébriques

U/ Uca)) * Uoe) = U

compatible avec I’action de Ag et I’argument précédent s’applique a chacun des deux
groupes unipotents Uy, )/ U(aq;) €t Uaq;)- Cela prouve I’existence de &; en général,
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et donc celle de jo. La restriction de jp a u donne le F-isomorphisme j : u — Ug+
cherché; il est compatible avec 1’action de Ay. Observons que j induit une bijection
u(A) — Up+(A) qui se restreint en une bijection u(F) — Ug+(F).

Soit u™* le dual de u. Fixons un caractére non trivial ¥ de F\A, et notons u" 1I’or-
thogonal de u(F) dans u*(A) pour ce caractere. Pour A € u*(A) et u € Up(A),
posons

g(x, A, 8,u) = /(A) VA, X)) f(x718j(X)ux)dX.

Comme dans la preuve de [25, proposition 9.1.1], la formule de Poisson permet
d’écrire

0]

50 =GFHo(x)—T) >

n

Y. g A

AeuV(Q,R)

ot uY(Q, R) est un sous-ensemble de u" défini en loc. cir. Observons qu’ici g est &
support compact en A comme transformée de Fourier d’une fonction lisse a support
compact. La suite de la démonstration est identique a celle de loc. cit. : via I’étude de
I’action coadjointe de ZS_ sur 1", on obtient que la somme définissant @Ié (v, x) est
absolument convergente, uniformément lorsque x reste dans un compact. On conclut
comme a la fin de la preuve de loc. cit. ]

Rappelons que si le compact Cg est assez gros, et si T’ et —77 sont assez réguliers,
on a la partition [25, proposition 3.6.3]

> Y FRExT)thMeEx) ~T) = 1.
Q€Pst,QCP E€Q(F)\P(F)

On en déduit un analogue de [25, théoreme 9.1.2] :

Théoreme 9.1.2. Si T est assez régulier, précisément si do(T) > c ou ¢ est une
constante ne dépendant que du support de f, I’expression

> [ weolax

o€ Y

est convergente. De plus, seul un ensemble fini de classes o (dépendant du support
de f) donne une contribution non triviale a la somme.

L’intégrale étant absolument convergente, il est loisible de poser

T déf ~ dét
TS kT(xydx et 3L :/Y kL (x)dx.
G

géom géom
Yo

On obtient alors le développement géométrique de la formule des traces :

ngéom - Z Jo -
0€D

Corollaire 9.1.3. Ona
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Il ne s’agit ici que de la forme dite « grossiere » du développement géométrique.
Nous allons donner une forme plus explicite pour certains termes. La théorie des
intégrales orbitales pour les corps de fonctions est encore a écrire. Elle sera bien siir
nécessaire pour un développement géométrique « fin » au sens de Langlands. Il est
toutefois possible de traiter les termes primitifs (cf. section 9.2) et les termes quasi
semi-simples comme pour les corps de nombres (cf. section 9.4). Pour les autres
termes, on tombe sur des difficultés que nous n’essaierons pas de résoudre ici (cf.
section 9.3). Il est raisonnable d’espérer que pour p >> 1 ces difficultés disparaissent
(cf. section 9.5).

9.2 Contribution des classes primitives

Notons Oprim C O I’ensemble des classes de G (F')-conjugaison d’éléments primitifs
dans G (F). Pour 0 € Oprim, I’expression

kg (0) = ) o) f(x7'8x)

§€0,

ne dépend pas de 7. On la note aussi k,(x). Avec les notations de la section 8.2, on a
donc

kprim(ﬁ w;X) = Z ko (x)

DGDprim

et I'intégrale
©.1) S F) = [ g S 1)
Yo

est absolument convergente. Elle définit une distribution sur G(A), donnée par

02 Sgafo= ¥ | w(g) f(g™'6g)dg

PR 5 (AGS(FI\G(A)
ou Fprim est un systetme de représentants des classes de G(F)-conjugaison
dans G (F )prim. Ici G®(F) est le groupe des points F-rationnels du centralisateur” G°
de § dans G, et dg est le quotient de la mesure de Haar sur 45(A)\G(A) par la me-
sure de comptage sur A g (F )\G? (F). Seul un nombre fini de § (dépendant du support
de f) donne une contribution non triviale a la somme.

2Vu comme F-schéma en groupes, G® n’est a priori ni lisse, ni connexe.
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Corollaire 9.2.1. Pour§ € G(F )prim, ['intégrale orbitale

[ o(9) f(g ") dg
Az (A)GS(F)\G(A)

est absolument convergente.

Corollaire 9.2.2. Pour§ € G(F )prim, le groupe (localement compact) G%(A) est uni-
modulaire et le quotient
Ag(B)G* (FI\G*(A)

est de volume fini.

Démonstration. Considérons le cas w = 1 et f positive. L’intégrale orbitale

/ F(x18x)dx
Az (A)G(FI\G(A)

étant convergente, il en résulte que pour toute fonction lisse ¢ et a support compact
sur

Y = GY(A)\G(A),
Iintégrale

/ @(x) f(x"18x)dx

A5(A)GH(FI\G(A)

est convergente et définit une fonctionnelle G (A)-invariante a droite sur I’espace vec-
toriel engendré par les fonctions v sur Y de la forme (%) = ¢(x) f(x~'8x). Mais,
en variant f et ¢, on obtient ainsi toutes les fonctions lisses et a support compact
sur Y. Il existe donc une mesure G (A)-invariante a droite sur Y, ce qui implique que
le groupe G% (A) est unimodulaire, puisque G (A) Iest. La convergence de I’intégrale
orbitale implique que le volume de A5 (A)GP(F)\G?(A) est fini. [

Pour § € é(A)prim, on choisit une mesure de Haar sur G%(A) et on pose
a®(8) = vol(Ag(A)G’ (F)\G (A)),

ou le volume est calculé en prenant la mesure quotient de la mesure de Haar
sur Ag (A)\G®(A) par la mesure de comptage sur A@(F)\GS(F). Si G4(A) ¢ ker(w),
on pose

05(f.w) =0,

et si G3(A) C ker(w), on pose

Os(fiw) = /

w(g) f(g'8g)dg,
GO (AN\G(A)
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ou dg est la mesure quotient de la mesure de Haar sur G(A) par la mesure de Haar
sur G¥(A).

On fixe un systeme de représentants TcC G (F) des classes de G(F)- -conjugaison
dans G(F ), et on note Fpnm C T le sous-ensemble formé des éléments primitifs.

Proposition 9.2.3. L’intégrale (9.1) est absolument convergente et définit une distri-
bution invariante sur G(A). On a

(93) prlm(f a)) - Z aG((S)OS(f; Cl)),

SEFprim
ou la somme porte sur un ensemble fini (dépendant du support de f).

Démonstration. Un calcul élémentaire fournit 1’égalité (9.3). La finitude résulte du
lemme 3.4.2. ]

9.3 Sur la descente centrale

Dans [25, section 9.2], en vue de I'utilisation de la descente centrale de Harish Chan-
dra, qui est une technique essentielle dans les travaux d’ Arthur sur le développement
géométrique fin, I’expression kI (x) est remplacée par une expression jI (x), de
méme intégrale sur Y . En caractéristique positive, le lemme 9.2.1 de [25], qui
permet de faire ce remplacement, n’est plus vrai, méme dans le cas non tordu. En
effet considérons une paire primitive (M, §) dans G et P = M U. Notons U? le cen-
tralisateur de § dans U.* On considere le F-morphisme 75 de variétés algébriques

g Up X Uf, — Up défini par (u,v) — utvInts(u).

En général I’inclusion 75 (Up x U 8) C Up est stricte et donc le lemme 9.2.2 de [25]
est en défaut, comme le montre 1’exemple ci-dessous.

3Rappelons qu’ici Y g joue le rdle de l’espace X = A G(F)\G(A) de [25]. Observons
aussi que la définition de 1’expression /~ (x) donnée dans [25, section 9.2] est incorrecte et
doit étre remplacée par celle donnée par Err (xi) dans I’annexe.

“Notons (1 — §)U I'image du F-endomorphisme u — u.Ints(u)~!. Ce morphisme se
factorise en un F-morphisme bijectif de variétés algébriques US\U — (1 — 8)U, qui n’est en
général pas un isomorphisme. Au F-schéma en groupes (affine) U 8 correspond un sous-groupe
algébrique F-fermé (au sens de Borel [15]) de G, noté de la méme maniere. Le F-morphisme
en question est un isomorphisme si et seulement s’il est séparable, auquel cas le F-schéma
en groupes U est géométriquement réduit (donc lisse) et correspond 4 un groupe algébrique
défini sur F.
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Supposons F' de caractéristique p > 0. Soit y un élément de GL,(F) qui en-
gendre une extension radicielle non triviale £ = F[y] de F. Cette extension est de
degré p et y est primitif dans GL, (F). Plongeons M = GL, x GL, diagonalement
dans GL,, et notons § 1’élément (y, y) de M (F). Alors (M, §) est une paire primitive
dans G = GL,, etsi P le sous-groupe parabolique standard de G de composante de
Levi M,ona U%(F) ~ E. On identifie U(F) 2 M,(F) et U*(F)a E C M,(F).On
voit que dans ce cas I’application g est donnée par

o)) +y  od n(x) = (Ad(y) - Dx.
On peut choisir y tel que y# soit scalaire et donc (Ad(y) — 1)? = 0. Il en résulte
que s ne peut pas étre surjective. Par exemple si p = 2, on a yn(x)y~! = n(x) et
donc n(x) € E pour tout x € M»(F), ce qui implique n(x) + y € E pour tout couple
(x,y) e Mr(F) x E.

Cet exemple montre que pour les paires primitives (M, §) dans G avec M # G
et § inséparable, la descente centrale ne fonctionne plus sans modification. C’est 1’une
des principales difficultés a résoudre du coté géométrique.

9.4 Contribution des classes quasi semi-simples

Un élément § de G est dit quasi semi-simple si I’automorphisme t = Ints de G est
quasi semi-simple, c’est-a-dire s’il stabilise une paire de Borel (B, 7)) de G. Pour
I’étude des automorphismes quasi semi-simples sur un corps quelconque, on ren-
voie a [31, chapitres 2 et 3]. Un automorphisme 7 de G est quasi semi-simple si et
seulement I’automorphisme tger de Gyer €st quasi semi-simple. La composante neutre
G. = (G")° du centralisateur d’un automorphisme quasi semi-simple 7 de G est un
groupe algébrique linéaire réductif (connexe)’. On prendra garde a ce que si F est de
caractéristique p > 0, un automorphisme non trivial de G peut étre quasi semi-simple
et unipotent ; toutefois, un tel automorphisme est forcément quasi-central®.

SLe théoréme 4.6.3 de [31] affirme que ce groupe est défini sur F, ce qui n’est pas toujours
vrai (la preuve de loc. cit. utilise le lemme 4.5.2 de [31] qui est faux en général). Pour un
énoncé correct, on renvoie aux travaux récents de Adler-Lansky-Spice sur la question (https://
www.arxiv.org/pdf/2503.00183). Nous nous limiterons ici aux éléments quasi-simples vérifiant
la conclusion de [31, théoreme 4.6.3].

®En caractéristique p > 0, un automorphisme t de G est dit unipotent s’il existe un entier
k > 1tel que 7" = 1d. Par exemple pour p = 2, I’automorphisme 7 : £ > ¢t~ ! du tore Gy, est
quasi semi-simple et unipotent. De plus le morphisme 1 — 7 : ¢ > 12 de Gy, n’est pas séparable.
Un automorphisme quasi semi-simple 7 de G est dit quasi-central si dim(G+) < dim(G) pour
tout automorphisme quasi semi-simple t’ de G de la forme v/ = Intg o 7 avec g € G.


https://www.arxiv.org/pdf/2503.00183
https://www.arxiv.org/pdf/2503.00183
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Pour § € G et T = Intg, notons (1 — 7)G I’image du morphisme de G dans G :
l—1:g—gt(g)" L.

On dit que 6 est séparable si le morphisme 1 — t est séparable, c’est-a-dire s’il induit
un isomorphisme de variétés algébriques

G\G - (1-1)G.

Sid e G(F ) est séparable, le F-schéma en groupes G® est lisse et correspond & un
sous-groupe algébrique fermé de G défini sur F.

Soit § € G(F ) un élément quasi semi-simple. En général, § n’est pas séparable,
mais on sait que la composante neutre G5 = (G®)° de son centralisateur est un groupe
algébrique réductif (connexe). On suppose de plus qu’il est défini sur F. On peut
alors, comme sur un corps de nombres, définir son centralisateur stable Ig (cf. [25,
section 2.6]7) :

Gs £ G* c 15 c G

Considérons le tore déployé maximal As dans le centre de /s, ou, ce qui revient
au méme, de Gg, et notons Mj le centralisateur de As dans G. C’est un facteur de
Levide G, et § est elliptique (mais pas nécessairement régulier) dans Mg = My, en
d’autres termes® :

As = A #is-

Notons fi]\”st(S) le sous-ensemble de fﬂgst formé des P tel que M p contienne un conju-
gué de M dans G(F). Soit o = [M, §] une paire primitive dans G et soit ¢ la classe
de G(F)-conjugaison de § dans G (F). La contribution de ¢ 4 kI (x) est donnée par

kl)y= ) (D)%% 3 kE (6%
PePy(5) g€P(F)\G(F)

avec
K (%) = 2o (Ho(x) — T)K 5 . (x, %),

"Le centre « schématique » Z n’est en général pas réduit. On considere le centre « ré-
duit» 3G de G, c’est-a-dire le centre, au sens de Borel [15]. C’est un groupe algébrique
diagonalisable, a priori seulement F-fermé, mais qui est en fait défini sur F : d’apres [15, Theo-
rem 18.2] il existe un tore maximal 7" de G défini sur F ; un tel tore se déploie sur une extension
algébrique séparable E de F, par suite le sous-groupe fermé 3G C T est défini sur E, donc
sur F', puisqu’il est F-fermé. Le centre « réduit» 35 = SGG de G est, lui aussi, un groupe al-
gébrique diagonalisable, défini sur F. On prend pour /s le sous-groupe algébrique fermé de G,
engendré par Gs et 35.

80bservons qu’un élément quasi semi-simple § est primitif si et seulement s’il est elliptique
régulier, c’est-a-dire que G est un tore et le sous-tore déployé maximal de G est égal a As.
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Kp (x,x) = / Z w(x) f(x " 18ux)du.

Up(A) secnMp (F)

Quitte a remplacer § par un conjugué dans G(F'), on peut supposer que Mj est un
facteur de Levi standard. Pour P € Py, on définit I’ensemble

Wi(az ., P),
comme en [25, section 9.3] et on pose

Jp ) =& Yo e@ Ty s@E)n),

sEW(a g ,P)Yn€lss) (F)\P(F)

s(8) = wbwy et (8 = [I5(F)\G*(F)|.

Enfin on pose

Fey= > pree 3" Tp(Ho(Ex) — T)jp (Ex).

PPy E€P(F)\G(F)

Observons que la somme sur P porte en fait sur le sous-ensemble ’it ).

Lemme 9.4.1. On a I’égalité des intégrales

kI (x)dx = / 7 I (x)dx.

Yo Yo

Démonstration. Pour P € ?ﬁst(S) tel que I’orbite ¢ rencontre P (F), pour M; C Mp
un conjugué de Ms, et pour s € W(aﬂs, aﬂl), d’apres [31, proposition 3.7.6] le
morphime

Up — Up, u > u 'ntys)(u)

est séparable. Puisque le centralisateur U}s)(&) = Up N G*® est trivial, ce morphisme

est un isomorphisme qui induit une application bijective Up(A) — Up(A). On en
déduit 1’égalité

Kp (x.x) = / Jp (ux)du
Up(F)\Up(A)

et le lemme en résulte. [

Posons

déf G déf G
A1y SHgg (Is(A) C A et CF = Ba\Aj, C e%s.
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Si le caractere @ de G(A) est trivial sur I5(A)! = ker(I5(A) — Ajy), il définit, par
restriction a /5 (A), un caractere de (?IG5 de la forme H > e‘“sH) pour un élément
déf =
ps € ker(pr, — pg) C pg; = A

On a introduit en section 3.2 la famille orthogonale %) (x, T') et on pose

”%S(W»X)Zw(x) > F%S(H,sp(x,T))ews,H)_

G
HeC Ts
Lemme 9.4.2. La fonction T +— vj% (w, x) est dans PolExp.
]
Démonstration. On a la suite exacte courte

déf

0— B%s — CF —¢1; = By \Ary — 0.

On note B% (2) C GIGS la fibre au-dessus de Z € ¢y, et on pose
8

G YT . G ,
Ve D Zips) = Y T (H Y Tyelts ™.
HeBL (2)
Mg
On a donc B
T _ G,Yx.T) .
vy (@.%) = w(x) > g n (Zips).
Zecls
L’ assertion résulte alors de la proposition 2.1.3. ]

Observons que pour M € L, Q e F(M)etm € M(A)ona
Yimx,1,0 = Yx,1,0 — Ho(m)

et donc _ _
T8 (H,Wmx, 7)) = TE (H + Hagy (), V(x, T))
pour m € Mg(A). On en déduit que la fonction x v}% (w, x) est invariante par
5

translation a gauche par i € I5(A).

Proposition 9.4.3. Si I5(A)! C ker(w), on a Uidentité

[ il (x)dx = L(S)_lvol(l(g(F)\Ig(A)l)/ vE (w,x) f(x18x)dx.
Yg 1

SANGA) M

L’intégrale sur Y g est nulle sinon.
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Démonstration. Posons

e, Ty =" Y Y (=107 T5(s™ (Ho(wsx) — T)).

seWlazz) ey (Ms)

Comme dans la preuve de [25, proposition 9.3.1] on a

/ jl)ydx = (8! / o(x)e g (x, T) f(x"8x)dx.
Yo

Az (A)Is(FI\G(A)

Pour que I’intégrale sur Y g soit non nulle, il faut que /5(A)! soit inclus dans ker(w).
Si tel est le cas, on observe que pour 4 € Ms(A) on a

iz, (hx. T) = T (Hyg, (h). V(x. T))

et donc que

/ a)(h)c)engs (hx, T)dh = Vol(lg(F)\I,g(A)l)v% (w,x). =
Ag (A Is(F)\I5(A) 8

9.5 Sur le développement géométrique fin

Le développement géométrique fin consiste en I’expression des termes du développe-
ment géométrique du corollaire 9.1.3 au moyen d’intégrales orbitales pondérées. Les
propositions 9.2.3 et 9.4.3 fournissent une telle expression pour les termes primitifs
ou quasi semi-simples.

Les autres termes font intervenir des contributions unipotentes et, comme on a vu
en section 9.3, la descente centrale ne peut plus étre utilisée en général sans modifica-
tion. On ne peut donc pas espérer pouvoir reprendre sans efforts les travaux d’ Arthur,
a moins d’imposer a p d’étre « suffisament grand » par rapport au rang de G de sorte

que’ :

«  pour toute paire primitive (M, §), I'élément § est quasi semi-simple ;
e pourtoutd € G(F ), ’automorphisme Intg de G est séparable;

+ pourtout§ € G(F) on a une décomposition de Jordan
8 = 856y = Suds,

en partie quasi semi-simple J; et partie unipotente §, définie sur F';

Les hypothéses sont probablement redondantes : il s’agit d’une liste de propriétés toujours
vraies pour un corps de nombres mais, en général, fausses pour un corps de fonctions.
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« pour tout § € G (F) quasi semi-simple et tout ensemble fini S de places de F, il
n’y a qu’un nombre fini de classes de G ( Fs)-conjugaison unipotentes.

Observons que si, comme le fait Arthur, on se limite au cas ol un (et donc tout)
§€G (F) induit un automorphisme extérieur d’ordre fini de G, on peut alors deman-
der que le centre schématique Zg soit réduit et que G induise un automorphisme
de Z¢ d’ordre fini premier a p.

Une hypothese plus forte que les précédentes, mais aussi plus facile a vérifier,
est la suivante. On considere (GL,, GL,) comme un espace tordu c’est-a-dire que
GL, agit sur lui méme par conjugaison. On demande qu’il existe un entier n < p et
un F'-morphisme d’espaces tordus algébriques

1 (G,G) - (GL,,GL,)

d’image fermée et qui soit un isomorphisme sur son image. Sous ces hypotheses, il
doit étre possible de reprendre, sans grands changements, les travaux d’Arthur sur
le développement géométrique fin : on commence par traiter les contributions unipo-
tentes, c’est-a-dire les paires primitives (1\71 ,8) avec § quasi semi-simple et unipotent;
puis on traite le cas général par descente centrale. Toutefois, cela reste a faire.






Chapitre 10

Premiere forme du développement spectral

10.1 Convergence : coté spectral

On commence par réécrire 1’expression pour kL __(x) définie en section 8.2. Pour

0, R € Py, on pose

spec

spec(Q R x) - 6:Q(HO()C) - T) Z (_l)aﬁ_aéA’{’QKﬁ(x,x).

PPy,
OtcPcR-
On a donc
spec(x) Z Z spec(Q R EX)
Q,RePs £€Q(F)\G(F)
OCR
On pose

O.R) = { (—1)*&™G i Qt C R,

sinon,

et on note G(Q R) ensemble des § € G (F) tels que § € P(F) pour un seul P € ‘J’st
tel que QJr cPcCR (autrement dit I’ensemble des § € R(F),telsque § ¢ P(F)
pour tout Pe fPst, tel que QJr chP - R™).On pose

Z w(y)f(x_luaSy) dug.

§€G(Q,R)

Ko r(x,y) 2/
Uo(F)\Ug(A)

D’apres [25, lemme 10.1.1], on a
(10.1)
KL= Y @0.R) Y GRMo(ex) — T)A]C Ko r(x.6x).

Q,ReP §€Q(FI\G(F)
QOCR

Pour § € G (F), on a défini Ko s(x,y) dans la proposition 7.3.2, et on pose

05 = 0 NInt;'(Q) € PL.
On a donc

(10.2) Kor(x.x)= ) Y. Koslr.gx),
§€W(Q,R) E€Q5(FI\Q(F)
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oll V~V( 0, R) est un ensemble de représentants de G (@, R) modulo Q(F) adroite et
a gauche, i.e. des doubles classes Q(F)\G(Q, R)/Q(F). Rappelons que I’on a posé

Yo, = Ag(A) Qs (F)O\G(A).

Rappelons aussi que 1’on a fixé en section 3.4 un sous-ensemble fini € de My(A)
tel que Mg (A) = BpoCoMo(A)! ot By C Ap(A) est I'image d’une section du
morphisme Ag (A) — Bg. On pose

Mo (A)* = GoMo(A)' = Mo(A)' €.

On a donc Mg(A) = BoMp(A)*. On suppose de plus, ce qui est loisible,
que B est de la forme

By = B88,
ou ?Bg est I'image d’une section du morphisme composé
Ag(A) = Az(A)\Ag(A) - BG = Bz\Bo
et B est I'image d’une section du morphisme A5 (A) — Bs. Les lemmes 10.1.2

a 10.1.4 de [25] sont vrais ici, et on a la variante de [25, lemme 10.1.5] :

Lemme 10.1.1. Soient § € Q(F)\G(Q. R), u € Ug(A), a € BY, k. ky € K et
my, my € Mg (A)*. Supposons que, pour un § € Q(F), on ait

Ko slamiky, Euamzks) #0 et Gg(Ho(a)) = 1.

Alors on a
[Ho(a)|| < c(1 + [Ho(m2)])

pour une constante ¢ > 0 ne dépendant que du support de f.

Démonstration. On reprend, en la modifiant, celle de [25, lemme 10.1.5]. On com-
mence par modifier § et £, comme au début de la preuve de loc. cit. : on suppose
que § = wy,8p, OU Wy, € Mg—(F) représente un élément 5o du groupe de Weyl
WMr= de Mg- tel que sy e > 0 pour toute racine « € A2 et & € Up(F). Pour
i =1,2,o0nécritm; = mix; avec m; € Mg (A)' et x; € €¢. Rappelons que

Koste) = [ o) ¥ fG7ugudy) duo.

Uo(A) neMo (F)

On a supposé
Ko s(amiky, Euamaks) # 0,
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ce qui n’est possible que s’il existe un ug € Ug(A) etun u € Mo (F) tels que

kit xy i mT a  ug! pdguam)yxaks

appartient au support de f. On en déduit qu’il existe un compact 2 de G(A), ne
dépendant que du support de f, tel que

mi a7 ug! pssuam)y € Q.
On décompose H = Hy(a) suivant la décomposition
0§ =af ®bF @l @af,

ou Bg_ est I’orthogonal de a% dans ag_. On rappelle que 6 — 1 : ag — ag est un

automorphisme. Comme dans la preuve de loc. cit., il suffit de considérer les a € B
tels que H € ag_ et la suite de la démonstration est identique. |

Proposition 10.1.2. Supposons T assez régulier, ¢’est-a-dire d o(T) > ¢, o ¢ est une
constante dépendant du support de f. Alors pour tous Q, R € Py tels que Q C R et
tout 56 € G(Q, R), Uintégrale

| F@0) ~ DIAT Ko (r. vl
Os

est convergente.
Démonstration. C’est I’analogue de [25, proposition 10.1.6]. Rappelons que
GA) =Ug(A)Mp(A)K.

Puisque Ug(F)\Ug(A) est compact, il existe un compact 2 C Ug(A) tel que
Ug(A) = Up(F)R2. On adonc

G(A) = Q(F)Q&MeK

&Me = BeMe* = (BBG) (€M)

est un domaine de Siegel pour le quotient Mo (F)\ Mo (A). On pose @E = gMo*,
Alors €2 ?Bg G*QK est un domaine df Siegel pour le quotient Bz Q(F)\G(A). On
est donc ramené a estimer, pour § € G(Q, R), I’expression

(10.3) Z /Q o K8Q(am)_IES(H0(am)—T)EQ,S(uamk)dudmdk
aE%Q *Fox
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avec

— T,
Bos()= Y. |A[%Kgs(x.6x)|.
§€Qs(F\Q(F)

D’apres [25, lemme 10.1.2], on a

Eo.s(uamk) = Z |ATC Ko s(amk, Euamk)).
§€0s(FI\Q(F)

On déduit (d’apres la définition de K¢ s) que I’expression (10.3) est €gale a

> /Q . KSQ(am)_IE'S(HO(am)—T)
X Q><

aE%Q

X Z |A1T’QKQ,5(mk,Sal_g(a_lua)mk)}dudmdk,
§€Qs(FI\Q(F)

aveca'™ = alnty ' (a~'). Notons que Fg (Ho(am) — T) ne dépend que de la projec-
tion Ho(a) + Hg(m) + To de Ho(am) — T dans ag. Puisque Ho (Mg (A)!) =1
et € est fini, Hp (m) ne prend qu’un nombre fini de valeurs. On en déduit qu’il
existe une constante ¢; > 0 (ne dépendant que de € ) telle que si d (7)) > ¢y, alors
la condition Eg (Ho(am) —T) = 1 pourun m € @Z entraine que ES (Hp(a)) = 1.
D’apres le lemme 6.3.1 (i), I’opérateur de troncature fournit un noyau

(10.4) (my,my) — AIT’QKQ,g (mik,£a' 73 (@ ua)msk)

sur Mo (A) x Mg(A), dont la restriction a G*Q X C‘S*Q est lisse et a support com-
pact, donc bornée. Choisissons un sous-groupe ouvert distingué K’ de K tel que
la fonction f € C®(G(A)) définissant K 5 soit K'-bi-invariante. Notons K o le
groupe K’ N Mg (A). Pour tous a, u, k et &, la fonction

(m1,my) — Ko s(mik,£a' =8 (@ 'uaymyk),

sur Mo(F)\Mg(A) x Mg(F)\Mg(A), est (K'p x K{p)-invariante a droite.
D’aprés le lemme 6.3.1 (ii), il existe un compact 2, de &7, x @, tel que pour tous a,
u, k et &, le support de la restriction a G*Q X G*Q du noyau tronqué (10.4) soit contenu
dans €2,. Par restriction a la diagonale, on obtient une fonction en m = m; = m,
bornée sur G*Q, et a support dans un compact C de G*Q indépendant de a, u, k
et£. D’apres le lemme 10.1.1 (en supposant d (1) > cy), si E g s(umak) # 0, alors
| Ho(a)® | < c2(1 + [|[Ho(m)]|) pour une constante ¢, > 0. Par conséquent la somme
sura € ?Bg dans (10.3) est finie. D’apres [25, lemme 10.1.4], la somme sur £ dans

Z {AlTJQKQ,s(mk,$a1_8(a_1ua)mk)
£€Qs(FO\Q(F)

’
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porte sur un ensemble fini, que 1’on peut choisir indépendant de a, u, m et k (puisque
x =mk ety = a'"%(a~ua)mk varient dans des compacts, cf. la preuve de loc. cit.).
Cela acheve la démonstration. |

On en déduit I’analogue de [25, proposition 10.1.7] :

Corollaire 10.1.3. Sidy(T) > c out ¢ est une constante dépendant du support de f,
Uintégrale

/ |k dee (x) ] dux
Xg

est convergente.

Ce corollaire est aussi impliqué par I’identité fondamentale de la proposition 8.2.1
et le théoreme 9.1.2.

10.2 Annulations supplémentaires
Nous allons maintenant donner une expression un peu différente pour

T T
Csspec = / kspec (x) dx.
Yo

De fait, comme dans [25, corollaire 10.2.3], on a des annulations supplémentaires qui
sont une premiere étape essentielle pour le développement spectral fin :

Proposition 10.2.1. Si T est assez régulier (comme dans le lemme 10.2.1 de [25]),
ona

105)  8r.= > W(Q,R)/Y R Ho(x) — T)A]C K g g, (x. x)dx

Q.ReDy 250
OCR
avec
~ €(0.R) siQt =R,
R) = .
A { 0 sinon.

Démonstration. Soient Q, R € Py tels qu’il existe un P € Py avec Q CPCR.On
suppose que les éléments de W(Q, R) sont de la forme § = wg od wy € Mg—(F) est
un représentant de s = s¢9 X Gy avec sg € WMr= de longueur minimale dans sa
double classe WMo \WMr= /WMo On a donc s > 0 et s 'a > O pour toute ra-
cine @ € AOQ, et My = Qs N Mg est un sous-groupe parabolique standard de Mg
(cf. [25, section 10.2]). On note S I’élément de Py tel que S N Mo = Mg, et on
pose USQ = Us N Mg. Le lemme 10.2.1 et la proposition 10.2.2 de [25] sont vrais
ici. Cela implique que si 7' est assez régulier (comme dans [25, lemme 10.2.1]),
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alors pour Q, R € Py tels que Q C R, seul I’élément § € W(Q, R) appartenant a la
double classe Q(F)8yQ(F) donne une contribution non triviale a I’intégrale de kg;,ec
exprimé au moyen des équations (10.1) et (10.2). ]

Dans le cas non tordu la formule est beaucoup plus simple, puisque la condition
1 € W(Q, R) implique Q = R, et que ag = 0 saufsi Q = G [25, lemme 2.11.4].
On a donc, dans le cas non tordu, et pour 7" assez régulier

SSTI;CC = / A{,GKG(X,X)dX.
Xg



Chapitre 11

Formule des traces : propriétés formelles

11.1 Le polynéome asymptotique

Rappelons que 1’on a la décomposition

ko (0) = kI (x)

0€D

et I’identité fondamentale de la proposition 8.2.1
geom (x ) spec (x )
Pour e = spec, géom ou o, on écrira parfois
k.é’T(f, w:x) enplacede kI (x),

s’il est nécessaire de préciser les données. On a vu dans le théoreme 9.1.2 et dans le
corollaire 10.1.3 que I’intégrale

kI (x)dx
Yo

est absolument convergente. En particulier on a la décomposition

kI (x)dx = Z/ kI (x)dx,

Yo Zecy Yg(2)

ol Y g(Z) est I'image dans Y ¢ de I’ensemble {g € G(A)|HG(g) Z'} pour un
relevement (quelconque) Z’ de Z dans Ag. La fonction f € C °°(G(A)) étant fixée,
on considere, pour chaque 0 € Py, la fonctlon fQ eC °°(MQ (A)), définie par

5 = k™ muk)dudk.
fQ(m) /UQ(A)XK f( m ) "

On a la suite exacte courte
G G _
0—>BQ~—>GQ—>CQ—>0
etpour Z e cz et T, X € ap, on a posé (cf. proposition 2.1.3)

(Z:X)= ) F§(H —X.T),

HeBG(z
e55(2)

UQF
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ol BS(Z) est la fibre au-dessus de Z € c¢5. On a la variante de [25, théo-

reme 11.1.1]:

Théoréme 11.1.1. Pour e = spec, géom ou o, Il existe une fonction

dans PolExp telle que si d o(T) > c(f) pour une constante c( f), ne dépendant que
du support de f, on ait

37 = / k7 (x)dx.
Yg

Demanstratzon On reprend celle de [25, théoreme 11.1.1]. D’apres [25, lemme 8.2.1],
pour Pe fPst ona

kg,spm(x) =Tp(Ho(x) —T)Kp(x,x) = k5 geom(X)-
On a donc
kT(xx)y= > (=% > t5(Hp(Ex) — T)Kp ,(Ex.£x),
PPy, £€P(F)\G(F)
ou
Kﬁ,spec = K KP ,géom

est introduit en section 8.2 et K5  a €té défini en section 9.1. Comme dans la dé-
monstration de [25, théoreme 11.1.1], pour T et X € ag,q assez réguliers, on obtient

/ KI+X (x)dx = Z / ré (Ho(x) XT)kX J(x)dx
QE st

avec

kg 0= > S )P 22 (Ho(6x) — X)Kp , (Ex. Ex).

(PP | Pc Oy E€P(F\Q(F)

Fixonsun Q € Py Puisque vol(Ag(F)\Ag(A)') = 1, on peut remplacer I'intégrale
sur Y ¢ par une intégrale sur

0 =Bz Q(F\G(A),

ou B est 'image d’une section du morphisme Ag(A) — Bg. Notons EB% I’image
d’une section du morphisme composé

Ag5(A) = Ag(ANA5(A) — Bg = Bz\B;
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et posons 5
B =B85, ¥j =B50(F\G(A).

Pour Z € ¢, notons ’é(Z) I’image de 1’ensemble {g € G(A)|H§(g) =27}
dans Y/é, oll Z’ est un relevement de Z dans A - On obtient que

/ re (Ho(x) X, T)kX dr= Y nGT(z X) kX (x)dx
Yo Zeey Yoz <°
avec
[ kX (x)dx —/ MQX(fQ,a) m)dm.
Y5(2) ® [BsMo (F)\Mo(A)(Z)

Pour e = o, le terme kiw o-X (fo, w; m) est défini en remplacant dans la défi-

nition de k&*X I’ensemble G(F)-invariant O, par I’ensemble M (F)-invariant
0, N MQ (F). Ce dernier correspond a une union finie (éventuellement vide) de
classes de paires primitives dans HQ. La finitude résulte du lemme 3.4.1. Comme
plus haut, on peut remplacer 1’intégrale sur [%QM 0(F)\Mo(A)](Z) par une inté-
grale sur Y ps, (Z). En posant

35X (frw) = / KX (f w:x)dx,
Yo

on a donc

3G+ (flw) = > > a3 X) 37X (Z: f5.0)

QETst Zec

avec

Mo, X M X
0 <z;fg,w>=/ X (f= o m)dm.
D’ot le résultat puisque d’apres la proposition 2.1.3 les fonctions 7' ng’i(z 1 X)
appartiennent & PolExp. ’ [

11.2 Action de la conjugaison

Pour y € G(A), onnote f7 lafonction f o Int,. Soient yEe G(A)etT € ag,g. Pour
Q € PyetZ e ¢ 5 considérons la fonction dans C, °°(M o(A)) définie par

mes f5 (Zim) = / f(k—lmuk)n@;“o(k”(z;T)dudk
24 Uo(A)xK Q.
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avec 5
G.X,~. _ ~ _
g p(Z:T) = Z T5(H —T.X).
HeBg(Z)

Proposition 11.2.1. Soient y € G(A) et T € ag,. Pour @ = spec, géom ou o et
pour T assez régulier, on a

STy = 3 Y 3OT(T (2.0
Q“E’}TSIZee

Démonstration. On reprend les notations de la preuve du théoréme 11.1.1. Commen-
cons par remplacer f par f” et x par xy dans I’expression pour kI (x). On obtient

KI(fwxy) = Y (=D 3 25(Ho(Exy) — T)K s (Ex.£x),

PePy §€P(F)\G(F)

o Kp ,(x',x") = Kp ,(f,w;x",x"). Si x" = ugmok est une décomposition d’Iwa-
sawa de x’ € G(A), avec ug € Up(A), mg € My(A) etk = ky € K, alorson a

Ho(x'y) = Ho(mo) + Ho(ky) = Ho(x") + Ho(ky).
D’apres [25, proposition 2.9.4 (2)], on en déduit que
k(ffoxy)= ) ) TgMHo(x) — T.—Holkyxy)k (1),

0Py n€QUN\G(F)

ou kg- &)= kg- J(fiw:X'), puis, grace au changement de variable x > xy, que
pour T € ag,q assez régulier, on a

~ ~

Q€Ps

(11.1) /Y kI (f 0, x) = Z/Y Tg(Ho(x) = T.~Ho(kxy)k 5 (x)dx.
G o

On obtient ensuite (comme dans la preuve du théoreme 11.1.1) que, toujours pour
T € ag,@ assez régulier, le terme a gauche de 1’égalité dans (11.1) vaut

(11.2) Z > / pGHokxy) (7. T)kT L(v)dx.

F
QG? Zees 0(2) Q

Compte tenu de la définition de fé , et de la décomposition d’Iwasawa pour G(A),
on obtient que I’intégrale sur Y’é (Z) dans (11.2) est égale a

/ KT (fT (Z).0im)dm.
YMQ(Z)

D’ou la proposition. |



La formule des traces : premiere forme 121
11.3 La formule des traces : premiere forme

D’apres le théoreme 11.1.1, pour tout réseau R de ag,q, la restriction a R de la fonc-
~G.,T

tion T — 3o " (f, ®) estde la forme
~G,T . .
35T (fw) =Y prale. frw:T)elT),
veR
ou les px,y(e, f,w; T) sont des polyndmes en T'. D’apres les propositions 1.7.4 et
2.1.3 les polyndmes px, o(e, f,w; T) ont une limite lorsque kK — oo et on pose

IS(fo) ¥ lim pxgole. fr0:To).
k—+o00
Théoreme 11.3.1. On a l’identité :

S IS (fw) =I5 (f).

0€D
Pour My et K fixés, elle est indépendante du choix de Py.

Démonstration. Par intégration de I’identité fondamentale de la proposition 8.2.1, ce
qui a un sens compte tenu du théoreme 9.1.2 et de la proposition 10.2.1, on obtient
I’identité B ~

Y Spa (fo) =8t (f o).

0€D
L’indépendance du choix de Py, lorsque ’on prend T = Ty, se prouve comme dans
[25, proposition 11.3.1]. Le théoréme en résulte par passage a la limite. ]

C’estI’analogue du théoreme 11.3.2 de [25]. Le reste de I’ouvrage est consacré au

calcul de la limite J S(;ec( f,w). L’ étude des limites J g (f, w) des termes géométriques
fera I’objet d’un article ultérieur.
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Chapitre 12

Estimées uniformes des développements spectraux

12.1 La formule de départ

Soit Q € Psi. On pose
Q'=6,'(Q). Q=0n¢"
Rappelons que 1’on a posé
Yo, = Ag(A)Qo(F\G(A).

Pour S € fPth/, on note 72'(S) le nombre de chambres dans ag. Pour S € fPth/,
o € Igjsc(Ms) et u € a*Q, ¢ on a défini en section 7.2 un opérateur

Ps.ou(fo0) = pg (S0, fr0) 1 AXs,0) = A(Xg,(s), 0o(0)),

et on a fixé une base orthonormale ¥ s (o) de I’espace pré-hilbertien A(X s, ). Pour
U € ¥ (o), posons

36.01w(x.7) = / ATCEQ (x, B o f, )W, 60 EQ (3, ¥, 1) dps
Rs
et

CC?g,Q’;‘If(y) = 55,@;\1}(% y).

La convergence de I'intégrale est claire puisque g ¢ est compact. Observons que, par
définition, on a

[ T, .
Z 30.01w(x.y) = [ ATPKg,0r0(x, yi ) du.
Vews (o) ns

On a la variante suivante de [25, proposition 12.1.1] :
Proposition 12.1.1. Pour T € ag tel que do(T) > c(f), ona
30T = Y e [ Fmem-1)
Qo

QaREﬂ)st
QOCR

(L g X @ X o)l

sep?’ 0 €Ml gisc(Ms) Vel s (o)
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Démonstration. Elle est identique a celle de loc. cit., compte-tenu de la formule de
la proposition 10.2.1 et de I’expression pour le noyau Ko 5, . ,, donnée par la propo-
sition 7.3.2. |

D’apres la proposition 7.3.2, I’ensemble des (o, W), tels que P4, (f, @)W # 0,
est fini. Donc, seul un nombre fini de termes non nuls apparaissent dans 1’expression
de 3YT. Lexpression 7

(en yeten w)

est une combinaison linéaire finie d’intégrales itérées

(12.1) /Y G5 MHo(y) — )35 o) dy.
Qo

A priori, la proposition n’affirme que la convergence des intégrales dans I’ordre
indiqué, et pas la convergence absolue de I’intégrale multiple.

Pour ¥ € A(X5,0) et ® € A(Xg,(s). Po(0)), on considérera aussi les expres-
sions suivantes :

38 orew(x.y) = / ATCE? (x, ®, o) EQ (v, W, 1) dpe
~s
et

gg,Q/;cp,\p()’) = SS,Q/;cp,\p(% y).
A nouveau, la convergence de I’intégrale est claire, puisque g s est compact.

Remarque 12.1.2. On observe que pour ¥ € A(X s, 0), on peut écrire

Ps.ou(f,0)¥ = > Jo,u (1),
PeA(X g (s),00(0))

ou la somme porte sur un ensemble fini et ot les ¢,y sont des fonctions lisses sur le
groupe compact i g. On voit donc que ’expression J, 5 0/ (), introduite plus haut,
est une combinaison linéaire finie d’expressions du type

~ déf S A TN
36,0100 (0) / ATCEC(y, &, 0) EQ (v, ¥, j)9 (1) de,
Brs

ol ® € A(Xg,(s), 0o(0)) ne dépend pas de 1 et out ¥ est une fonction lisse sur g g.
Pour I’étude de la convergence des intégrales itérées (12.1), il suffira de considérer
celle des

(12.2) /Y TR (Mo () ~ TS oy () dy.
Qo

Pour prouver la convergence de (12.2), on peut remplacer la fonction ¢ par le sup de
sa valeur absolue et, a un scalaire pres, on peut supposer que ce sup vaut 1. On est
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donc ramené a prouver la convergence des intégrales itérées
(12.3) /Y G8MHo(y) — T35 00w () dy.
Qo

En revanche pour effectuer le calcul exact de (12.1), il faut effectuer le calcul exact
de (12.2) pour n’importe quel ¥.

12.2 Estimations

Pour H € Ag,, soit Mg, (A; H) I’ensemble des m € Mg, (A) tels que
Ho,(m) = H.
Onnote Y g, (H) I'image de Ug,(A)xMg,(A; H) x K dans Y g,,. On pose
G deé
GQO = Bg\Ag,-

Observons que Hg, envoie Zg, = A5(A)Ag,(F)\Ag,(A) sur un sous-groupe
d’indice fini de Ggo. L’intégrale itérée (12.1) est égale a

> o -1) [ 354w
Z Y 0o (H)
Heef
0
Les estimations [25, lemme 12.2.1] et [25, proposition 12.2.3] sont valables ici,
mutatis mutandis. On rappelle que &* est un domaine de Siegel pour le quotient
BeG(F)\G(A), ou B est I'image d’une section du morphisme Ag(A) — Bg.

Lemme 12.2.1. Soit h € C2°(G(A)). Il existe ¢ > 0 tel que pour tout x, y € &%, on
ait

D hGT8y)] < e8py(x)28p, (1)1
5€eBGG(F)

Démonstration. Elle est identique a celle de [25, lemme 12.2.1]. Pour passer du
groupe Ug a son algebre de Lie ug, on utilise, comme dans la preuve de la pro-
position de la section 9.1, I’existence d’un F-isomorphisme de variétés algébriques
upr — Upg compatible avec I’action de Ag. [

On fixe S € iPth/, une représentation automorphe o € Ilgisc(Ms), et des vecteurs
Ve AXs,0)etde A(Xgys),0o(0)). On pose

L=Mgy, L =My, Lo= Mg,
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On fixe un domaine de Siegel &%* pour le quotient BoL(F)\L(A). On suppose
que Bgo C Ag(A) est de la forme

By = BeBY.
ou %g C Ag(A) est I'image d’une section du morphisme composé
Ag(A) — Ag(A)\Ag(A) - B,
On fixe aussi un compact Qg C Ug(A) tel que Ug(A) = Ug (F)S2 et ’on pose
G = QoBGe" K.

C’est un domaine de Siegel pour le quotient Bg Q(F)\G(A). On fixe, de la méme
maniere, un domaine de Siegel 68, = QQ/EBS/GL *K pour B Q'(F)\G(A).

Proposition 12.2.2. [l existe ¢ > 0 tel que pour tout (x,y) € @g X 68, , on ait

[ |EQ(x, @, 000 EL (y, ¥, )| dpt < ¢ 8py(x)"/?8py(»)"/>.
s

Démonstration. Comme dans [25, proposition 12.2.3] on se ramene a prouver qu’il
existe ¢ > 0 tel que, pour tout y € &*, on ait

[ [ES (v, W, )2y < ¢Sy ().
ns

On choisit un sous-groupe ouvert compact K’ de G(A) tel que la fonction ¥ soit
invariante a droite par K', et on considere le noyau

Kgleg:iy.0)= > expr(y7'6y).
§€eBGG(F)

Son expression spectrale est une somme de termes tous positifs ou nuls, et I'un d’eux
est 'intégrale ci-dessus. On conclut, griace au lemme 12.2.1. |

Corollaire 12.2.3. Pour tout (x,y) € G(A) x G(A), lintégrale définissant

T
dQ,Q/;@,\p(X, y)

est absolument convergente. De plus, il existe c, D > 0 et un sous-ensemble com-
pact Cg de &L* tels que, pour tout x € fB(Q;@L’*K et tout y € G(A), en écrivant

x = ask aveca € BG, s € @1 etk € K, on ait
c\:T D D
130,0%:0,0(x. V) = clal”|y|”,

siseCg,et SQT’Q/;q,’\p(x,y) = 0 sinon.
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Démonstration. Soit K’ un sous-groupe ouvert compact distingué de K tel que la
fonction ¢ soit invariante a droite par K'. D’aprés la proposition 4.2.1, il existe
un sous-ensemble compact Co de &L tel que pour tout (a,k) € %g x K et tout

W € g, le support de la fonction sur el
hi> ATCEC (ask, , 6p(w))

soit contenu dans Cg. D’autre part pour y € G(A), il existe un g € B Q' (F) tel que
gy € Gg,. On procede comme dans la preuve de [25, proposition 12.2.4], en remar-
quant que puisque la fonction § p, est a croissance lente, § p,(x)'/28 p,(gy)"/? est
essentiellement majoré par |a|P|y|P. [

A priori nous ne pouvons rien dire ici sur le centre, c’est pourquoi nous nous
sommes limités aux
x € B K.

Pour y = x, on en déduira en section 12.3 des estimations pour x € ?Bg@l“ *K.

12.3 Convergence d’une intégrale itérée

On suppose ici que T est un élément régulier de aOG tel que' 0(T) = T. On suppose
de plus que pour tout @ € Ay, on a

0<a(T) <kdo(T)

pour une constante k > 0 assez grande. Dans un tel cone, les fonctions d o(7T'), || T ||
et o(T') sont équivalentes, pour tout & € Ag.
Fixons des vecteurs W et ®, comme ci-dessus. Pour alléger 1’écriture, posons

3(x,y) =J0,0:0w(x,y) et F()=J0, ).

On veut prouver la convergence de I’intégrale

(12.4) /Y 7R (Ho(y) — T)|3 ()] dy.
Qo

ICette condition peut sembler inadéquate, dés lors qu’on aura in fine a évaluer un élément
de PolExp en Ty € .Ag qui n’est a priori pas fp-invariant. Mais comme 1’élément de PolExp

a évaluer ne dépend que de I'image de T € ag @ dans le sous-espace a€ = (ag @)90

Mo.Q
de ag o formé des €léments fp-invariants, cette condition n’est pas vraiment génante.
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ou, ce qui est équivalent, de I’expression
(12.5) > -1 [ 13ldy,
! Y o0 (H)
Heeg,
L’intégration sur ¥ g, (H) se décompose en une intégration sur le produit

Ugo(F)\Ug,(A) x X¢ (H) x K,

ou XLéo (H) est I'image de Lo(A; H') dans A5(A)Lo(F)\Lo(A) pour un releve-
ment H' € Ag,de H € Ggo. Par ailleurs, la fonction que I’on integre est invariante a
gauche par le groupe Ug (A) N Ug/(A). Posons Uéo =UpNLet Ué(; =Ug,NL"
L’application naturelle

Ug, — Uéo X UQ(/)

induit un isomorphime

Ugy(F)(Ug(A) N Ug (A)\Ugy(A) — UG, (FI\UG,(A) x U, (F\UG, (A).
On peut donc remplacer dans (12.5) la variable y par uu’xk avec

weUS (F\US (8), o e UL (F\UE (A), xeXG (H) et keK.
La mesure dy se transforme alors en

80, ()" dudu’ dx dk

etonaHp,(x) = Hp,(y) = H. On obtient
(12.6) S (uu'xk) = (uxk,u'xk).
On a la variante suivante du lemme 12.3.1 de [25] :

Lemme 12.3.1. I existe un sous-ensemble fini v C ag indépendant de T tel que

si 3 (uu'xk) est non nul, alors go(H) = ((1 — GO)H)S appartient a w.

Démonstration. Via le choix d’une section de la surjection Ay — Ay, on dispose
’

d’un isomorphisme ftyr = p g X [Lg et I’intégration sur u ¢ se décompose en une

intégrale double :

S (uu'xk) = /

/ ATCEC (uxk, @, 6o(ji0r + 12))
Q/
ks ror

x EQ (u'xk, W, o + u2)dpg du?.
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Soit Bo, C Ag,(A) un sous-groupe de la forme
Bo, =BG Bo (= B BFBo),
ou %go C Ag,(A) est I'image d’une section du morphisme composé
Agy(A) > Ag(A)\Ag,(A) > BS .

Notons &L0* = €L, &Ll un domaine de Siegel pour le quotient Bo,Lo(F)\Lo(A)
(cf. section 3.4).

Fixons de la méme maniére un sous-groupe By, = %SO%Q' C Ag,(A).Onne
peut pas en général s’arranger pour que B, = EB’QO, mais puisque B, N EB"QO est

d’indice fini dans B g, quitte a grossir €, on peut toujours supposer que

7

Lo(A) = (Bg, N By, ) Lo(F)&"*.

On suppose aussi que B est de la forme Bg = %2%5, ou %g C Ag(A) est’image
d’une section du morphisme composé

A(A) > Az(AN\Ag(A) > BE = Bz\Bg
et I’on pose
B =BG BG =83 BIBE et B =B B, =BG BG,B.
Choisissons un relevement de x € X fo (H) dans Lo(A; H') et écrivons x = zas avec
z€BzLo(F),ac (%SO N ?B’Qéo) ets € &Lo* On décompose a sous la forme
a=aga? = aQ/aQ/

avec dg € B3, a2 € Q%go, ag € %g, et a2 e %g;. Posons Hy = Hgp,(a).
Comme dans la démonstration de [25, lemme 12.3.1], on obtient que

S uu'xk) = 51Q/2(aQ)51Q//2(aQ’) / e{0o(on).(Ho) o)1 or-(Ho) or) dpg
ror

) / o ATCEC walsk, @, 60(u?))EQ (w'a? sk, ¥, p2)du?".
ks

Or

/ 800N (HO )~ 0r-(Ho)o1) gy, — / U005 (HOO~(H)01) 1,
ror ror
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et cette intégrale n’est non nulle que si 65 ((Ho)o) — (Ho)g’ = 0. Pour que
& (uu’xk) soit non nul, il faut donc que

(Ho(x) = 6o (Ho () = (H = 6o(H))§ = (Ho(s) — fo(Hor ()

Maintenant, on observe que 1’ensemble

© = {(Ho(s) — fo(Hg(5))° |5 € &%} c a§
est fini et le lemme en résulte. ]
Proposition 12.3.2. Pour T € (ag)eo, I’expression
> o -1) [ 188 prenldy
Hee§ Yoo
est convergente et la somme sur H est finie.
Démonstration. 11 s’agit de prouver que pour H € 660, la fonction

(., x. k) > GG (H — T)80,(x) ™' & (uu'xk)
est absolument intégrable sur
UL, (F)\UL (A) x U5 (F\UL.(A) x X (H) x K

et qu’elle est nulle, sauf pour un nombre fini de H. On procede comme dans
la preuve de [25, proposition 12.3.2]. On commence par découper le domaine de
sommation en H, grice a la partition de [25, lemme 1.7.5] appliquée au couple
(P, R) = (Qo, Q) : on peut fixer un P’ € Py tel que Q9 C P’ C Q et imposer
que

o5 (H—T)ytg(H—T) = 1.

On s’intéresse donc aux H € ag, tels que

(12.7) GR(H - T)¢b (H-T)t2(H-T)=1. qo(H) € w.

D’apres [25, lemme 2.13.3] (I’exposant G est ici remplacé par un exposant G, voir
section 2.2), pour H vérifiant (12.7), on a

(12.8) 1HC —To |l < 1+ [(H-T)%|
d’ou
(12.9) IHC|| < 1+ |HZ|.
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Les constantes implicites dans (12.8) et (12.9) dépendent de T'. Au lieu d’intégrer sur
xeX go(H ), on peut choisir un relevement H' € Ag, de H € Ggo et intégrer sur
x € ((Bg, N %’QO)GL"’*) N Lo(A; H’). De méme, on peut faire varier (u, u’) dans
un compact Qéo X ng de Uéo (A) x Ué(; (A). On écrit’ x = zas avec

zeBgLo(F), ae(BE NBG) et sec&lo,

et on décompose a ena = aga? = aga 2’ comme dans la preuve du lemme 12.3.1.
Pour u € Qéo, u' e ng et k € K, en supposant que aéleo(aQ/) appartient a
A@(A)AQ(A)1 —sinon § (uu’xk) = 0 (cf. la preuve de loc. cit.) —, on a

S uu'xk) = 89 (ap) (ualsk, u'a? sk).

Quitte a grossir €, on peut supposer que Lo(A)* = €g,Lo(A)! est contenu
dans Lo(A)* = €gLo(A)!. Alors pour chaque u € Qéo, on peut choisir un
y € L(F) tel que

y1 = yuaQs e @F* = &1,

D’apres le corollaire 12.2.3, il existe ¢, D > 0 et un compact Cr dans &L * tel
que pour tout k € K, tout u € Qéo et tout u’ € Qlélo, on ait §(yik, u'a?'sk) = 0
siy; ¢ Crp et

13 Ok, u'a® sk)| < clu'a®s|P  sinon.

Comme dans la preuve de [25, proposition 12.3.2], on obtient

(12.10) IHZ] + [Ho(s)[| < 1+ [[Ho(y1)ll.

Pour y; € Cr, d’apres (12.9) et (12.10), ||HG || et [|[Ho(s)|| sont bornés. On en déduit
que H varie dans un sous-ensemble fini de Ggo. D’autre part s appartient a glo*
et |[Ho(s)|| est borné, par conséquent |s| est borné. On obtient que

800 ()13 (uxk)| < 1.
D’oli la proposition, puisque I’ensemble
Qéo x Qéo x ((Bgy N éBIQO)gLo’* NLo(A;H)) x K

est de volume fini. ]

ZNotons que notre s joue le role du x de la démonstration de [25, proposition 12.3.2].
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12.4 Transformation de I’opérateur de troncature

Pour calculer I’expression

(12.11) Y Go(Ho—T) / 30,010,590 (V) Ay,
YQ()(H)

G
HeGQO

ou ¥ est une fonction lisse sur p g, on décompose I’intégrale sur Y g, (H) comme
en section 12.3. On peut permuter 1’intégrale sur le groupe compact

Ugs (F)\Ugy () x U (F)\Uqys (A)

avec celle sur le groupe (lui aussi compact) ug. Pour (x, k) € X E;O (H) x K,lacom-
posée de ces deux intégrales est égale a

(12.12) (ATCE2) g, (xk, ®. 00 () EG (xk. . )9 () de,
Rs

ou I'indice Qy signifie que 1I’on prend le terme constant le long de Q. D’apres [25,
lemme 4.1.1], cette expression (12.12) n’est non nulle que si

¢o (H—T)=1.

Cela entraine que dans le découpage suivant les P’ € Py tel que Q9 C P’ C Q dans
la preuve de la proposition 12.3.2, seul le domaine correspondant 8 P’ = Q donne
une contribution non nulle. D’apres (12.8), il existe ¢ > 0 tel que pour les H vérifiant

GEH ~T)dpg,(H—T)=1. qo(H)cw
on ait
(12.13) |HG — To,ll <c.

Le point est qu’ici la constante ¢ est indépendante de 7" (d’apres [25, lemme 2.13.3]
et le lemme 12.3.1). En particulier, puisque Tgp, € ag(), ona

HC —Tg, = HS + (H® - Tp,)

et |H g | est borné par une constante indépendante de 7'. Fixons un réel 7 tel que
0 <n < 1.SiT estassez régulier, la condition (12.13) entraine

(12.14) |HC =18 | < InT|l.
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Pour T € ayp, on note” kT la fonction caractéristique du sous-ensemble des X € ag
tels que || X || < ||T'||. D’apres [25, lemme 4.2.2] il existe ¢’ > 0, tel que si

do(T) > c'(c +1),
I’expression (12.12) multipliée par '5‘5 (H — T) vaut*

K"T(HC — TS GE(H —T)¢g (H—T)
% / AT[[HQ]]’QOESO (xk, ®, GO(M))Wﬁ(VJ du
rs

si ||H G _ To, |l < c, et elle est nulle sinon. Ce dernier point résulte de 1’analogue
de la preuve de (12.8) pour I’expression ci-dessus. Notons que pour H vérifiant
¢, (H —T) = 1,1’élément

T[H?] = T[H2]? € af
est « plus régulier » que 720 : en effet, d’apres [25, lemme 4.2.1], on a
L L
dpln, (TIHC]) = d 50, (T90) = do(T).

On a donc prouvé la proposition suivante.

Proposition 12.4.1. I/ existe ¢, ¢’ > 0 tel que pour tout T € (ag Yoo vérifiant
do(T) > c'(c + 1), Uexpression (12.11) soit égale a

S k"T(HC - TL)GE(H —T)§S (H — T)e *0oH)

G
HeCg,

x/ . / AT[[HQ]]’QOESO(xk,@,Gg(u))Eg(;(xk,\D,u)ﬁ(u)dudxdk.
X7 (H)xK Jus

La somme sur Ggo ne fait intervenir que des H tels que |HC — Tg,|| < c.

On a aussi I’analogue de [25, proposition 12.5.1] :

30bservons que la fonction « T utilisée ici n’est pas tout-a-fait la méme que celle de [25],
puisque nous ne passons pas au quotient par le centre.

1l faut supprimer le signe (—1)4279G dans la formule du lemme 4.2.2 de [25]. Voir
Err (iii) de I’annexe.
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Proposition 12.4.2. Pour H € Ggo, on considere I’expression
(12.15)

) ATHELC0 £8 (k. @, 60 (1) EG, (xk, W ¥ ()| dprdix dk.
X?O(H)XK ns
On suppose que T est dans le cone introduit en section 12.3 et que d o(T') est assez
grand. On a les assertions suivantes :

@ Si ¢go (H —T) =1, ’expression (12.15) est convergente.

(ii) 1l existe ng avec 0 < ng < 1 tel que si 0 < n < no, alors il existe ¢ > 0 tel
que, pour tout T € ((1(();)9O ettout H € Ggo vérifiant

GRH —T)pg (H—T""(HC -TS) =1,

)
expression (12.15) soit majorée par ¢ e?P20-H) g o (T)dim(ag 9,

Démonstration. On reprend celle de loc. cit. On veut majorer I’intégrale intérieure
dans (12.15). Pour cela on peut supposer ¢ = 1 (cf. la remarque 12.1.2). Comme dans
la preuve de [25, proposition 12.2.3], on se ramene grace a ’inégalité de Schwartz a
majorer deux types d’intégrales :

(12.16) / AT[[HQH’QOESO(xk,CD, Oo(w)ATIHELCoES (xk, @, fo (1)) dpe
rs
et

(12.17) /Eg(;(xk,\lf,u)Eg(;(xk,\IJ,,u)d;L.
rs

Commengons par majorer 1’intégrale (12.17). Rappelons que I'on a fixé en sec-
tion 12.2 un domaine de Siegel 68, = QQ/?BS,GL’*K pour le quotient

B O'(F)\G(A). Soit h2 1a fonction sur Q'(F)\G(A)/K définie par

Wy = 3 8r @) 1gg, (7).
3eQ/(F)
On a
h? (y) < 8p, (1> < h(y) pour y e &G

D’apres la proposition 12.2.2, pour b € Bg et y, y' € Q’(F)@S,, I’intégrale
(12.18)

EQ’(by,‘P,M)EQ/(by’,‘If,u)dM=/ E2(y. W, )EQ (y', W, ) du

s rs

est essentiellement majorée par £2 (y)h 2 (y’). Ensuite on prend le terme constant
en chacune des variables y, y’. Cette opération, qui consiste & intégrer sur un com-
pact, commute 2 I’intégrale sur wg. Puis on prend y = y’ = a%sk avec k € K,
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s e @®Lo* x =as € Lo(A; H') pour un relevement H' € Ag, de H € Ggo et
a=aga% e %G%go (on peut méme supposer a% € ?Bgo N %’go comme dans la
démonstration de la proposition 12.3.2). L’intégrale (12.17) est donc essentiellement
majorée par

Q' N2 _ O
th(y) _th

(a%s)>.

Comme la fonction 2" est a croissance lente, son terme constant hg; I’est aussi.
L’intégrale (12.17) est donc essentiellement majorée par |a®s|P pour D > 0 as-
sez grand. L’intégrale (12.16) se déduit, elle aussi, de (12.18) en prenant les termes
constants le long de Qy, puis en appliquant 1’opérateur ATIH Q]]’QO, et enfin en po-
sant y = y’ = a%sk. Quand on prend les termes constants, on obtient une expression
essentiellement majorée par

hg, (MhS ().
Rappelons que I’hypothese ¢go (H — T) = 1assure que I’élément T[[H 2] € agoo est
régulier. D’apres la proposition 4.2.1, il existe un sous-ensemble compact €2 de glox

tel que si AT[[HQ]]’QOth (a%sk) # 0, alors s € Q. Comme

HQO(x)G = HQo(aG) + HQ()(S)G = HC

et que H est fixé, a¥ reste dans un ensemble fini de ?Bgo. D’ou le point (i). Prou-
vons (ii). On suppose que 1’hypothese

(12.19) GR(H —T)pg (H—-T)""(H2 -T§) =1
est vérifiée’. On peut prendre x dans un domaine de Siegel &0 = ?B‘LO@LO’*. On
écrit x = as avec a € B, et s € &Lo* Si n est assez petit, ’hypothese (12.19)

implique, comme dans la preuve de [25, proposition 12.5.1] (majoration (4), page
170), qu’il existe une constante D > 0, telle que

1
h3,(a%s) < 8g,(a)2|s|P.

Mais cette majoration est inutile ici, on peut directement passer a la page 172. Notons
C I’opérateur qui multiplie une fonction sur ¥ o, par la fonction

x> FEO(x, T[H2])

3Si 7 est assez petit, I’hypothése (12.19) implique rgo (H) =1, 00 P est I’unique élément
de Py vérifiant la double inclusion Q' C P C R (cf. [25, page 171]). En particulier, cela
entraine rgo (H)y=1let Tgo (H) =1.
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et décomposons 1’opérateur A = ATIHC1.00 o
(A-C)+C.

Rappelons que T[[H 2] est « plus régulier » que T. D’aprés la proposition 4.2.2,
si T est assez régulier, on peut remplacer I’opérateur A TIH®1.Q0 par C dans I’inté-
grale intérieure de I’expression (12.15). Il nous faut donc majorer I’intégrale

le(k) = [ FRo(ask. TLHODES, (vk. @. o) EG, (k. @.60(j0)
s

sous les hypotheses (12.19) et
(12.20) FRO(xk, T[HO]) = FE(s. T[H2]) = 1.

Cela conduit & majorer (12.17) et I’analogue de (12.17) ot Q remplace Q’. Sous
(12.19) et (12.20), on obtient comme dans la preuve de [25, proposition 12.5.1]
que hQ/(aGs) est essentiellement majoré par § p, (x)/2. Donc (12.17) est essentiel-
lement majoré par 8 p,(x). Il en est de méme de I’analogue de (12.17) relatif & O, et
donc aussi de I¢(xk). On obtient que I’expression (12.15) est essentiellement majo-
rée par

[ R TS p ax,
XL()(H)
ou, ce qui revient au méme, par
e{2r00-H) / F20(s, T[H2])8 py (5)ds.
@LO’* 0

Rappelons que
gLO’* = @L()@LO’I = 65L(‘nglto%élo(t)g\I‘OI(LO

avec ?BOLO(t) = Bo(t) N Lo(A)'. On décompose s en s = vhk avec v € €,QL,,
b e %OL O(t) et k € Fr,K 1, La décomposition des mesures introduit un facteur
811380 Lo (b)~! = 8p,(b)7, et 'intégrale sur &Lo* est essentiellement majorée par

le cardinal de I’ensemble
{beB°(): FEO(b. TIH]) = 1}.

En écrivant Y = Hy(b) € aOL 9, on conclut, comme 2 la fin de la démonstration de
[25, proposition 12.5.1]. [
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12.5 Retour a la formule de départ

On suppose désormais que 0 < n < 19, ol 1o vérifie les conditions de la proposi-
tion 12.4.2.

L expression pour %7 de la proposition de 12.1.1 est une combinaison linéaire
finie d’intégrales itérées (12.1) (ou, ce qui revient au méme, d’expressions (12.2))
dont la convergence est assurée par la proposition 12.3.2.

Proposition 12.5.1. I existe une constante absolue ¢’ > 0 et une constante ¢(f) > 0
telles que, si do(T) > ¢'(c(f) + 1), ona

BTN WMORY Lo X Bw@x Y T AT

QR0 sep?’ o €Maisc(Ms) Ve¥s©) gee§
avec
AT(H: W) = "T(HC — TS 58 (H — )¢S (H —T)

xeoontt) [ [ ATID00ES (uk B (£, 60()
XEO(H)xK ”

N

x ES (xk, W, p)dpdx dk.

Démonstration. Ceci résulte de la proposition 12.4.1 et de la remarque 12.1.2. ]

Définition 12.5.2. Pour ¥ € A(X5,0) et ® € A(Xg,(s), 0 (0)), et pour ¥ une
fonction lisse sur p g, on pose

AT(H: 0, W:9) =" (HC — TS )58 (H —T)pg (H —T)

Xe—(ZPQ()’H)/ B / AT[[HQ]]’QOESO(xk,CD, )
XfO(H)XK s

x EQ' (xk, W, )9 (n) dpdx dk.

On écrira simplement A7 (H) pour AT (H; ®, ¥; ) lorsque les fonctions &, ¥
et ¢ sont fixées, et on pose

AT = 3" AT(H).

G
He€g,






Chapitre 13

Simplification du produit scalaire

13.1 Une majoration uniforme

Pour P € P, choisissons une section du morphisme Ap (A) — Bp et notons LBp son
image. Cela permet de relever E(P)! dans E(P), d’oli une identification

2(P) = E(P)" x Bp.

Le groupe des caracteres automorphes, mais non nécessairement unitaires, de Ap (A)
s’identifie a E(P) x aj. Un tel caractere & peut donc s’écrire

E=bull=Cxwrv=C0x(n+v)

avec ¢ u e Bpetve ap.Onlenotera § = (¢, i1, v).

= Elgpay
Soit ¢ une forme automorphe sur X ¢ (discréte ou non). Pour P € Py, on note
@ P, cusp le terme constant cuspidal de ¢ le long de P, défini en [32, sous-sections 1.3.4,

1.3.5]. C’est une forme automorphe cuspidale sur X p, qui s’écrit sous la forme

(13-1) ¢P,cusp = ZCI(HP(X))(pq,E(x)v
(g.8)

ol (g, §) parcourt un sous-ensemble fini de Clap] x E(P) x ajp et ¢, ¢ est une forme
automorphe cuspidale sur X p, se transformant suivant £. En écrivant £ = (¢, u, v),
comme ci-dessus, on voit que la fonction

X > ¢ {utv.Hp (X))(ﬁq,g (x)

appartient a sAgisc(X p)¢. Notons ohcusp(X p)g(pyr le sous-espace de dAcusp(X p),
engendré par les espaces bcusp(X p)g pour € € E(P)!, identifié au sous-groupe
de E(P) des caracteres triviaux sur B p. Il se décompose en

’A’cusp(XP)E(P)] = @ fA’cusp(XP)Z'
teE(P)!

Pour tout P € Py, fixons un sous-ensemble compact I'p C a C /AIY,, deux entiers
naturels np et dp, et un sous-espace de dimension finie Vp de oAcusp(X p)g(pyr- On
note

A((Vp,dp,Tp,np)pep,)
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I’ensemble des formes automorphes ¢ sur X g telles que, pour tout P € P, le terme
constant cuspidal ¢p_cusp puisse s’écrire

np.i

np
(13.2) ¢p cusp(x) = Y eAritor HPCN N g (Hp (X)) e j (X)),
i=1 Jj=1

ou les np ; sont des entiers positifs ou nuls quelconques, np < np, Ap; € I'p,
qp,i.j € Clap]avecdeg(gp,i ;) <dp,etdp,; ;j € Vp.Notons que cet ensemble n’est
pas un espace vectoriel (a cause de la condition np < np). Dans I’expression (13.2),
on peut supposer que les Ap; sont deux-a-deux distincts. On définit comme en [25,
section 13.1] une norme

||¢||cusp = Z ||¢P,cusp||cusp-

PePy
D’apres [25, lemme 13.1.1], on a le résultat suivant.

Lemme 13.1.1. Pour tout A € ag, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout
€ A((Vp,dp,Tp,np)peyp..) et tout x € & = BgS*, on ait la majoration
st ]

np
)] < clipllensy Y Y e FRErOTorHO) () 4 Hp (x))dr,
PePgyi=1

o AT est la projection de A sur aé)’* et les Ap ; sont ceux de I’égalité (13.2).

13.2 Majoration des termes constants

On fixe deux sous-groupe paraboliques standards Q, R € Py tels que Q C R

et 71(Q, R) = 1. On pose Q' = 6,1(Q) et Qg = 0 N Q’. On fixe aussi S € fPSQt

et 0 € INgjsc(Mgs). La représentation ¢ intervient dans le spectre discret de

Mg(F)\Mgs(A)'. Considérons :

* un sous-groupe parabolique standard Scysp tel que Scusp C S';

* une représentation automorphe cuspidale ocysp de M, (A) qui est une sous-
représentation irréductible de Lz(%swsp\X MScusp) — c’est-a-dire que Ocysp S€
réalise dans Acysp (X Mscusp)f pour un caractére { € E (Scusp)1 ;

* un opérateur différentiel D a coefficients polynomiaux sur ag;:sp cs

* unpoint vy € agjsp.
Rappelons que W, nms(Ocusp) €st une base orthonormale de I'espace vectoriel

L. . S,*
pré-hilbertien «4 (X SeuspNMs » Ocusp)- Pour Deysp € W o nnrg (Ocusp) €LV € @ Seusp.C?
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formons la série d’Eisenstein

EMS (y, chusp’ V) = Z q)cusp()/y7 U)’ y € Mg (A)
Y€(ScuspNMs)(F)\Mg (F)

On applique I’opérateur D sous 1’hypothése que la fonction v — DEMs (y, Deusp, V)
est holomorphe en v = vy et on note

Dv=v0EMS (v, Cbcusp’ V),

sa valeur en v = vy.

Comme dans [25] on voit qu’en choisissant convenablement la base ¥ g (o)
de A(Xs,0), on peut supposer que pour tout élément W € W (o), il existe des
données Scusp, Ocusp> D, Vo et Weysp € ¥ Secusp (ocusp) telles que

E2 (3, W, 1) = Dyey EZ (3, Weusp. v + 1)

pour tout i € a% ~/AY. Prendre un terme constant et prendre un résidu sont deux
opérations qui commutent. Grace a [25, théoréme 5.2.2 (4)], on obtient
(13.3)

ES (y.W.11) = Dyey, > EQ0(y.M(s.v + 1) Weusp. s(v + M)))-
SEW? (a50y5p>Q0)

Le terme constant £ SQ,/ (y, ¥, u) de la forme automorphe E g(; (y, W, u), relatif a un
cusp

I
cusp

sous-groupe parabolique S € fPSQt“ associé a Scysp dans Q' est égal a :

Dv=vo( > >, M(s/s,vw)wcusp(y,s/s(wv))).

4
seEW? (aScusp ,00) s’eW2o (a‘\'(Scusp) ,C(Séusp)
. o’
Les exposants cuspidaux de Eg, (y, W, ) sont les
cusp

S’S(UO + /,L) c agéuswc/ﬂg/

cusp

Pour w € W2’ (ASysps @ Séusp)’ notons Q' le plus petit sous-groupe parabolique stan-
dard de Q' tel que ap; C w(as). D’apres [25, section 13.2 (5), page 184] et [32,
corollaire V.3.16 et proposition VL.1.6 (c)], on sait que, pour i € i g, les parties

réelles des exposants cuspidaux de E g,/ (y, ¥, u) sont de la forme wvg, pour des
cusp

4
w e W2 (ASeusp AL, ) tels que

(13.4) 220 (—wvg) = 1.
cusp
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Ainsi dans I’expression Eg, o (y, W, ) pour i € g, les termes indexés par les

couples (s, s/ ) tels que l’element w = ss’ ne vérifie pas (13.4) sont nuls. On dé-
compose EZ 0,(y: W, 1) en

EQ (v W) =EZ (v W)+ ES | (y.W.1).

o’
ou le terme EQ unit

s(ao) C a et le terme E go 4 est la sous-somme restante. On obtient, comme en
[25, section 13.2 (7)], que pour ;t € g, 0na

est la sous-somme de (13.3) indexée par les s tels que

Ego,unit(y’lp’ /’L) = Z EQO()’,M(S,M)\IJ, /’L)
seW2 (as,00)

Rappelons que W2 (as, Qo) est I'ensemble des restrictions 2 as des s € W2’ tels
que s(ag) D ag, et que s est de longueur minimale dans sa classe W25 (ce qui
signifie que s(S) N Lo est standard dans Lo = Mg,). D’apres [25, section 13.2 (6)],

la fonction E QO unit (Vs W, w) est lisse pour u € pg, il en est donc de méme pour la
fonction

Ego,_f-(yv "IJ’ :U“) = Ego(y’ lIJ? :U“) - Ego,unit(y’ "IJ’ :U“)

Proposition 13.2.1. Soient Z € Ag et T € aO .

(1) Il existe un entier N € N et un réel ¢ > 0 tels que
’ 1
|ES (xk.W. )| < c8py(a)2(1 + [HIDVIs|Y

pour tout H € AgO(Z) tel que TQQ(;(H) = 1, tout (a,s) € B, x glox
tel que x = as € Lo(A; H), toutk € K ettout u € pug.

(i1) 1l existe un entier N € N et un réel ¢ > 0 tels que
/ 1
|ES, (xk, W, )| < ¢8py(x)2 (1 + | X0 D™ (1 + [Ho(s)[)Y

pour tout X € AgO(Z) tel que z,?o’(X +T1) =1, tout (a,s) € By, x Lo
tel que Ho(x) = X avec x = as, toutk € K ettout i € pg.

(iii) 1l existe un entier N € N et un réel ¢ > 0 tels que
’ 1
|E G unic 06k W )] < €8 ()2 (1+ [ HIDY (1 + [Ho(s) )™

pour tout H € Ago (Z), tout (a,s) € By, x &Lo* felx =as € Lo(A: H),
toutk € K ettout L € pg.
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(iv) 1l existe un réel R > 0, un entier N > 0 et un réel ¢ > 0 tels que

’ 1
|E30,+(xk,‘lf, W <edp,(x)2(1 + | X, DY

x (1+ |[Ho(s)[DN sup e~ RleHox)
PN

pour tout X € Ago(Z) tel que tgo/(X +T1) =1, tout (a,s) € By, x elo*
tel que Ho(x) = X avec x = as, toutk € K ettout i € pg.

Démonstration. On suit, pas a pas, celle de la proposition 13.2.1 de [25]. |

13.3 Simplication du terme constant

On a introduit dans la définition 12.5.2 des expressions A7 (H) et AT . On note

unlt Z Aumt(H)

G
He@QO

o
Qo unit €t EQO
dans la définition de AT (H). Alors [25, lemme 13.3.1] est vrai ici :

les expressions obtenues en remplacant les fonctions E g par ES

par EQ ,unit

Proposition  13.3.1. L’intégrale définissant A nlt(H ) et la somme définissant AT
sont absolument convergentes, et pour tout réel r, il existe ¢ > 0 tel que

unit

AT — ALl < cdo(T)
Démonstration. Elle estidentique a celle de loc. cit., a la simplification suivante pres :
la décomposition de I’opérateur A = ATIHCD.Q0 o (A — €) + C conduit a la dé-
composition des expressions AT (H) et Aumt(H ) en
AT(H) = AX—C(H) + Ag(H) et umt(H) AX—C,unit(H) + A(T;,unit(H)'
Comme dans la preuve de la proposition 12.4.2, si T est assez régulier, on a

AT(H) = AL(H) et AL, (H) = AL i (H).

Seules les expressions AT(H ) et AC unit (/1) sont a comparer. Les assertions sont
alors conséquence de la proposition 13.2.1. ]
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13.4 Simplification du produit scalaire

On a défini en 4.1.5 un élément T[[H 2] dans agoo. Pour S € TPSQt/ et H € Ag,,
considérons I’opérateur (introduit en section 5.3, mais avec ici Q¢ en place de G,
et T[H 2] au lieu de T)

TIHC] s _
Qg = Y Y ed T (HisA — M T M. ).

57ep20 s€WC (agy(s)-as/)
tEWQ,(aS,aS/)

On a fixé des fonctions

YeAXs,0) et de ..-A(Xgo(s),eo(w ® 0)),

et une fonction lisse ¥ sur  g. Rappelons que I’on a introduit dans la définition 5.2.1
un opérateur de décalage D,,. Pour i1, v € pg et A € g, (s), On pose

déf

@ T H; A, pusv) = (DR 520 (Hi A, 1)@, W),

S,00(S)
c’est-a-dire

Q ’
©TO(H A piv) = ) S e 20T (sh
S/e{pthO sew?@ (ago(s),a_g/)
tEWQ/(as,aS/)

x (DyM(t, 1)~ "M(s, 1)@, ¥),.
Avec les notations de la proposition 5.4.5, pour tout i € wo (as,as),ona
E(bb(was§).§) = v e pg | U(wagh) xv), =&

Comme seule la restriction de v a By intervient, s’il est non vide, cet ensemble est
un espace homogene sous Cpy .

Définition 13.4.1. Lorsque & = £,, on pose
def
EO@) = {v € ps | fiwan) * V|, = o} = EOo(@a50). §o)-

Lemme 13.4.2. Pour que I’expression @ 20 (H; A, w; v) soit non nulle, il est néces-
saire que v appartienne a E(0).

Démonstration. On a
D, M(t, 1) 'M(5,1)® € A(Xs.l(w®0)*v) et Ve AXg, 0).
Pour que 1’expression @ >0 (H; A, uu; v) soit non nulle, il est nécessaire que 1’on ait

§i(wso) ¥ V|y, = &o- L
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Définition 13.4.3. On pose

[w]TC0(H: A, ) = [Es|7} Z w2 H A+ v;v)
veé&(o)

avec [w]T"CO(H; A, u) = 0,si E(o) = 0.

Avec les notations de la proposition 5.4.5 on a
T’ .
W] 7O (H; A, 1) = ([RIG0%s) (.65 2, 1) P, W),

mais avec Qg en place de G et T[H 9] au lieu de T. D’apres la section 5.4, cette
expression est holomorphe en A et p. Pour A = 6y(u), on écrit

[0]720(H: 1) = [0] 20 (H:; 0o (1), 1)

Observons que [@] 720 (H ; 1) ne dépend que de I’image de H dans Ggo =Bs\Ag,.
On pose

AL = K (H = T T (H = oG, 1) [ (0] (H: 109 ) dp
s
et

Agure = Z Agure(H)'
Heeg
0

T

Proposition 13.4.4. La série définissant Ay,

est convergente, et pour tout réel r,
on a une majoration

|A1{nit - Agure| < e_rdO(T)'
Démonstration. La preuve suit, pas a pas, les arguments de [25, proposition 13.4.1].
Tout d’abord, on utilise [25, lemme 2.13.1] pour prouver la convergence de la sé-
rie définissant Agure. Puis, grace au calcul approché du produit scalaire des séries
d’Eisenstein tronquées donné par le théoreme 5.4.4 (ii) et compte tenu de la proposi-
tion 5.4.5 pour le décalage en v, on montre qu’il existe un réel ¢ > 0 pour lequel on

a la majoration souhaitée. |

Corollaire 13.4.5. Pour tout réel r, on a une majoration
AT — AT | < do(T).

Démonstration. On invoque de plus la proposition 13.3.1. |
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13.5 Décomposition plus fine

T

G
pure €N une somme sur €4 précédée

On va décomposer la somme sur H € G(Q;o dans A

d’une somme sur Ago, grice a la suite exacte courte

0 G G
0—>AQO—>€QO—>€Q—>O.
L G G Q
Considérons H € er’ YRS GQ ety €ag tels que
Z=Hp et Y=T§5 —H? etdonc H=Z+T5 —7Y.
Puisque k"7 (=Y) = k"7 (Y), on a
«"T(H2 — TSGR (H —T)¢g (H —T) =" (Y)TH(Z — To)pg (-Y)

et
T[H?] = T[T§, - Y].

Lorsque ¢30 (=Y)=1onaY = Xg,, ou X estde la forme

X = Z Xq® avec Xxq >0 pour o€ Ag\AOQO.

OlEAOQ\AOQO

En d’autres termes, X appartient au cone fermé €(Q, Q¢) de aOQ engendré par les
éléments & pour o € AOQ\AOQO. D’apres [25, lemme 4.2.1], on a

TIHO) =T[T5, —Y]=T% - > xu42 = (T —X)%.

OLEAOQ\AOQO
Donc
_ gI-Xx N c U déf 0
H=H; ", oulonapos¢ Hz =Z+Ug; .

L application qui a Y associe X € €(Q, Qg) est injective et on note

Cr(Q.0Q0:T) CE(Q. Qo)

son image. On a ainsi transformé la somme sur H € Ggo en une somme sur

(Z.X) € € x€r(Q.Qo: T).
la fonction

«"T(HC —TE)GE(H —T)¢S (H—T) devenant k"7 (Xo,)55(Z —T).
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Pour Z € Ag et X € Cr(Q, Qo:;T), on pose
0T20(Z XA, uiv) € 3 > )3 ¢ QTN

57ep20 sEWC (agy(s).as) teW? (as,ag)
x (HZ X 1sh — tp)(M(s, )@, M(1, p)D_, V) .
On a donc
wT[[HQ]]’QO(HZT_X;A,,u; V) =P Z, X A, uiv).

En remplagant la variable ¢ par t't avec t € W2 (ag, Qo) et t' € W20(1(ag), as’),
et la variable s par t'~'s € W2 (6y(as), ?(asg)) cette expression peut s’écrire :

DD VD D D

teW? (as,00) s€W2 (Bp(as).t(as)) S/ngthO t/eWL0(t(as),ags)

X (HE %0/ (sA — 1)) (M(t's, 1)@, M(¢'t, 11)D_, ) .

Le sous-groupe parabolique #(S) n’est en général pas standard mais il existe un
unique sous-groupe parabolique standard ,S C Qo tel que M;is) = M,s. On
pose ;M = M,s. Pour S" € Tgo ett’ € W0 (t(ag),as), le sous-groupe parabo-
lique #'~1(S) appartient a I’ensemble P20 (, M) des S” € P20 tels que Ms» = ;M.
On peut remplacer ci-dessus S’ par S” = t'~1(S”). Alors la double somme en S’ et ¢/
se transforme en une somme sur S” € P20(, M). Pour

H/ — [/_1 (H)
on a
85%0’(T—X)S/ (H, t/(sA _ IIL)) — 839,[T_X]S// (H/, SA, _ Z/¢L)7
et
(M(t's, 1)@, M(t't, n)D_, W),
égale
(M(t', sM)M(s, 1) D, M(1', 1) M(z, 1)D_, W) g,
Notons que

[T — X]s» ='7'(T = X)s)  etdonc [T —X]20 =7 (T — X)99).
D’apres [25, lemme 5.4.3 (3)],0on a
Mt 1) "M sA) = A Ys MM g (1) ™ Mg g (sA)
avec Yg» = (To — t""1(Ty))s~. En définitive, on obtient

0hCUZ, XA vy = Y > 03,22, X A i v)
1eW2' (as,00) €W (B0 (as) ¢ (as))
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avec

TQO(Z X: )\, W \)) Z S%f),[T X]S//(HT X. SA tu)e(sl—lM,YS//)
S"ePC0(; M)
X (Mg, s (sA)M(s, 1) ®, Mg, s (()M(t, p)D_, W),

On doit intégrer en p la fonction
01202, X; uiv) £ 0 TCZ, X 60(w), p + viv),
puis sommer en Z et X. Chaque expression @ ’QO (Z, X; A, u;v) est encore une

fonction lisse de A et u, et I’on pose

TQO(Z X;u;v )difwTQO(Z,X;@O(M),M—kv;v).

L’expression QO (Z, X; u;v) ne dépend que de I’'image de Z dans G = Ba\Ao.

Ces mampulatlons permettent d’écrire, au moins formellement, Apure comme une

somme indexée par des éléments s et ¢ dans des ensembles de Weyl :

T _ T N 1
Apure - Z Z As,t ou |CS| Z As t,v

teW2 (as,00) sSEWL (6p(as).t(as)) ve& (o)
avec
— T, o
ALw= ), ToZ-T >( Y. «"T(Xg) ws,,Q°<z,X,u,v)z9(u)du).
Zeeg XeCr(Q,00:T) ks

On peut montrer, en reprenant des arguments de [25, proposition 13.4.1], déja
utilisés pour la preuve de la proposition 13.4.4, que I’expression converge (dans
I’ordre indiqué). Une autre preuve de la convergence de la série en Z résultera du
lemme 13.6.3 (A).

Nous aurons besoin d’une variante de 1’expression @ QO (Z,X; A, u;v), ot la
sommation porte sur P2 (; M), sans variable X, et ol le sous-groupe parabolique Qg
est remplacé par Q. On pose pour Z € Ag :

TtQ (Z:, s v) = Z ESI[T]S” (Z:sh — tﬂ)e(s)t—tu,YS//)
S”ePQ(; M)
X (MS//|t5(S)k)M(S, A)®, MS//|15(ZM)M(Z, J73) ) 2 ‘l’)S,,.

C’est une fonction lisse de A et p. On pose

L(Zipv) = 05 2(Z:00(1). 1+ viv)
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et
T’ . N - T’ . .
w2z =EsI™ Y 0 2(Z:iuv).
ve&(o)
Les expressions wsT,;Q (Z; ; v) ne dépendent que de I’image de Z dans Cé = Bs\Ag.
Proposition 13.5.1. On pose :

AT, = 3 5Bz -T) / [017:2(Z: 10 () dp.

= ns
G
ZeCyp
(i) L’expression ASTJ est convergente dans [’ordre indiqué.
(i1)  Pour tout réel r, on a une majoration |AZ:, — ASTJ| Ldo(T)™".

Cette proposition est I’analogue de [25, proposition 13.5.1], I'un des résultats les
plus fins du livre. Sa démonstration occupera les deux sections suivantes.

13.6 Premiere étape
Considérons I’application
sbo—1t:psg > 1,s.
On note x 5 son noyau et 5, g son image, et I’on pose
ns = Xs\ks. X,s =1,5\1,s-

L’application ci-dessus se restreint en un isomorphisme ¢ : ng — 7, . La suite exacte
courte de groupes abéliens compacts

0—=ns—>ns5—> x50

donne, par dualité de Pontryagin, une suite exacte courte de Z-modules libres de type
fini

0_>/X\ZS_>‘AIS_)77\IS_>O'

En relevant dans A,s une Z-base de 7,5, on définit un morphisme section du
morphisme A,s — 7,5, ce qui fournit un isomorphisme entre A,s et le produit
X.s X 7,s. Dualement, cela permet d’identifier p ,s au produit y, ¢ X 3,5 et donc
d’écrire A € p, g sous la forme

A=Ay+Ayex,sxn,s
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via cette identification (non canonique), et on identifie de méme pg au pro-
duit x g X 7. On définit un élément de p g en posant, pour (x,A) € x5 X 1,5,

1O A) = g+ Ay
L’application
Xs X R,s > Hs X X,s0 (0A) = (m(x,A), Ay)
est bijective et on a la relation
(13.5) Qon(x. A) = s (tp(x. A) + Ay).

Posons

A A) = s au(x. A) + A).
Fixons v € pg. Rappelons que ;M = Mg et L = Mg.Pour y € x5, A € p, g et
§" e P2 (, M), posons

c(: A.S":v) = O (u(x. A)Msr,s(sA(x. A)M(s, A(x. )P,
M|, s(t0(x. A) + VM. u(x. A) + v)D_, ).

Les expressions ¢(y; A, S”;v), considérées comme des fonctions de A dépendant
des parametres y et v, définissent une (Q, ; M')-famille périodique ¢ (y; v). On définit
aussi une (Q, ; M )-famille périodique d (y; v) = ¢(%)), x;v) par

d(1:A.S";v) =M Tse (A, 8" v).

En se limitant aux S” € P20(, M), on obtient des (Qyg, ; M )-familles périodiques.
Pour Z € Ag,resp. H € Ag,, et X' € ap,Q, on leur associe les fonctions

a5z k= 3 S ZINA (AL )
S7ePC(; M)
et
dX (H o phvy = > e H N (AL S ).

S”7ePL0(; M)
Ces fonctions sont lisses en y et A.

Lemme 13.6.1. Soient Z € €5, y € xs. A € n,5 et X € €F (0. 00: T). On a les
égalités suivantes :

D 05 2%Z. X u( M) (. A) = d S X HE X As)
() @2 (ZuG A (. A) =d 5 5 (Z. gz Arv).
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Démonstration. Rappelons que, par définition,

TQO(Z X: A Wi 1)) Z 85%9,[T X]S//(HT X. s)t—tu)e(ys”’s’l_t“)
S7eP2o(; M)
x (Mg, 5 (sA)M(s, ), Msr|, s ((l)M(z, p)D_, W) g, .

Pour Z € Ag, et A € pg en position générale, on a
d,QMTFX(H XA U)_WTQO(Z,X;M)(,A),M(X,A)+v;v).
Mais, d’apres la relation (13.5) on a
At A) = Bop(xt, A) + 57 (Ay),
On obtient (i) pour A, = 0. La preuve de (ii) est similaire. [ ]

On munit x g et 5, g des mesures de Haar telles que vol(xg) = 1 = vol(n, s). En

posant, comme ci-dessus, HZT_X =7Z+ (T - X)go, I’expression AST’,’V se réécrit

AT, = Z GR(Z-T) Z k" (Xg,)

Zeeg X€€r(Q,00:T)

x/ (/ asyt” X(HZT_X,X;A;v)dA)d
Xs n;s

Pour Z € Ag, S” € PL(,S),V e A,s et X' € ag,q, on pose

d(1:V,8";v) =/ d(x; A, S";v)e AV dA
B:s
et

d %4 F(Z nViv) = [ dtQA,’[)fI;(Z,)(;A;v)e_(A’V) dA.
R,s

Pour H € Ag,, on définit de maniere analogue d QO x w (H, x:V;v). Ces fonctions
sont a décroissance rapide en V. Notons

def

I'annulateur de 7,5 (C g, ) dans A, s.

Lemme 13.6.2. On a

AL, =) 58(z-1) Y K"T(XQO)/ Y a8 HITE i vivydy.

Zeeg Xe€r(Q,00:T) XS veDd, s
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Démonstration. 11 suffit d’observer que par inversion de Fourier on a
/ Ay X HT X pavyda = Y dSPETNHIT Vi), m
s VeD,s

Il résultera du lemme 13.6.3 (qui est I’analogue de [25, lemme 13.6.3]) que cette
expression est absolument convergente.

Lemme 13.6.3. Fixons un réel p > 0, et considérons les cing expressions :

(A ) Tgz-T) Y / Yo |d S LY vi|dy

Zeeg X€€r(0,00:T) " XS VeD, s

(B) oor X

Z Q(Z T) Z (1—K77T(XQ0))/ Z |th,})F yX’V V)|d)(,
Zeeg Xe€r(0,00;T) XS veD,s

(®) Q T X

Z Go(Z-T) Z / Z (1 —KpT(V))|d 0s X v V)|d)(,
zee§ Xe€€r(Q,00;T) XS VeD, g
(D) > T8z~ T)/ S a8 (Z Vi) dy:

ZeeG xs VeD,s
E > GEz-T) S =T W)|d §(Z i Viv)|dy
Zeeg Xxs VeD S

Alorsona :

(i)  Les cing expressions sont convergentes.
(ii)  Pour tout réel r, ’expression (B) est essentiellement majorée par d o(T)™".

(i) 1l existe une constante absolue py > 0 telle que si p > pgy, alors pour

tout réel r, les expressions (C) et (E) sont essentiellement majorées
pardo(T)™".

Admettons provisoirement ce lemme prouvé au paragraphe suivant. D’apres le
lemme 1.5.1, pour chaque y € y ¢ (le parametre v étant fixé), il existe une fonction a
décroissance rapide

¢ =¢(:v) U= o) =e(:Uv)
sur Hp ,p telle que c(x; v) = c,. Rappelons que ¢(y; v) est la (Q, ; M )-famille
périodique définie par
c(r: A 8" v) = D (x, A) Mgy, s (sAGr. A)M(s, A(x, M) @,
M s(tp(x, A) + VM@, w(x. A) + v)D_, W) s
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et que I’on a posé
d(x:v) =c(Y. x:v).
Pour H € Ag, et X’ € ag,q, on a donc
X! ;
Ao H o pan = Y U —0)y%r (H LA
uEfHQO!tM
avec
ySo ¥ (H A A) = > 99 (H' W(X))e!MH,
H’GA[QI&(H-FUQO)
Pour Z e Ag et X € GJI?(Q, Qo:;T), on obtient
T—X - A T—X - .
d9 X HET pay = Y e -y Sy N (HITE A,
ueJ-CQO,,M
On a aussi
T
A% - (Z.xa)y = Y o -S4 R(Z. A
ueJ-CQ,,M
On introduit, comme ci-dessus, des transformées de Fourier inverses
Vi 70X (HALY) et V795w,
le parametre V' variant dans A, ps. Par inversion de Fourier, on a
) / . _
50X (Zu:v) = { P& (UX) siZ +Ug = Vo,
0 sinon.
On en déduit que
T-X - 1. . .
A5 X I Vv = Y e u =YY VNT - X))

HES{QOQIM
T—X —
Hy +UQO—VQO

et

A5 7 (Z.xvivy= Y e(rU—W:nTS, (V. UT)).

Fixons un réel p > py comme dans le point (iii) et posons

- Rz~ T)/ Yooty Y dSer Y (HITE i vivydy.

Zeeg XsyeD,s Xe€€r(0,00:T)
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D’apres le lemme 13.6.2 et les assertions du lemme 13.6.3 concernant les expres-
sions (A), (B) et (C), I’expression E IT est absolument convergente, et pour tout réel r,
on a une majoration

AL, —El| < do(T)".

s,t,v

Notons IR;LS I’ensemble des racines de A, ps qui sont positives pour le sous-groupe pa-
rabolique standard ;S. Pour tout $” € fPQO (: M), notons a(S") le nombre d’élément
de (—Ag») N 9%+ — ou encore de (— AS,,) N 5R+ —et

€20(s") c ay
le cone formé des

> xa&) + ( Z ya&),

aeA?,?ﬂiR"' ae(— AS,,)OR

pour des xo > Oetdes y, > 0.Pour Y € aTQA‘} + Ag,, on pose
Qo(y. ey — Qo g/ Qo
Cr (Y,S)—(Y—l—f (S ))HA,MCA (Yo,)-

Notons que pour H € A, pr, 0n a
€2°(H +Y;S8") = H+¢€2°(y;5").
En remplagant les exposants Q¢ par O, on définit de la méme maniere
€2(s"ycad, et €2(Y:S")C Am.
Lemme 13.6.4. Pour Z € Ag, x € xs, Ve A,met X € Cpr(Q,00;T), 0ona

dSrE YHF X vy = 3 D Y dGev + ST
57ePCO( M) yeel0(-HI-X;s")

Z S//s
avec )
HI X €7z +1-x1%.
Démonstration. On rappelle que HZT_X =7Z+(T-X) g() € Ag,-Ona
T—-X — - . -5 20.T—X - .
dWTXHI X v = Y eGeu—0n7 Sy @HI X )
ueg{QO-tM

avec

Qo T-X
500 T-X  yT-X .1y — ) 1, V. U(T - X)) siH, ™ +Ug, = Vo,,
Vzlv(;,F (Hz 2. W V) = { 0 sinon. e
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Le lemme 1.6.1 nous dit que

TV WT=x) =Y (=D leoyn (T = X]s» + Uss — V)20),
S§7eP20(; M)

ol Lo (g est la fonction caractéristique du cone ©20(S"). On obtient

?zQA/(I)’,ITV_X(HZT_X’ W v) = Z (—1)25"
S”eP20(; M)
| Yeoosn (T = X]sr + Usn® — V) si H7™* + Ug, = Vg,
0 sinon,

soit encore

o~ JT-X — . 7
thJ\g,F (Hg X’ u’ V) = Z (_1)a(s )I\C‘Q()(S//)(Y)
§"7eP20(; M)

avec
Y =Z+(T - X)Q + [T — X]S,, +Usr =V = HZS,/ + Usr —
La condition Y € €20(S”) équivaut 2
Usr €V + €L (~HL§%:8")
et implique que Ug, = Vg, — H. D’autre part on a, par définition,

d(pAS" v = D0 (e = WivetOs,

Ueiog. M

et donc, par inversion de Fourier,

d(:v.s" vy = Y e(rU—=";v).

UG}CQO,IM
Us//=V
Par conséquent, on a
Do U=V, oo proyionUs) = DL d(rV + Vi),
Uerog. m Vieego(—HL %:s")
ce qui prouve le lemme. [

D’aprés le lemme 13.6.4, 1a somme sur X dans I’expression ET devient

(13.6) > (—1)25" > ( > E(X;V+V1,S”;v)).
§"eP20(; M) X€€r(Q0,0:T) Veng( HI 58"

L’expression (13.6) est bien absolument convergente.
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Lemme 13.6.5. Pour Z € Ag, y € xsetV € D,s

A5z Vv Y DD N AV 41,8 )

$7ePC (M) V2€€2 (~HE (387
det
avec H z,s" = VA + [T]g//
Démonstration. Elle est identique a celle du lemme 13.6.4. |

Pour S” € P20(, M), il résulte des définitions que ’application
€(Q.00) x€2(S") »a,  définiepar (X, V1)~ (XIS, + Vi

est injective et a pour image le cone €2 (S”). Pour X € €r(Q, Qp: T), tout élément
Vi € ‘(?Q"( HTS,,,S”) s’écrit

V - HZS// +V*_—Hg,sf/+V2*

avec V¥ € €20(S") et V) = [X]S,, + V¥ € €2(S"). Par définition, V; appartient
a ‘(?Q( HZ g3 8"). Réciproquement, tout élément V5 € ‘6’ (— HZ g3 S8") s”écrit

V2 = _Hg,S” + [X]g// + Vl* = HZ Y4 + Vl

avec X € €(Q, Qo) et V;* € €20(S”). Donc V> appartlenta‘CQO( HZ s S"),et
comme
(Vago = —Z = (T = X)§, = —HL .

par définition, X appartient a €r (Q, Q¢; T). L’expression (13.6) se réécrit donc

Yoo (s Y d(:V + V2.8 ),

§7ePQ0(; M) Vae€2 (—HY 38")
soit encore, d’apres le lemme 13.6.5,
A5 (Z. g Viv) — 3 DS N AV + V2. ST,
57€PQ(; M)~PL0(, M) V2€€(—HZ (38")

On en déduit I’égalité

(13.7) ET = EI — ET,

N

ou

ET =Y EQ(Z—T)/ S kT Wyd §T(Z. g Viv)dy

zee§ XS vep,s
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et
Ef = B'Q(Z—T)/ > kW)
zEeg XS yeD,s
x Yo DD Y AV + Va8 ).

57ePC(MINPCOGM) Vyeel (—HY (,587)

La décomposition (13.7) est justifiée, car I’expression E2T est absolument conver-
gente d’apres le lemme 13.6.3 (D), et donc E g est convergente, au moins dans 1’ordre
indiqué.

Lemme 13.6.6. Pour S” € P2(,M)~PLo(; M), posons

EL =) EQ(Z—T)/ > kT D ldGaV + V2. S"v)ldy.

5 x
zec§ SVeD;s Vo€ (—HY 38")

Pour tout réel r, on a une majoration de la forme Eg,, Ldo(T)™.

Admettons ce lemme (qui sera lui aussi prouvé dans le paragraphe suivant), et
posons

T ~ 5 0.T V-
ET = Y 58(z-T) / S A% (2, g Vivydy.
zee§ XS veD,s
L’expression E4T est absolument convergente et, d’aprés l’assertion (iii) du
lemme 13.6.3, concernant I’expression (E), pour tout réel r, on a

\EI —EI'l < do(T)™".

Par inversion de Fourier de la somme sur V dans EJ, on a

El = Y 5%z-1) (/ d?MfF(z,X;A;u)dA)dx
Xs n;s

G
ZeGQ

avec (d’apres le lemme 13.6.1 (ii))
d 5 (2. M) = 052 (Z: 1(x M) )P (. A)),

D’expression E 4T est convergente dans 1’ordre indiqué. On peut regrouper les inté-
grales en y et A grice au changement de variables (y, A) — w(y, A). On obtient
déf ~ T, -
Ef =Al,,= > 58(Z-7)| @ 2(Z:m:v)dwdpu.

~ 7
Zeeg s
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On a prouvé que pour tout réel r, on a
|Astv stv|<< dO(T) r

ce qui acheve la preuve de la proposition 13.5.1, modulo les majorations des lemmes
13.6.3 et 13.6.6, qui seront établies dans la section suivante.

13.7 Fin de la preuve

Avant d’attaquer la démonstration proprement dite des lemmes 13.6.3 et 13.6.6, on
établit une variante du lemme 1.6.12. Soit Z € Ag. Pour P’ € FQ (:M), U € Apr
et X € aps, considérons I’expression

def
YoM ZI X NE D TE(H - X, U™ ,
HeAS,(Z)

Puisque la somme sur H est finie, ¢’est une fonction entiere en A. Pour V € Ap/, sa
transformée de Fourier inverse

~0,U
7EN(ZiX. V) = / ySU(Z: X, Aye= AV A
R pr

est donnée par

e —X,U) siZ="Vp,

~0.U .
T (2 X, V) = .
Vp F( ) { 0 sinon.

Soit e une (Q, ; M)-famille périodique donnée par une fonction a décroissance ra-
pide m sur Hg , pr. La fonction

,Upr
e (Z: XN = Y myEY (Z +UgiX. A)
uE}CQ,rM

estlisseen A. Pour V € Ap/, on définit comme ci-dessus les transformées de Fourier
inverses 'e\g, p(Z; X, V)ete(V, P’). Ce sont des fonctions a décroissance rapide en
VeAp:.

Lemme 13.7.1. PourV € Ap/, ona

eg P (Z:X.V) = Y eW.PHTE(V - X.U).
UeAS,(Vo-2)

De plus pour tout réel r, il existe une constante ¢ > 0 telle que

€8 p(Z: X V)| <c(l+|V-Z-X2|)
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Démonstration. On a

epp(Z:X V)= ) mWIZ(V - X.Up)
UES{Q.IM
Z+Up=Vo

avec, pour U € Ap/,

> m =/ e(A, Pe BUNAA =& (U, P').
UEU{Q'tM Kwpr
Up/=U

D’ou la premiere assertion du lemme. Quant a la majoration, pour V, U € Ap- tels
que T2, (V — X, U), ona [|(V — X)2|| < [|U2]. Side plus Z + Ug = Vg, alors
puisque V—Z — X2 =Up + (V- X)2,0na

IV =7 =X < |lUgll + I(V = X)2| < ||UJ|.
On obtient que pour tout réel r > 1, I’expression
€8 F(Z: XA+ IV —2Z-X2|)
est essentiellement majorée par

Z e(U, PHIA+IU|)".

UeAS,(Vo-2)
Cette somme converge car e (U, P’) est a décroissance rapide en U. |

Démonstration du lemme 13.6.3. On reprend en I’adaptant celle de [25, lemme 13.6.3].
Commengons par I’expression (D). D’apres le lemme 1.6.12, pour V' € A, p7,0na

dS T (Z. xvivy= D e(rU =TS, (V. W(T)
UeiHo.,, m
Z+Up=Vo

avec (d’apres [25, lemme 1.8.6])

ré,vumy= > Th@. e —[Tlp.Up).
P'eF2(; M)
On obtient
5 5T . . ! 3 . .
A8 (Z.xviny= Y TRV DEE p(Z. (Tl Vpriv)

P'eF(; M)
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avec,pour X € apret V' € Aps,

. e
A2 (Z. XV E Y e(rU-0nIe (V' — X, Up),
uGJ‘CQ'IM
Uo=V)H-Z

soit encore (d’apres le lemme 13.7.1),

A2, (Z. X, Vivy= > d(UPwIEV —X.U).
UeAS,(v)-2)

L’expression (D) est donc majorée par

Y P

PeFP(;M)
avec!
15,(PY= Y &§(Z- T)/ Yo rhwr %)|dP,F(Z,X; [T]pr, Vpriv)|dy.
zee§ XS veD,s

Fixons un P’ € 52 (:M). Lélément T étant fixé, d’apres [25, corollaire 1.8.5], il
existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout V € a, g tel que I' IP A;(VP "T)#0,0n

. ’ . -~ < 4, .
ait ||V*'|| < c.Pour X € apr, la fonction dg/ r(Z, x: X, V', v) est a décroissance
rapide en V'’ € A p/, uniformément en y, par conséquent I’expression

| ¥ rhoTRag e Vel
XS yeD 'S
est convergente et, en posant

déf

P(Z.X, V') _/ 2 (Z.x: X. V' v)|dy,
Xs

on a

15,(PYy= Y G8(Z-T) > Th(VF . ®)¢(Z.[T)p. V).

zee§ VeDs
Le groupe D, s est par définition I’annulateur de

n,s= (0 —Dps Cp,s

'Rappelons que puisque I’élément T est regulier la famille orthogonale T est réguliére,
et d’apres [25, proposition 1.8.7], la fonction H +— F (H ‘1‘) est la fonction caractéristique

d’un ensemble qui se projette sur un compact convexe de a’; M'
t
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dans A, s. On a donc
D,s = ker (90_1s_1(1 —wbhy) : A,s — AS) avec w = s@o(t)_l,

soit encore,
Ds = ker(l —why A5 — A,S).
Posons

b,s = ker (1 —wh:a,s —> ago(,S)) et dbpr=D0,sNap.

Soit e p I’orthogonal de b p- dans aps. On note V' +— V7, resp. V'V, 1a projection
orthogonale de ap, = dbps @ eps sur D pr, resp. e p. Posons

P’ ’
2 =b,s Nl @ep).
On a la décomposition

(13.8) b,s =bp & DY
etla . . P’ P’ .. . (P")
projection a,s — a’g, V > V7 estinjective sur b,s . Posons
déf
Dpr = D;S Napr =A,s N dps,

et notons @'})/ et Df? ) Jes projections orthogonales de D, s sur bp- et bfg ) pour la
décomposition (13.8). On a I’inclusion Dps C @'},/ (avec égalité si P’ = ;§), et la
suite exacte courte

(13.9) 0 Dpr—D,s - D%’ —o0.

On décompose la somme )y,  en une double somme
t

)P

VIEDig/) VeDpr(Vy)

ou Dp/ (V1) C D,s est la fibre au-dessus de V; pour la suite exacte courte (13.9).
L’expression (%)(P’ ) se réécrit
1Ly (PYy= > 58zZ-T) > Th D)¢e(Z.[T]p. V)
zee§ Vleﬂjg’;’)
avec
déf

$(Z, X V)E Y $(Z X, Vp).

VeDpr(Vy)
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$e(Z.X. V) < UZ.X)E Y $(Z.X.V).

V’eDh,,

Observons que
d(Z, X, V)=¢(0,X-Z"V' =27,

ol Z' est un relevement de Z dans A ps. On en déduit que les fonctions ¢.(Z, X, V1)
et ¢';(Z , X) ne dépendent que Z, et qu’elles sont a décroissance rapide en Z,.
D’autre part, puisque la projection V +— VF " est injective sur ng ), la somme

> rht )

P/
141 GCDE S )
est finie. D’ou la majoration

I5,)(P) < > GR(Z-T)¢N(Z.[T]pr).
zee§

D’apres [25, section 13.6 (10), page 202], on a I’inclusion

(13.10) b,s C ker(qp),

ol ggp : ap —> ag est ’application définie en section 2.3. Rappelons que cette ap-
plication est Iégerement différente de celle de [25, section 2.13] (au lieu de projeter
sur ag, on projette ici sur ag). L’inclusion (13.10) entraine 1’analogue de la majora-
tion [25, section 13.6 (10), page 202] :
(13.11) 5

I(Z — TQ)G|| L (Z =Tg)el|| pourtout Z € agp tel queTfIQe(Z -7T)=1.

On en déduit que ||Z6 | <14 ||Z.| pourtout Z € Ag tel que?f"Qe (Z-T)=1.Cela
entraine la convergence de (TD)(P’) et acheve la preuve de la convergence de (D).
Considérons maintenant I’expression (E). On voit comme ci-dessus qu’elle est

majorée par
T
> LpP)
P'eFo( ;M)
avec

1LY = Y 58z-1) Y (1-«"T)Th (VP . 2)p(Z.[T1p. V).

zec§ VeD,s
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soit encore,
Igy(P) = ) 56(z=T) Y  ThH.®)
zee§ vien'%)

x Z (1—kPT(V))p(Z,[T]p, V).

VeD pr(V1)
Fixons p’ > 0, pour I’instant arbitraire. Pour alléger I’écriture, posons
Zr € Z Ty € ap.
Observons que _
Go(Z—T)=58(Zr) =5¢5(ZP).

On majore I&)(P’) par
Igy (P + 1 (P)),

ou / (71:3),2(1)/ ), resp. 1 (7;5), _(P’), est I’expression obtenue en remplacant la fonction
G8(Z —T) par 58(Zr)(1 — kP T (Z7)), resp. Th(Zr)? T (Zr), dans 1[;)(P).
On commence par majorer [ (7]::)’2(P ). On peut choisir p” > 0 tel que

(1 —«k?T(Z7)) = 1 (Cest-a-dire | Z7| > p/||T]) implique ||ZT6|| > p"||IT||. Alors
on a

15 (P < Y T8 zH =T (zF) Y Thf D)e(Z.[T)p. V).
zec§ VIEDE?)

Pour tout V' € D p/(V) la projection orthogonale Vp/ . de Vp/ sur e pr ne dépend que
de V;, etonlanote V; .. D’apres le lemme 13.7.1, pour tout réel r on a une majoration

-r
(13.12) Pe(Z.X. V1) < (1 + ||V1,e_ZT,e_Xe||) ;

ou la constante implicite est absolue, c’est-a-dire ne dépend d’aucune variable. La
constante implicite dans la majoration (13.11) est elle aussi absolue. Comme dans la
preuve de [25, lemme 13.6.3]° on montre que 1’on peut choisir p” tel que la condition

GoZHU =k T(ZINT (VP D) =1
entraine une majoration

||Z$|| < ||Vl,e - ZT,e - [T]P’,e||~

2Voir toutefois les errata Err (xix) et Err (xx) de I”annexe.
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Pour tout réel r on a donc une majoration

15 (P < Y a=k"TZEa+1z¢n™ Y. rhf .
zee§ Viep'&D

La somme en V; est essentiellement majorée par |7 ||° pour un certain entier D, et
la somme en Z est essentiellement majorée par || 7'||~". D’ou la majoration

1[5 - (P) < do(T)™".
Traitons maintenant / (7;5) _(P'). Gréce a la suite exacte courte
pr dét

(13.13) 0> DNEDsnd%) - D5 — Dy -0,

on peut décomposer la somme ZVEDt ¢ en une double somme

)DEND I

V’e@"[,, VeDfS/(V/)

ol Df;/ (V') est la fibre au-dessus de V'’ dans D, s pour la suite exacte courte (13.13).
On a donc

15 (P =Y G&@zZ-Tw"T(Zr) Y  ¢(Z.[T1p.V)

zee§ v'eDt,,
x Y A=kt rip P
VeDLri(v)

Comme dans la preuve de [25, lemme 13.6.3], il existe une constante c; > 0 telle que
pour tout V' € D, 5 tel que FZPA:,(VP/, T) = 1, on ait la majoration ||V1|| < c1|| T,
ou Viy =V — Vg est I'image de V dans fo;/). Si p > ¢y, en ajoutant la condition
(1 —«PT(V)) = 1 c’est-a-dire p||T|| < ||V||, on obtient ||[Vz| > (p — c1)||T|| c’est-
a-dire (1 — k®=<UT (V;)) = 1. En particulier V; # 0 et I’espace d p- n’est pas nul. Il
existe ¢, > 0 tel que la condition k?' T (Z1) = 1 ¢’est-a-dire | Z7 || < p'||T|| entraine
\Zra + [T]prall < c2||T|. En prenant p > ¢y + c2, on obtient que la condition

T (Zr) (=TI (vF o) =1

entraine 1’inégalité

C2
IVa = Z1a = Tlpall 2 (o= e+ eITI > (1= -2 )1Vl
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Grace au lemme 13.7.1, on en déduit que pour tout réel r 1I’expression / (7;5)’<(P’ ) est
essentiellement majorée par

3o Tz S A+ v a0ty S rhvE ).

zee§

/ b (P)
3 |4 e@ts VIED,S

Les sommes en Z et en V; sont essentiellement majorées par ||T||? pour un en-
tier D convenable, et pour tout réel r la somme sur V' est essentiellement majorée
par |T||~". D’olt une majoration

1[5y (P < do(T),

qui, jointe a la majoration / (7;5),2 (P") < do(T)™", assure la convergence de I’expres-
sion (E) et I’assertion de (iii), la concernant.

Considérons maintenant 1’expression (A). Comme pour (D), on obtient qu’elle
est essentiellement majorée par

Z I(Z)(P/)

P’'eF20(; M)
avec
T ~
ILy(P) = ), 55(z=T) ),
Zeeg XeCr(Q,00:T)
x Y ThVEL T =)y (HI X (T - X]pr, V)
VeD,s
et

Y(H, Y, V) (if/ [d 20 (H. x: Y. V":v)|dy.
Xs

Ici T — X est la famille orthogonale ([T — X]p-). Elle est rationnelle si T € ag g.
Fixons un P’ € ?QO(,M). Rappelons que e p/ est ’orthogonal de bpr = d,5 N apr
dans ap/, et qu’on a noté V' — V, la projection orthogonale de apr = dp’ @ eps
sur e p/. Comme pour (D), I’expression / (Z)(P’ ) se réécrit

1Ly(PY= Y 55(Zz-T)

Zeeg Xe€Cr(0,00:T)
x Y TR = ®) e (HL X [T — X]pr, V1)
viep's)
avec
déf
Ve(H,Y,V)E Y Y(H.Y,Vp).

VeDpr(Vy)
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D’apres le lemme 13.7.1, pour tout réel » on a une majoration
Ve(H.Y, V) < (1+ [Vie— (H +Y9),[)™".
Pour H = HL X = Z + (T - X)3 etY = [T — X]pr.ona
H+Y20=Z4[T-X]% =Zr_x +[T - X]p

avec Zr_xy = Z — (T — X)o. Comme X appartient 8 €r(Q, Qo;T) C ag, on a
Zr_x = Z7.Notons beO C ag, I'image de b, g par la projection V +— Vp,,, et soit
b I’orthogonal de beo dans ag,. Puisque
b
bg, =bdp Nag, C bQov

on a I’inclusion § C eps. Notons h= I’orthogonal de f dans epr, et V 1= Vj, = Vpry
la projection orthogonale de

ao=al @op ®h®Ht

sur h. Pour V € b,g5, on a V, = 0. D’autre part puisque la projection V — Vj se
factorise a travers V +— Vg ,ona [T — X]p/p = (T — X) = Tj, — Xp. Pour tout
réel r, on obtient une majoration

Ve(HL X (T = X1p, Vi) < (1 4+ | Zrp + Tn — Xull) -

Or d’apres [25, section 13.6 (13), page 204], pour tout Z € Gg tel que 'Eg Zr)=1
ettout X € €(Q, Qp), on a une majoration

(13.14) 1ZEN + X < 1Z1p + Tn — Xall.

Comme | ZG || < 1+ ||Z g || (la constante implicite dépendant de T), pour tout réel r
on obtient une majoration

IyeH< Y (+1z8+ X Y. e T -x).
zeeG X€Cr(Q.00:T) Ven®)

Puisque I’application V; +— VIP " est injective, la somme en V; est essentiellement
majorée par
D D
171~ + A+ 11X

pour un entier D convenable. On en déduit que pour tout réel , on a une majoration

1315 ZyPh< Y Y mIPa+1z8h T+ X
Ze@g XeCr(Q,00:T)
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Cela prouve la convergence de I’expression (A).

Quant aux deux expressions restantes ((B) et (C)), leur convergence se déduit des
raisonnements précédents comme dans la preuve du lemme 13.6.3 de [25]. Idem, pour
la majoration du point (ii) de I’énoncé. Cela acheve la preuve du lemme 13.6.3. =

Démonstration du lemme 13.6.6. Le sous-groupe parabolique
§" € PC(;M)~PO0(; M)
étant fixé, on considere la transformée de Fourier inverse
Vi~ 3()(; V,8";:v).

C’est une fonction a décroissance rapide en V' € A, p7, uniformément en y. Par consé-
quent la fonction

Vs E(V) = / (V. 8”5l dy

Xs
sur A, ps est encore a décroissance rapide, et on a une majoration

(13.16)  Ef, < Y G8(Z-T) > «"T(V) Yo EV ).

zee§ VeDis V2€CR (—H 18"

Rappelons que pour Y € atQM + Ag, on aposé
€2(Y:8") = (Y +€2(8") N A,m € AG, (Yo).

On note €2(S") g, et E’Ig (Y;S")g, les images (projections orthogonales) de €< (S”)
et ‘C’FQ (Y;S”) dans ag,. Par définition €2 (S") g, est un sous-ensemble de ago, Yo,

appartient a ago + Ag, et on ales inclusions
Elg(Y; S”)Qo C (YQO + €Q(S//)Qo) NAg, C ASO(YQ)-

Pour X € ‘C’I,Q(Y; S")o,. on note ‘(?g(Y; S”))((20 C ‘C’I,Q(Y; S”) la fibre au-dessus
de X. Cette fibre est contenue dans AIQA‘,} (X). On peut donc décomposer la somme
en une double somme

2 2

2y,ee (—HZ <38

X€CR (—HY 38" 0, Va2 (—HY (1850
puis majorer brutalement la seconde somme par ZVZG AZQA% x)" On obtient
(13.17) EL, < > GEZ-T) Y «T(V) Y E(Vg, + X).
zec§ VeD,s Xe€f (—HY 380,
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avec, pour Ve Aggs

EV)= Y EW).

VzeAtQ,‘(), )
La fonction & est a décroissance rapide en V € Ag,.
Notons ¥ le noyau de ’application gp : ag — ag définie en section 2.3, et £, sa

L N o . /S 0o .
projection sur a, s ou ce qui revient au méme (puisque a;” C ag~ C f) son intersec-

tion avec cet espace. On note f 1’orthogonal de £; dans a,s. Puisque ¥ = ¥; @ af,S ,
c’est aussi I’orthogonal de £ dans ag. C’est donc un sous-espace de agp,. Pour
Vea,s =% ®f,onnote Vy =Vp, rlaprojection orthogonale de V sur f. D’apres
I’inclusion (13.10), ona d,s C ¥, par conséquent Vy = 0 pour tout V' € d, 5. D’apres
(13.17), pour tout réel r, on obtient une majoration

(13.18)  Eg < ) G5(Zr) Y «"T(v) Y (41X

zee§ VeD, s xe€R(-HZ ¢80,

La somme sur V est essentiellement majorée par |T||” pour un D convenable.

L’élément H ZT g est par définition égal a Z + [T]g,/ = Zr + [T]s». Tout élément

Xe ‘C’Ig(—HgS,,;S”)QO sécrit X =—HYL o+ X' avec X' € €2(5")g,.etl'ona
Xy =—~Zrs—Tr+ X}.

D’apres [25, section 13.7 (4), page 208], pour Z € Ag tel que ES(ZT) =1et

X' e ‘C’FQ (8”0, on a une majoration absolue
ITI+1ZZ 1+ 1X'| < L+ =Zr.p = Ty + X .

On en déduit que pour Z € Ap tel que Eg (Zy)=1letX € ‘(fl,g(—HZT,S,/; S") 00>
on a une majoration absolue

T+ 1Z)+ X1 < 1+ (1 X7 ]

D’apres (13.18), pour tout réel r, on obtient une majoration

(1319 EL < TP Y a+z%)~ Yoo a+xpT.
zee§ Xee2(-HY ,:8")0,

Ceci est essentiellement majoré par d (7)) ~", ce qui démontre le lemme. ]
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13.8 Elargissement des sommations

D’apres [25, lemme 13.8.1], on a I’inclusion
(13.20) W< (as. Qo) € W (as. 0).

On relache les hypotheses sur Q et R : on suppose seulement Py C QO C R et on
abandonne I’hypothese 7j(Q, R) # 0. Pour t € W% (ag, Q), on pose

Q. R;1) =) (~1)P 4G,
P

ol la somme porte sur I’ensemble des Pe ’f]?st telsque Q C P C Rett € WP, Cet
ensemble peut étre vide. S’il est non vide, alors il existe deux espaces_ parabohques
standards P1 - Pz tel que ce soit I’ensemble des Pe ﬂ’st vérifiant P1 cPcC Pz
(on a alors P, = R7). On en déduit que 77(Q, R;t) # 0 si et seulement s’il existe un
unique P e it telque Q C P C Rett € WP, auquel cas on a

Q. Rit) = (=1)*P74G
Rappelons que pour P’ € FC(; M) et w = 56y(t)"! on a posé :
b,s = ker (1 —wbp :a,s — ago(ts)).

Rappelons aussi que pour V € apr = dps @ eps, on a noté V, la projection orthogo-
nale de V sur ep.

Lemme 13.8.1. On suppose (Q, R;t) # 0. Soient Z € Ag et V € D, g tels que
GR(z-Trh,vr ) =1
Alors,
@) IZ =TIl < 1+ |Vere = (Z = To)e — [Tlpell;
(i) et,sit ¢ W2 (as, Qo),
ITI+ 1(Z = TQ)®ll < 1+ [Vere = (Z = To)e — [T]prell-

Démonstration. Ce sont les analogues des assertions (3)(i) et (3)(ii) en bas de la
page 211 de [25], dont la preuve occupe les pages 212 a 215 de loc. cit. |

Proposition 13.8.2. Soientt € WO (ags, Q) et s € W2 (6y(as),t(as)). On pose

AT, = Y GRz-T1) / [172(Z: )9 () dp.
ZGGG

On suppose 1(Q, R;t) # 0.
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(i)  L’expression ASTJ est convergente dans [’ordre indiqué.

(i1)  Supposonst ¢ WQ/(aS, Qo). Alors pour tout réel r, on a une majoration
AT, < do(T)™".

Démonstration. Puisque A, = [€s|! Y veg(o) Asiw avec

Al =Y 58@z-1 | o2 pvwdpe.

5 W
Zeeg
il suffit de prouver les résultats pour ASTJ", avec v € E(o) fixé. Le lemme 13.6.1 (ii)

s’applique ici encore et on en déduit I’analogue du lemme 13.6.2 :

AsT,t,v = Z EQ(Z—T)(/ Z Zl\t%,},TF(Z,)(;V; v)d)().
x

Zeeg SVeD,s

L’expression est convergente dans 1’ordre indiqué. Il s’agit de prouver qu’elle est
absolument convergente puis de la majorer lorsque ¢ ¢ WQ/(as, Qo). On observe
que dans la preuve de la convergence de 1’expression (D) du lemme 13.6.3, ce n’est
qu’a partir de la relation (13.10) que I’hypothese ¢ € W2 est utilisée. On a donc ici
aussi la majoration
Al < Y 1he)
P'eF2(,S)
avec

Iy (Phy= Y §§@Z-T) Y THW . 2)e(Z.[T]p. 1),
zee§ viep£D

D’apres (13.12) et le lemme 13.8.1, pour tout réel r, en posant C, = 1 sans hypothese

surt et C, = ||T||~" sous I’hypothése de (ii), on a une majoration
I (P) <K C Y (1+1(Z-Te)°l)" > Thw. ).
zee§ Vle®§’;’)

ou la constante implicite est absolue. La somme en V; est essentiellement majorée
par || T || pour un certain entier D. La somme en Z est convergente, ce qui démontre
le point (i). Sous I’hypothése de (ii) on obtient / (TD)(P "y K ||T||7" pour tout réel r,
ce qui démontre (ii). [ ]

On pose
AT= > 5(0Q.R) > Af,.

teWG (ag,0) seWC (Hp(as),t(as))
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Corollaire 13.8.3. Pour tout réel r, on a les majorations suivantes :
() SiT(Q,R) # 0alors [i(Q, RVAT — AT| < do(T)".
() SiT(O.R)=0alors |AT| < do(T)".
Définition 13.8.4. On considere 0, S € Py tels que S C Q' = 6, (Q). Soient

t € Wé(as, 0), s € W2 (bp(as). t(as)), Z € Ag, b € g et A € g (qg)- Pour
o € Ilgisc(Mys), on définit I’ opérateur

SZSY:;Q (Z;S,0;A, 1) = Z sSQ,,’[T]S” (Z;sh — tp)elsA—tYsr)
S7ePQ(; M)
X M(t, )~ M), s (i)™ Mg, s (sA)M(s, A).

C’est une fonction lisse de A et p. On a introduit dans la définition 13.4.1 1’en-
semble € (o) qui, s’il est non vide, est un espace principal homogeéne sous Ty . Pour

U € Lg, ON POSE :

T, . . |- T, . .
[@15%(Z:S. o) = 65|71 Y Dy R[2(Z:S.0:00(1). i+ v).
ve&(o)

La fonction pu — [SZ]ST ;Q est lisse. On rappelle que I’on a défini dans la propo-
sition 12.1.1 une expression 3T = $9T(f w). Nous allons en introduire une

variante. Pour alléger un peu les notations nous aurons recours au lemme suivant :

Lemme 13.8.5. Considérons deux espaces pré-hilbertiens & C F o € est un facteur
direct et un opérateur A : & — F de rang fini. On suppose que & est muni d’une base
(au sens algébrique) orthonormale W. L’expression

Gp(4) = ) {4V, ¥)g,
Yew

donnée par une série convergente, est indépendante du choix de la base. Si, de plus,
A stabilise &, ¢’est-a-dire si A est un endomorphisme de &, alors

Gp(A) = trace(A).

Démonstration. Puisque & est un facteur direct, tout ® € ¥ peut s’écrire
® = Py + P, avec Oy € & et D, est orthogonal a &. La série

DO W) = > (D1, Vg

Yew Yew

se réduit a une somme finie et il en est de méme de la série définissant ©p(A) puisque
A est de rang fini. L’indépendance du choix de la base se ramene au cas de la dimen-
sion finie. |
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Nous appliquerons ce lemme au cas ot & = A(X s, 0) et ot F est I'espace
engendré par A(X s,0) etles A(X 5,14 (0 ® ) * v) pour v € E(0). Nous poserons

Cp,(A) = Y (AU W)s.
WeV g (o)

Proposition 13.8.6. On considere I’expression

$E ()= ¥ an/—l(s) S 2w

Q’QRCGIHS“ SE‘PSQt/ o€l gisc(Ms)
x Y Y. QR Yy GHZ-To)
teWG (as,0) seW2 (fp(as).t(as)) zee@

Q

X/ @po([ﬂ]i;Q(Z; S0 W)ps.oulf. w)) du.
”s

(i) L’expression & SGp’eT; =g g;g; (f, ) est convergente.

(i)  Pour tout réel r, on a une majoration

|Sipee = Sspec| K do(M)".
Démonstration. On observe que, d’apres le théoreme 7.1.1, I’opérateur ps ¢, ;. (f. @)
est de rang fini; I’assertion (i) résulte alors de la proposition 13.8.2 (en utilisant la
remarque 12.1.2). Compte tenu de ’expression pour %7 donnée dans la proposi-
tion 12.5.1, on voit que la majoration (ii) résulte de la conjonction des inégalités du
corollaire 13.4.5, de la proposition 13.5.1 et du corollaire 13.8.3. |



Chapitre 14

Formules explicites

14.1 Combinatoire finale : étape 1

Soient S, So, Q € Py tels que So = 6p(S) C Q. On a donc, comme précédemment,
S CO;'(Q)= Q' Soitaussiii € WO (ag,as). D’apres [25, lemme 14.1.1], 7 s”écrit,
d’une maniere et d’une seule, sous la forme

T=uby, u=tlse WG(CtsO,aS)

avec t € WY (ags, Q) ets € WC(as,, t(as)). Soit S” € Py tel que as» = t(as), et
soit S; = t~1(S5”). Onadonc S” C Q. On consideére des parametres et v dans u g,
et ’on pose A = %t — v. Rappelons que I’on a posé, en section 3.2,

Yy =To—u'To = Ho(w, ).
On introduit une variante tordue :

Y= 04"y =0y"To— i 'To,
ainsi que le scalaire

as(w, i) = elutos.Yu) — pOontpsy.Yu)
On pose enfin
M=Ms, Qi =t10=1t"1%50 =10 e FM).

Soit H € Ag,.Pour S; € P21(M), on a défini en sections 5.3 et 5.4

ME; S, w; A, S1) = AT 15 (1) Mg, s (1 + A)
et

ML HD:S A = S e TS Y MY: S, AL ).
S1€PC1 (M)

Pour i € pys et A € pg pr), on a défini en 13.8.4 I’opérateur
@lluH:S.oh = Y. e2T (H 52— p)elAoiTs)

$"7eP2(, M)
X M1, )" Mgr, s (tp) ™ Mgr, s (sA)M(s, A).
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Proposition 14.1.1. Soient v € u,s et A = ud — . Avec les notations de la défini-
tion71.2.2 on a

Q2 (H:S. 000 p+ ViP5 f0)
_as@A D o o .
- - o~ M. F (H,SD,S,/J/"FV,A—V)MSlﬁS(/J/"‘A)pS’U’M(u,f‘,Q)).
as (., ) ’
Démonstration. Posons ' = u +vetA’ =ul —pu' = A —v. Puisque
A =t71sA—1tu)),
pour " € PC(;M)et S, =t"'(S") € P21 (M),ona
e Q115" (LH 54—t/ yelrwYsr) = @t IS (g pry oA™Y,

Or,onat ![T]s» = [T]s,, et

l_IYS// = YS1 — Yi—109),

ou Y;-1(g) est la projection de Y; = Ty — t~1T, sur aps. Grice a [25, lemmes 6.1.1
et 14.1.2], on obtient, comme dans la preuve de [25, proposition 14.1.3], que

Mz, ') "M, s (tp') " Mgr), s (sAM(s, M) Bs,0,u (f. @)
est égal a
05(90_1{7 i) !
as(p,u)

D’ou le résultat. u

AT 1) Mg, 15 (1) " Mgy 15 (1 + A Msjs (W + A)ps o, (0, fo0).

Pour v € u,s et A = (i — 1)p, on pose

AL’Q‘ (H;o,u, 1u;v)

= &, (Du MZLT (H.: 8.+ vi A — 0)Msjas (i + Mps.on (@, f w)).

Pour v € E(0), I'espace principal homogéne sous CTps introduit dans la défini-
tion 13.4.1,onav|, =0etA}, =0.Lexpression
G G

AL’QI (H;o,u, u;v)
ne dépend donc que de I'image de H dans Cg, = Bz\Ag,. On pose alors

T, . ~ > — T, . ~ .
[A]MQ'(H,U,u,,u) = [cp|™! Z AMQ‘(H,U,M,M, v).
ve&(o)

Rappelons que S est 'unique élément de Py tel que Mg = M.
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Lemme 14.1.2.
(i) Onalégalité

[A1LC (H; 0,1, 1) = @pa([sz]fj;Q(zH; S, 0 WPsoulf: w)).

(ii)  Cette expression est invariante si I’on remplace M, Q1, S, u et H par
leurs conjugués sous 'action d’un élément w € WO, et simultanément o
et L par WO = 0 © Int;1 et w = Lo Int;l.

Démonstration. Pour (i), puisque MA%II;T (H,%); S, p; A) est lisse pour les valeurs
imaginaires pures de y et A, on peut prendre A = 6y(ut) dans la proposition 14.1.1.
Pour (ii), rappelons que w définit un opérateur

w:AXs,0) > AXys, wo).

Cet opérateur est une isométrie et (ii) est une conséquence des équations fonction-
nelles satisfaites par les opérateurs d’entrelacement. ]

On observe que [T]g, =t~ 1(Tp) puisque Q1 = "1 Q. Soient aussi R € Py tel
que Q' C R,et Ry =t~ ' R. On pose

T,R ~ ~R T, -
S = Y G5 H [Ty [ A2 (o)
" & 11974
eGQl
On a défini cette expression pour M = Mg avec S € Py. Plus généralement, elle est
bien définie pour tout M € L, tout S € Ptel que Ms = M, tout Q1 et tout Ry dans P

telsque M C Q1 C Ry, ettouti € WO (apr, apr). On introduit alors I’expression

G,T ~ ~ . T,R ~
Sy (o fo.i)= > T(01.Riwdg (0.7
01,R1€P
MCQ|CR,

et on a I’analogue de la proposition 14.1.5 de [25] :

Proposition 14.1.3. L’expression § g,ﬁ (f, w) de la proposition 13.8.6 se réécrit
~ 1 ~
G, T _ —~ G.T -
spec (f+ @) = Z W Z cm(o) Z Sy (0. fo ).
MELG/WG aeHdisc(M) ﬁeWG(QM,aM)

Maintenant, on définit une (G, M)-famille ¢ = ¢ (o, U, u; v) par

¢(A.S1) = Gy, (DVM@; Sopt 4 vi AL SOMisis (4 + v+ A)ps g (. ﬁw))-
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Elle est périodique car la famille orthogonale %)) est entiere. Pour A = (& — 1), on
a donc
AL’Q‘ (H;o,u, u;v) = cjl%fl’,T(H; A —v).

D’apres le lemme 1.5.1, il existe une fonction a décroissance rapide
U o) = ¢(o, 4, u; v; U0)

sur Hyy telle que ¢ = cyp.
D’apres la formule d’inversion de Fourier du corollaire 1.6.10, on a

AVO H ot vy = > oWy (H LA —v)
UeFH

avec
T . (T .
vy (HAA —v) = y2 "D H + Ug, i A —v).

Lemme 14.1.4. Le support de ¢ est contenu dans le réseau
HS = Hy N HY

du sous-espace 55]?,[ de Sy formé des familles orthogonales 1 = (Up) telles
que Ug = 0.

Démonstration. 11 suffit de voir que la (G, M )-famille périodique ¢ est invariante par
translations par les éléments de ag (en fait, de I g). Par définition,

c(A,S1) = @pU(DV MCEY; S, 1+ v; A, SOMgjas (i +v + A)pg o, (1, ﬁw))

avec
MY; S, 113 A, 1) = eMTSIMg, 15 (W) Mg, 15 (1 + A).

D’autre part on a

c(A,S) = / c(A+v,85)dv =
%

Z (/ e<"’UG)dv)e(A’U51)<p(U).
rG

UeHpr
On en déduit que
() = (/ ev:Us) dv)(p(u).
~G
Cela prouve le lemme. |

Conformément a nos conventions, on pose C¢, = Bg\Am . Soit L € LG le sous-
ensemble de Levi minimal contenant M . En particulier,

ue WZ(aM, (IM).
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Proposition 14.1.5. On a I’égalité
G.T _ o~ - P
3 0 fo i) = Y Y et

€& G
vee(@) geel,

< Y[ ORI (AT )
UeH L2

Démonstration. La preuve ci-apreés reprend, pour I’essentiel, les arguments de [25,
proposition 14.1.7]. On rappelle que par définition on a

oT.R ~ - —(v,Y5) «T.R ~
S (i) =By Y e R ER (o)
ve&(o)
avec
T,R - ~R T, o~ )
Mo, (0. T V) = Z~ OQ:(HI_[T]Q])/ AMQI(Hl,O,M,/L-i-U,V)d,u.
Hyee§ fom

21

Fixons v € (o) et posons ¢ = ¢(0, 1, u;v). Pour H; € Ag, et U € Hy, on a (par
définition)

T . i
yo i (Hi L A) = 3 T2 (HU(T))e! M),
HeAZ! (Hi+Ug))
Par conséquent, en rappelant que ¢ est la (G, M)-famille ¢, = ¢(0., 1, u;v),ona

14.0) g HiN = D > @I 21 (H,W(T))e! M)
uedy HGAAQ/II (H1+UQ1)

Pour H € AAQj (Hy 4+ Ugp,),onaHg, = H + Up,, etil existe une constante ¢ > 0
(indépendante de U) telle que si FAQ/ (H,U(T)) # 0, on ait

IH®' | <c sup |[(Up +[T]p)2"].
PeP21(M)

Par conséquent, la somme

> D! (HU(T))]

HeA! (H1+Ug))

est finie, et puisque ¢ est a décroissance rapide sur Hs, on en déduit que 1’expres-
sion (14.1) est absolument convergente. En prenant A = (& — 1)t — v, on obtient
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que

/AI{;QI(Hl;o,ﬁ,/L;v)dM= > > / ¢(o. i pivi )
s IIGG{,?,, He‘AI%II(Hl-}—UQl) e

x T2V (H,W(T))e' @ Dr—v-H) gy

On a donc

sgein= Y Y Y [ efuavwa

Hiee§ WM geal! (H1+Up))
avec
G o (H, v, W) = /@ Div MG B (1 () DG (HW(T))g (0, T, i v; ).
L’expression
(14.2) > > / G (H. v, W)dp
UEIm el (B, +Uo,) 7574

est absolument convergente. Pour chaque U € Jyy, puisque (Us)g, = Up,, on a
AZI(H, + Ug,) = AS! (H\) + Us. Lexpression (14.2) est donc égale

Y / G\ (H + Us.p,v.W)dp
UeItnr gealy) M

et 31{4’181 (0, U; v), c’est-a-dire la somme sur H; € Ggl des expressions (14.2), se
réécrit

(14.3) > Z/ G5\ (H + Us.p.v. 0)dp.

HE@AG; uesty “EM

Pour cela, il suffit de démontrer la convergence absolue d’une somme itérée de la
forme

S FRUH [T T2 (H + Us. WT)y (@ — D(H + Us). W),
Hee§, UeHm

ot ii* est le transposé de i (identifié a 77~ 1) et

W(X,U):/ e(”“’X)<p(0,L7,,u;v;ll)du.

1974
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D’apres ce qui précede, c’est-a-dire la convergence absolue de I’expression (14.2),
pour H; € Ag,, I’expression

Yo S TNH + Us WTHY (@ — )(H + Us). )

HeASl (Hy) WeHm

est absolument convergente. De plus sa valeur en H; est donnée par & ((* — 1) Hy)
pour une fonction £ sur A, qui est la transformée anti-Laplace d’une fonction lisse
sur g, = Ap,. Il suffit donc d’établir la convergence absolue de la somme

. B, (H ~[Tlg E(@ ~ Hy).

HIGGQI

qui résulte de [25, lemme 2.12.2] (cf. aussi section 2.3). On peut donc effectuer le
changement de variable H — H — Ug dans (14.3). On obtient que

3o @iy = > 3 (/ GLR (H. v, u)du)

HeeG UeH,
Ona _
G.T ~
Sy (0 fo.i= > W0 R:uwI g (0.7
Q],R]ET
MCQCRy
avec
~ T,R ~ S T,R
MO Riw s (o) = > (=D)P 63,0 (0.0).
PP, iew?
Q1 CPCR;
Donc
350 o=l X et Y Y Y
veens HEGG UeH IWQCI,QRllCEIﬂgl
~—a~~R
x Y (=)PPTUEESN(H —W(T)g, TG (HU(T))
Pep,iew?
Q1 CPCR;

x / A=V H) (5 57 v W) dp.
9%

La double somme

2 X

01, RI€Y Fp ewP
MCQlCRl Q]CPCR]
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s’écrit aussi

2. X =2 X

Pcp gew?P Q1. RI1EP PeF(L 01,R1€P
Pe W MCQ CPCR, L)y E5 CPer,

et d’apres [25, lemme 2.11.5], la double somme

> Y ()*FTEES (H - W(T)o, )T (HW(T))

PeF(L) Q1,R€P
MCQ|CPCR;

est égale a
(14.4)

o> (D)TTEt(H —W(T)p)ts (H — W(T) )T (H U(T)).

Pex(l) Qi€?
McQCP

D’apres [25, lemme 1.8.4 (3)] et [25, proposition 2.9.3], cette double somme (14.4)
est égale a

> () PG s(H —W(T)p) = TE(HW(T)).
Pex(D)

Cela acheve la preuve la proposition. |

14.2 Combinatoire finale : étape 2

Ce paragraphe n’a pas d’équivalent pour les corps de nombres : il s’agit, a ’aide
du lemme d’inversion de Fourier du lemme 14.2.2, de remplacer la somme sur les
H e Gg[ dans la proposition 14.1.5 par une somme sur les Z € Cg.

Rappelons que L Ll estle sous-espace de Levi minimal (dans é) conte-
nant M. L’espace ay est le sous-espace de aps formé des points fixes sous i = ut.

On note C‘IIT/I I’orthogonal de aj dans aps :

ay =aj ®al; etlona ab = (@ — ay.

Par définition, Ay est I'image et Af,, le noyau de la projection de Ay sur az. On a
donc une suite exacte
0— Ag — Ay — Ap — 0.

La dualité de Pontryagin fournit alors la suite exacte

O—>;LZ—>;1,M—>;LAZ,I—>O.
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Conformément a nos conventions, les groupes compacts y s, Ky et ;L{(l sont munis
de la mesure de Haar, qui leur donne le volume 1. Considérons le morphisme entre
groupes de Lie abéliens compacts connexes

¢ : ;L{(l X g — My, définipar ¢, A) = (@ —1)pu—A,

ol (L € |,y estunrelevement de [ € ;l,ll"l.

Lemme 14.2.1. Le morphisme ¢ est surjectif et son noyau K est un groupe fini dont
le cardinal est égal a la valeur absolue du jacobien de ¢ :

Jac(@)| = Kzl = | det(@ — 1 | akp)l.

Démonstration. Le morphisme ¢ induit un isomorphisme pour les algebres de Lie,
car les espaces tangents, a I’origine, de I'image de (% — 1) et de w7, sont des
supplémentaires orthogonaux (on identifie i et son transposé inverse, et on utilise
Iégalité 71 (71 — 1) = —(ii — 1)). n

Pour v € u,,, on note

Eiv iy — My I’application u— U—1u—nv.

Considérons le sous-ensemble des w € p,, dont I'image par &5, appartienta y :
paW) ={pepy | @—1p—venz}
C’est une union finie de translatés de p ;. En effet, son quotient
iz () = maa )/
est un espace principal homogene sous le groupe [L%,Iﬁ(O) ~ K. On adonc
Ink )] = IKal

On munit g s (v) de la mesure u j-invariante induite par celle sur 7.

Lemme 14.2.2. Pour X € Ay, on note AAZ,I(X ) Uensemble des H € Ay tels
que Hy = X. Soient v € s et Y une fonction lisse sur pps. On a Uidentité

> ([ ey o) < s [ 0y o g
HEA,Z;‘,,(X) 1374 wara(v)

Démonstration. C’est immédiat, par inversion de Fourier (cf. [34, section 3.20]). =
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Rappelons que

déf
E(o)={ve 11374 |§i?(w®o) * V|3M =&

En particulier, tout v € E(o) est trivial sur B, et donc, pour tout i € pprz(v), le
caractere &g, () de Ay est, lui aussi, trivial sur B. Soit Z € Ag. Pour v, € py,
et A = (i — 1), on pose

ATC(Z; 0,0, 3 v)

= G, (DMET(Z0: 5.+ vi A =M (1 + M (T fo0) )
Pour v € E(0), puisque A — v est trivial sur B, cette expression ne dépend que de
I'image de Z dans ¢z = Bz \Ag.
Proposition 14.2.3. On a

G.T ~ ~ - - .G 5. =~ .
$GT (0. fo.in = ou %l YY) / Ap" (Zio vy dp.
veE (o) Zecé war ()

Démonstration. D’apres la proposition 14.1.5,

JZ’T(O,]{,w,ﬁ) — |EM|—1 Z Z e—(U,Yg"rH)

S G
vee() geed,

X Z/ e((ﬁ_l)”“’H)Fg(H,ll(T))(p(U,17,;L;v;ll)du.
UeH L2

On décompose la somme sur les H € (‘31(\;4 en une double somme sur X € Gg, précé-

dée de la somme en H € Afl (X), ou Gg & Bg\ Az, etI’on obtient

35 0 fom=lul™ 3 Y Y

veS(o)XGGQ UeH s
L

x ¥ @D PG (5 W(T)) (0, T, pi v W) dpr.
HeaLx) '™
En utilisant le lemme 14.2.2, on voit que

G.T ~ -

v (o fro i) = Cu | Ka Tt Y] Y

vEE(0) y el
L

% / > elmplnX >r§ (X, W(T))g(o, i, u;v;U)dpu.
"

ma®™ yege,,
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On décompose la somme sur X € Gg en une double somme sur Z € cg, précédée

de la somme sur X € Ag(f). Pourv € &(0), Z € cg et € pprz(v),ona
_ G Gu
> LX) = 7 O Zikma ().
XeAg(Z)

Rappelons que la somme sur 3,y est en fait une somme sur f]-(gl (cf. lemme 14.1.4).
D’apres la formule d’inversion de Fourier pour les (G, L)-familles (2.1), pour

M€y z(v),ona

Y et (o v W) = ST (Zi k().
uer§,

ou ¢ est la (G, M)-famille définie par la fonction a décroissance rapide sur

Hpr: U = (o, U, u;v; 11) Puisque A —v = £5, (1) le terme C~ (Z &z.0 (1)) est
égal a I’expression AZ’ (Z; 0,1, 13 v). [

On rappelle que I'on est parti de la formule de la proposition 10.2.1 pour

gsteg’ (f, a)) réécrite sous la forme de la proposition 12.1.1. Puis on a introduit une
variante S spec T, a)) dans la proposition 13.8.6 (i) que ’on a décomposé en une

somme de termes ¢§ M’ (0, [, w, %) (cf. proposition 14.1.3) pour lesquels on obtient
une nouvelle expression dans la proposition 14.2.3. Ces formules ont été obtenues
pour T € ag dans le translaté d’un cone ouvert non vide. Pour 7' € ag,q, nous pou-
vons maintenant les comparer.

Proposition 14.2.4. On a [I’égalité de fonctions dans PolExp :

Sithor= 3 anm Y ) Y 3yl fe.D.
MerG /WG o €llgisc (M) 1eWS (apr.ap)

Démonstration. Les deux membres de cette équation sont, comme fonctions de
T € ag,@, des éléments de PolExp on invoque le théoreme 11.1.1 pour § 3G T et

le lemme 5.3.1 pour les 3’M , vu leur définition dans la proposition 14.2.3. Compte
tenu de la décomposition de la proposition 14.1.3, la majoration du point (ii) de la pro-
position 13.8.6 montre que les deux membres ne different que par une quantité qui
tend vers zéro lorsque 7 tend vers I’infini dans un cone ouvert. Leur égalité résulte
alors du lemme 1.7.2. m

Cette proposition peut étre vue comme 1’analogue de [25, proposition 14.1.11]
(raffiné en [25, théoreme 14.2.1]). Toutefois, c’est une égalité de fonctions dans
PolExp et non une égalité de polyndmes, et, par ailleurs, les sommes sur v et Z
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viennent compliquer I’expression de la proposition 14.2.3; une nouvelle étape est
nécessaire ici.

14.3 Le polynome limite au point central

Les preuves dans cette section sont inspirées de celle du lemme de [34, section 3.23].
Pour § € P(M) et u € a}, -, rappelons que M(S, ) estla (G, M )-famille spectrale
a valeurs opérateurs définie par

M(S’ M Av Sl) = MS1|S(M')_1MSHS(:U“ + A)
et qu’on lui a associé I’ opérateur

ME(S.ph) = D g (MM(S, A S1).
S1eP(D)

C’est une variante de 1’ opérateur Mg]]]; (Z,%)); P, A; A) introduit dans le lemme 5.3.1.
Ici, comme dans le cas des corps de nombres, on integre les fonctions caracté-
ristiques de cOnes sur ’espace vectoriel, plutot que de sommer sur le réseau (cf.
définition 1.6.2). Les fonctions egl (A) sont définies via le choix d’une mesure de

Haar sur I’espace vectoriel ag, mais le produit
G\ .G\—1rG .
VOI(AZ \az) MZ (S, i A)
est indépendant de ce choix. Pour alléger 1’écriture, posons (comme dans [25, sec-
tion 14.1])

G d&éf o G )

Définition 14.3.1. On pose
AL (0,1, p;v, A) = Gp, (Dv ME(S, 1+ v; MMsjas (1t + v)ps g, (@, ﬁw))-

Fixons v € (o), Ze Ag et i € ppy z(v). Considérons la fonction (introduite
juste avant la proposition 14.2.3)

— T’G ~' ot .
Tr—)czZ,M(T)—Az (Z;o,u, u;v)

sur ag,q@. D’apres I’analogue tordu de la proposition 1.7.4, cette fonction appartient a
PolExp. Pour tout réseau R de ag g, on peut écrire

az , (T) = ZB(I’T)PRJ(QZW T) pourtout T € R,
T
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ol la somme porte sur un sous-ensemble fini de caractéres t € R. D’apres I’analogue
tordu de la proposition 1.7.4, la limite

déf .
oz = lim pg, olas ,To
Zon k—>+oop 0 Zow )

existe et est indépendante du réseau R.
Lemme 14.3.2. On a

~ ~\ —1 - ~
s =] vol(A2\aG) eln DA (0,7 i v, (1) st Era() € B
5, =
o 0 sinon.

Démonstration. La (G, M)-famille périodique ¢(o, %, u; v), introduite en section 14.1,
est de la forme ¢ (o, i, u; v) = d (%)), pour une (G, M )-famille périodique d donnée
par

d(A7 Sl) = 6pU(DVM(Svl'L + V; A’ SI)MSII:ZS(/*'L + V + A)pS,U,M(ﬁ’ f;a)))

et
d(: A, Sy) = DYsd (A, Sy).

On a donc _
G.T /¢p.
az,(T) = d 37 (V: (1),
Rappelons que &5, (i) est un élément de w7, et, plus précisément, un caracteére

de Gg = B \Aj. Le dual de Pontryagin @g s’insere dans la suite exacte courte

0—>c5—>/@z —>;1,CZ~;—>0.

L’image de &5, (1) dans [l,g est nulle si et seulement si £z , (1) € €. On déduit alors
de la proposition 1.7.4 que

~ =1 - o~
wy = | vol(AF\f) eEm DT (Y + Torkan(0) sigau(w) € T,
o 0 sinon,

oll, pour A € a7 en dehors des murs,
A+ TN = Y eMFHRIBCG (A (A, P).
Pep(D)
Puisque Y + [To] 5 est égal al'image Ty, 7 de Ty dans aj, ona

e(A,YjsHTo];s)d(A’ 13') — o{AToT)

X Gp, (DVM(S, 1+ v A, P)YMgps (i + v + A)ps. o, (3. ﬁw))-
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Comme Ty f appartient a ag, si &7, (1) € T alors el&av().To.L) = 1 et, compte
tenu de de la définition 14.3.1,

ay, = Vol(Ag\ag)_le@i“(“)’Z)Ag(a, u, v, g (). [
Définition 14.3.3. Introduisons les notations suivantes :
vy = VOl(%%\ag), Vi (@) = vill6z||@M|_l|ﬁﬁ|_l
et

Ppa(,0) ={w € pprz(v) | Ezv(p) =0}.

L’ensemble s (v, 0) est stable par translations par u 7 et muni de la mesure g 7 -in-
variante induite par celle sur w7 . On pose

Jg;(o,f,w,ﬁ; V) = VM(ﬁ)/ Ag(o, U, w;v)du
.5 (v,0)
avec ~ _
A (0.1, psv) = AL (0, 1, 3, 0),

c’est-a-dire,
A% (0,7, 11:v) = G (D ME(S. 1 + V)Misias (1 + 1)ps,0,u (@, £.)).

Enfin, on pose

I, fo = > IS fo.b@).
ve&(o)

Proposition 14.3.4. La fonction
T = h(T) =3y (0 fo.i
est dans PolEXp et pour tout réseau R de ap q, on a I’égalité

im  px, o(h, To) = J$ (0, £, ).
k—+o00

Démonstration. Rappelons que pour Ze ¢, la fonction T' + a7 M(T ), introduite
avant le lemme 14.3.2, appartient a PolExp et que az , en est le polynome limite
en ' = To. Comme I’expression a7 u(T) est lisse en p lorsque p varie dans le
compact i 7, on en déduit que la fonction

hz , T — aZ,u(T)d/’*

’ (V)
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appartient, elle aussi, a PolExp. Le controle du terme d’erreur dans le passage a la
limite (cf. proposition 1.7.4) montre qu’il est uniforme et on obtient que

Jim prathz, T = [ dim paataz, Todu= [ agde

i (v) k—>+oo war ()

La somme sur les Z € ¢z de I’expression ci-dessus €tant finie, on peut permu-

ter la somme et I’intégrale. Mais la somme sur Z € cg des el&av (1.2) yayt [cgl
si &5 (1) = 0, et 0 sinon. On a donc montré que

> Jim psyo(hz,. To)

ZG@G
est égal a

~ o~y —1 ~
|c5|V01(A(Z;\aCZ;) / Ag(a, u, w;v)du.
ILM,ﬁ(VsO)

Compte tenu de la définition 14.3.3, on a
~ G\ _ G\ .6\ ' e
|c5|V01<AZ\aZ> - |cZ|V01<BZ\aZ> = [Ezlvz.
D’otl le lemme, puisque d’apres la proposition 14.2.3, on a

WT) = CrlKal™ Y2 Y hz (D). "

ve&(o) 76@5

14.4 Développement spectral fin
Soient v € pps et u € gz (v) tels que &z, () = 0. Puisque v = (4 — 1) on a
D, =D_,Dz,.
D’apres I’équation fonctionnelle du lemme 5.2.2, on a
D7, ME(S. ip)Msjas (i) = ME (S, 0)Mszs (0)Dg,..
On en déduit que
(14.5) D, ME (St + v)Msjas (1L + V)P0, (0. f)

est égale a
D_, M (S, 0)Msjas (0D ps o, (H, [, 0).
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Puisque, d’aprées le lemme 7.2.3 on a
D5 P50, fL0) = P gup0(il, fL)Dy,
I’expression (14.5) est encore égale a
D 'A(0 * 11.7,0) Dy,
ou I’on a posé
A0, 1) = ME(S. WMsjas (1)ps 5, (7. . 0).
En observant que
@po(D)' A(0 % 1. 7,0) D) = @y (A(0 * 1.77,0)).

I’expression de J (o, f, w, ), donnée dans la définition 14.3.3, peut donc encore
s’écrire

150, fo @) =Vu@ ) / Bbap(A (0 * 1,7, 0) dp.

veE(o) ILM,ﬁ(V,O)

Lemme 14.4.1. Pour que I’expression ©p,, (A (0 x 1, 0)) soit non nulle, il faut
que

(14.6) o ® (@ * 1) ~o * [,

c’est-a-dire que o * |u se prolonge en une représentation de (MU, ). Dans ce cas,
ona

CPoap(A(o x p,1,0)) = trace(A (o * p, 1, 0)).

Démonstration. L’opérateur A (o * i, %,0) envoie I’espace +A(X 5,0 » 1) dans I’es-
pace A(X s, % (w ® (0 * ))) et pour que ces deux espaces soient d’intersection non
nulle, il faut qu’ils soient égaux, c’est-a-dire que la condition (14.6) soit vérifiée. m

D’apres le lemme 14.4.1, 1a contribution de o (1’orbite de o sous torsion par g )
est nulle, sauf peut-étre si

o € Nyisc(M; U, w) C Hgisc(M),

ou Mgisc(M; i, ) est le sous-ensemble des o ayant un représentant o vérifiant la
condition

(14.7) o ®0) ~ 0.
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On supposera désormais que o est un tel représentant’. Considérons I’ensemble
Lo E ey | Hwd@xl)~oxA}
qui, compte tenu de (14.7), est égal a
{Aepupy | @—1)A e Stabpys(0)}.
On observe que Stabys (o) C E(0). On a donc une injection

L) = | mpz(.0).
ve&(o)

On note [ (0, i) ’ensemble fini quotient de L (o, &) par I’action de 7. En choisissant
des représentants A dans L(0, i) C py, pour les éléments A € [(o, i), on définit une
injection
Lo xpy — (J mauz(.0) par (hp) A+ p
ve&(o)

Dans la définition 14.3.3 de J(o, f, w, u) et compte tenu du lemme 14.4.1, on
peut donc remplacer la somme sur les v € E(0) précédée de ’intégrale sur les
W € paps (v, 0) par la somme sur les A € [(o, i) précédée de 'intégrale sur wy :

(14.8) IG (o, fo.il) = V@ Y / trace(A (o % A, 71, w)) dp.
. _ Il,"-'
Ael(om) L

L’expression ne dépend pas du choix des relevements puisque, d’apres (14.5) et le
lemme 7.2.3, pour u, u' € iy,ona

Ao * (' i, ) =Dy Ao, i, 1+ /L/)D;/l

et donc
trace(A (o » w', %, n)) = trace(A (o, i, u + pu')).

Pour chaque classe o on a choisi un représentant ¢ vérifiant la condition (14.7).
D’apres (14.8) et compte tenu de la définition 14.3.1 on a

TG0 fo ) =Vu@ Y [ trace(MES0Msias (095, T £.0)) i

detom "ML

!Observons que I’existence d’un tel représentant exige que le caractére w soit trivial sur le
groupe Apr5(A) = A7 (A). En général, il n’est pas possible de réaliser la condition (14.7) pour
tous les # simultanément.
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Cette expression ne dépend pas du choix de S € P(M), ni du choix du représentant o
deo.

On rappelle que Mgisc(M; %, w) est ’ensemble des classes modulo torsion par
les éléments de p,, des (classes d’isomorphisme de) représentations o vérifiant la
condition (14.5). Notons I 4isc (M i, @) I’ensemble des classes modulo torsion par
les €léments de w7 des (classes d’isomorphisme de) représentations verifiant (14.5).
On pose

Ioato)= > Tu©) 50 fo.0)

o €l gisc (M ;i1,0)
et R
ooy Tl
[Stabs (0)]
Proposition 14.4.2. L’expression J gﬁ( f, ) se réécrit
IG(fo)=v: Y Tp(o)ldet(i — 1akp)|!

o €ll yisc (MU, w)

< [ wace(ME(S.10Msias 095,53 ) s
R~y

Démonstration. L’application naturelle
M aisc (Mfi[, w) = Mgisc(M; u, w)

est surjective. On peut donc remplacer, dans 1’expression J i f, ), la somme sur
les 0 € II(M:; i, w) suivie de la somme sur les A € [(o, i) par une simple somme
sur les o € (M, w) multipliée par le cardinal de I’image dans [L]I(,[ du stabilisa-
teur Stabyy (o). Cette image est le groupe quotient

Stabas (0)/Stabz (6) ol Stabz (o) £ Stab (o) N .

Compte tenu de la définition 14.3.3 et du lemme 14.2.1, on a

|Stabyy (0)]

_ =la_ -1 O A
Staby (o)) ~ U Cz(0Vem (@) |det(@ = Tjaj)| .

Vi (i2)
On observe enfin que pour 4 € w7, ona
M s (1) = Msjis (0). L

Rappelons que wé (apr, apr) est ’ensemble des restrictions a aps des éléments
e W=WC tels que #(ap) = apr. Cest aussi le quotient

wo ) = NV () wM



Développement spectral fin 193

de I’ensemble N W(M )desu € W tels que #(M) = M par le groupe de Weyl de
M:WM = NM(My)/ M.

Proposition 14.4.3. La valeur en Ty du polynéme limite introduite dans le théo-
reme 11.3.1 vérifie ’identité

1 ~
spec (f a)) Z W Z J]?Lﬁ(fv w)

MeLG /WG 7ewG (M)

Démonstration. Par passage a la limite, la proposition 14.2.4 fournit I’identité

1 ~ G ~
spec(f C()) Z wG(M) Z CM(U) Z Jﬁ(()’,f;a),u),

MelG /WG o €M gjsc (M) 1eWG (M)

puis on invoque la proposition 14.4.2. |

PourLeLetM e LL, un élément it € WL (M) est dit régulier si ’espace de
Levi (dans L), qui lui est associé, est lui-méme L. Ceci équivaut a demander que

det(ii — 1|aky) # 0.

On note Wt (M )reg I’ensemble des it € WL (M) qui sont réguliers. Observons que
pour i € WL(M regs L estle sous-espace de Levi (dans é) associé a i, ¢’est-a-
dire le plus petit sous-espace de Levi contenant M ; par conséquent, d’aprés le
lemme 14.2.1, on a aussi

det(@ — 1]ak) £0 et al = @ - Day.

ol ay est le sous-espace de ayps formé des points fixes sous i, et alfl est I’orthogonal
de aj dans ap.

L’expression JMéﬁ(f, ) a déja été définie pour M € L et Ui € wo (M). Pour
L € L, posons

~ IWM| ~
J¢(foo)y=Y_ Wi o Igafio).
MerLl EGWZ(M)reg

Notons WL = Ny, (1\710) /My le quotient du normalisateur de 1\20 dans L par M.
Avec ces notations, on a la forme finale du développement spectral :
Théoreme 14.4.4. On a

WL ~
spec(f w) = Z |WG||Jg(f’w)
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Démonstration. Pour tout 7 € WO (M) il existe un L tel que 7 appartienne 2

WZ(M Jreg €t J 1?;,,7( f, w) est donné par la proposition 14.4.2. On invoque enfin la
proposition 14.4.3. ]

14.5 Partie discréte modulo le centre

Pour M € L, on s’intéresse a la partie discrete (modulo le centre), c’est-a-dire aux
contributions J 1?4,,7( fiw)avec L = G.
On pose

chl;;,disc(f’ w) = Z chl;;,ﬁ(fv a))

TEWG (M) req
Pour 77 € W€ (M )reg, on a

IG:fo)= 3 25(0)ldet(@ — e

o €l gisc (M i1, )

x [ trace(MsiasO0ps 0@ £.0)) dp
n

G
On souhaite permuter la somme et ’intégrale dans 1’expression J f,, 7(f. w) ci-

dessus. On commence par regrouper les termes suivant le groupe & (5) des caracteres
unitaires automorphes de AG(A). On le munit d’une mesure de Haar suivant les
conventions 1.3.1; elle vérifie vol(Bz) = 1. Pour £ € E(G), on note

Mgisc(Mid, w)E’

le sous-ensemble de I4i5c (M, w) formé de des o tels que & = &, et on pose

lag )

trace (Msms (0)p s, gisc.e (U, f. w)) = > trace (MS\i?S 0)ps.0,00, f. w))-
O'Endisc(Mﬁ,a))g

Ici encore, 1’expression est indépendante du choix de S € P(M ). Posons

I G a(fo0.8) = |det(@ — 1;afp)| ™ trace(Mjas 0)ps ais (7. £.) ).

Puisque ~
| det(@ — 15 ajy)| = j(G) | det(@ — 1;afy)],
on obtient le lemme suivant.

Lemme 14.5.1. Pour M € L et if € WO (M )reg, on a

IGatto) = 5@ [ 0. 606

=
=
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Rappelons qu’on a noté E (G, 0, w) le sous-ensemble de E (G) formé des carac-
teres & tels que, en notant wy,; la restriction de w a Ag(A), on ait

ol =wy,; ®E.

Si E(G, 0, w) est non vide, on le munit, comme en section 8.1, de la mesure
2 (G)?-invariante déduite de la mesure de Haar sur 2(G)?, telle que Vol(‘B%) = 1.

Lemme 14.5.2. Pour M € £ et if € WO (M),q, ona

Thaf0) = fw v IS a(foow.6)d.

Démonstration. Cela résulte des lemmes 14.5.1 et 8.1.5. |
On peut reformuler ce qui précede sous la forme de la proposition suivante.

Proposition 14.5.3. La partie « discréte modulo le centre » de la formule des traces
est donnée par

Gfoy = Y G (S

G M ,disc
MeLG /WG wo (M)

avec

Faelfo) = Y [ (GewJMuUws)ds

HeWG (M)reg

Cela s’écrit aussi

wH| &
dlSC(f ) Z u‘ll\g,disc(f’ a))

A\
MerG | |
En particulier, pour M = G,on a

Pauttfor= [ wace(p(fo)lLd(X o)) de

et on retrouve la formule de la proposmon 8.1.4 si G4er est anisotrope. On observera
que Jdlsc(f ) n’est autre que JG(f ).






Annexe

Erratum pour [25]

Dans cette annexe, les notations sont celles de [25].

Err (i) — Il a ét€ observé par P.-H. Chaudouard que la preuve de [25, lemme 1.8.1],
pages 22-23, n’est valable que si les sous-espaces alé et a§ sont orthogonaux. Un ar-
gument différent est donné ci-dessous. On commence par établir un résultat auxiliaire.
Soit V' un espace vectoriel réel euclidien de dimension finie. On note (, ) le produit
scalaire, | || la norme et V* I’espace dual (que I’on peut identifier a V). Soit A une
base de V* (que 1’on ne suppose pas nécessairement obtuse) et soit A* la base de V'*
formée des &, € V* tels que (o, g) = 84,8, OU 84 g est le symbole de Kronecker. En
d’autres termes, A* est la base duale de A et o — &, est la bijection naturelle entre
Aet A*.

Lemme A.1. Soit X € V. On note C(A, X) ’ensemble des H € V tels que pour
tout ¢ € A on ait
a(H)>=0 e &(H-—-X)<O.

11 existe une constante ¢ > 0 telle que
IH | < cllX].
Démonstration. Pour H € C(A,X)ona

(H,H) =) a(H)E(H) < ) a(H)é(X),

aeEA aEA

ce qui implique I’existence d’une constante ¢ > 0, telle que
2
IH1" < clH[IXI]  etdonc  |H| < clX]. L

Corollaire A.2. L’ensemble C(A, X) est compact et si X = 0, alors C(A, X) est
réduit a {0}.

On considére maintenant trois sous-groupes paraboliques P C Q C R dans G.
Soit V = allf. On dispose de la base AIIE de V* = aﬁ’*. On note encore o — &y la
bijection naturelle entre AfS et sa base duale'. D’aprés [25, lemme 1.2.2], il existe

'Labase (Aﬁ)* formée des &, n’est pas en général identique a la base A f.f, formée des wy .
En effet, les &y et @, sont colinéaires avec coefficients de proportionnalité positifs, mais non
nécessairement égaux a 1.
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un sous-groupe parabolique S tel que AfS soit I’union disjointe de Ag et Af,. Soit
X € V.Onnote C(P, Q, R, X) I’ensemble des H € V tels que

a(H) >0 pourtout o€ A2, a(H) <0 pourtout o€ Afp
et
§o(H—X)>0 pourtout o € A‘Ig), Eo(H—X) <0 pourtout o € Ag.

Le lemme 1.8.1 de [25] affirme que nous avons le résultat suivant.

Lemme A.3. On a les trois assertions suivantes :

(i)  L’ensemble C(P, Q, R, X) est relativement compact et est contenu dans
une boule de rayon c|| X ||, pour une constante ¢ > 0.

(i) C(P,Q,R,0) estvide, sauf si P = R.

(iii) Si X est dans I’adhérence la chambre de Weyl positive, i.e. si a(X) > 0
pour tout o € AR, alors C(P, Q, R, X) est vide si Q C R.

Démonstration. On observe que I’adhérence de C(P, Q, R, X) est un fermé dans
cC(AX)ycV = af.f, ou A est la base de V formée des o € AIQ, et des —o pour
o€ Af,. L’assertion (i) résulte du lemme A.1. Lorsque X = 0, il résulte du corol-
laire A.2 que C(P, O, R,0) C {0} etsi P # R les inégalités strictes excluent H = 0.
Pour établir (iii), on observe que

a(H)=a(X)+ Y (a.pE(H - X)+ Y (a.)ég(H — X).

N BeAY

Considérons H e C(P,Q, R, X),a € Af, et X dans I’adhérence la chambre de Weyl
positive. Comme AfE est une base obtuse, on a

a(H) <0, a(X)20 et Y (@pép(H —X) =0,
BeAS

ce qui implique

> (@.B)Eg. H—X) <0.

s
BeAp

Pour toute famille de scalaires positifs {cy | € Af,} on a donc

Z (ma)ée(H —X) <0 avec n= Z Call.

S S
aEAp aEA
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Les restrictions &, des £, au sous-espace af, C afS forment la base duale de Af,, qui
est aiglie puisque Af, est obtuse [25, lemme 1.2.5]. On choisit

n= Z Ea, c’est-a-dire ¢y = Z (Ea,gﬁ) > 0.

acAF BeAS
Dans ce cas, (1, ) = 1 pour tout @ € A3, ce qui fournit Iinégalité

> E(H—X) <0.

S
aEAR

Comme &,(H — X) > 0 pour tout ¢ € Af,, c’est une contradiction si Ag est non
vide. |

Err (ii) — Dans I’énoncé du corollaire 3.6.7 de [25], page 74, lire n,n’ € No(AF).

Err (iii) — Dans I’énoncé de [25, lemme 4.2.2], page 86 apparait un signe (—1)42 %G
qui est erroné, il faut le supprimer. L’erreur est engendrée par une faute de frappe dans
la preuve : dans la formule (1) en haut de la page 87 on doit lire (—1)#R~%2 au lieu
de (—1)4r74G,

Err (iv) — Il a été observé par Delorme que dans la proposition 4.3.3 de [25] il faut
ajouter une condition sur 7'. Non seulement 7" doit étre « régulier », mais il doit étre
«loin des murs ». De fait, il est supposé implicitement que dp,(7") > 0, mais il faut,
de plus, fixer une constante ¢ (positive assez grande) et se limiter a des 7" vérifiant

IT] < cdpy(T),
ou, ce qui revient au méme, imposer (pour une autre constante)
(0, T) <c(B.T)

pour tous les « et B € A. L’argument qui suit, corrigeant la preuve de [25, proposi-
tion 4.3.3], est emprunté a un message de Waldspurger a Delorme.

Démonstration. On reprend la preuve et les notations de la proposition [25, proposi-
tion 4.3.2]. On doit majorer

Ix1%] 40,7 (x)|

pour O C R. L’expression Ag g(x) est donnée par une somme sur § € Q(F)\G(F),
mais pour x fixé, il y a au plus un &€ modulo Q(F), tel que

Fp(Ex. T)og (Ho(Ex = T)) = L.
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Quitte a remplacer x par £x, on peut supposer

(A.1) FE(x.T)=1,
(A.2) o§(Ho(x)—T) = 1.

D’apres [25, lemme 3.6.2], on peut aussi supposer x = njak avec ny € No(AFr),
ace QIOG et k €  un compact (qui ne dépend que du choix du sous-groupe parabo-
lique Q). Pour les majorations, on peut aussi bien supposer k = 1. On impose aussi
que n; est dans un compact, ce que 1’on peut assurer en le multipliant a gauche par
un élément de Ng (F). D’apres [25, lemme 4.3.1], pour tout entier r > 1, il existe un
opérateur différentiel X r de degré r, qui ne dépend que de O, R, r, tel que

[Ag r()| = sup  |p(Ad(@™ )Xo r)¢(n)a)l.
n}eNo(Ar)

L opérateur X ¢ g est de la forme Xo g = ) _,, Zm avec
Ad(eHl)Zm = ek”’(Hl)Zm pour H; e ag,

ou A, est une combinaison linéaire a coefficients entiers > r des racines dans Ag.
On en déduit bien une majoration

—1 2 e AR (0, Ho(a))
[40,r(x)] < sup e te [p(Zm)p(na).
ny,m
ou les Z,, ne dépendent que de O, R, r. D’ou
(A3) x| 40,r(x)| < €@ sup [p(Zm)p(nya)| |x|74,

n,m
15
ou I’on a posé

C(a) =c(B + A)|Ho(a)| —r Y _ (o Ho(a)).

R
aeAQ

¢ étant une constante telle que |a| < eClHo @Il 1 5 proposition 4.3.3 résulte de (A.3),
a condition de prouver que

C(a) < —A-dpy(T).

Ecrivons
Ho(a) = Ho + H§ + Hg

avec Hp € Uy, Hg € ?Ig et Hg € g. La condition (A.1) impose || Hg|| < ||T|.
La condition (A.2) impose (d’apres [25, lemme 2.11.6]) que

IHr = Trl < |HE = T4,
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HR| < |Holl + [Tl Elle im-
pose aussi que («, H§ — Tg) > 0 pour tout @ € A§. On en déduit

avec des définitions évidentes de Tg et Tg. D’ou

.
C(a) < c1r(A+ B)|HG | +ca(A+ B)ITI = 5 D (e Ho + To),
acAR
(¢}

ou ¢y, ¢z sont des constantes positives qui ne dépendent de rien. En choisissant
r > c3(A + B) pour une constante c3 convenable, on a

ci(A+ B)|Hgl — Y (. Hg) <0.
aeAS

Pour o € AS, soit B € A se projetant sur . On sait que « est la somme de 8 et d’une
combinaison linéaire des y € A a coefficients positifs ou nuls. Donc

(Ol, TQ) = (ﬂ’ T) = dPo(T)

Alors
,
C(a) < ca(A+ B)T|= | AG | 5dpy (7).

Si on impose, comme dit plus haut, une condition ||7|| < cdp,(T), alors pour
r > c4(2A 4+ B), on a bien

C(a) < —A-dp,(T). ]
Err (v) — La formule pour le produit scalaire (®, W) p, en bas de la page 93, donnée
par une intégrale sur Xp = Ap P(F)Np(AF)\G(AFf) n’apasdesenssi P # G.En

effet, le groupe Ap P(F)Np(AF) n’est pas unimodulaire et il n’y a pas de mesure
G (A F)-invariante a droite sur Xp (cf. section 5.1). Il convient de poser

(cb,\p)P=/K/X d(mk)W(mk)dm dk.

En revanche, sur Xp g = Ag P(F)Np(AFr)\G(AF), on dispose de la mesure quo-
tient et on a la formule d’intégration

Xp.G KJXm.G

qui est utilisée dans la preuve du théoreme 5.4.2 de [25].

Err (vi) — Page 104. Dans la définition de I’opérateur pp , (8, y, ®), il manque le
caractere w dans la définition de 1’espace d’arrivée.
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Err (vii) — Page 106, ligne 16, il faut lire

Ka(fw:ix,y) = Z/x K@(g,-,a);x,z)KZ}(wh,-;z,y)dz.
i G

Err (viii) — Page 111. Dans I’énoncé de la proposition 7.2.2 de [25] il faut prendre
pour K et K5 des noyaux sur Xg(p) g X X p,i et sur Xp g x Xp, et remplacer les
intégrales sur Xp par des intégrales sur Xp .

Err (ix) — Page 112. I faut remplacer B% (o) par B85 (0) dans la définition de H, :
ici M est un sous-groupe de Levi de S avec S C P. Cette erreur, due a un copier-
coller intempestif, s’est propagée dans toute la suite de [25].

Err (x) — Page 126, ligne 2. 11 faut remplacer n(A f) par np(AFf), ol up est I’al-
gebre de Lie de N = Np (rappel : on a noté n I’algebre de Lie de Ny +).

Err (xi) — Page 128, ligne —15. La définition de j5  (x) n’a pas de sens. Il faut la
remplacer par

Jpo(x) = Z /(3 AF)a)(x)f Lx™18nx)dn.

SEOHMP (F)

De méme, dans I’énoncé du lemme 9.2.2, page 129, il faut remplacer la premicre
expression par

Z / ¢~ 8nin)dn, dn.
N@G,AF)

/N(F)\N(AF) Seondin(F)

Err (xii) — Page 128, ligne —13. Lire : la partie quasi semi-simple 8 de 6.

Err (xiii) — Page 129. Dans la preuve du lemme 9.2.2, il convient de dire (méme
si c’est implicite) que 1’application du lemme 9.2.1 de [25] induit une application
surjective sur les groupes des points adéliques.

Err (xiv) — Page 130, ligne —10. Lire s(6) au lieu de §;.
Err (xv) — Page 130, ligne —11. Lire I5(5)(F) au lieu de /5.

Err (xvi) — Page 130, ligne —6. Pour une classe de conjugaison quasi semi-simple c,
on doit préciser que ch est définie en remplacant, dans la définition de koT [25, sec-
tion 9.2], la somme sur P D Py par la somme sur les P D Py, tels que M p contienne
un conjugué de M(g et I’ensemble o par I’orbite c.

Err (xvii) - Page 150. Dans la formule pour Tp(H — X), il faut sommer sur les
0 e Py tels que P C O, ie. prendre R = G.
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Err (xviii) — Page 168, ligne 2. Lire : et sera a ’ceuvre...

Err (xix) — Page 182. Dans I’énoncé du point (ii) du lemme 13.1.1, il faut lire : Pour
tout A € ag, etc.

Err (xx) — Pages 183-186 : I'indice Q¢ devrait étre en exposant dans les termes
a droite des équations (2), page 183, (7), page 185, et (8), page 186 de [25]. Elles
correspondent ici aux équations (3) et (5) de la section 13.2.

Err (xxi) — Page 194, ligne 11, il faut lire : holomorphe en A et v.
Err (xxii) — Page 197, lignes 2 et 6 : les +Y devraient étre des —Y .

Err (xxiii) — Page 203. Dans I’inégalité de la ligne 12 et dans celle de la ligne —3, il
faut remplacer Yp/ (1) par —Yp/(T).

Err (xxiv) — Page 203, ligne —9. L’inégalité est stricte : il faut lire |U + V|| > p||T|.
Err (xxv) — Page 205, majoration (1) : il faut lire |ASTJ - F IT |
Err (xxvi) — Page 207 : ?S/(X) est la projection de u~! X sur #(ag)€.

Err (xxvii) — Page 219, ligne —6 : I’expression pour AAQ41 (T, 0,1, u), faisant
intervenir une trace, n’a de sens que si I’opérateur est un endomorphisme de 1’es-
pace A(Xys,0). La formulation correcte est celle du point (i) du lemme 14.1.4 de [25].
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