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Résumé

A la suite d’'une question soulevée dans un travail de Brezis—Marcus—Ponce [5] on montreygestsine mesure de
Radon diffuse et singuliére sur 'ouveit deR?, il n’existe pas d’application linéaire continye— (uy,gy)de L) dans
HYU) x LY(U) telle quef - u = Au s + g s au sens d@'(U). On indigue ensuite une généralisation.
© 2006 L'Association Publications de I'Institut Henri Poincaré. Published by Elsevier B.V. All rights reserved
Abstract

Investigating a question raised in a recent paper of Brezis—Marcus—Ponce [5] we showthatafsingular continuous
Radon measure in the open subBedf R4, there is no continuous linear mgp— (uz, gr) from L(w to HL(U) x LY (U)
such thatf - = Au ¢ + g ¢ in the sense of distributions. A generalization is also described.
© 2006 L'Association Publications de 1'Institut Henri Poincaré. Published by Elsevier B.V. All rights reserved
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1. Introduction

On considére dans cette note une des questions posées dans un travail récent (ref. [5]) de H. Brezis, M. Marcus
et A.C. Ponce sur les équations non linéaires du type: + g(u) = 1 ol ;1 est une mesure sur un domaineRie
Cette question concerne une décomposition connue de certaines mesures et se rattache a I'étude des espaces
Sobolev du typgZ1(U), U ouvert deR?.

Adresse e-mailalano.ancona@math.u-psud.fr (A. Ancona).

0294-1449/$ — see front matter2006 L'Association Publications de I'Institut Henri Poincaré. Published by Elsevier B.V. All rights reserved
doi:10.1016/j.anihpc.2005.02.004



128 A. Ancona/ Ann. I. H. Poincaré — AN 23 (2006) 127-133

PourU ouvert borné d&®? (d entier> 2), considérons I'espadd (U) des mesures de Radon diirde masse
totale finie et ne chargeant pas les ensembles polaires de la théorie classique du Potentiel (ref. [6,11]). Rappelon
gu’'une mesure de Radon dlrqui est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue ne charge pas les
ensembles polaires dé— on a dond.}(U) c M(U) —, et que toute mesure de Radon de masse totale finig sur
et de la formes = Au avecu € Hol(U) (c’est a dire telle que € H~1(U)) est aussi élément de (U) (cf. [10]).
Inversement, Boccardo, Gallouét et Orsina ont montré que toute meslaiesM (U) admet une décomposition
v=f+ Au avecf € LY(U) etu € H}(U) [2]. Le Théoréme 3 de [5] établit, pour tost> 0 donné, une telle
décomposition avea continue surU, nulle surdU, et I f iy < IVl lullgr + llulloo < ellvilz. lei | -l
désigne la norme de variation totale, spit|1 = |0 |(U) si o est une mesure de Radon &ur

La question (Open Problem 3 de [5]) de Brezis, Marcus et Ponce est alors de savoir s'il existe un opérateur li-
néairev — (f,, u,) deM (U) dansL}(U) x H}(U) tel que pour toute € M (U) on aitv = £, + Au,, cette décom-
position dev étant du type ci-dessus. On va voir qu'’il n’en est rien — méme si on n'impose pas a la décomposition
les raffinements du Theorem 3 de [5] —, en établissant I'énoncé qui suit. Dans toute g slésgne la mesure de
Lebesgue suR? et H1(U) I'espace de Sobolev des fonctiomédlles) f € L2(U) dont le gradien¥ f (au sens des
distributions) appartient 4%(U; RY), muni du produit scalaire usugf, g) y1) = [y fgdia + [y V.f - Vgdig.

Théoréme 1. Soitu une mesure de Radon positive sur 'ouvértde R? et soit
K:LYw) — HY(U)

un opérateur linéaire continu. Si pour chagyie=s L(1) la distribution vy = A(K(f)) estune mesure de Radon
sur U telle quevy — f - u soit absolument continugpar rapport ai;), alors 1 est nécessairement absolument
continue.

Si U est non vide il existe des mesurgss M (U) positives et singuliéres par rapport.g, par exemple la
mesure dé€d — 1)-volume d’'une sphere (ou d’une portion d’hyperplan) contenue daf&n considérant une telle
mesureu, et en identifiant 'espace de Banath(i) & un sous-espace dé(U), on voit que le théoréme 1 résout
négativement le probléme de [5] considéré ici.

Remarque 1.1. On notera dans la partie 4 un énoncé plus général (Théoreme 1bis et Corollaire 6).

Remarque 1.2. Signalons deux autres exemples connus d’opérateurs naturels, bornés et surjectifs, mais sans in-

verse a droite. J. Peetre [13] a montré que Cest le cas pour l'opérateur deMtda®d+1) 5 £ £(-,0) e
LY(RY) de Gagliardo [9]. SiL} := {f e L} .(R%); f2r7?-périodique etfioome f =0} €t si &= {Y €

loc

L®(RY; RY); ¥ 217 -périodique et divY) e L4}, Bourgain et Brezis montrent dans [4] gfie ye> div(y) e L4
est surjectif mais également sans inverse a droite borné.

2. Opérateurslinéaires K : LY(p) —» HY(U) et noyaux

SoientU un ouvert deR¢ et . une mesure positive-finie sur un espace mesuralgle F). On noteraBor (V)
la tribu borélienne d’une parti¥ deR? et, comme plus haut,, la mesure de Lebesgue sRf. La preuve du
Théoréme 1 s’appuiera sur une description (Lemmes 2 et 3) des opérateurs linéaires gnfihys) — H1(U),
description essentiellement contenue dans un résultat classique et bien plus général de Dunford—Pettis [7] 194
(cf. [3] p. 46, [8] p. 503). Pour des raisons de commaodité de lecture, on a développé une preuve du Lemme 2 et
dans une certaine mesure celle du Lemme 3.
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Lemme 2. Soitk: U x Y — R une fonctionBor (U) ® F-mesurable telle que, pour chaques Y, k, :=k(-, y) €
HY(U) et lkyll grny < C ol C € R, estindépendant de. Alors pour toutef e L(x), la formule

Ky (o) = / kG y) £ () di(y)

Y

définit un élémenk ; € H1(U), lintégrale définissantk ;(x) étant convergente au sens de Lebesgue pur
presque touk € U. De pIus||Kf||H1(U) SCIfllpg-

Preuve. Observons d’'abord que l'application— k,, de (Y, F) dansH(U) est scalairement mesurable, i.e. que
y > (kys @) gy = Jy ky (Do) dx + 301 iy [y 3jky (x)39(x) dx est F-mesurable pour toute e HY\U).
En approchant, dans?(U), ¢ et lesd ;¢ par des fonctions de classg°®(U), on est ramené a montrer que->
[ k(x, y)¥(x)dx estF-mesurable sut pour ¢ € C3°(U). Ce qui découle du théoreme de Fubini puisque la
fonction (x, y) — k(x, y)¥ (x) estBor (U) ® F-mesurable (et; intégrable en).

CommeH?(U) est séparable, 'application+— k, est donc fortement mesurable @& F) dansHL(U). Et
commel|ky|| g1, < C, On voit que pour toutg € L£Y(w), lintégrale vectorielle (ref. [8] 111.2)

Ky:= / fky du(y)
Y

existe au sens de Bochner (c.a.d. au sens de [8] I1.2) B ) — I'intégrante étant vue comme fonction mesu-
rable & valeurs dang*(U) -, et définit un élémenk ; de H(U) tel que||K 7l g1y < Cll £l L1¢)-

Pourg € L (U) a support compact, on a d'aprés la continuité: de fU u(x)e(x)dx sur H1(U), les proprié-
tés de linéarité de I'intégrale vectorielle et le théoreme de Fubini,

/Ef(XW(X)dX:/f(y)[/ky(x)fp(x)dx} dy:fw(x)Kf(X)dx,
U Y U U

ou K est deéfinie presque partout et intégrable déind arbitraire sure donnek = I?f p.p. dansU et le
lemme est établi. O

Remarques 2.1. (a) On peut vérifier plus directement le lemme sans passer par la notion d’'intégrale de Bochner.
Mais celle-ci est utile pour la suite. (b) (Unicité @gDeux noyauxc?, k@ : U x ¥ — R comme dans le lemme
définissent la méme application linéaire (1) dansH(U) si, et seulement si, onid? = k@ 1,y ® u-p.p.

Passons a la réciproque du lemme, donnée par le théoréme de Dunford—Pettis [7,3] ou [8].

Lemme 3. SoitK : L1(n) — HY(U) une application linéaire continue. Il existe une fonctiorl/ x ¥ — R qui
estBor(U) ® F-mesurable et telle que

(i) pour chaquey €Y, k, =k(-, y) estun eélément de1(U) eton allkyll g1y < WKW L. Hrwy)»
(i) pour chaquef € L1(n), onaKf(x) = [ k(x,y)f(y)du(y) pouris presque tout € U.

Preuve. Supposons d’abord borné. Par le théoréme de Dunford—Pettis (cf. [8] p. 503 ou [3] p. 46) il existe
une applicatiord : y — 6, de Y dansH(U) scalairement mesurable (et donc mesurable) tellellgyiey vy <
K| poury €Y et K(f)= [, f(»)8ydu(y) pour f € L1(n) (intégrale de Bochner dang(1)). Alors 6 e
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LY((u, F); LX) et LY (1, F); LY(U)) s'identifie L% (Bor(U) ® F; Aqiy ® p), 'élément associé & e
L (Bor(U) ® F; hajy ® p) étant égake p.p. g : y = f(-, y) si f estun représentant gedans.i (Bor (U) ®
Firaw @ w) ([8], p. 196). En modifiant sur un ensemblenégligeable convenable un élémérd E%R(Bor(U) ®
Fi hajy ® 1) associé @, on a, pour touty € Y, 6y, = k(-, y) p.p. dansU. Et le noyauk a bien les propriétés
voulues.

Si U n’est pas borné, considérons lés=U N{x € U; |x| <n}, n >0, lesK, : LY(F, u) - HY(U,) déduits
deK par restriction (i.eK,(f) = K(f)v,) et des noyauk, : U, x ¥ — R correspondants. En choisissarégal
ak, sur(U, \ U,_1) x Y on obtient évidemment un noyau vérifiant (i) et (i)

Pour la suite on utilisera aussi I'observation suivante.

Lemme 4. Reprenons les hypothéses et notations du Lethetesupposons de plus que pour toyte L1(u) le
Laplacien(au sens des distributioh\ K (/) de K (f) soit une mesure de Radon dalis Alors pouru presque
touty € Y, Ak, = Ak(-, y) est une mesure de Radon ddnst pour tout compack C U, il existe une constante
C. > O telle que|Aky|(L) < Cr, pour u-p.t. y € Y. De plus sif € L1(u) et si A est un borélien relativement
compact dd/, on a

/ d[AK(f)] = / [Aky1(A) £ () day). )
Y

A

Remarque. On verra aussi que — [Ak,](A) est mesurable et que la derniére intégrale a bien un sens.

Preuve. (a) Soit U’ un ouvert relativement compact dé. Pour ¢ € C°(U), Ay: f > [@dA(K(f)) =
J Ap(x)K (f)(x)dx est une forme linéaire continue sit(p) et Ao (f)i @ € C3°(U), lp| < 1y} est borné pour
chaquef € L1(u). Le théoréme de Banach—Steinhaus dit alors que

CW') :=sug{|Ap(N]: 1 fll 1 < Lo € CEW), ol < Ly} < o0,

On va dans la suite vérifier I'énoncé avec les constafifes- inf{C(U"); U’ D L}. Notons qug AK (f)|(U") <
CWM|If 1,y PoUr toutef € L1(w).

(b) Pourg € C§°(U), on a par la définition du Laplacien au sensideU), et par I'expression d& a I'aide du
noyauk,

/wdA(K(f))Z// Ag(x)ky (x) f(¥) du(y)dkd(X)=/<Aky,<p)f(y)du(y)v 2
U YU Y

ou par compositiory — (Ak,, ¢) est mesurable bornée stir Donc pourV ouvert relativement compact de
Uetp e COV), | [y (Aky, @) f(») du)| < Cyllgllcoll fll 1. Par conséquentAky, ¢)| < Cvllglle pour
p.t.y € Y. CommeC3°(V) est séparable, il exist¥y € F 1 négligeable et tel que pour towt¢ Ny et toute
¢ € Ca°(V) on a|{Aky, ¢)| < Cvll¢llwo. Mais alors(Aky)y est une mesure de Radon sdrde masse totale
majorée pacCy et les premiéres assertions du lemme sont établies.

(c) SiV est un ouvert relativement compactdeune approximation deylpar une suite croissante d'éléments
positifs deC3°(V) permet d’étendre (grace au (a)) la mesurabilitéyde Alk,(¢)] et I'égalité des membres
extrémes d€2) au casp = 1y. Les parties ouvertes de tout ouvert relativement compéate U formant un
w-systeme de parties d&/, I'identité (1) résulte alors du théoreme de classe monotone, ref. [1] p. 41 ('ensemble
des borélienst C U’ tels quey — v, (A) est mesurable et vérifia (K (f))(A) = [ Aky(A) f(y)du(y) est stable
par différence propre et réunion croissante dénombrabig).

1 sans supposéy borné, on & € LY(F, u; L2(U)) et on aurait pu conclure plus directement avec [8] p. 198.
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3. Preuvedu Théorémel

Remarquons d’'abord que les hypothéses entrainent que la mesweharge pas les parties polairestde
puisque pour compact dan#/, la mesure 1 - 1 est somme d’une mesure de la forme oliv € H1(U) et d’'une
mesure absolument continue gar(cf. la partiel).

Soit A une partie borélienne relativement compacteldeelle quei;(A) = 0. Alors si B et A’ sont
des boréliens contenus dars on a 0= A(K(15))(A") — (1p - n)(A’) et, par la formule du Lemme 4,9
fB A(ky)(A")du(y) — n(B N A") ouk est donné par le Lemme 3 — on a vu aussi fuig est une mesure pour
presque toup € U et quey — Ak, (A’) est de class€>(u) —. Ce qu’on peut écrire sous la forme :

0= /{A(ky)(A/) —8y(A)} dp(y)

B

ous, désigne la mesure de Dirac au pointarbitraire surB signifie qu’en faitAk,(A’) = §,(A”) pouru presque
touty € A.

CommeBor(R?) est séparable, on peut choisir une famille denombrgbj¢;c; de parties det qui engendre
la tribu des boréliens da et qui est stable par intersection finie (l&g forment unz-systéme de parties d).
L'ensembles étant dénombrable il existe un borélidg de A, 1 négligeable et tel que, pour toute A \ Ag et
toutj € J, Ak, estune mesure etk,(A;) =38,(A;). Le théoréme de classe monotone ([1] p. 41) permet alors de
dire plus : siy € A\ Ag, on aAk,(B) = §,(B) pour tout boréliemB contenu dansi.

Autrement dit, siy € A" = A\ Ag, les mesuredk, ets, coincident sud. Ork, € H(U) pour touty € A’ et,
pour cesy, |Aky| ne peut charger les polaires ni a fortiori les points. Par conséqtientyo et A estu-négligeable.

Ainsi 1 ne charge pas les partigg-négligeables dé& et 1 est donc absolument continue par rappokl g .
Ce qui achéve la démonstration

4. Extensions

Il est clair que le théoréme 1 s'étend a des situations bien plus générales. On énoncera ici une généralisation
naturelle. SoienE un espace de Banach qu’on suppose reflexif séparable ou, plus généralement, dual d’'un espace
de Banach séparaBleSoit aussi. : E — D’ (U) une application linéaire continue (&l est un ouvert d&?) telle
que toute mesure de Radorsur U appartenant & (E) soit diffuse, c’'est a dire telle que({a}) = 0 pour tout
ael.

Théoréme 1 bis. Soientu etm deux mesures de Radon positives BuiS'il existe un opérateur linéaire continu
K:LY(w) — E
tel que pour chaqug € L () la distribution vy = L[K(f)] estune mesure de Radon giide la formef - 1 +

gf-m,gf€ L1(m), alors i est absolument continue par rapporba

Preuve. Puisque toute mesure appartenart(®) est diffuse, tout point chargé par est chargé paw:. Donc,
quitte a remplacem et u par leurs «parties» continues (les plus grandes mesures positives diffusgg.,
majorées pam et u respectivement), on peut supposer guet i sont diffuses. Le reste de la preuve s’obtiendra
en adaptant assez directement les arguments déja utilisés pour le Théoréme 1.

2 || suffit méme pour la suite quE soit le dualF’ -muni de la topologie faible- d’un espace localement convexe sépaFableondition de
supposer dans le Théoreme 1bis §ké f); “f“le) < 1} est une partie équicontinue de= F’.
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Par le théoréme de Dunford—Pettis, 0K &f) = fU Mk, du(y) (intégrale de Bochner darts) ot y — k,
est mesurable bornée dedansE. On en déduit quéL(K (1)), ¢) = [(L(ky), @) f(y)du(y) pour f € L),
¢ € Cg°(U). Or, comme dans le Lemme 4, pour tout ouvert relativement compade U on a Cy :=
sup{b (@) 1l 1) < 1,9 € CGE(V), l9| < 1} < oo d'apres le theoreme de Banach-Steinhaus. Il s'ensuit qu'il
existe un borélien.-négligeabledg de U tel que poury € U \ Ao, vy, = L(k,) est une mesure de Radon gir
vérifiant [v,| (V) < Cy. On vérifie aussi que pour chaque borélien relativement compaetU, y — v,(A) est
mesurable (bornée) suf \ Ag et quevs(A) = [v,(A) f(y)du(y) si f € L(u) -en considérant (par exemple)
d’abord le cas dei ouvert et en utilisant ensuite le théoréme de classe monotone-.

Soit alorsA un borélien relativement compact st négligeable deé/, disjoint de Ag. Pour B, A’ boréliens
deA, ona 0= vy, (A") — (1pp)(A’) etdonc O= [, vy (A") du(y) — u(A'NB) ou 0= [{vy(A") — 8, (A"} du(y).
Faisant varie3, on obtient quev, (A") =8, (A’) pour . presque toup € A.

Fixant unm-systéme{A};c; dénombrable et générateur fler (A), on obtient un borélien.-négligeable
No C A tel quev,(Aj) =8,(A;) poury e A\ Ng et j € J. Le théoreme de classe monotone donne ensuite
I'égalité des mesures, et s, sur A, poury € A\ No. Mais v, € L(E) et |vy| ne peut charger les points. Par
conséquentd = Ny et A estu-négligeable.

En conclusionu ne charge pas les partiesnégligeables d& et . est bien absolument continue par rapport
am. 0O

Corollaire5. Siu est une mesure de Radon positive Suet s'il existek : L1(1) — E linéaire continue telle que
L(K(f))= fu pourtoutef € L1(1) alors u =0.

Remarquons enfin une amélioration « automatique » du Théoréme 1 bis.

Corollaire 6. Si 1 est une mesure de Radon positive et non nullelspil n’existe pas d’application linéaire
continuek : L1(1) — E telle que pour toutef € L1(u) la distribution vy = L(K(f)) est une mesure de Radon
sur U dont la partie absolument continue relativement ast f - .

Preuve. Supposonk comme dans I'énoncé. Comme ci-dessus, le théoreme de Banach—-Steinhaus montre que si
on munit I'espaceM (U) des mesures de Radon dirde la famille de semi-normesy : u +— |u|(V), V variant
parmi les ouverts relativement compactdel'application L o K : LY(1) — M(U) est continue. En particulier
si {f,} est une suite dense dansd(u), sif, = L(K(f,)) et si{c,} est une suite de réets 0 décroissant assez
vite vers zérof = Zn>1c,1|9,,| est une mesure de Radon positive et diffuse. De plus chagug Li(w), est
absolument continue par rappord a

Si maintenantg désigne la plus grand élément %C(M) tel queg - u <0, la mesuren =0 — g - u est
singuliére par rapport a et telle quev; — f u est absolument continue par rapport gour toutef Li(n). Le
Théoréme 1bis assure alors quest aussi absolument continue par rappatt &t v serait nulle contrairement a
I'hypothése. O

Exemple 4.1. Prenonst = WP (U) avecp > ﬁ et A = A. Une mesure de Radon sUrdu typev = A(v),
v € E, estdiffuse. CarsB(a,r) CU, ¢ € C{°(B(a,r)),0<p <letp(a)=1,0na

v({a}) — v_(B(a,r) \ {a}) < /godv: —/V(p -Vudig.

Dot v({a}) — v-(Ba.n) \ {ah) < IVell Lo+ 10l war(pa,ry < CXF P vllyipgp,r) POUr un choix conve-
nable dey. Faisant tendre vers 0, on obtienv({a}) < 0 et donc en faiv({a}) = 0. Donc le théoréme 1bis
s'applique et dans le Théoréme 1, on peut remplat&i) par Wli’f/(d_l)(U) et Ay par une mesure de Radon

diffusem surU.
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Remarque 4.2. PourE = WP(U) avecp < ﬁ et L = A, la conclusion du Théoreme 1bis peut tomber en
défaut. Siu etm sont deux mesures de Radon positives, a support compactdehgtrangeres entre elles et
sion prendk : L1(1) > f +— ¢G(fu) ou G est le noyau NewtonierG (x, y) = |x — y|2 ¢, on aAK (f) = fu,

v f e L1(u), pourc € R bien choisi. (Observer qué(v) € E pour toute mesure de Radorde masse totale finie
dansU .) Ici, la condition de « continuité » sur lesu, u € E, n'est pas vérifiée.

Remarque 4.3. On ne peut en général remplacer dans le Théoréme 1bis I'egpgee par L? () avec unp > 1,
méme SiE = H(}(U) et A= A. Si K c U est un Cantor auto-similaire (du typé-2oins par exemple) de dimen-
siona, 0 < « < d, la mesure de probabilité auto-similaire naturellesur K est telle quew(B(x, r)) < CS&¢

pourx € RY, 0 < r < 1. D'aprés [12] p. 59, on a dorfp|| 24y < C¥ll¢ll gy, Yo € CFU), si(d — 2)§ < a.

Mais alorsL?" (1) ¢ H~(U) (I'injection correspondante étant continue) et I'opérateur (isomorphisme) de Green
G:H~Y(U) — H}U) induit, pour p > une application linéaire& : L? (1) — H}(U) continue telle que
AIK(H]= [ 1.

2d_
d+2’
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