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RisuME. — Soit (V,,, g) une variété Riemannienne de classe C® compacte
de dimension # (sans bord). Soit g’ une application qui associe au deuxiéme
jet covariant (dans la métrique g) de toute fonction ¢ de classe C* sur V,,
k>2, un champ g, deux fois covariant symétrique. On prend g’
telle quil existe @€ CXV,), k > 2, admissible i. e. pour lequel Trace

og., .
[(g;,)_1 .G(Vg;p) soit une nouvelle métrique (partout définie positive)
2

(voir ci-aprés et e. g. [3] [4] [5] [6]). Dés lors, pour F de classe C* donnée,
on peut considérer le probléme non linéaire elliptique du type Monge-
Ampére suivant : trouver ¢ € C*(V,) admissible, solution de I’¢quation
M(o) = (1g,1-1g17") = exp [F(P, Vo; )]

ou P désigne un point générique de V, ('admissibilité de ¢ signifie simple-
ment que le symbole de la différentielle d[log M(¢)] est défini positif,
d’ou lellipticité en ¢). Dans le présent article nous donnons des résultats
d’existence et d’unicité pour un tel probléme de Monge-Ampere, non pas
dans toute sa généralité, mais en imposant a ¢ — g, d’étre d’une forme
suffisamment générale pour étre invariante par changements de fonction
inconnue du type ¢ — Y, o YP eV, y(P) = y [P, ¢(P)], (P, t) étant une

2
fonction de C*(V, x R) telle que % > 0.

ABSTRACT. — Let (V,,, g) be a smooth n-dimensional compact Riemannian
manifold (without boundary). Let g’ be a mapping which assigns to the

(*) Chargé de Recherches au C. N. R. S. (Laboratoire Associé, L. A. 213).
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148 P. DELANOE

second covariant jet (in the metric g) of any C* function ¢ on V,, k = 2,
a field g/, twice covariant and symmetric. We take g’ such that there exists

a 7
@ e CHV,), k = 2, admissible 1. e. for which Trace [(g;,)‘1 . a(vg; )] isa
. »
new metric (everywhere positive definite) (see below and e. g. [3] [4] [5] [6)).
Then, given F smooth, one may consider the following non-linear elliptic
problem of Monge-Ampeére type: find ¢ e C*®(V,) admissible, solution
of the equation, '

M(p) = (lg,1-1g1™") = exp [F(P, Vo 9)],
where P denotes a generic point of V, (the admissibility of ¢ simply means
that the symbol of the differential map d[Log M(¢)] is positive definite,
hence the ellipticity at ). In the present article we give existence and unique-
ness results for such a Monge-Ampére problem, not in its full generality,
but when prescribing on ¢ — g, to be of a form general enough to be
invariant by changes of unknown function of the type ¢ — ¥, where:
VP eV, ¥(P) = y[P, oP)], v(P, t) being a function of C®(V, x R) such

o
that a > 0.
ot

I. INTRODUCTION

Soit (V,, g) une variété Riemannienne compacte connexe C* de dimen-
sion n, sans bord. Cet article a pour objet d*étudier des équations de Monge-
Ampere de forme suffisamment générale pour étre invariante par change-

ments de fonction inconnue : @ — W, ou @ = (P, ) dépend non seulement
de « la nouvelle fonction inconnue ¥ », mais aussi du point générique

PeV,. Les articles [3] a [6] ont progressivement ouvert la voie de cette

étude, suggérée de fagon décisive au cours de conversations avec le Pro-
fesseur Eugenio Calabi.

Le semi-groupe 4.
Soit 4 I’ensemble des fonctions (P, t)e C*(V, x R) qui vérifient :
oy
Y(P, )eV, x R’é_t(P’ H>0

% muni de la loi de composition interne;

(v = )P, 1) = y[P, &(P, 1)]

posséde une structure de semi-groupe unitaire, 'unité¢ ou €lément neutre
de ¥, v, étant donné par v(P, 1) = t.
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EQUATIONS DE MONGE-AMPERE INVARIANTES 149

Existence d’un pseudo-inverse.
Soit y € 4. y est une application ouverte et il existe une unique surjection
sur R, 7 e C*(V, x Im y), telle que
s=yP, 1) = =%0P9,
et que, ~
q o5 .
—>0.
Js

0 . .
Ce résultat est en effet assuré par la condition ait) > 0 qui permet d’appli-
quer le théoréme des fonctions implicites A 'application I' suivante,
P,s,)eV, xImy xR - I'(P,s, 1) =P, 1) -5,

au voisinage d’un triplet (P, s, t) ou I'(P, s, 1) = 0 (voir e. g. [1], p. 115).
En dérivant par rapport a s I'identité,

'[P, s, $(P, s)]

i
o

on obtient:

o5 5 -
—(P.s) = {0’ (P, 5(P, s)]} > 0.

Nous appellerons l'application 7 ainsi définie, le pseudo-inverse de 7, et
nous noterons ¥~ ! I'ensemble {¥;ye % }. Pour que y€ ¥ soit inversible
dans %, il faut et il suffit que y soit surjective sur R : on peut alors noter
y =y~ 1. L’ensemble des éléments inversibles dans ¢ constitue un groupe,
sous-semi-groupe de %.

Equations modulo I’action de %.

Pour me N, notons J”¢ le jet d’ordre m d’une fonction ¢ sur V,. Une
équation d’ordre m sur V, s’écrit : F(J"p) = 0. Le groupe ¥ agit de fagon
naturelle sur I’espace vectoriel des équations d’ordre m, au moyen de
changements de fonction inconnue : ¢ — ¥, ou : ¢ = y(P, ), avec
y € %. Soulignons qu’un tel changement de fonctions posséde bien un sens
grice a la propriété de surjectivité sur R des éléments de %~ . Cette action
permet de définir une relation d’équivalence entre équations d’ordre m,
FietF,,par F ~F,s1Iye¥, F1(I"p)=0 < F,(J™)=0 00 ¢ =%(P, ) ou
Y = 9P, ¢). Moins qu’une écriture particuliére : #(I™p) = 0, nous consi-
dérerons une « équation », comme la classe d’équivalence dune telle écriture
modulo la relation ~.
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150 P. DELANOE

Equations du type de Monge-Ampére.

Pour étudier une équation du type de Monge-Ampére au sens de la
relation d’équivalence précédente, nous sommes conduits a envisager une
écriture, représentant cette équation, dont la forme soit invariante par
I'action du semi-groupe 4. Commengons par rechercher des changements
de métrique respectant cette invariance.

S%(T*V,) désigne I’espace vectoriel des champs deux fois covariants symé-
triques sur V, ; A1V, celui des 1-formes sur V,. Soient h et ¢ des applications
de classe C* définies sur V,, x R, respectivement a valeurs dans T*V, @ T*V,
(somme de Whitney) et dans T*V,, h a valeurs forme bilinéaire symétrique,
et telles que les diagrammes suivants commutent :

V, x R —ts T*V, @ T*V, V, x R —— T*V,

pri p pri p

\A \Y

n

D, projection canonique sur V,. Soient w et o des fonctions de C*(V, x R),
o > 0. Soit ¥~ Pouvert parcouru par (k, &, w, 6) avec ¢ > 0. Nous considé-
rons (h, &, w, 6)e ¥ comme une application qui, 3 e CHV,), k= 2,
associe le champ (h, &, w, o)) de S*(T*V,) défini par :

1 .
(1) VPeV, (h, ¢, o, 0)@)P)=h{P, o(P)]+ 7 ¢ P oD@ Ve

1
+ 3 Vo ® [P, o(P) ]+ [P, o(P) (Vo @ Vo)
+0o[P, o(P) V3.

Le semi-groupe ¢ agit sur ¥~ au moyen des changements de fonction

inconnue : ¢ = ¥(P, ¥), y€ 4. En effet, un calcul élémentaire fournit les
formules :

_gn 07
2 _v2n 9y AN 9y _,
?3) V(P=VP’Y+VP<al//>®Vl//+Vl//®Vp<w)+W(Vl//@V[/j)—}—wV W,

grace auxquelles on s’assure que la transformée de (h, &, w, o) par ye %,
a savoir lapplication : yeCk k=2, - (h & o, o) [F(P, )], est de la
forme (h", &, w?, 0?) € ¥, avec en particulier :

.
@ (P, ¥) = o [P, §(P, ¥)] %(R %) > 0.

L’écriture (1) est donc invariante par I'action de ¢ : 44 < ¥". Comme
nous devrons considérer des changements de métrique, donnons la
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EQUATIONS DE MONGE-AMPERE INVARIANTES 151

DERINITION. — Une fonction ¢ est dite admissible pour (h, &, w, 0)e V",
si o e CKV,) avec k = 2, et si le champ (h, & w, o)) est défini positif en
tout point de V,.

L’admissibilité est une propriété %-invariante. Plus explicitement, s’il
existe ¢ admissible pour (k, & w, 0)e ¥, cette propriété ne dépend que
de la %-orbite, { (W, &, w’, ¢"),ye¥ }, de (h, &, w, 0). Soit en effet ye &,
@ = y(P, ¥); lidentité : (h, &, w, o)@) = (h?, &, 0", 6")(¥), montre & 1évi-
dence que :

{ ¢ admissible pour (h, &, w,0)} <> {y admissible pour (h”, &, w’, ¢”) } .

Notons que ¥ agit librement sur ¥". Soit en effet (h, &, w, o) e ¥/, et soit
ye% tel que : (W, &, w?, 6?) = (h, &, w, 0). Alors, d’apres (4) :

S S

o(P, t)dt = j a[P, (P, )] Z—f(P, t)dt .

0

VP, s) eV, x R, J‘

0

Effectuant le changement de variable : u = (P, f), dans l'intégrale de
droite, nous obtenons :

VP, s)eV, x R, j
0

F(P,5)
o(P, tydt = f o(P, u)du .

0

S

Comme ¢ > 0, nous concluons : Vse R, s = y(P, s), et y n’est autre que
I’élément neutre du groupe .

PROPOSITION 1. — Soit (h, &, w, a)e ¥ Il existe un représentant canonique,
de la forme (h, &, w, 1), de la %-orbite de (h, &, w, o).

Preuve. — Soit (h, &, w, a)e ¥". Associons 4 ¢ > 0 ’élément o € ¢ défini

par :
®

)] u=oP, )= J o(P, t)dt .
(0]
Nous avons les relations :
«(P, u) i P, w !
= aP, u), — (P, u) = .
¢ Ju " o(P, o)

Il découle de la seconde d’entre elles, et de (4), que : ¢*(P, u) = 1. Ainsi
pouvons-nous noter : (h, &, @, 1) = (K% &%, w? d®).

Nous devons maintenant prouver que (h, &, @, 1) ne dépend que de
la %-orbite de (i, &, w, o). Soit donc ye ¥, ¢ = (P, ), et (W, &, w?, o)
I’élément de Porbite correspondant. Appliquons & cet élément la méme
procédure canonique (5), en définissant la variable :

14
v=0P, ) = J a’(P, t)dt .

0

Effectuant dans cette intégrale le changement de variable s = y(P, 1),
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152 P. DELANOE

(4

on trouve que v = J o(P, s)ds = u, n’est autre que la variable u définie
0

en (5). On en tire o« = d oy, d’ou :
(h, & @, 1) = (1%, &, 07, 0%) = [(WY, (&), (@), (6")].

Ainsi aboutissons-nous, a partir de tout élément de la -orbite de (h, &, w, o),
au moyen de la procédure canonique (5), a la méme variable u et au méme
représentant canonique (h, £, o, 1). Q.E.D.

Nous sommes désormais en mesure de poser un probléme du type de
Monge-Ampeére elliptique qui soit %-invariant. Soit (h, &, w, 1)e ¥, donné,
le représentant canonique d’une %-orbite de ¥". A toute fonction F de

C*®(T*V, x R), nous associons le probléme de trouver une solution
@ e C*(V,), admissible pour (h, &, w, 1), de ’équation :

1
2] [(h, & o, )] = exp { F[P, Vo(P); o(P)] }.
(h, &, w, 1) etant choisi, notons simplement g7, le champ (h, &, @, 1)), et
notons M(¢) le quotient des deux déterminants (|g,||g|™!). L’équation
de Monge-Ampére s’écrit encore :

(6) Log M(¢p) = F(P, Vo o).

Remarque. — Supposons que FeC®(T*V, x R) soit de la forme :
F(P, Vo ; ¢) = F\(P, ¢) + Fy(P, Vo ; ¢). Pour (h, & o, o) ¥, Iéquation :
[(h, & w, o)@)]

lgl

T € e F i, ¢ Fia)g) | = exp [P, Vo 0)],
ce qui suggere de normaliser les seconds membres F intervenant dans
I’équation (6). En fait I’écriture (6) est consistante telle quelle, car nous
devrons distinguer deux ensembles d’hypothéses : celui portant sur (h, &, w, 1),
et celui portant sur F. Inclure la partie F; de F dans Popérateur différentiel,
conduirait a des hypothéses inutiles sur le second membre F.
Nous pourrons résoudre I’équation générale (6) par une méthode de

Point Fixe, aprés avoir résolu par une Méthode de Continuité ’équation
particuliére :

(7) Log M(¢) = f, feC=(V,) donnée.

=exp {F, (P, Vo ¢)], peut aussi sécrire :

Hypothéses sur le représentant canonique (4, £, w, 1).

Outre ’hypothése de régularité déja faite : (h, &, w, 1) € ¥7, nous sommes
amenés a poser les hypothéses suivantes.
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EQUATIONS DE MONGE-AMPERE INVARIANTES 153

i) Une hypothese qui assure linversibilité locale de I'équation (7), et
Punicité de sa solution :

o Oh 1 & o¢
Y(P,s)eV, xR : % (P, s)<0, et, [% — % (6<p 3 ):l(P s)

F(P

. . Jw ('Jc
est défini négatif, ou, — (P, s) =
négatif, O 9

i) Une hypothése de décroissance uniforme qui assure la minoration
a priori C° :

oh
(P,s) =0, et —(P,s) est défini
d¢

oh
VKeR,dc > O,V(P, s)eV, x ]— o0, K[, I:a— + 8gJ(P, syest défini négatif.
@

iiiy Désignons par 2(P, s), ve {1, ..., n}, les valeurs propres de AP, s).
Il suit aisément de (iij) que : VP e V,, ¥ve {1, ..., n}, lim AP, s) = + 0.

Pour éviter des obstructions immédiates du type indiqué dans I'introduc-
tion de l’article [6], nous devons imposer que les A,(P, s) soient a valeurs
dans 10, + o[ tout entier, l'estimation a priori C? réclamant toutefois
quelles ne puissent sannuler (voir ci-aprés, « lemme fondamental »). D’ou
la condition :

VPeV, Vve{l, ...,n}, lim i(P,s)=0.

II. RESOLUTION DE L’EQUATION PARTICULIERE (7)

Choisissons H e C*(R) vérifiant :
(8) VseR, H'(s)<0; YKeR,3e>0, ¥Vs<K, H(s)< —e; lim H(s)=0.

s+ w

Il suit en particulier que : Slir_nx H(s) = + oc. Pour te [0, 1], posons :

G(o) = tg, + (1 — ) [H()g + V?¢]
et : M(t, @) = | G{9)| | g |~ 1. Considérons I’équation de continuité :

©) Log M(t, @) = f.

Soit € 0, 1[ fixé. L’application M, composée d’applications continues,
est elle-méme continue de [0, 1] x C** dans C%* Notons 02 I'ouvert
de [0, 1] x C*°, image réciproque par M de I'ouvert des fonctions de C°=
a valeurs strictement positives. 0% est non vide. En effet, il suit des hypo-
théses faites sur (h, &, w, 1) etsur H,que: [0, 1] x R < 0%*(en identifiant R
avec les fonctions constantes de C?%),
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154 P. DELANOE

Dans une carte locale, la différentielle de M, en (t, ¢)€0>7 admet
pour expression : Y(z, ) € R x C** =T, ,(0*%),

(10)  dM(z, @)z, Y)=d M(t, @)(¥) +dM(z, @)1)
=M(t, 9)G@)*" { V¥ + 1V [E (P, @)+ 20(P, @)V, 0]
+ [t O @+l — 0o V.oV,p+(1— t)H’(qo)gqu
de do de
+1 [auv(Jl 40) - H(q))guv] } 5

en notant pour abréger :

.

A1 aQ'e)=hP, ¢) +% [E(P, 9)® Ve + Vo RUP, 9) |+ (P, 9)Ve®V9),

et en désignant par [G,(¢)**] la matrice inverse de celle de G{¢) au point P
considéré. Il faut souligner que pour (, ¢) € 0>, les valeurs propres de G(¢)
ne sauraient s’annuler en aucun point de V,, puisque | G(@)| > 0; G()
est donc partout inversible.

On vérifie que M est une application continiiment différentiable de 0**
dans C%* Appelons alors N : 0** — [0, 1] x C°%*, Papplication conti-
niiment différentiable définie par : N(t, @) = [t, M(t, @)]. Si ¢ € C** est
admissible pour G, (C’est-a-dire telle que G,(¢) soit partout définie positive),
alors (¢, @) € 0% et N est localement inversible en (t, ). En effet, I’équation :
dAN(t, @)z, Y)=(s, u), pour (s, u)eR x C®* donné, admet une solution et une
seule (7, Yy)e R x C¥* On trouve d’abord : T = 5; puis  est déterminée
par ’équation linéaire elliptique du second ordre, 4 coefficients de classe C°*:

d,M(t, o)) = [u — dM(t, @)(s)]e C*=.

On traite de existence de € C** de fagon classique, comme au théo-
réme 3 de [3]. L'unicité de y découle du Principe du Maximum [/0],
le coefficient de  dans cette équation étant strictement négatif d’aprés
les hypothéses faites sur (b, &, w, 1) et sur H, comme nous le vérifions
a présent : en un point générique P € V,, prenons une carte normale pour g
da
et qui diagonalise la matrice (symétrique) de 30" ou a(Jlp) est défini
. 0w 65 oh
n (11). Si — (P, ¢)= P, ¢)| =0, 1l est clair que : | t— + (1 —)H'(¢p)g
o9 0qo o9

est défini négatif. Si — (P, @) < 0, nous avons la majoration, indépendante
de Vo : o

[ 0a,, } [611 1 (05 ) }
Yu=1,...,n|t + (1 —nH'(¢) |<t +(1-0H'(¢),
o o do

5<P
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EQUATIONS DE MONGE-AMPERE INVARIANTES 155

et les membres de droite de ces inégalités sont tous strictement négatifs,

0
par hypothése. Dans tous les cas : G;‘“[ta-auv+(1—t)H’((p)guv:]<0,
ce qu’il fallait vérifier. ¢

PROPOSITION 2. — Soit & = {te [0, 1], 3¢, C>* solution admissible
de (9) }. Si I'ensemble { ¢, te@ } est borné dans C** indépendamment de
te[0,1], alors : & = [0, 1]. ¢, est Punique solution C® admissible de
Péquation (7).

Preuve. — On prouve que & = [0, 1] par un argument de connexité.
@ est non vide. En effet, d’aprés les hypothéses (8) faites sur H, le théoréme
qui fait I’objet de l’article [6] montre que pour ¢t = 0 il existe une unique
solution admissible ¢, e C® de I’équation (9). Donc 0€@.

& est fermé. Rappelons d’abord que, d’aprés le théoréme de régularité
de Giraud [8, p. 222] et Hopf [9] pour les équations elliptigues du second
ordre, si pour te [0, 1], e € ]0, 1[ tel que @, e C?* soit solution admissible
de I’équation (9), alors : feC*® = ¢,eC*®. Nous aurons a utiliser ce
résultat a quelques reprises. Considérons maintenant une suite (t;);,. de @ ;
posons : t = (}Lf}}o t)e [0, 1]. Par hypothése I'ensemble { ¢, };n €st un

borné de C>*. Pour f e 0, « [, d’aprés le théoréme d’Ascoli, on peut extraire
une sous-suite (¢;) telle que la suite (¢,,) converge dans C?* vers @, e C2F,
Par continuité de I'application M, ¢, vérifie I’équation (9) pour la valeur ¢
du paramétre. Toujours par continuité, les ¢, étant admissibles, il en résulte
en passant & la limite que CJ¢,) est partout non négatif; ¢, vérifiant (9),
|G| > 0, et G{¢,) s’en trouve nécessairement partout défini positif :
¢, € C**# est donc admissible, et ¢, e C® d’aprés le théoréme de régularité
de Giraud-Hopf [8] [9]. Donc te@.

@ est ouvert dans [0, 1]. Soit t €@, nous avons vu que 'application N
est localement inversible en (t, ¢,) e 0% D’aprés le théoréme d’inversion
locale, il existe U, voisinage ouvert de (¢, ¢,) dans 02+, et il existe W, voi-
sinage ouvert de (1, ¢/) dans [0, 1] x C°% tels que N soit un C!-difféo-
morphisme de U sur W. En particulier : 3¢ > 0,Vt'e |t — ¢, t + [ n [0, 1],
(', eNeW, et A, @,) e 0** unique vérifiant : Log M(Y, ¢,) = f. Bien
plus, pour Y(t', ¢,) € U, ¢, est admissible pour G,. : en effet, d’aprés 'hypo-
thése (iii) sur les valeurs propres du champ #h, et d’aprés ’hypothése (8)
sur H, il est clair qu’au point ou ¢, atteint son minimum, les valeurs propres
de G,(p,) sont toutes strictement positives. Comme partout sur V, :
| Gp(@,)| > 0, par continuité G,{¢,) est nécessairement défini positif en
tout point de V,. En conclusion : 36 >0, Jt — ¢, t + ¢[n [0,1] = ©.

Prouvons maintenant que ¢, solution C® admissible de I’équation (7),
si elle existe, est unique.
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156 P. DELANOE

Unicité de la solution de (7).

Soient ¢; et ¢, deux solutions C* admissibles de I’¢quation (7),

@ = (¢, — ¢,) leur différence. Nous avons, avec des notations évidentes :
lgallgii t=1.
Au point P ou ¢ atteint son maximum, dans un repére orthonormé pour g}
et qui diagonalise la matrice symétrique de (g5), les valeurs propres de g5(P)
s’écrivent , , | .
(gZW;(P) = (gl)up.(P) + auu(J (rDZ) - auu(J (Pl) + auu(p
0
=1+ cp%auu(P, Voi50,) + 0,0

ol a(J' ) a été défini en (11), et ou 6, désigne, pour chaque p e {1, ...,n},
une valeur comprise entre ¢(P) et ¢,(P), et donnée par le théoréme des
accroissements finis. Il s’ensuit qu’en P :

- 5
H[l + cogq;auu(P, Vo,;0,) + auuco} =1.

u=1
D’ou, en vertu de I'inégalité entre moyennes arithmétique et géométrique
de n nombres positifs :

1 1 0
1<1+ . (Z auuco) + nco(P)[Z% 2P, Vo ; Gu)}-
u u

¢ atteignant son maximum en P : Vy, 3,,0(P) < 0. D’autre part, d’aprés
I'hypothese (i) faite sur (h, &, w, 1), le coefficient de ¢ est strictement négatif.
Par conséquent : o(P) =sup ¢ < 0.

v

En intervertissant les indices 1 et 2, on montrerait de méme que :
i&f ¢ =2 0. Donc ¢ = (p, — ¢;) = 0, et l'unicité de ¢, est acquise.

D’aprés la proposition 2, pour prouver lexistence de ¢, il suffit de
batir une estimation a priori dans C*%, indépendante de te [0, 1], sur les
solutions admissibles ¢, de I’équation (9). Nous allons en fait construire
une estimation a priori dans C? sur ces solutions.

L’estimation C°.

Soit ¢, une solution admissible de I’équation (9). Au point P o1l ¢, atteint
son maximum, dans une carte normale pour g, et qui diagonalise la matrice
(symétrique) de G,(¢,), I'équation (9) s’écrit :

n

oS ® H [th, (P, @) + (1 — HH(@,) + 3,0 P)].
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Rappelons que : Yy, d,,¢(P) < 0. Utilisons alors I'inégalité arithmétique-
géomeétrique pour trouver :

1 1
exp [; f (P)] < % [Z h,(P, (pt):l +(1=0H(@) < — g h,n(P, ¢) + Hp)(P),

car, d’aprés 'hypothése (iii) sur h : vy, h,(P, @,) > 0, et d’aprés I'hypo-
these (8) sur H : H(g,XP) > 0. Notons S(P, 1) la fonction de C?(V, x R)
définie par

1
S(P, 1) = —g"*h, (P, 1) + H(z).
n
Il suit des hypothéses (i) faites sur (h, & w, 1) et (8) sur H, que :
0S
VP, 1)eV, x R’G_(P’ 7)<0.
T

Drapres le théoréme des fonctions implicites, il existe une fonction T de
classe C* telle que :

oT
s=S(P,7) = T=T®s) et - <0.
S

Les hypothéses faites sur h et sur H montrent en outre que : YPeV,
S(P, R) = 10, + oo[. Donc V, x 0, + oo[ est inclus dans le domaine
de définition de T, et nous obtenons la majoration uniforme suivante :

QeV,

1
sup ¢, = ¢(P) < sup T[Q, eXp<— ;H f ”0)] =Cq,
puisque d’aprés linégalité obtenue ci-avant :
1
exp (— ;ll f H0> < S[P, ¢(P)].

Draprés les hypothéses (ii) faite sur 4 et (8) sur H, C¢ étant maintenant
fixé, il existe &, > O tel que :

oh
(P, s5)eV, x | — o0, Cg 1, | =— (P, 5)+eo2(P) | est défini négatif, H'(s)< —¢, .
oL 5g

Pour batir une minoration uniforme de ¢,, plagons-nous dans une carte
du méme type que précédemment, au point Q ou ¢, atteint son minimum.
En vertu du théoréme des accroissements finis, il existe des réels 8,
pe{l,...,n}, et 0, compris dans lintervalle |¢/(Q), C5[, tels que :

0
V.u7 huu(Qa (pt) = huu(Q> C(;L) -+ [(px(Q) - Cg] %huu(Q’ Bu) >
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et,
Hle(Q)] = H(Cg) + [9/Q) — C5JH'(0).

Drapreés les hypotheses faites sur het sur H, Y, h,,(Q, C%) > 0,et H(CF) > 0.
Dr’autre part en Q : Vy, 0,,0,(Q) = 0. Par définition de ¢,, on en déduit :

Vi, h(Q, ) > &[Cq — 9(Q)), et, Hp Q)] > eo[Cs — ¢,(Q)]. Ainsi,
au point Q :

1 1
£l Co — @/Q)] < exp [E f(Q)] < exp (; s ”o)-
D’ou la minoration uniforme :

1 1
inf ¢, = ¢(Q) > Cg — o exp (E“ S l|o> =Cq .
" 0

L’estimation C'.
Posons:

K =max { sup [1+g**(P)h,,(P, s)+H(s)], sup B' [EXP, s)+ |aw(P, 5)| ] } s

les bornes supérieures étant prises sur le compact (P, s)e V, x [Cq, C§].
Considérons la fonctionnelle :

A(p) =Log (1 + | Vo 12) + 2Kg .

Soit ¢,, solution admissible de Iéquation (9). Au maximum de A(g,) en
un point P, dans une carte normale pour la métrique g et qui diagonalise
la matrice de V?¢(P), | VA(p,) | (P) = 0 s’exprime par les n relations :

1
Vu=1,...,n0,0P)| K+ ——— 9 P)|=0.
.u' u(pt( )[ + 1 + lV(ptlz uu(pt( )}

Si|Ve,|(P)#0,il existe e { 1, ..., n} tel que 10,,0P)= —K[1+ |Ve,|*].
Mais alors :
Gd@uu = [1 + thy(P, ) + (1 — HH(p,) — K]
+ [tCuP, 90,0, + ta(P, 0)0,0,)* — K| Ve, |* — 1]
< { 1 + g‘w(P)huv(Pr <P:) -+ H(th) - K}
+ { [P, ¢)| = K]V, * + | &P, )| [ Ve, | — 1},

et d’apres le choix de K, et I'estimée C°, on s’assure aisément que chaque
terme entre accolades est non positif. ¢, étant admissible, il est exclu quun
élément diagonal de la matrice de G(¢,)(P) soit non positif [2, p. 388].
Necessairement donc : | Vo, | (P) = 0. On en déduit qu’en tout point de V,,
@, vérifie :

Log (1 + | Vo, ?) < 2K osc (¢) < 2K(C¢ — Cj).
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D’ou l'estimation uniforme sur le gradient :

SgPUV(PtI) < {exp [2K(C¢ — C5)] - 1}2 =C,.

L’estimation C2.

Dans les calculs intermédiaires, nous omettrons l'indice ¢ et emploierons
des abréviations lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible, en notant
par exemple G au lieu de Gi(o,).

LEMME FONDAMENTAL. — Soit @,, solution admissible de I'équation (9).
11 existe u,, fonction C* de @,, et des constantes positives w, et 1,, indépen-
dantes de te [0, 1], qui vérifient identiquement inégalité :

(12) - G:‘vVuvut =2 — hwgo €Xp (_ CUOC:(;) + WoHo €XP (_ a)OCg)(G::‘vguv) >
ou (G}) désigne Texpression locale de la matrice inverse de celle de G{(p,).

Preuve.— Prenons u, défini par : ¢, = — (wg)~* Log (— u,), wy désignant
un réel positif & préciser ultérieurement. @, étant déja estimée dans C?,
ilen est de méme de u,. En particulier : —exp(—woCo ) <u, < —exp(—woCq )

Un simple calcul dans une carte locale fournit :
t
G, =<th, + ——

2(— uwg

1 w
(EVu+ EVu) + 5 Vuquu<1 + t—>
Wold

@o
‘ 1
+ (1 —-nH v+ ——V,u.
(1 — HH(p,)g, } oo "
Si a et B sont deux champs de S%(T*V,), il est commode de noter : o = f,

si pour tout champ de vecteurs X sur V,,ona : 4, X*X" = , X*X".| (P, ¢,) |
étant borné indépendamment de t e [0, 1], nous pouvons choisir w, tel que :

wy —lw|>0.
Par le choix d’une carte convenable en un point générique de V,, on met
alors en évidence l'inégalité (au sens précédent), indépendante de Vu :

[th + ——t—(i @Vu+ Vu® &) + : 5 (Vu ®Vu)<1 + tg)]
2(— wwg ol Wg

1
Bt[h_ét(coo—ml)f@f}‘

En outre, d’'aprés les hypothéses faites sur (k, & w,1) et sur H :
h(P, @) = h(P, C7), avec (P, Cg) défini positif; et, H(gp,) = H(Cg) > 0.
Par conséquent, quitte a prendre w, suffisamment grand :

Mo > 0,30 >0,{ ...} =n0g,
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en désignant par { ...}, le champ entre accolades dans I’expression
de G,, ci-avant. 7, et w, sont désormais fixés; ils sont indépendants de t.

Et nous avons :
1
G=nog+ —Vu.
wo(— u)

L’inégalit¢ (12) du lemme en découle, compte tenu de I'encadrement
indiqué ci-avant pour u,, en saturant cette inégalité avec la matrice inverse
(G*) de G,. Q.E. D.

Considérons alors I’expression :

B((/Jt) = LOg [g‘”Gt((p,)#v] - kum

ol k désigne un réel positif 4 préciser ultérieurement, et ou u, est la fonction
introduite dans la preuve du lemme fondamental. Notons pour abréger :
Q=g"G,, et, Q"=g,,G*. Alors, dans une forme concise : B=Log(Q)—ku.
Au point P ou B(g,) atteint son maximum : G*'V,,B < 0; ceci s’écrit dans
. une carte locale en P :

1 1 .
(13) 0= 6g"“G‘”VwGap — &g“"g”G”“(VﬂGij)(VvGap) — kG*V,u.
En outre au point P :

1
(14) Yu=1,...,n, 6gaquGaﬁ —kVu=0=V,B.

Par ailleurs, dérivant deux fois I’équation (9), nous obtenons successivement
les relations, valables en tout point de V,, :

(15) GV, Gy = V,f
(16) GG g"(V,Gi)(VGap) — 8¥G"V,4G,y = AS.

Développons alors le carré :
(Gal}gquyG#V - QVaGﬂv)(GabgichGij - QVaGbc)gaaGbﬂch = 0.
Nous en tirons I'inégalité :
— Q) *)g"g"G*(V,G,))(V,G,p)
1 s
> = 5 "G GGy — 2AQ) % 2., G (6" V.C),

en posant : D4, = V,G,4 — V,G, ;. Compte tenu de (14), le dernier terme
du membre de droite de cette inégalité vaut encore, au point P :

G"*V,u.

apfy

2k"‘l@
— ke
Q
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Notons : #,4,, = V,,G,p — V.;G,,, I'inégalité (13) devient :

1 1 2
02 —GAS + Q&G H oy = G H8" DGVt — kG V.

Developpant les termes & et # de cette expression, et utilisant (14) et (15),
on s’assure qu’il existe des constantes positives ¢; et ¢,, indépendantes
dete [0, 1] et dek, et une 1-forme { dont la norme est estimée indépendam-

ment de te [0, 1] et de k, telles que I'on aboutisse a I'inégalité (voir annexe
en fin d’article) :

(17) % B Q’<c1 + écz)

t azaa aZa v
+ gaﬁGuv<AilL V@V — a-—gf; Vap<pVﬁr<p>

Q om,0m, 20T
oa,, 2
- ktG‘”Fc;"— Vi o MGV
P
2 da, ca ,
) ktGyc(ch)gw( anﬂ Vie® — —a—n& Vapq)) — kG*V,u,
o P

(m,) désignant les coordonnées dans la fibre de T*V,. D’aprés l'expres-
sion (11) de a(J*¢,), nous avons :

da,, 1 (1
o, =9, Eév + wV,p | +9} 55,1 + oV,

Ty _ 5550 + 5259
87rp87t,_w”v pev

z 3 a,, o ,
Ainsi :(g%’i V., 0V p— “_76‘; Vapq)V,h(p) =0.En outre, d’aprés la défi-

0T OT 0T,

1 I
nition de GJ(o,) : G"‘Vap<p:5;—G‘”a;p(Jl¢)‘ Et : — g%V, p=1— —g™dl

Q Q”
ou : d(Jle) = ta(J'e) + (1 — )H(p)g. D’ou :
2 dag, T . 1,
—Q— k[g“”GVC(VCu) ('/’np/ V@ = 2kt(1 - 6 g "a;p>Gy (ch)<2 ¢, + Ve

1
+ ékt(é‘; — G"‘:a;p)(ch) (5 &+ wV“qo)
Mais on a aussi :

d 1
- ktGw-a@vpu = - 2ktGV‘(VCu)<2 g, + wa(p>.

Tp
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Ce terme, particuliérement embarrassant, qui figure au membre de droite
des deux égalités précédentes, peut donc étre éliminé. Enfin :

2 af aa"‘ﬂ ye 2 4 P c y€ 4t
— 6 kt| g o, (V) GV, )= — 6 kt(EP +20VP ) (Vu) 6, — G™d.,) .

En résumé, nous trouvons qu’il existe des constantes positives ¢3 et ¢y,
indépendantes de ¢ et de k, telles que l'inégalité (17) implique :

Af , 1 2k , v
EZ—Q ¢y +602 —6(03+04Q)“kG Vit .
Compte tenu de Iimportante inégalité (12), nous obtenons :
Af 2 _ , 2 1
(18) 6 + 6kc3 + knwg exp (—w,Cq)=Q [k(no - 6c4)—<c1 + 6c2>:|,

en posant : 7, = WeNo Xp (— wCy ). Comme nous cherchons & majorer Q,
nous pouvons supposer sans restreindre la généralité que :

2 1
n0—6C4 257[0.

Nous pouvons alors choisir k, indépendant de te [0, 1], tel que :
1kno — (c1 +icz> =1.
2 Q

Ainsi, au point P :

Q'(P) < [[Af llo + 2kC; + knowg exp (— 0oCo) = K,

en supposant Q(P) > 1. Prenons en P une carte normale pour g et qui

diagonalise la matrice (symétrique) de G,(¢,). L’inégalité précédente s’écrit :

ZG““ < K. On en déduit :

z
Vi, G*(P) < K = Wy, G, (P) = efﬂGW <K exp ([l £ llo)
vEu

= Q(P) < nK"™* exp (]| fllo)-

D’ou, partout sur V, puisque B(g,) atteint son maximum au point P :
(19) Q <nK" exp ([l fllo + koscu) <K',
ou K’ désigne une constante estimée indépendamment de re [0, 1].

On tire de (19) I'estimation a priori C?, ainsi que 1’équivalence uniforme

des métriques G,(¢,) avec la métrique g. Pour cela, on se place en un point
générique R de V, dans une carte du type utilisé ci-avant. Il suit de (19) que :
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Yu=1,...,n 0<ta,J'¢)+ (1 —0H(p)+ d,,0{R) < K’. Compte
tenu de I'estimation a priori C', on en déduit :

Z [0,,9R)]* = V2o, V¥, < constante estimée .
m
Puis on écrit, en R : Yy, G** = e/ HGW < (K'Y exp (] f llo), d’oui :
uFyv

Vu=1, ..., nexp(— Il fll)K) "guR) < G@)ulR) < K'g,,(R).

C’est Péquivalence annoncee.
L’estimation C3.

Grice 4 Iéquivalence uniforme des métriques G{¢,) avec la métrique g,
il suffit ici de majorer, pour ¢, solution de I’équation (9), la quantité :

@, = (GaiijGCkVabc(ptVijk(pt)1/2 s

en notant G = G,(¢,). Pour cela on établit d’abord une inégalité analogue
a celle du lemme 3 de [3] : il s’agit de minorer [G*'V,(¥4%)] par un poly-
ndme du troisieme degré en i, & coefficients négatifs estimés indépendam-
ment de te [0, 1]. Procédant a un calcul formellement semblable a celui
de [3, p. 375] (expression de V, /%), on examine les termes ici nouvellement
venus, et I’on procéde aux équivalents de I'ordre de yif prés, pour p entier
au plus égal a 3.

Notons ~ I’équivalence modulo de tels termes en y#, affectés de coeffi-
cients estimés ; et notons ~ I’équivalence modulo des termes formellement
déja pris en compte dans le calcul de V,,i/* [3, p. 375]. Le terme en (3*p)?
est formellement inchangé. Puis, dans I'expression de :

2Gaiij(}CkC}‘wvabc qDVuvijkq) )
il faut retenir comme termes nouveaux :
GMVuviﬂJP
~ G*Viip
~ Vi(G*V,,,0) + G**G(V,G,, Viigs® + ViG,,Vjiapp) + termes ~ 0
= = tG‘w(éu + zwvu(p)vjkivq)
+ GuaGVﬁijaﬁ(p [t(éu + zwvu(p)vxv(p + tVPi(auv)
oa,,
+1 3o Vi + (1 — )H'(9)g,. Vi
+ 2G** G V050 [ + 20V,0)V,,0 + 1V (a,,)

oa,, ,
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ou Pon tire expression de (G**V,,,¢) de (15), et ou le coefficient 2, a la
derniére ligne, tient déja compte abusivement de la symétrie entre les
indices j et k correspondant & celle entre les indices b et ¢ de V..

Ensuite, les termes en (83¢)*, [3, p. 375], sont formellement inchangés.
Enfin, parmi les termes en [(3°¢)*(6*¢)], celui en [G*'V,,50(0%9)? ] est
formellement inchangé, puisque (V,,.p0) est la seule partie a conserver
ici de (V,,G,p), & YF prés (p =0, 1,2, 3); il ne faut donc retenir comme
nouveaux termes que :

o - 1
—4G*(G™GHPGYG™ + 2GUGHGG*)V . 9V, jk@\:t<§ & + CUVa(P>V,J;z(P

1 oa, ,
- t<§ S+ wVw)%w + tVp,(a5) + t%fw + (1 —-9H (w)nguw]~

Tous les termes nouvellement pris en compte ci-avant sont absorbés
dans des carrés grace a des carrés de dérivées quatriémes, £2(0%p)?, dont

. 1
nous disposons pour :0 < |&| < ——. Pour untel ¢, on trouve (en omettant
Pindice 1) : V20

GV, W

1 2
= g — 4e Vuabc(pvvijk(p

3 : 1 - 1 N
+ [# \/ abc®P — _(\B - 1)Gaﬂvﬂbavacﬂ(p - 5(\/g + 1)G ﬂVMCa(pVabﬂ(p]

VO

- . 1
X expression conjuguée + [avﬂabc(p + = G*RE,V,0V 5.0
&

1 1
+ ; G ﬂREﬂMVr(PVaba(p + ; GaﬂRgaaRz‘ﬂMVP(pV‘(p}

. . t/1
X expression conjuguée + [EV,M;,C(p - E(E &+ wV,KP)%bJP]

. . 1 1
X expression conjuguée + {Svﬂabc(p + - G*# (Vaua(p + 5 aua(p)
€
day,
l:tvﬂc(p(éb + 20V,0) + tVp(ap) + ¢ 8(; Ve + (1 — OH (@)Ze. Ve }

. . 2
X expression conjuguée + {avw,,cq) — ;G“ﬂ(Vabc(P + ZVC,,a(p)[thu(aﬂa)

1 1
+ V.0 (E &y + wVﬂ(p> + V50 <§ &, + wVa(p>

6aﬂa
+1i 30 Vo + (1 — OH(9)gV,0

x expression conjuguée } GX*GYGHG**.
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L’estimation C® peut dés lors se poursuivre en raisonnant comme dans
[3, prop. 8], en utilisant notamment la relation (16) qui fournit compte
tenu des estimations déja établies, I'inégalité :

- GquuvA(p 2 al//lz + ﬁ(pt + )’ £l

ou a, B, v, sont des constantes estimées indépendamment de e [0, 1],
o> 0.

Ainsi, d’aprés la proposition 2, avons-nous résolu I’équation (7), €tape
préalable 2 la résolution de I’équation avec un second membre plus général.

[I. RESOLUTION DE L’EQUATION GENERALE (6)

Hypothéses sur le second membre F(J' o).

Soit F une fonction de C*(T*V, x R), et soit (}Nz, £, &, &) un élément
de 7" pour lequel il existe au moins une fonction admissible (voir intro-
duction). L’équation de Monge-Ampere associée a ces données s’écrit :

I(h, & &, YW | 1g]™" = exp [FI')].

Nous devons distinguer les hypothéses portant sur 'opérateur différentiel
du type de Monge-Ampére—ce sont les hypothéses faites dans I'intro-
duction sur le représentant canonique (h, & w, 1) de la %-orbite de
(;l, &, o)—, des hypothéses portant sur le second membre FeC®(T*V, x R).
Comme au paragraphe II, nous allons étudier I’équation précédente dans
la « représentation canonique des ¢ », ou la variable ¢ est donnée comme

en (5) par : ’

5" YPeV, o(P) = J a(P, t)dr,

[¢]
représentation dans laquelle I’équation de Monge-Ampere s’écrit (voir
introduction) :

(6) Log M(¢) = F(J'¢).

F est implicitement donné par (5') et par : F(J'p) = F(J'). Soulignons
que F est défini par F et par 6. Cest sur ce seccond membre F que nous
ferons porter certaines hypothéses.

Si nous souhaitons assurer non seulement ’existence mais aussi lunicité
d’une solution C* admissible de I’équation (6), nous aurons a faire sur F
Ihypothese :

(200 F(P, X;s)e C*(T*V, x R), et, Vs R, inf[gE P, X; S)J =0,
®
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la borne inférieure étant prise sur le tube compact :
{ [P, X(P)]eT*V, | X(P) < C, },

ou C; désigne une constante précisée lors de 'estimation a priori C* ci-
aprés. Conjointement nous poserons sur (h, &, w, 1) les mémes hypothéses
que celles énoncées dans P'introduction. Nous désignons cet ensemble
d’hypotheéses par (H).

Si nous ne nous préoccupons gue de existence d’une solution C* admis-

sible de I'équation (6), il suffira d’hypothéses plus faibles. Sur F nous suppo-
serons seulement :

oF
(20) F(P, X; 5)e CH(T*V, x R), et, Vse R, inf [— (P,0; s)] >0.

0
Et nous supprimerons I’hypothése (i) portant sur (h, &, w, 1) (voir I'intro-
duction), nous affranchissant ainsi de toute hypothése sur & et sur w.
Cet ensemble d’hypothéses affaiblies sera désigné par (H’).
Moyennant les hypothéses (H’) nous prouverons d’abord [lexistence
d’une solution C* admissible de ’équation (6). Puis, en fin de paragraphe,
supposant (H), nous prouverons en outre l'unicité de cette solution.

Mise en place d’une méthode de point fixe.

Choisissons, comme au paragraphe I, une fonction H vérifiant (8), et
pour simplifier telle que : H™ (1) = 0. Par exemple : H(p) = e~ %, convient.
Soit a€ 10, 1[ fixé; pour e C*%(V,) et pour te [0, 1], posons :

1

VP eV,, Gy y(@)P) = (1 — 1)g(P)H(e) + t{h(P, ¢) + 5 @ ¥ ® Ve

+ Vo @ 4P, ¥)] + 0P, ¥)(Vo @ Vo) } + Vi

M(z,\b)((/)) = | G(z,w),((P) [-1gl” .

Clairement, avec des notations dé&a utilisées : Gy (@) = Glo),
M, .. (@) = M(, ). Soit K Tapplication qui, & (t, y¥)e [0, 1] x C**,
associe la solution ¢, e C** admissible, de ’équation :
Log M (@) = tF(P, Viy; ).
L’existence et I'unicité de ¢, sont acquises d’aprées les résultats du para-
graphe II précédent; on s’assure en effet que
(1 — OHg + th, t&(P, ¥), tw(P, ¥), 1],

moyennant les hypothéses affaiblies (H'), est un élément de ¥~ qui vérifie
(vis-a-vis de ¢) les hypothéses (fortes) posées dans I'introduction. ¢, est
méme de classe C>*, d’aprés le théoréme de régularité de Giraud-Hopf

et :
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[8, p. 222 ; 9] qui permet de gagner deux points sur 'ordre des dérivations :
en effet F(P, Vi ; ) est de classe C3, et ¢, est estimé a priori dans C3
donc dans C? Ceci, joint au théoréme d’Ascoli qui assure la compacité
de linclusion C3* = C**, montre d’ailleurs que pour t fixé, lopérateur :
Y — K(t, ¥) = ¢, est un opérateur compact de C*=

Nous avons par construction : Yy e C**, K(O, y) = 0 = H™(1).

Soit YeC** fixé, nous devons encore vérifier que 'application : ~— K(, ¥),
est continue de [0, 1] dans C**. Cela découle du théoréme d’inversion locale.
En effet, les calculs du paragraphe II montrent que l'application :

(t, ) e0p* — N(t, @) = [t, My (@)]€ [0, 1] x C>*,

ou 0 désigne I'ouvert : {(z, )€ [0, 1] x C**% M, 4(®) > 0}, est conti-
nament différentiable, et localement inversible en (t, @) lorsque ¢ est admis-
sible pour G, ,,. Ceest en particulier le cas, pour tout te [0, 1], lorsque
o=¢,=K(t, ). Ainsi donc : Vte[0,1], 3e>0, Ve jt—¢&, t+e[m [0,1],
l'application composée : t' — [t', 'F(P, VY ; ¥)] — o, = K(t, ), est
continue de [0, 1] dans C*= C’est ce qu’il fallait démontrer.

D’aprés un théoréme de Point Fixe di & Leray et Schauder [1, p. 270;
7, p. 228 ] nous pourrons conclure a l'existence d’un point fixe ¢, de 'opé-
rateur K(1,-), si nous exhibons une constante C indépendante de t € [0, 1]
telle que, pour tout ¢, vérifiant : K(t, ¢,) = ¢,, c’est-a-dire solution admis-
sible de I’équation :

21 Log [M(z, )] = tF(P, Vo,; 9,),
nous ayions lestimation uniforme : {| @, ||cs« < C. Pour cela, d’aprés le

théoréme de régularité de Giraud-Hopf [8, p. 222 ; 9], il suffit en définitive
de batir une estimation a priori uniforme sur ces ¢, dans C*(V,).

L’estimation C!.

Soit ¢, solution admissible de I’équation (21). Sans restreindre la géné-
ralité nous pouvons supposer qu’a son maximum, en un point P, ¢(P) > 0.
Posons : . .

k™ = min [0, inf F(R,0;0)].
ReV,

Utilisant le théoréme des accroissements finis et 'hypothése (20’) sur F,
nous trouvons qu’au point P :

t 1
exp |:— F(P,0; qo,):| > exp (k‘) .
n n

On en déduit, en procédant comme au paragraphe II (estimation C9),
la majoration uniforme :

1
sup (¢,) < max {0, sup TI:R, exp (k‘)}} =C¢.
Va ReV,, n
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Fixons désormais un g, > 0 issu, pour Cg donné, de 'hypothése (ii)
faite sur h dans l'introduction. Posons :

k* = max [0, sup F(R, 0; Cg)],

ReV,

et remarquons qu’au point Q ou ¢, atteint son minimum :

exp [; F(Q, 0; (p,):l < exp (% k*).

On en déduit, en procédant comme au paragraphe II, la minoration uni-
forme :

. . 1 1, _

inf(p,) > Cy ——expl-k™ } =Cg .

Vn 80 n
Puis, procédant toujours comme au paragraphe I, on obtient 'estimation
uniforme sur le gradient :

2K 1 1/2
sup ([ Vo, |) < C; = {exp[— exp <_k+)] B 1} |
Vn &o n

Remarque. — Lorsque T'on travaille avec les hypothéses fortes (H), il
n’est plus nécessaire d’introduire 'argument y dans les fonctions &(P, y)
et w(P, ) du changement de métrique G(¢), ni par conséquent d’intro-
duire dans ce changement de métrique le paramétre ¢ et la fonction H
présents seulement pour assurer : K(0, ) = 0 indépendamment de . La
méthode de Point Fixe utilisée prend la forme plus simple suivante. Soit ¢,
la solution admissible de I'équation homogene : Log M(¢p,) = 0 (notation

de (6)). Définissons : K(t, ) = v, = @, — @, OU @, est la solution C**
admissible de I'équation :

Log M(e,) = tF[P, V(J + ¢0); (¥ + @o)].
On est alors ramené 4 estimer dans C3 les ¢, vérifiant :
Log M(¢,) = tF(P, Vo,; ¢,).

Lestimation C! est batie comme ci-avant, en prenant H = 0 et G(¢) = gi.
De sorte que ’'on obtient des constantes Cg, Co et C,, ne dépendant que
de F et de (i, &, w, 1). Cest cette constante uniforme C, qui doit figurer
dans ’hypothese forte (20) portant sur le second membre F. Les estimations
d’ordre supérieur se batissent comme celles relatives a 1’équation (21),
ainsi que le montre l'identité : M(¢) = M(1, ¢).

Les estimations C* et C3.

Nous allons batir dans cette section une estimation C? annoncée dans
notre article [5] (erratum de la preuve du lemme 6 de [4]). Pour éviter
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trop de répétitions, nous avons préféré attendre de mener les calculs dans
le cadre des changements de métrique généraux du présent article; les
cas particuliers des articles [4] [5] [6] peuvent dés lors étre traités par
la méme méthode.

Soit ¢, solution admissible de Iéquation (21). Les hypothéses (H')
permettent d’encore batir la fonction u, qui vérifie 'importante inégalité (12)
du lemme fondamental. Sauf dans le cas particulier ou le champ &2F
(r désigne la coordonnée de la fibre de T*V,) est partout non négatif, ce
qui rendrait licite la preuve donnée au lemme 6 de [4], apparition de
Pargument V¢ au second membre de I’équation (21) nous conduit a consi-
dérer I'expression :

B(¢) = Log (Q) — ku + | Vo |*,

ou 'on omet l'indice ¢ et ou 'on reprend les notations utilisées au para-
graphe II (estimation C?). k et [ sont des réels positifs a préciser ultérieure-
ment. Posons pour abréger : ® = ku — | Vo |2. Plagons-nous au point P
ou B(g,) atteint son maximum. Les calculs du paragraphe I1, de I'inégalité (13)
a celle qui précéde (18), valent toujours, en remplagant f(P) par
[tF(P, Vo ; @)], et (ku) par @, et en tenant compte de la relation :

G"*V.® = kG*Vu — 2IVip(87 — G¥aly).

Ainsi aboutissons-nous a une inégalité analogue de (18), qui s’écrit :
g , 4

1
(22) éA[F(P, Vo, o)l + ¢ = Q'<§ ko — Cz)

+ 2IG*"g'V,.0V, 0

+ 2IVip(G*'V i, 0)

+ 2IVioG* R4, V0,
ou 7, ¢; et ¢,, sont des constantes strictement positives uniformément
estimees, et ou il apparait maintenant au membre de droite le développe-
ment du terme G**V,(I| V¢ [?). On tire de (15), avec f = tF, et compte

Ca
tenu de I'expression de 5
b

) oF . ) oF
(23) 2IVip(G*'V,,0) = 2t —VipV,0 + {2ltV’<p<VPiF + — V,~<p>
on, op

da,,

— 2lG““Vi(p|:tVPl_auv + tVo + (1 - t)H'((p)gqui(p}

o

— 2UVip(s) — G, ), + 20V,0) }
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Dr’autre part :

[ oF oF
tA[F(P, Vo @)] = 14 AF = 2Ve{ 5 V0 — 2Vh\ 50 V@

u

oF 0*F oF 0’F 2
- TR NV —2 VoV,e + —Ap —=——| Vo
om, T “agem, . 0P T ag 3¢
oF 2
+t—V,Ap —t VoV,

on, on ,0m,,
et Pon tire de (14), en remplagant (ku) par @ :

t oF oF t OF
24 — — VAp=—t—VP + ——g*V a,
( ) QaTE“ ulP 67'5“ u Qa’f[“g IJ( ﬂ)

oF _ OF {1

=2t ——VipV,0 + t—1< — gV (a}y) — kVu}.

an“ PV P an“{Qg u( ﬂ) u

Le premier terme du membre de droite de (23) s’¢limine avec le premier

terme du membre de droite de (24). Forts de P'estimée a priori C!, nous

pouvons choisir [, indépendant de t e [0, 1], tel qu’on ait identiquement :

y t &%

2lGl»lv lJVi Vv' + -

&V u®Mu® Q on,0m,

En effet, prenons en P une carte normale pour g et qui diagonalise la
matrice de V2@(P); cette inégalité s’écrit en P :

12[(6 )2<2IQG““ + tazFﬂ >0
Q w® )|z

V.oV, = 0.

u

Pour qu’elle ait lieu, comme : QG*#(P) > 1, il suffit de choisir [ tel que :

°F \/ 0°F 12
o | <ol
sup [(67’5,-67‘6 j>(6n“6nv)g uié “’]

la borne supérieure étant prise sur le compact de (T*V, x R) déterminé
par lestimation a priori C. Fixons ainsi une telle valeur de L

Les termes entre accolades dans 'expression de AF sont en valeur absolue
majorés par : constante (1 + Q); ceux du membre de droite de (23) le
sont par : [ x constante (1 + Q’); ceux du membre de droite de (24) le
sont par : constante (1 + k), avec toutes ces constantes indépendantes
de te [0, 1]. Aussi I'inégalité (22) devient-elle simplement :

1
Q’<2 kg — ¢y — lca>< constante estimée (1 + k).
Nous pouvons dés lors choisir convenablement k, indépendant de ¢ € [0, 1],
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pour achever l'estimation a priori C* comme on ’a fait au paragraphe II,
et pour prouver I’équivalence wuniforme des métriques G,(¢,) avec la
métrique g.

Lestimation C? est immédiate en procédant comme au paragraphe II,
et en absorbant le nouveau terme, issu de : (9°¢,)(@>F), comme au lemme 7

de [4], grice a un carré : £?(0*¢,)%, dont nous disposons pour 0 < || < ;

NG

Comme nous ’avons montré en mettant en place la méthode de Point

Fixe, il existe donc ¢, € C*% point fixe de 'opérateur K(1, -). En d’autres
termes, ¢, est solution C** admissible de Téquation (6) :

Log M(¢) = F(P, Vo, ¢).

D’aprés le théoréme de régularité de Giraud-Hopf [8] [9], on en déduit
par récurrence que ¢, est de classe C™.

L’unicité sous les hypothéses (H).

Sous les hypothéses fortes (H), on aboutit a un point fixe ¢ solution C*
admissible de I’équation (6), et cette solution est unique. L.a démonstration
est semblable 4 celle de 'unicité de la solution de I’équation particuliére (7)
(voir paragraphe II). On suppose que ¢, et ¢, sont deux solutions admis-
sibles de I’équation (6); on exprime cela dans une carte convenable au
pointPoug = (¢, — ¢,) atteint son maximum, et le théoréme des accroisse-
ments finis fournit, outre des réels 0, un réel 0, compris entre ¢,(P) et ¢,(P),
tels que I'on ait en P I'inégalité :

1 oF
exp |~ @(P) (P, Vo, ; 0)
n do

1 1 5,
u

o

Mais on a aussi identiquement :
1 oF 1 oF
exp [— o(P)—(P, Vo, ; 9)} 21 +-0P)— (P, Vo; 0.
n o n o
Compte tenu des hypothéses (H), de I'estimation C! qui assure en parti-
culier ’hypothése (20) sur F, il s’ensuit que : sup (@) = @(P) < 0. On
Va

montrerait de méme, en intervertissant les indices 1 et 2, que : i\Illf (@) = 0.

Donc : ¢, = ¢,, ce qu’il fallait démontrer.

Nous pouvons résumer les résultats acquis aux paragraphes II et III
dans I’énoncé du

Vol. 1, n° 3-1984.



172 P. DELANOE

THEOREME. — Soient (h, &, w, 1)e ¥ et FeC®(T*V, x R). Sous les
hypotheses (H'), il existe'une solution admissible de classe C* de I'équation
de Monge-Ampere :

Log M(¢) = F(P, Vo ; ).

Cette solution est unique si l'on adopte les hypotheses plus fortes (H).

Notons qu'on peut appliquer rétroactivement ce théoréme au cas parti-
culier de I’équation (7) en pesant seulement les hypothéses (H’), vérifiées
par tout f € C®(V,), hypothéses plus faibles que celles prescrites au para-
graphe IL ‘

IV. UN COROLLAIRE

Le théoréme précédent implique un résultat plus général dont la preuve
fera l'objet de ce dernier paragraphe. Soit Ja, S un intervalle ouvert
de R, soit F(P, X; s)e C*(T*V, x Ja, ), et soit (h, &, w, 1) le représentant
canonique d’une %-orbite de ¥, h satisfaisant aux hypotheéses (ii), (iii) de
I'introduction. Désignons par 2,(P, ¢) la fonction de C*(V, x R) définie
par :

PP, @) = WP, @) |-1g| 7.
0
On vérifie que, VPeV,, 3o [24(P, )] < 0, d’aprés hypothése (ii).
® .
Faisons seulement sur F I’hypothése :

(25) 3a, be(le, B)? a < b, VPV, F(P, 0; a) < Log [Z4P, a)],
et, F(P, 0; b) = Log [Z,(P, b)].—

Appelons (H”) 'ensemble des hypothéses (ii), (iii), sur h, et (25), sur F.

COROLLAIRE. — Sous les hypothéses (H"), il existe une solution C* admis-
sible de léquation :

(26) Log M(¢) = F(P, Vo ; ¢).

On prouve ce corollaire par une méthode d’itération, utilisant b et a
comme sur et sous solutions. Soit,

C, = {exp RK(b — a)] — 1}2,

K étant défini comme a Pestimation C' du paragraphe II (avec H=0), les
sup étant pris ici sur V, X [a, b]. Posons,

i oF
/. =1+ max 0,supa—(P,X;s) ,
s

le sup étant pris sur le compact de T*V, x [a, b]ou | X | < C; (norme dans
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la métrique g). Sous réserve de 'encadrement a priori C° ci-apres, le théo-

réme précédent permet de considérer une suite (@;).n de fonctions C*®

admissibles, définie par (cette suite n’est pas a priori unique ; Vi, on choisit ;) :
@0 = a, Log M(¢) = Ap; — ¢i-1) + F(P, Voi; 9;_y).

Un raisonnement déja tenu [6, preuve du corollaire] montre qu’il suffit
d’estimer uniformément ¢; dans C* pour établir la convergence d’une
sous-suite de (¢;) et le corollaire.

L’estimée C'.

Prouvons par récurrence que, Vie N, a < ¢; < b. Cest vrai pour i = 0.
Tout d’abord, supposons que a < ¢;_; < b et montrons que a < ¢;. Au point
PeV, ou ¢; atteint son minimum, d’aprés (25) et le choix de 4 :

Log M(¢)=AM¢;—a)+ [F(P,0; ¢;—;)—F(P,0;a)— ¢~y —a) |+ F(P,0; a)
< Mo;—a)+Log [2,P, a)].

Et dans une carte normale pour g en P et qui diagonalise la matrice de
go{P) :
Log M(¢;) = Log { H [hudP, @) + 0,,0:] }
u
> Log [Nh””(P’ q)i):| = Log [24(P, ¢)].
o
Il sensuit quen P : Log [2,(P, ¢,)] — Log [Z,(P, a)] < A[p;(P) — a].

Comme @, est strictement décroissante en ¢, nécessairement : @(P) = a,
ce qu’il fallait démontrer.

Prouvons maintenant par récurrence que : Vie N, ¢; < b. Cest vrai
pour i = 0. Supposons l'inégalité vraie jusquau rang (i — 1), prouvons
qualors elle est vérifiée au rang i. D’aprés le choix de A, le théoréme des
accroissements finis, et ’hypothese (25), au point Q ou ¢; atteint son
maximum :

Log M(¢,)—Ae;—~b)=F(P,0; ¢;,_,)—F(P,0; b)— M¢;_, —b)+F(P,0; b)

= Log [2,(P, )]
et par 'emploi d’une carte en Q comme celle utilisée ci-avant, on s’assure
que, Log M(p)(Q) < Log [Z(Q, ¢;)]. D’ou en Q, l'inégalité :
Mp; — b) < Log [24Q, ¢)] — Log [2WQ, b)],
qui entraine, &, étant strictement décroissante en ¢ : ¢, (Q) = sup @; < b.
v,
Dés lors, I'estimée a priori uniforme C*, Vie N, |Vo;] < C,, suit de
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I’encadrement a priori a < ¢; < b, en raisonnant comme au paragraphe II
(avec : H = 0, G{o) = g,)-

Notons enfin que la suite (¢;) est croissante (elle convergera alors toute
entiére) si Pon adjoint a (H”) 'hypothese (i) de Vintroduction. En effet,
on a déja : ¢, = a < ¢,. Supposons la suite croissante jusqu’au rang
(i — 1), et montrons que : @;_; < @;. Au point ReV, ou (p; — ¢;_;)
atteint son minimum Vo, = V;_; et d’aprés le choix de A (et I'estimée
acquise | Vg, | < Cy) :

Log M(¢;) — Log M(¢;—1) — M@; — ¢;—1)
=FP, Vo,; ¢;-1) — F(P, Vo;; ¢; 2) — M@i—y — ¢;-2) < 0.
De plus, en R, dans un repére orthonormé pour g;_; = g,,_, et qui diago-
nalise la matrice de gi(R), le théoréme des accroissements finis fournit
n réels 0, tels que :

Log M(¢p;) — Log M(¢;-1)
0
- Z Log [1 + (0 — (pi*l)(R)%auu(IL Vo5 0,) + 0,0 — (Pi1)(R):|-
m
Par conséquent, en R :

0
Mo, — @, )R) = Z Log |:1 + (@; — (pi—l)(R)%auu(Ra Vo, ; 9,):|-

0
Mais, : Yy, a—aw < 0, d’aprés I'hypothése (forte) (i) faite sur (k, &, w, 1).
@

Nécessairement donc : (¢; — ¢; JR) =0 < ¢; = ¢, ;.

Les estimées C? et C3.

On procéde a estimation C? comme dans la preuve du lemme 5 de [3],
en considérant a son maximum en P; 'expression :

B; = Log (Q) — ku; + rg;—; + l|V(Pil2~

On a posé : Q;=g""(g!) > &1 = g5 €t U; = — exp (— wo¢;), ol la constante
uniforme @, est définie comme au paragraphe II (lemme fondamental).
On parvient a une inégalité analogue de (18), de la forme :

1
Q: <§ kTCO - dl) + Zl(g;)uvgpfvup@ivvt@i + Zlvr@t [(g;)uvvuvrqoi]

2 1 aF 2 Vv
< akdz + dy + a‘:gq; P, Voy; @i 1) — )V]Aqoi_l — (g Vuv@i—l
0, o, > VOis Qi 1)V AQ; — 657_'5;37?#( s VP Qi 1)V o @iV @5
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les d; étant des constantes estimées, et Qi = g,,(g1)"". On peut évidemment

supposer sans restreindre la généralité que QyP) > 1. Appliquant la

méthode du paragraphe III (estimée C?), on choisit [, estimé, tel que :
7 2

2l ;uv T int i+_
(g8 ViV, 0 Q. dm m,

et 'on aboutit a une inégalité de la forme :

P, Voi; @i )V, 0V,,0; = 0,

1 2
27 Q§<§ ko —d, —d’ll> - [akdz +k+r+ Ddy + d3J

1

1{0oF
< —l:— (P, Vo;; 0;_1) — l:lA(pi——l — Hg)"'Vuei—y,
Q;l d¢

d et d) étant des constantes estimées. Arrétons-nous a trois remarques :
1) Ag;—y = g"a,('pi—1) — g°(gi- s
2°) — (80" Viul@i-1) = (&)@, 0imy) — (8D (81 1)
3°) Vi, (8Duwe < Qi = Vi, Qg)™ > 1.

On peut alors montrer que le membre de droite de I'inégalité (27) est
majoré par,

1 [oF
6[55 P, Vo5 0;—1) — ljlg““auv(J’coil) + (g a, (I e y),

oF . .
pourvu que I'on choisisse : r > A — inf a—(P, X; ), I'inf étant pris sur le
s

compact de T*V, x [q, b] ou | X | < C,. Naturellement il existe une
constante uniforme p > 0 telle que : VieN, a(Jlg,) < pg, de sorte que

. . ) 1
I'expression ci-avant est elle-méme majorée par { —d, + rpQ} |, ou d, est
i
aussi une constante estimée. Dés lors on peut procéder au choix (indépendant

de i e N) du paramétre k et achever I'estimation C? comme on I'a fait au
paragraphe IL.

Enfin, Iestimation C* s’établit en procédant comme au paragraphe 11
et en combinant les preuves des lemmes 6 de [3] et 7 de [4].

CONCLUSION

Le théoréme et le corollaire de cet article traitent des cas ou I’équation
de Monge-Ampere elliptique admet toujours une solution C* admissible.
Mais les calculs intrinséques d’estimation a priori sur | Vo |, | VZe |, | Vg |,

restent valides dans des situations ou certaines des hypothéses (H') ou (H”)
ne sont pas vérifiées.
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En effet, ces hypothéses sont émises typiquement pour garantir une
estimation a priori C°; elles n’interviennent pas dans les estimations
sur | Vo | et sur | V3¢ |. Dans Iestimation sur | V¢ |, (i) et (iii) n’inter-
viennent que pour garantir le lemme fondamental (voir paragraphe II)
i. e. une condition a priori uniforme du type suivant :

(28) il existe un changement de variable u = u(¢) de classe C* tel que
pour toute fonction admissible ¢, @ | + | Vo | < C; = da, B, réels
ne dépendant que de C; et de (h, & w, 1), « > 0, tels que,

— gV, W) = (g g,.) — B

Ainsi par exemple les équations de Monge-Ampere rencontrées dans les
problémes d’hypersurfaces convexes de R"* ! a courbure de Gauss prescrite
(voir e. g. [11] et sa bibliographie) ne rentrent-elles pas dans le cadre des
hypothéses de [5] [6], ni de cet article ; mais le contexte géométrique fournit
d’autres hypothéses, suffisantes pour garantir inversion locale et estimation
a priori C°. Dés lors nos estimées a priori d’ordre 1, 2 et 3 sont directement
applicables, car la condition (28) est en I'occurence trivialement remplie.
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ANNEXE

Voici les détails intermédiaires pour I"établissement de 'inégalité (17), dans estimation C2
du paragraphe II. On trouve pour £ l'expression :

da, da
Doy = tl:(VPyaaﬂ — W, 4a5,) + ( 2 vV, — o VJP):l
o7 Jp

da, day, ,
n t(@ﬂ“vvp(p - :qu;) + (1 — O (0)gupVy9 — 25, Vo0 + RS, V0,

p »

et pour  :

ey L s v, v, 2\ % aa“"w v, ey, )
— % v — ot v — — V, 9 — -
Qg wa“—Qg G t] (Ve 825 — Y, ,0,) + b G P 0 (1

32 0%a,, "
+< Gy Voo A;Va(pvﬂq,ﬂm — O (X 2,0 V0 — 2 Va0 Vy0)

Fre G 0@
da,,  0lag ( da,, 9%a,, ):l
= : - Vo.— + v,
+2t[va(p<Vp“ on, * oo, Vi | = V| VP omn, doom, ?
a da,y ,
+Vuv(p[t % ra —I)H'(fp)gaﬁ]—va,,w[zaf" +(1-nH (fp)gm}
o [
0a,, 0a,, )
t VoV, 0 — ——— VooV,
* (617:,67[,, wPVro® ondn, @Vee®
d day,
+ z<ﬂ Vo~ — Vuﬁpfp> + (Vg @ = Vapsr®) } ‘
on,, on,

Posons :

' . aazllv‘ day,
c»,ngw{’ (Ve 0ap = Ve ag) +{ 57 V0 = 5, V9

(1 — OH(0NExsV, 0 — g5,Ve) + Rﬁyﬂfop}

{ est une 1-forme dont la norme est estimée indépendamment dete [0, 1], et de k, en vertu
de lestimée C' déja batie sur ¢. Et nous avons :

2 2 2 ,,(6% dag,
a c et — 7€ Pl ——V, _— .
- 6 kg ﬂ@aﬂva V= —6 kG™(,Vu Q ktG? (ch)g on 0?P 67’[5, Vapqo

t 8a,, .
En ce qui concerne J#, le terme (_ 6gaﬂ(;uv E:_Vaﬁpq’> vaut en P, compte tenu de (14) :
P

¢ . da,, o5 .
3 G* ¢ (Voug® + RpepVo00)
[
t ca,, t
= Lo R g (VG — Y, [tan + (1 — DHO)gs] + Rj, Voo }
Q on,
da,, t da,,
= — ktGuva—"— Vpu + — C“waﬁ“ga‘3 { Vp [Iaaﬁ + (1 - t)H((P)gaﬂ] - Rrﬂnpvrq) } .
T, Q n,

t da . s
Leterme (6 PG _a_“/{ Vuvp(P) se traite, lui, en utilisant la relation (15). Enfin, la différence
@
entre dérivées quatriémes posséde une expression intrinséque donnée dans {3, p. 369,
eq. (I11-2.9)], combinaison linéaire de dérivées premiéres et secondes de ¢. On peut dés

lors vérifier & la main sans difficulté la validité de P'inégalité (17).
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