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Evolution d’une interface par capillarité
et diffusion de volume
I. Existence locale en temps
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REsUME. — Existence locale en temps pour le probléme suivant : une
courbe se déplace 4 une vitesse égale a la dérivée normale d’une fonction
harmonique, égale au bord a la courbure de la courbe (cas d’'une donnée
initiale graphe d’une fonction réguli¢re).

ABSTRACT. — We prove existence locally in time for the following
problem: a curve moves with velocity equal to the normal derivative of
a harmonic function, whose boundary value is given by the curvature of
the curve (here in the case of an initial curve graph of a smooth function).

INTRODUCTION

Nous considérons le probléme d’évolution d’interface suivant : 3 I'ins-

tant ¢, Q, est un domaine du plan dont la frontiére I', se déplace a une

. . . oK
vitesse (mesurée suivant la normale extérieure v) égale a — e dérivée
v

normale d’une fonction harmonique dans Q, dont la valeur au bord est
¢gale a 1a courbure K de I',. Ceci est un modéle du phénomeéne de corrosion
par capillarité et diffusion de volume (cf. [2] [6]).

Nous nous proposons dans cet article d’établir Pexistence et I'unicité
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362 J. DUCHON ET R. ROBERT

d’une solution T, sur un intervalle de temps 0 < ¢t < T pour toute donnée
initiale graphe d'une fonction suffisamment réguliere (T > 0 dépendant
de I).

La technique de démonstration, qui consiste a faire apparaitre la solution
comme point fixe d’un opérateur contractant a partir d’'une formulation
intrinseque de I’¢quation d’évolution, est reprise de [/]. La difficulté

L . o 0
consiste ici a obtenir des estimations suffisantes pour lopérateur —

v
Dans ce but, on est amené 4 estimer la norme, comme opérateurs sur L2,

de certains noyaux associés a I'interface I',. Ceci peut se faire de deux fagons ;
soit en remarquant qu'on peut travailler avec assez de régularité sur T,
pour pouvoir calculer leur norme Hilbert-Schmidt, soit, plus brutalement,
en estimant ces noyaux comme des noyaux singuliers définissant des opé-
rateurs continus sur L? d’aprés de récents résultats de Y. Meyer [5].

§ 1. ECRITURE DE L’EQUATION ET NOTATIONS

Dans ce travail, nous ne considérerons que des courbes lipschitziennes
que nous supposerons paramétrées par I'abscisse curviligne :

F={zs):5eR} < C,
avec

Z(s) = €99, o(s)] <a< m2.
Noter qu’alors :

[z(8) — z(o) | < |s — ol < !
cos o

| 2(s) — 2(0) ]

Notons Q Pouvert situé au-dessus de T, = = € le vecteur unitaire tangent,
vy = — [e'” le vecteur normal sortant et n = — .

Nous désignerons par —a—(s) la trace dérivée normale (le probléme de
v

I’existence de cette trace pour f convenable sera examiné au § 4), au point
z(s) de T, de la solution U du probléme de Dirichlet :

{ AU =0 dans Q,
Ulz(s)) = f(s)-

Enfin pour I' suffisamment réguliére, on notera K(s) = ¢’(s) la courbure
de T" au point d’abscisse s, de sorte que :

dt X

— = Kn.

ds

Décrivons maintenant I'évolution de linterface.
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EVOLUTION D’UNE INTERFACE 363

Nous supposerons linterface infinie I, donnée par la représentation
paramétrique réguliére Z(z, 6), o étant une abscisse curviligne sur I.
Nous allons montrer gu’on peut se ramener 4 prendre a chaque instant
lorigine de I'abscisse curviligne sur une méme trajectoire orthogonale
aux I'. Cela revient a chercher une fonction h(r) telle qu’en effectuant le
changement de variable admissible (¢, 6) — (1, 5), s = 6 — h(t), la nouvelle

représentation parameétrique z(t, s) = z(t, s + h(t)) vérifie :

(1) %0 Zroy=0, vi=o0
ot s 7 -

et donc :

dh 0% 0z
(0= = = (t h©) = (0, h)

Cette équation différentielle assure l'existence d’une solution locale
unique h(t) pour toute donnée initiale. Nous supposerons désormais T,
parameétrée par une telle représentation z(t, s).

L’équation d’évolution de I' s’écrit alors :
q '

aZ(t ) (e, 5) = i @ s)
— -y = - — .
ot -3 -3 ov >3

0z
Calculons — -1, on a :
ot

0* 0 oK
E az.‘c :OZ.T+_Z~Kn:K_
0sot ot ov

d’on z(t, s) vérifie :

s oK
% = _ﬁv + (J‘Kaq—da)c,
ot ov o OV

20, 5) = z,(s) .

ov
Dérivant cette équation par rapport a s (en remarquant que — = Kr),

on obtient : §
0 0 K s 0K
i=<4— —KJK—da)v,
ot 0s Ov o Ov
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364 J. DUCHON ET R. ROBERT

ot ) . .
or —— = — — v, on obtient donc I’équation en ¢ :
ot ot
0 s K
_@_EG_K:KJKidG, K:a_q’,
(E) ot Os v o Js

(0, 5) = @4(s) -

Les paragraphes suivants sont consacrés a I’étude de cette équation. 1l

nous arrivera fréquemment de désigner par D l'opérateur de dérivation
par rapport a s.

§2. UN RESULTAT D’EXISTENCE
ET D’UNICITE LOCAL EN TEMPS

Précisons quelques notations : on note | f | la norme d’une fonction f
dans L, 1 < p < oo; H? = H%(R) désigne I'espace de Sobolev habituel
qu'on munira de lanorme || ¢ || = max_ | ¢ |,. Nous noterons également

J=9,1,

|| = ess — sup || ¥(t) || l]a norme dans L=(0, T ; H?).
0<t<T

t
f(&) = | e~ 2% f(x)dx désigne la transformée de Fourier dune fonction f

et f g le produit de convolution de f et g lorsqu’il est défini.
Le but de cet article est de démontrer le résultat suivant :

THEOREME. — Pour ¢, appartenant d Iespace H?, avec | 4|, < 7/2,
il existe T > 0 et @ continue de [0, T] dans H? solution de (E). De plus,
il existe une boule de L°(0, T; H?) dans laquelle la solution est unique.

Pour démontrer ce théoréme, nous allons transformer I'équation (E)

. . ) . - 0
en introduisant Popérateur A qui donne explicitement — lorsque I" est
une droite : ov

(ANTE) = 2n1 &1 9.
Nous écrirons (E) sous la forme :
do s 0K a/(0
— +Ap=K|K—d —|=—=-AK.
ot ¢ J;) v * 0s <6v >

La solution de I'équation linéaire

op
— +ANp=F
ot ¢

?(0, 8) = @o(s)
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EVOLUTION D’UNE INTERFACE 365

T
s’écrit explicitement ¢(t) = N, * ¢, + JN’_ o * F(0)d0, ou N (&) = e~ 121,
Ainsi le probléme (E) s’écrit : 0

@(t) = N, * @, + JNz—e * F(p(0))do,
0

ol on a posé, pour ¢ € H? :

F KsKaKd (2 A K
(p) = . EU+6_55 .

Ou encore, en définissant £y pour y e L*(0, T; H?) par
4

FY(t) = JNz—o* F(Ny * @ + y(0))df

0
(E) devient :

(E1) Ay =y.

Nous allons commencer par montrer que pour T et r > 0 assez petits,
Popérateur non linéaire ¢ envoie la boule fermée de rayon rde L*(0, T ; H?)
dans elle-méme.

Onapourj=0,1,2:

D/ gy(t) = LDsz—o *F(Np* ¢, + $(0))df,

d’ou ,
D/ Ay(t) ], < L DN, _,1, [ F|,df.
Or, ) ) .
ID'N,_,|, = (t — 6%, a;=|DN,|,,
d’ou :

| DI g, < —d 11797 ess — sup | F(N, * @ + ¥(0) |, .
1—j/3 0<6<T v

Nous montrerons plus loin que pour ¢eH? vérifiant ||@]|| < R et
l@l, < o< m/2, on a l'estimation :

M IF(p)|, < CR, ).

Or, si o(t)=N,x@,+ ¥(@t), on a |[e®)|l <ayll¢,ll +r et comme
N,*¢, = ¢, dans L® quand ¢t —» O et |[Y(t)| < |[¥(O| <r, pour T
et r assez petits, on aura. | ()| < o < /2 d’ou :

ess — sup [Fle@) ], < Clag oo ll + 1, a).
On en déduit :

DV gy |, < ﬁg £17I3C(a, | gl + 7. ),

Vol. 1, n° 5-1984.



366 J. DUCHON ET R. ROBERT

il s’ensuit que pour T et r assez petits, on a :
|D/ #y(t)], <r pour 0<t<T.

Autrement dit, # envoie la boule de rayon r de L*(0, T ; H?) dans elle-méme.

Montrons de méme que pour T assez petit # est contractant sur cette
boule. On a :

|DI#y, (1) — DLy, (),

< Tfjj/‘st“f“’ ess — sup| F(N, = 9o + ¥,(0)) — F(N, % 0o + Y, ;-

0<8<T

Nous utilisons maintenant une deuxiéme estimation essentielle qui sera
démontrée plus loin :

In [ Flo,) — Flo)l, < C,R, ) [lo, — @, 1],
pour ¢,eH% ||l <R, |0, <a<m2, i=12
Dou il vient :
) . a, .
1D 2y, (0) — D gy, ], < 1'_7?1'”3@1(00 Nooll +r o)l — ¥,
il s’ensuit que pour T assez petit, # est contractant sur la boule de rayon r
de L=(0, T; H?).
En conséquence, # posséde un point fixe dans cette boule :
Yyel=0, T;H?), lylisr, Sy=y.
D’ou en revenant & ¢(t) = N, * ¢, + Y(t), il vient :

T

@(t) = N *¢o + j N, _* Fle(0))d0,

0

et comme F(¢(8))e L=(0, T; L?), ¢ est continue de [0, T] dans H? et est
solution (au sens des distributions) de

o0
at
@0, 5) = @s),

donc de (E). Lunicité est immédiate par contraction. [ ]

On voit que la démonstration repose sur les estimations (I) et (II) qui

sont I'objet des paragraphes suivants; résumons-en les grandes lignes.
Posons :

+ Ao = Flg),

s 0K
Alp) = KJ K—do
0 ov
et
¢
B(p) = D(F — A>K, de sorteque F =A + B.
v
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EVOLUTION D’UNE INTERFACE 367

La majoration de | A(p)], est simple, on écrit :

[Al)], < [K[3

0
é
et on utilise l'inégalité de Payne-Weinberger
oK

e < Co(y)}DK|,,

d’ou
|A(@)], < Co(@ o |P.

Les autres estimations, celles de |A(@,) — A(@,)|,, de |B(@)|, et de
| B(¢,) — B(¢,) |,, résulteront de la formule

é 1 -1
—— A= -HX)[-H+X]|] D,
ov 2

ol X et Y sont les parties réelle et imaginaire de 'opérateur Z défini par
le noyau
z(0) — 2(s) — (6 — $)Z'(s)

1
Zs, 0) = (6 — s)z(o) — =(s))

suivant Zu(s) = JZ(S, o)u(o)da.
H est la transformation de Hilbert :

HMﬂzvp%jmwda

S—a0

1 -1
-H+ X
(2+x)
la norme d’opérateur sur L?).

Enfin, des majorations de || Z ||, et || DZ ||  en fonction de R et a, et de
1z, — Zzllop et | DZ, — DZZHOp en fonction de R, o et Te, —e,l,
nous permettent d’établir (I) et (II).

Nous montrerons I'inégalité

< 2 Co (o) (]-1l,, désigne

op

§3. ETUDE DE Z

On note V* = V¥(R) I'espace des fonctions u localement intégrables
u(o) — u(s)

g —3S

telles que € L*(ds ® do). On vérifie facilement (cf. [3]) que

V* est I'espace des distributions tempérées u telles que i est localement

Vol. 1, n° 5-1984.



368 J. DUCHON ET R. ROBERT

intégrable et Jl2né{1{z/4}|2dé< + co. On définit alors A%y par

l/\
(A*u)"= —isgn &|2né{ *, etona :
u(o) — u(s) s
ROV ZEIN — 20| Aul,.
g — S 2 TE l “ !2
P :
0sons o) — =(s)
qls, 0) = ————,
c—s
alors 5
q
Z =— .
(5 ) 2nq Js

k
Commengons par calculer les normes des dérivées —Z dans lespace
L2(ds ® do). Os

1

2 J2k + 1

LEMME 1. — Soit u une fonction telle que u¥ e V}(R), k=0, 1, 2, ...
Alors, on a :
2n )
= | | Af @,
2 2k + 1
Démonstration. — On a :
* u(o) — uls) _ k!

0_" u(o) — u(s)
. 1 k., (k
os* o —s (¢ — s)k+1|:u(a) —us)— ... — E(U — s)u )(s)],

0" o—s
On pose ¢ = s + h et on calcule la transformée de Fourier de cette expres- |
sion pour h fixé; ce qui donne :
k! e _ 1 — — i(27rih£)k (&)
e SR .

Et en appliquant le théoréme de Plancherel :

u®(o) — u®s)

g —3S

o u(o) — ufs) |?
‘U F —— dsdo
k! 2nihE 1 . k|5 ?
= s e —1—-... = E(2mh£) &) | dhd¢
, 1 2
ex—1— ... ——;(ix)k
B f | mig) (e 12 2xE |7 e | [ k! AL PR
' L o
On calcule facilement :
J eix -1 2
dx = 2n.
X
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EVOLUTION D'UNE INTERFACE 369

Par récurrence sur k, 'intégrale
g

. I
e —1— ... _F(LX)
k! e dx
. 2n e
s’y rameéne, on trouve qu’elle vaut Ml d’ou I'égalité du lemme. ]

Du lemme 1, on déduit facilement :

LEMME 2. — Soit I" une courbe lipschitzienne (avec les notations du § 1),

alors si @ e VX(R), le noyau Z(s, o) est de carré intégrable et donc définit
un opérateur compact sur L2,

Démonstration. — On a :

25, ) = 1
>0 = 2nq s’
d’ou
111 dq 1 Z'(6) — Z'(s)
1 Z(s, o), < —|=| |5 < ,
211Gl {0sl2  2n/3 cos a g—S5 I
d’aprés le lemme 1. D’autre part,
|2'(0) — Z'(s)| = | € — €99 | < | @(0) — @(s)],
d’ou
1 @(o) — @(s)

[Z(s, 0)|, <

2n./3 cos o o—S

0
§ 4. POTENTIEL DE SIMPLE COUCHE, EXPRESSION DE .
1 -1
ET MAJORATION DE H <§H + X>

op

On définit le potentiel de simple couche de densité g(s) sur I, pour
geL¥(R), par :

{ - 20)

g —-CO — ) glo)do

1
¢%@=ﬁjm

ou {, est choisi arbitrairement. C’est une fonction continue sur C, harmo-
nique sur le complémentaire de I". On note :

Sg(s) = Zg((s)) -
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370 J. DUCHON ET R. ROBERT

. . 0
On sait (cf. [4]) que la dérivée normale a—yg, obtenue par passage a la
v

limite dans Q, existe presque partout et vaut :

g Fg = ! +Y

(?v g - 2g g s
ou Y est donne par le noyau Y(s, ) = Im Z(s, o). De méme, dans I'ouvert
complémentaire de Q), dont la normale sortante est n = — v,on a :

0

1
g = ——g-Yg.
8= 58— Ye

Par ailleurs, un rapide calcul montre que :
1
DSg = EHg + Xg

ou X est lopérateur donné par le noyau

X(s, 0) = Re Z(s, o).
On montre alors :

LEMME 3. — Soit T une courbe lipschitzienne avec @ € V¥(R), alors Popé-
rateur %H + X est un isomorphisme sur L?.

Démonstration. — On déduit du lemme 2 que X est un opérateur de
Hilbert-Schmidt, donc compact. D’aprés l'alternative de Fredholm, il nous
s%fﬁt de montrer que %H +31( est injectif. Soit donc geL? telle que
(2 H + X) g = 0, c’est-a-dire £Vg(z(s)) =0 : Lg() est constante sur I,
harmonique sur Q, et la fonction maximale (V¥g), (2(s)) € L*(ds) (cf. [4]).
Il s’ensuit que Fg({) est constante sur Q, d’ou E.Sﬂg =0; de méme
ing()etdoncgzo. [ |

on

Rappelons la définition de la fonction maximale (VU),. Pour U fonction
harmonique sur Q, on pose pour {,eI :

(VU),(Lo) = sup [VUQD) I,
£eCCo)

ou C({,) =, + C et C désigne le cbne
C={(xyeR:y>M|x|},
M désignant un réel > 0 fixé tel que M > tg a.
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Du lemme 3, on déduit immédiatement le résultat suivant :

LeMME 4. — Soit T une courbe lipschitzienne avec @ € V*. Soit f(s) une
fonction donnée telle que Df e L2, Alors le probléme de Dirichlet

{ AU =20 dans Q|
Ulz(s)) = f(s)

a une solution unique U telle que (VU)*ELZ(dS).

Démonstration. — La solution est donnée, 4 une constante additive
prés, par

1 —1
U=5P<§H+X> Df. =

On a ensuite, avec les hypothéses du lemme 4,
of dU 1 1 -t
—=—=|—-=+YJIz-H+X] Df.
ov  ov ( 2 > (2 * ) f

1 1 -1
Df=<§H+X><§H+X> Df, A=HD et H?= -1,

D’autre part,

1 1 -t
d’ou Af = (— 5 + HX> <§H + X> Df et finalement, on obtient Iex-

ression de —
P ov

0 1 -1
——A=(YﬁHX)(—H+X> D.
ov 2

LEMME 5. — Si T est une courbe lipschitzienne avec @ € V¥, on a
1 -1
H(~H+X> <2 Co(x)
2 op
et
1 -1
[vGu+x)"| <com
2 op
ol
1

Co(o) =tga+ [tg?a-+

>

cos o
on rappelle que ¢ vérifie | ¢l < a < /2.
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372 J. DUCHON ET R. ROBERT

1 -1
Démonstration. — Soit he L2, posons g = (-H + X) het U=%g
On a alors : 2

ou 1 Ly
aV - 2g g
ou 1 v
n 2g £
Dot ouU N ou ¢ Y ou  du
ol —g=—+—¢ =— - —.
& dv  on & v on
D’aprés I'inégalité de Payne-Weinberger (cf. [4]), on a :
ou ou
—| < Co(x)|DSg|, et ]— < Co(x)| DSg|,.
aV 2 an 2

Dou |gl|,<2Col(a)|h]|, et |Yg|, <Co(x)|hl,. ]
Remarquons que la condition ¢ e V%, qui nest pas nécessaire pour
obtenir les résultats de ce paragraphe (ceci peut se faire par les techniques
de [4] sous la seule hypothése que I est une courbe lipschitzienne), simplifie
la justification de ces propriétés grice a la compacité de X et suffit a notre
propos.
Nous considérerons maintenant deux fonctions ¢, et ¢, convenables :

0
@,eH? |@,|  <a<m/2; et nous noterons z, K, g, Z,, X,, Y; et — les fonc-

Vi

. , 0
tions, noyaux et opérateurs z, K, g, Z, X, Y et w correspondants. Nous note-
A%

rons R, le maximum des normes L2 de 9 et 09, j=0,1,2; p,= [0 — Y |,,
et R=maxR, En norme H? on a [o,[|<R, [[¢,l|<R et

J
le;, — @, |l = max P
i

§5. MAJORATIONS DE |z —zP |, [P — 2P|
ET |g, —q,ls

Nous commengons par majorer z} — 2z, et ses dérivées en normes L2
et L=,
On a . .
Z] =z, = %t — 2
’ ’
donc [z — Z, [ < |, — ¢, ].
De méme

z{ — zj = ip((e™t — &%) + (¢}, — @))ei2,
donc |z} — 27| <11l l@, — 0,] + |0} — @) 1.
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Enfin,
7 — 2 = ip(e" — ) + i (z] — 2¥)

+ i@} — 93)e'” — (97 — @)L,
d’ou

2y =21 <lolllo; — 0,1 + 10\ Plo, — o,
+1o1 110y — ol +1of — 051 +10] — @31 141
Prenant les normes L? et L™ et utilisant I'inégalité :

1
a5y

1ule 2>

on obtient :
12y =25, < po <oy — 0,1,
12y = 210 < VPopy <110, — 0,11,
|2~ 251, < VR Rypo + p, < R+ Do, — 0,11,
|2 = 251 < VRRyppopy + /PP < R+ Do, — 0,

27" — 23|, < Ry/popy + RiRypo + /RiRypy + p, + R Rypy
_(R2+ 3R+ Do, —o,ll.

Remarquant que :

1
q(s, o) = J Z(s + Mo — s)dA,
0

on a aussi

14 — @5l <10, — 03l SV PopL <o, — 0,1l

§ 6. MAJORATION DE ||Z, — Z, ||

op

On a:

1 (q, —q, 0q, 10
== Lt — (g, — g )
27r< q,9, Os 4, as(q1 %)

1
<
g;lw ©OS a
appliquant le lemme 1, on obtient :

Remarquons que . Prenant la norme dans L%(ds ® do) et

|Z,—=2,},< | A%z} —20)),.

1 1
- - _ Az i
/67 cos? alql 9l A J6mcos a
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374 3. DUCHON ET R. ROBERT

En remarquant que | A*z) |, <|A*¢ |, et que pour ueH! on a :

lA%ulzglui u

on obtient finalement :

ProposITION 1. — | Z; — Z, ||, < ¢;(R, )l ¢, — @, .

of  of

§ 7. MAJORATION DE
ov, Ov,

2

Reprenons la formule :

0 1 -1
——A=(-HX|-H+X] D,
ov 2
d’ou
0 0 1 -1 1 -1
— — —=(Y, -HX)){ -H+X D—(Y,-HX)|-H+X,] D
v, 0Ov, 2 2

= [Yl—YZ—H(Xl—XZ)](%HJrXI)* D+(YZ—HX2)[GH+X1>_

() o

En écrivant

1 -t 1 -1 1 -t 1 -t

et en appliquant le lemme 5, on a :

of  of
P <4CollZ, —Z,ll,, | Df I,
pooTel +8Co(@)? 1 Z, 11,11 Z, — Zy ll,y I DS 155
c’est-a-dire :
0 0
PROPOSITION 2. — —f — —f < (R, )|l ¢, — @, |l | Df |, pour toute
aVI avz 2

fonction f(s) telle que-Df € L%

§ 8. ESTIMATION DE |A(p,) — A(p,)l,

Una:

s K s K
Alp,) — Alp,) = Klf K- Ldo — KZJ K,——2ds,

2
o v, o ov,
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d’ou
oK oK
A1) = A@a)l < 1K =Ky Ky | =4 +[K, | K, — K, || ==
Vi l2 Vi d2
0 0 0
+ K, 2 —(K,—-K,)| +|K, ]2 — - _——
Kl K, =K+ K| (- )

Appliquant la proposition 2 et l'inégalité de Payne-Weinberger, nous
obtenons :

PROPOSITION 3. — [A(9,) — A(,) ], < c;(R, )|l o, — @, 1|

§9. ETUDE DE DZ

L’opérateur DZ est défini, pour une courbe I" convenable, par le noyau
0z 1 0%g 1 [og\*
— (8 0)=—-———-——=1=].
s 2ng 0s*  2ng*

Commengons par étudier le premier terme, on a :

LEMME 6. — Soit I une courbe lipschitzienne avec @ € V¥ et ¢’ € V¥ A L®,
alors le noyau

#0) _‘Z(s) — (0 —9)z'(s) - %(6 — 8)22"(s)

1 d%q c—s
2q 8s*  z(o) — z(s) (6 — s)®
est de carré intégrable.

Démonstration. — En effet :

1 9% - 1 @
2g ds* |, ~ 2cos a| 0s? |,
et le lemme 1 donne
0%q 1 12"(g) — 2"(s)
&L=l e b

comme
| 2(0) = ()| = | 9(@)™ — g/(s)e®® |

<1@'(0) — @ ()| + 10" (9) | | @(a) — a(s) |,
il vient

ARz |, <[ A% |, + 19| | Ao,
d’ou le résultat. [ ]
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Remarque. — Un récent théoréme de Y. Meyer [5] relatif aux noyaux
singuliers de la forme
1

y—Xx

J(k) o
W,(x, y) = (fk(y) E Z(y - o f,i”(x))/(y _ i
j=0

FW,, ..., W,)

m

ou

F est C* et les fonctions f/® sont lipschitziennes, s’applique a notre
2

noyau ~a—z, qui définit donc un opérateur borné sur L2, en fait, dés
q oS

que T est une courbe corde-arc (C’est-a-dire vérifie Tinégalité
lo —s| <vy]|z(0) — z(s)| pour une constante y > 0) avec z'el®
(c’est-a-dire ¢’ € L*). 1 /3a\2

En ce qui concerne le second terme qu (~;> , nous le majorerons

0
1

27 cos? o

oq
0s

oq

1 ’
<:|¢'|
os

Sl 2 7°

ennorme L? par ,en remarquant que

2

o0z
Ainsi, sous les hypothéses du lemme 6, le noyau % est de carré intégrable
s

et donc lopérateur DZ est un opérateur compact sur L2,

§ 10. MAJORATION DE |DZ, — DZ, ||

0z, 0Z 1 o2 1 o2
27[(_1_—2 =(- - q1+“—(q1—q2)
0s 0s 4, 4q,) 0s*  gq, 0s?

(o) 8) -l G- (2]
g7 q3/\ 0s q2 0s, Os ’

d’ou
LA A PN A N R TP,
0s 3 127 g4, lol 8?12 |gylwlds? "t TP,
Clg — g, |91t a] 100y 100
1 q2 o q%q% as © 83 2
1 0q, 04, 0
q_i w( g - Ew %(q1_q2)|2-
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Mais |—| < , - < — -
il <cosa 19; — d3 1 <10, — 0,1, <o, — @, 1] et
dq; 1 1
'l < -l < —-R.
3s |, =3 Oile =3

De méme, on a vu que :

o, o, 2
= 3N = [T N, < TR
n p)
= | nIA2 2, < / (1A%, + @il |A%e,l,) < /{-(R+R2>.

Le lemme 1 donne également :

\/7“\(2 Zz)‘z—flz1— 'i
=\/-|A(z"——z){2_\/\|zl—z2

Il ne nous reste plus quwa appliquer les inégalités du § 5 pour obtenir :

0q;
Os

et

62ql

qz)

” ”
Zy — 22

ES
2
2>

02
Py 5@ — q2)

4
Z
2

n ’I’
Zy lz .

ProposITION 4. — [|[DZ; — DZ, || < c,R, a)|l@o; — o, 1I.

§ 11. ESTIMATION DE |B(¢,) — B(g,)1,

On a 5
B(o) = D(— - A>D<p
ov

et

1 -1
B(p,) — B(p,) = (DY, — HDX1)<—2—H + X1> D3¢,

1 -1
- (DY, — HDXz)(EH + Xz) D¢, ;

on procede comme au § 7, en utilisant I'estimation de || DZ, — DZ, llop

et celle de || DZ, ||, ou || DZ, |l Qui s’en déduit en faisant ¢, = 0 oug, = 0
Ce qui donne :

PropOSITION 5. — [B(@)) — B(@,) ], < ¢s(R, )| ¢, — @, ||, et
| B() l, < cs(R, a).
Les propositions 3 et 5 donnent les inégalités :

0 | Flo)], < CR, o)
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378 J. DUCHON ET R. ROBERT
et

(I | Flo,) — Fle,)l, < C,(R, g} {l @, — o, 1,

qui complétent la preuve du théoréme.
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