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Nous etudions dans cet article 1’ equation generale ut =

a ( . , u, ~ p ( . , de type parabolique pouvant degenerer en hyperbolique
du premier ordre pour certaines valeurs de (x, u). Utilisant la theorie

des semi-groupes non lineaires dans L~, nous etablissons des resultats

d’existence, d’ unicite et de dependance continue par rapport aux donnees,
d’une « bonne solution » du probleme de Cauchy ou de problemes aux
limites associes a cette equation sous des hypotheses tres generales sur les
donnees. Avec des hypotheses complementaires, nous montrons que cette
« bonne solution » est « solution entropique », nous etudions 1’ unicite des
solutions faibles et 1’ existence de solution forte.

Mots clés : Parabolique degenere, Hyperbolique non linéaire, Solution entropique, Semi-
groupe non lineaire.

ABSTRACT. - We consider in this article, the general equation ut =
a(., u, ~p ( . , u)x)x+v of parabolic type, which may degenerate into first order
hyperbolic type for some values of (x, ~) . Under very general assumptions

Classification A.M.S.: Partial differential equations 35 K 65 et 35 L 65.
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728 P. B~NILAN ET H. TOURE

on the data, we prove existence, uniqueness and continuous dependance
results for mild solution of associated Cauchy Problem or Boundary Value
Problems. With additionnal assumptions on the data, we show that this mild
solution is an "entropy solution" . We study uniqueness of a weak solution
and existence of strong solution.

INTRODUCTION

Nous poursuivons F etude commencee dans [8] du probleme general

ou I est un intervalle ouvert de R, v E L1 (Q), .~ : al~ -~ R, uo E 
a : (x,1~, ~) E 1~3 -~ (~ continue et croissante (au sens large) en ~,
cp : (x,1~) E ~2 --~ R continue et croissante (au sens large) en k.
Comme nous l’indiquions dans [8], notre etude generalise les resultats

de [7], [17] pour le probleme

ou f, cp sont des fonctions continues de R dans R avec cp croissante (au
sens large). Considerant le cas 03C6 = 0, (2) se reduit a une loi de conservation

de telle sorte qu’ il est clair que nous incluons dans (1) des problemes
hyperboliques du premier ordre, pour lesquels (meme sous des hypotheses
de regularite Coo sur les donnees) il n’y a aucun espoir d’avoir existence
de solutions fortes globales.

Utilisant la theorie des semi-groupes non lineaires dans L1, nous

deduisons les resultats pour le « probleme devolution » (1) des proprietes
du « probleme stationnaire »

L’etude de (4) a fait l’objet du premier article [8]; nous en rappellerons
rapidement les resultats dans la Section 1 de ce deuxieme article ou
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729SUR L’ÉQUATION GENERALE

nous developperons la notion de « bonne solution » de (1) se deduisant
immediatement de l’application de la theorie generale des semi-groupes
non lineaires.

Sous les hypotheses de [8] sur les données a et p que nous repreciserons
ci-dessous (dans le cas a et cp independant de x, elles se reduisent

a la coercivite de a par rapport a ~, uniformement pour k borne), il

y a existence et unicite d’ une « bonne solution » de ( 1 ) pour tout

(uo, v) E L1 (I ) et f : : ~I ~ R (cf theoreme 1.2). Lorsque

Uo E L°° (I ) et T0 ~03C5(t,.)~L~dt  oo, cette bonne solution est bornee

(cf proposition 1.4).
Sous des hypotheses complementaires sur les fonctions k) et

a(x, k, ç) nous montrons dans la section 2 que cette bonne solution est
« solution entropique » de (1) c’ est-a-dire verifie

pour tout k E R, ou = a(x, k, 03C6x(x,k)); nous préciserons
egalement la condition entropique sur la condition au bord £ lorsque
I ~ R (cf theoreme 2.2)
Ces hypotheses complementaires sont verifiees pour les fonctions

a(x, k, 03BE) satisfaisant aux conditions de type Leray-Lions considérées

par [1] :

(avec 1  p  +00, co, Co, C E C(R), co > 0 sur R).
Elle est aussi vérifiée par les fonctions de la forme

ou f , g E C(R) et ao : (~ -~ Rest une fonction croissante continue

surjective, comme celles de [11] ou ao (~) _ ~ ~ ~p 2~, 1  p  oo.

Dans le cas d’une loi de conservation (3) avec I = R, il y a unicite
d’une solution entropique (cf [4], [12]); 1’ unicite d’une solution entropique
dans BV(Q) est egalement connue pour le probleme (3) avec aI ~ ~
(cf [3]). Pour le probleme (2) avec I = R et des hypotheses de regularite
sur les donnees p et f, l’unicité des solutions entropiques dans BV(Q)
Vol. 12, nO 6-1995.



730 P. B~NILAN ET H. TOURE

a ete consideree dans [18]; nous ignorons si le meme resultat est valable
dans le cas general du probleme (1) considere ici, ni meme d’ ailleurs pour
le cas particulier (2) sans les hypotheses restrictives de [18].

Lorsque uo est solution (entropique) d’un probleme stationnaire (4) et la
fonction v dans BV(0, T; la bonne solution de (1) est lipschitzienne
de [0, T] dans L1 (I). Dans la section 3 nous montrons que les bonnes
solutions sont, sans la restriction de la section 2 sur les fonctions k)
et 03BE), solutions entropiques de ( 1 ) (cf théorème 3.1 ). Lorsque
la fonction est strictement croissante en k, la bonne solution
est continue sur Q; generalisant les resultats de [17], nous montrons
qu’il y a unicite d’une solution faible u E n Cb( Q)
(cf theoreme 3.3). Enfin utilisant les techniques de [9], nous prouvons
un resultat d’existence (et d’unicite) de solutions fortes de (1) sous des
hypotheses tres générales sur les fonctions a(x, l~, ç) et k) : elles sont
en particulier satisfaites si a~ ~a E C ( ), a~ E C(f~ ) et ~ > 0 p.p. sur 1R2.
Comme nous 1’avons fait dans [8], les divers resultats des sections 1,

2 et 3 seront developpes pour le probleme (1) dans le cas I borne
et I = R, ainsi que pour le probleme dans le cas 1 =]0,oo[ ou la
condition de Dirichlet u == fest remplacee par une condition plus generale
a(.,u,03C6(.,u)x)(.,0) E -y ( u ( . , 0 ) ) avec 03B3 graphe maximal monotone a
domaine borne.

SECTION 1. BONNES SOLUTIONS

On reprend les hypotheses de [8]. Dans tout cet article, on se donne

et vérifiant

(1.2) ~ f ç) est croissante en ~, est croissante en k
( 1.2 ) 

est continuement derivable par rapport a x.
On pose

Un se donne d’ autre part I un intervalle ouvert de R, 0  T  oo; on pose
Q =]0, T[ I et pour uo E L1 (I ), v E L1 (Q), on considère le problème
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731SUR LIQUATION GENERALE

Pour les conditions au bord, on considerera les trois cas suivants :

est un graphe maximal monotone de R donne de domaine D (~y) borne.
On fait les hypotheses suivantes (cf dans [8] les hypotheses (2.7), (2.9),

(2.10), (2.11), (3.3), (3.4), (3.5), (3.13), (3.14), (3.15)):

et

ou Co  sont des constantes;

ou est une mesure positive finie sur I et C(R) une constante; enfin
on fait Fhypothese lorsque Ixl ~~ qui n’intervient que dans le cas
I = R ou I =~0; x~ : 1

On definit 1’ operateur (univoque) A de L 1 ( I ) par Au =

-a(., 2c, cp(., u)x)x ou D(A) est l’ensemble des u ~ L1(.~) n L°°(I)
verifiant :

Vol. 12, n° 6-1995.



732 P. BENILAN ET H. TOURÉ

(i) w = cp(.,u) E Wlo °° (I ), a(., u, wx) E AC(I)
(it) il existe u : (~ -~ R reglee , h : R - R continues telles que

et pour tout x E R avec ~(~+) 7~ u(x-), on a

(iii) dans les cas 2 et 3, les conditions au bord sont satisfaites :

~ ( . , ic) est continue sur R, et

On a note Z(u+, u_ ) =) inf (u+, u_ ), sup(u+, u_ ) [.
Rappelons les résultats de [8] (cf proposition 2.8, théorèmes 3.1 et 3.4) :

LEMME 1.1. - Sous les hypotheses (H 1 )-(H4), l’opérateur A défini
ci-dessus vérifie

(i) A est T-accrétif, i.e.

(ii) R(I + AA) est dense dans L1(I) pour tout ~ > 0
(iii) D(A) est dense dans 

Appliquant la theorie des semi-groupes non lineaires (cf [4], [6]), en

interpretant le probleme (E) sous la forme de 1’equation d’evolution dans

on en déduit immédiatement

THÉORÈME 1.2. - Sous les hypotheses (H 1 )-(H4), pour tout u0 E

L1 (I), v E L1 (Q), il existe une unique « bonne solution » ~c E

C([0, T]; L1(I)) de (E) qui est caractérisée par la propriété :
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De plus, si ui, u2 sont les bonnes solutions correspondant a

(uo,2 ~ v2 ), on a

en particulier

pour tout t E [0,T].
On se donne maintenant des suites (an ), (pn ) de fonctions vérifiant (1.1),

(1.2) ; dans les cas 2 (resp. 3) des conditions au bord sur ~, on se donne
egalement une suite (resp. d’applications de ~ a _ , a+ ~ dans R
(resp. de graphes maximaux monotones de R, a domaine borne); on se donne
enfin des suites (uo,n) et (vn) dans L1 (I) et L~(Q) respectivement. On
suppose que ( an , pn ) vérifient les hypotheses (H1)-(H4) uniformement par
rapport a n ; ceci signifie dans (H2) et (H4) que les limites sont uniformes

par rapport a n, et enfin dans (H4) que ( 2014 Hn (. , 0) est equi-integrable
sur R; dans le cas 3 des conditions au bord, on suppose egalement que
D( Tn) est borne uniformement par rapport a n.

On suppose maintenant que :

et dans les cas 2 et 3 des conditions au bord

au sens des graphes maximaux monotones,

c’ est-a-dire (I + 03B3n)-1 ~ (I + 03B3)-1 sur R. Appliquant le théorème de
dependance continue des solutions d’ équation d’ evolution dans un espace
de Banach (cf [4], [6]), et utilisant les theoremes de la section 4 de [8],
on obtient immediatement :

1.3. - Avec les données et hypotheses ci-dessus, la bonne
solution un du problème (E) correspondant a ( an , (Pn , u0, n , vn , In, 03B3n)
Vol. 12, n° 6-1995.
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converge dans C([0, T]; L1 (I ) ) vers la bonne solution u du problème (E)
correspondant a ( a, uo, v, .~, ~y ) .
On suppose maintenant que les données uo, v vérifient

Alors la bonne solution u de (E) est essentiellement bornée; plus precisement
on a F estimation suivante :

PROPOSITION 1.4. - Supposant (1.9) et soit u la bonne solution de (E),
alors la fonction u est dans et

ou M est donne suivant les conditions au bord :

Preuve. - Definissons la fonctionnelle N sur par

ou M designe la constante donnee dans la proposition 1.4. Il est clair

que Nest s.c.i. sur L1 (I ) . D’ apres [8] (cf proposition 2.3, preuve des
propositions 3.2 et 3.6)

pour tout u E D(A), A > 0 avec ~cv  1, ou co, cv sont les constantes de

1’hypothese (H2). On en deduit

pour A > 0, ~cv  1 et U E R(I + ~A) .
Annales de l ’lnstitut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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La fermeture A de A dans L1 (I ) est m-accretive; notons Jx =

(I + aA) 1 sa résolvante. Fixons R > M; d’après [8] (cf théorème 2.4,
proposition 3.2 et proposition 3.6), il existe AR > 0,  1

pour tout A E]O, AR].
Par approximation dans (1.12) on obtient

pour A E ]0, ~R~ et u E L1(I) avec N(u)  R.
Considerons maintenant une subdivision to = 0  tl  ...  tn  T et

E L1 (I) telle que

ou Uo est la donnee initiale du probleme (E).
Appliquant (1.13), pour i = 1, ... , n on a

il en résulte alors

En iterant, on a donc

a condition que

ou on a pose

Vol. 12, n° 6-1995.
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Choisissant R > Ro = + J /’T 0 ~co + ~~v(t, .)~~L~~1?~dt;
pour tout e > 0, il existe une subdivision to = 0  tl  ...  t~  T et

vl, ... , v~ E L1(1) tels que (1.16) soit satisfaite et

il existe ul , ... , un E L 1 ( I ) uniques tels que (1.14) soit satisfaite; d’ apres
(1.15) on a

D’ apres le theoreme de Crandall-Liggett, notant ~c~ la fonction de [0,T]
dans L1 (I ) définie par uc(O) = uo, uc(t) pour t E ]ti-i, ~i],
i = 1, ~... , n, on sait que

. uc(t) - u(t) dans uniformement pour t E ~0, T~;

passant a la limite dans (1.19), on obtient

ceci etant vrai pour tout R > Ro on obtient bien (1.10). D

SECTION 2. SOLUTIONS ENTROPIQUES

On reprend les donnees de la Section 1. Dans cette section, on renforce les
hypotheses de la Section 1. On introduit tout d’abord 1’ hypothese suivante
qui n’interviendra que dans le cas I non borne:

Notons que ceci implique la premiere partie de (H4).
D’ autre part, on introduit la fonction

c’est-a-dire que pour (x, k) E I~2, .) est la fonction convexe

conjuguee de la fonction convexe

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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On fait Fhypothese suivante

Il est clair que 1’ hypothese (H6) implique (HI). En effet pour tout

(x,1~) E I x [-R,R] on a

pour tout 03BE E ~ 0 et ~ > 0. Cette formule montre d’ailleurs aussi
que GR est coercive, c’ est-a-dire

De façon equivalente, l’inégalité (H6) peut s’écrire

ou GR est la fonction convexe conjuguee de GR; ceci montre que
l’hypothèse (H6) implique aussi que a(x, k, ~) est borne sur I x [-R, R] x
~- M, ~VI ~ : plus precisement on a

pour tout (~,1~, ~) E I x [-R, R] x R.

Remarque 2.1. - Notons que l’hypothèse (H6) est impliquée par les
hypotheses de type Leray-Lions,

(1  p  oo, co, Co, C E C(R), co > 0 sur R) telles qu’on les trouve dans
[1]. Elle est aussi satisfaite par les fonctions de la forme

Vol. 12, nO 6-1995.
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ou f,g E C(R~) n et est croissante continue
surjective, telles qu’on les trouve dans [11] avec

On a le résultat suivant :

THÉORÈME 2.2. - Sous les hypotheses (H2) a (H6) (qui implique (H 1 ))
soient u0 et v vérijiant ( 1.9) . Alors la bonne solution u de (E) est « solution
entropique », c ’est-9-dire plus précisément :

pour tout k E ~.

(2) Dans le cas 2 des conditions au bord, on a

et

pour tout ( E D(~0, T~xI~), ~ > 0 et k E R , ou E(a+) _ -l, E(a_) _ -~-l.
(3) Dans le cas 3, des conditions au bord, il existe .~ E L°° (0, T) avec

E L1(0, T) tel que

et

pour tout
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Dans le deuxieme membre des inegalites (2.10) et (2.12), ( , ) est le

crochet de dualite entre D’ (~ 0, T ~) et D(~ 0, T ~) ; en effet, appliquant (2.8)
avec k = ~ ~~ u il est clair que

Il en resulte que h admet une trace dans D’(~O,T~) sur 81 :
pour tout a E 81, h(., 03B1) est défini par

ou p E Ð(I U ~ a ~ ) , p ( a ) = 1. Dans le cas 3 des conditions au bord,
a = 0 et E(a) = 1.

Remarque 2.3.

(i) Dans le cas I = R (cas 1) et d’un probleme du premier ordre
k) = 0), il y a unicité des « solutions entropiques », c’est-à-dire des

fonctions u E n L°° ( Q ) verifiant (2.8) : ceci a ete prouve
par S. N. Kruskhov ([ 12], [13]) sous des hypotheses de Lipschitz continuite
de = 0) par rapport a k; dans le cas = H(k)
seulement continue, 1’unicite a ete prouvee dans [4]; compte tenu de

1’ hypothese (H4), le raisonnement peut s’étendre au cas d’une dependance
en x. Nous ignorons dans le cas des problemes du second ordre s’il y a
encore unicite des solutions entropiques, au moins dans la situation generale
consideree ici; en effet sous des hypotheses de regularites sur les donnees,
1’ unicite des solutions entropiques B V est prouvee dans [18]. Pour le cas
2 des conditions au bord, la condition eutropique (2.10) correspond a celle
consideree dans [3] pour des problemes du premier ordre et pour lesquels
ils prouvent 1’ unicite sous des hypotheses de regularite sur H et u.

(ii) Le point (1) du theoreme 2.2 etend le resultat analogue de [7] dans
le cas a(x, k, 03BE) = 03BE - f(k). Notons également que ce théorème prouve
1’ existence de solutions faibles de (E) sous des hypotheses tres générales et
a ce titre etend en dimension 1 d’ espace les resultats de [I], [ 11 ], etc.

Preuve du théorème 2.2.

Notons par Ro le second membre de (1.10) et fixons R > Ro.
D’ apres la preuve de la proposition 1.4, pour E > 0 il existe des fonctions

en escalier constantes sur les intervalles ] d’une subdivision

Vol. 12, n° 6-1995.
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On peut d’ailleurs toujours choisir E BV(I) avec les

proprietes (1.16); puisque {v E R}
pour 0  A  AR (cf [8], theoreme 2.4 et lemme 2.6), on peut toujours
supposer

Notant

on a

et

D’ apres le corollaire 1.5 de [8] et la definition de A, on a en particulier

puisque

Annales de l ’lnstitut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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on a donc

Dans le cas 2 des conditions au bord, on peut remplacer (2.17) par

Notons egalement que = cp(a, E(a)) pour a E 81.
Enfin dans le cas 3 des conditions au bord, il existe :~0, T ~~ ~

constante sur les intervalles ti( telle que hE(t, 0) E 7(~E(t)), 0) _
cp(O, pour tout t T~ et

puisque

Vol. 12, n° 6-1995.
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on en deduit que le deuxième membre de (2.20) est

Il est clair, compte tenu de (2.15) et (2.16) que

lorsque E --~ 0. D’autre part, d’ apres (H5),

(2.22) (WE) est borne dans L°°(Q).

Le theoreme s’obtiendra alors immediatement a la limite dans (2.18),
(2.19), (2.20) et (2.21) en demontrant les resultats suivants :

LEMME 2.4. - Avec les notations ci-dessus,

(i) wx E ---~ wx faiblement dans 

(ii) h = a(., u, wx) E hE --~ h fortement dans 

(iii) Dans les cas 2 et 3 des conditions au bord
hE(., a) - h(., a) dans D’(]0, T[) pour ou h(., a) est bien defini

par (2.14) puisque (2.13) est evidemment satisfaite d’ apres (i) et (ii).

Premiere etape de la preuve. - Montrons d’ abord que

(2.23) hE ,) et wE, x |) sont bornés dans 

Par construction on a

Definissons
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on a

d’ ou

Enfin d’après (H6), puisque hE = 

et

Etant donné 03B6 E D(R), 03B6 > 0, on a

Dissocions maintenant les differents cas des conditions au bord.

Cas 1 : Fixons a > 0 et considerons la fonction

Puisque L°° (Q), on peut appliquer (2.28) avec cette fonction
~ (x ) et obtenir, grace a (2.26),

Vol. 12, n° 6-1995.
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6tant donne que et (j(., uE)) sont bornes dans grace a (H5),
on a

Par inegalite de Young, on en deduit

et donc

est borne.

Puisque | h~ |~ GR(| h~ I) + ] est borne dans 

utilisant a nouveau (2.28), on en deduit que est majore pour

tout ( E D ( f~ ) , ~ > 0, et donc d’après (2.27), wE,x I) est borne
dans 

Cas 2 : Appliquant (2.28) avec ( = 1, on a puisque a) = cp(a, 
pour a E 81,

D’ autre part choisissant on a

donc

On en conclut la preuve de (2.23) comme dans le cas 1 .

Cas 3 : Étant donne que est borne, il existe ~o E tel que
0 E par monotonie de 7, on a

Annales de l ’lnstitut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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d’ apres (2.28), on a pour tout ( E D(R),( > 0

Remplaçant

et raisonnant comme dans le cas 1, on obtient (2.23) .
Puisque GR et GR sont coercives, (2.23) montre en particulier que

(hE) et sont relativement faiblement séquentiellement compacts dans
Ceci montre dej a le point (i) du lemme .

Deuxième etape de la preuve. - Montrons que 
.

Considerons En -~ 0 tel que hEn --~ h faiblement dans et

montrons que h_= a ( . , u, wx ) . Appliquant le lemme A de l’ appendice, avec
H compact de Q, Gn(., r~) = G(., uEn (.), r~), on voit que

pour tout ( E L°°(Q) a support borne .
Prenant ( E D(Q), ~ > 0 et ~ E L°°(Q) on a

donc en utilisant (2.25),

Vol. 12, n° 6-1995.
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De (2.30) et (2.31), on deduit

pour tout ~ E LOO(Q).
D’un autre cote, d’après (2.18), = hE,x p p. sur Q, et donc a

la limite ut = hx + v dans D’ ( Q ) .
Pour 6 > 0, considerons

Utilisant les inegalites de Young et Jensen, on a

puisque

lorsque 8 ~ 0. A la limite dans (2.33), on obtient

Reportant cette inegalite dans (2.32) on obtient

pour tout

Annales de l ’lnstitut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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FIN DE LA PREUVE DU LEMME.

Pour montrer la convergence forte hE 2014~ ~ dans notons que

d’ apres (2.30), (2.31) et (2.34),

pour tout ( E D(Q), ~ > 0 et ~ E L°°(Q) .
Appliquant 1’inegalite precedente avec ç == (h A n) V (-n) et faisant

+00, on obtient

pour tout ( E D ( Q ) , ~ > 0 .

Appliquant Ie lemme B de l’appendice, avec SZ compact de Q et

G~(., ~) = G(., u~(.), ~), puisque ç ~ G*(., u(.), 03BE) = 03BE0 a(., u(.), r)dr
est continument derivable p.p. sur Q, on en deduit 03B6h~ ~ 03B6h dans 
pour tout ( E D(Q), et donc hE -~ h dans puisque hE -~ h
faiblement dans on a bien hE --~ h fortement dans 

Enfin Ie point (iii) est immediat par passage a la limite dans la relation

obtenue en integrant 1’equation = hE,x -~ vE . D

SECTION 3. SOLUTIONS DANS Lip(O, T; L1 (I)) n L°° (Q)

On reprend les donnees et hypotheses de la section 1. Rappelons que
l’on définit le domaine generalise de Foperateur A par :

(A) = {u0 ~ L1(I); il existe (un) C D(A), tel que uo

dans L 1 (I ) , Aun est bornee dans L1(I)}.
Vol. 12, n° 6-1995.



748 P. B~NILAN ET H. TOURE

Si v E BY(o, T; L1 (I)) et uo E D(A), alors d’après la théorie générale
des equations d’ evolution, la bonne solution u de (E) est lipschitzienne de
[0, T] dans L 1 (I) . Dans cette section nous supposerons

de telle sorte que la bonne solution u de (E) est dans Lip(O,T; n

L°°(Q). La bonne solution u de (E) est alors solution entropique, plus
precisement, on a le resultat suivant.

THÉORÈME 3.1. - Sous les hypotheses ci-dessus la bonne solution u de (E)
est dans Lip(O,T; L1(I)) fl et vérifie :

(1) w = 03C6(., u) E C(Q), wx E L 00 ( Q), h = a(., u, wx) E C([0, T]; w* -
BV(I)) et vérifie la condition entropique (2.8), en particulier

(2) Dans le cas 2 des conditions au bord :

existe puisque h ( t, . ) e B V ( I ) .

(3) Dans le cas 3 des conditions au bord :
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11 existe f E L°°(O,T) tel que w(t, 0) = cp(0, ~(t)), h(t, 0) E 
p.p. t E ~0, T~ et

p.p. t E ~0, T], Vk E E D(I) ~ > 0.

Remarque 3.2. - Notons bien que nous ne supposons pas que les

conditions (H5) et (H6) de la section 2 sont verifiees; ce resultat est

donc different du theoreme 2.2 et comme nous allons le voir, est beaucoup
plus elementaire. L’ inconvenient est que nous ne savons pas caracteriser
les elements de en general. Notons cependant que D(A) et donc
a fortiori D (A), contient les fonctions uo E C(1) n L1 (I ) vérifiant

wo = cp(., uo) E h = a(., uo, wo) E AC(I), et uo = .~ sur

~I, h(0) E dans les cas 2,3 des conditions au bord

Preuve du théorème 3.1.

On reprend les notations de la demonstration du theoreme 2.2. Par

definition du domaine generalise, on peut toujours choisir ue(O) E D(A)
avec AUe(O) borne dans L 1 ( I ) . On peut egalement choisir v~ borne dans
BV(O, T; L1 (I)); par accrétivité il en résulte que AUe est borne dans

T]; L1(I)) et donc h~ est borne dans L°°(0, T; BV(I)). D’après
1’ hypothese de coercivite (HI), est donc borne dans L°° (0, T ; L°° (I ) ) .
On en deduit que

-~ w(t) = ~p ( ., u(t)) dans C(1) uniformement pour t E [0, T] ,

-~ w(t)x faiblement dans LOO(I) pour t E [0, T~ .
Il en resulte
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D’autre part puisque est relativement compact dans on a

compte tenu de la monotonie de a par rapport ~ :
~ a(., u(t), w(t)x) dans L1(I) uniformément pour t E [0, T]

et donc

D’ apres le corollaire 1.5 de [8] et la definition de A, on a d’ autre part

puisque

on a donc

Dans le cas 2 des conditions au bord, on a we(t, a) _ .~(c~)) et, a
la place de (3.7), on obtient

i ~ n
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Enfin dans le cas 3 des conditions au bord on a

Passant a la limite dans les inegalites (3.7), (3.8), (3.9) et compte tenu
de (3.4) et (3.5) on obtient la conclusion du theoreme. D

On ignore s’ il y a unicite des solutions entropiques u E Lip(0, T ; L1 (I ) ) f1
L°° (Q) dans le cas general, par contre dans le cas ou ~p est strictement

croissante, on a le resultat suivant :

THEOREME 3.3. - En plus des hypotheses de la section 1 nous supposons

que :

(3.10) est strictement croissante pour tout x E f~.

Alors pour tout (uo, v) vérifiant (3.1) la bonne solution u de (E) est

1’ unique solution de :

Preuve.

(1) Existence. On montre que la bonne solution u de (E) qui est

dans Lip(0, T; L1(I)) n L°° (Q) est solution de (P). En effet d’après le
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theoreme 3.1, w = C(Q) et donc utilisant Fhypothese (3.10) on
a u e C(Q); et d’autre part wx e L°°(Q), h E G(~O,T~;w* - BV(I)) et
Ut = hx -~ v dans D’(Q).
Dans le cas 2 des conditions au bord, puisque w(t, a) = cp(a, 

pour tout (t, a) dans [0, T~ x al, compte tenu de (3.10), on a u = E sur
[0, T] x dI. Dans le cas 3 des conditions au bord, il existe f e L°°(O,T) tel
que w(t, 0) = p(0, ~(t)) sur [0, T] et p.p. t e [0, T], h(t, 0) E y(~(t)). Étant
donne que h e C(~0, T~; w* -BV(I)) et utilisant (3.10), on a u(t, 0) _ _

pour tout t E [0, T~, on a donc 
’

(2) Unicite. Soient u1, u2 deux solutions du probleme (P). Posons

w2 = qui satisfait Wi,x E i = 1, 2; notons hi =

a(., u2, Alors u = u1 - u2 E Lip(0, T; L1 (I)) h = h1 - h2 E

C([0, T]; w* - BV(I)) et u~ = hx dans D’(Q).
Appliquant le lemme 3 de [BT1] on a :

Pour prouver que u - 0, il suffit donc de montrer que pour t E (0, T) et
]a,6[ une composante connexe de l’ouvert {u(t, .) > 0}, on a

On va montrer que h(t, a+) > 0; on montrerait de la meme maniere que
h(t, b_ )  0 ce qui achevera la preuve du theoreme.

ler cas : a e I. Alors > w2 (t, .) sur ~a, b~ et a) = w2 (t, a).
Puisque L°° (I ), il existe une suite (xn) de points de
Lebesgue de wl (t)x, W2(t)x telle que a et ~2 avec

~2. Ainsi par passage a la limite

et donc h(t, a-I-) > 0.

2eme cas : a = cx_ > -oo. Si a_ ) = u2 (t, a_ ) on est ainsi ramené
au cas . Sinon, on est dans le cas 3 des conditions au bord et puisqu’ on
a ul (t, 0) > u2 (t, 0); par monotonie de q on a h(t, 0~-) > 0.

3eme cas : a = - oo . Reprenant maintenant la preuve du theoreme 3.1 de

[8], on a hi (t, a) = lim hi(t,x) = h- pour i = 1, 2, ou h- est définie

par (H4). On en deduit h(t, a+)  0. D 

Annales de l ’lnstitut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



753SUR L’EQUATION GENERALE

Nous poursuivons avec Fhypothese (3.10) du theoreme 3.3 et notons

Rappelons que la fonction G* est définie par (2.2). Nous allons montrer
que lorsque cp, /3, G* verifient 1’hypothese complementaire ci-apres:

la solution u du problème (P) est solution forte.

THÉORÈME 3.4. - Sous les hypotheses du théorème 3.3, on suppose que
(H7) est vérifiée. Alors pour tout (uo, v) vérifiant (3.1), la solution u du
problème (P) est solution forte; plus précisément ut E L°° (0, T ; L1 (I ) ).

Preuve. - Soit u la solution du problème (P) donnée par le théorème 3.3.
Posons

~tant donne que u, w e C(Q), 0 est une partie ouverte de 8~2. Pour prouver
ce resultat on va adopter la methode de [9].

lère etape : Nous montrons tout d’abord que = 0.

On adopte les notations et la demarche de [9]. Pour x E I, posons :

On a alors

Nous allons prouver que p.p. x E I

Fixons x E I, tel que

Puisque
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on a

> 2014 ~ est une partie ouverte de R, c’est done

une reunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints ]k1, k2[. D’après
(H7), /3(~,.) est lipschitzienne sur ~i); (~(~, ~)[ et donc

est negligeable. On en deduit que

est negligeable et donc

est aussi negligeable. Puisque

Ceci est vrai p.p. x E I, d’ ou (3.11).
2e etape : On va montrer que ~ct E ceci impliquera que

la fonction ut est dans L°° ( 0, T ; L 1 ( SZ ) ) puisque ut = ut~03A9 et u E

Lip(0, T; Ll (I)). On reprend les notations de la preuve des théorèmes 2.1
et 3.1.

On rappelle en particulier que

sont bornés dans 

On a t~ -~ u dans C ( Q ) ; en est relativement compact dans

C (1) et donc ~u~. (t) ~ est relativement compact dans C (1).
D’ autre part

-~ u(t) dans L1 (I ) uniformement pour t E [0, T~ .

Donc ~ ~ u dans C(Q).
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Fixons maintenant (to, ~o) E S2, et posons ko = u(to, On a

Considerons Soit i tel que

Multiplions par et integrons sur I.

Puisque

on en deduit que
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Compte tenu de (3.12), (3.13) et (H7) on a

Il en resultera

et en utilisant Finegalite de Young, il vient

Considerons maintenant i, j tel que

En integrant les inegalites correspondantes entre et en faisant leur
somme, on a

Donc

Par passage a la limite, lorsque ~ ~ 0, on obtient c0 2 / Ru’(t)203B62 ~
C2T + C3. Donc la fonction ut est dans D
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APPENDICE

Nous donnons ici, deux resultats classiques d’ analyse convexe, dont nous
n’avons pas pu trouve de references precises.

Soient (0, B, ~c) un espace mesure de mesure finie et pour n = 1, 2,...,
Gn : SZ x RN ~ R+ mesurable en x, convexe en ~ E RN. On suppose

ou Go : I~N -~ R+ est convexe et coercive, i.e.

Soit d’autre part une suite (hn) de L1(0, N) telle que

Alors (hn) est relativement faiblement sequentiellement compact dans
L1(S2, I~‘~’); on suppose

LEMME A. - On a pour tout ( E L°° (SZ), ~ > 0

Preuve. - D’ apres (A.2), on a

et d’ apres (A.1 ), ~ aG(x,.) au sens des graphes  p.p. x E 0
(cf [2]). Quitte a prendre une suite extraite, et a remplacer Gn (x, r~) par
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on peut toujours supposer ( == 1 et

Pour M > 0, definissons

On a

et

D’ apres le lemme de Fatou, pour M fixe

d’autre part

et

donc d’après le theoreme de Vitali

On en deduit

et donc (A.6), a la limite lorsque lV~ --~ oo .

LEMME B. - ftant donné ( E L°° ( S~ j, ~ > 0, supposons
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Si G(x, .) est strictement convexe et coercive ~c p.p. x E SZ, alors

Preuve. - Comme dans la preuve du lemme B on peut toujours supposer
03B6 ~ 1. Il existe 03A9 ~ RN mesurables tels que 03BEn E h)  p.p.,

~n --~ ~ ~c p.p.; on a alors 
.

Étant donne M > 0, d’ apres (A.5), (A.7) et (A.9)

D’ apres (A.6),

Enfin

et par le lemme de Fatou et (A.4)

Donc, en reprenant (A.10) et (A. II ),

dans L1(0).
Utilisant un precede diagonal, de toute suite extraite, on peut extraire

une suite (nk) telle que
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Pour prouver le resultat, on peut donc supposer

et montrer alors que p.p. sur {( > 0}.
Fixons un point x E S2, ((x) > 0 tel que la convergence (A.12) ait

lieu ainsi que

et .G(x, .) strictement convexe et coercive. Étant donné z E il
existe zn E tels que

On a

donc

Puisqu’ on peut prendre z e (~ N arbitraire et puisque G (x, . ) est coercive,
on en deduit que hn (x) est borne. Si ~ est point limite de (hn (x)) lorsque
n -~ oo, on a alors

et donc, puisque G(x,.) est strictement convexe, ~ = h( x).
11 en resulte donc que - h( x) lorsque n -; 
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