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RESUME. — Dans cet article, nous nous intéressons a 1’estimation et au
calcul de 'indice de Morse des applications p-harmoniques, ol p € [2, +o0[.
Nous y traitons notamment le cas de I’application identité, ainsi que celui
des applications définies sur des sphéres ou a valeurs dans des sphéres. Les
résultats que nous obtenons généralisent un grand nombre de ceux obtenus
pour les applications harmoniques (p = 2) dans [2], [3] et [9].

ABSTRACT. — In this paper, we investigate estimates and calculation of
the Morse index of p-harmonic maps, with p € [2, +oo[. More particularly,
we deal with the identity map and maps from or to spheres. Our results
extend those obtained for harmonic maps (case p = 2) in [2], [3] and [9].

INTRODUCTION

Dans cet article nous nous intéressons aux points critiques, dits
applications p-harmoniques, de la fonctionnelle p-énergic E,, p €
[2, +00[, définie sur I’espace des applications différentiables d’une variété
riemannienne compacte (M, g) & valeur dans une variété riemannienne
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230 A. EL SOUFI ET A. JEUNE

(N, ¢'). Cette notion d’application p-harmonique est une généralisation

naturelle de celle bien connue d’application harmonique qui correspond ici
au cas p = 2.

Une bonne partie des résultats de cet article porte sur 1’indice de Morse
des applications p-harmoniques. Cet invariant, que I’on note Ind, (¢) pour
une application p-harmonique ¢, mesure en fait le degré d’instabilité du
point critique ¢. L’application ¢ est dite p-stable si Ind, (¢) = 0.

Les premiers résultats concernant la stabilité et I’indice de Morse des
applications harmoniques ont été obtenus par Mazet [9] et Smith {11]. Le
cas particulier de 1’application identité fut largement étudié par ces auteurs.
Au paragraphe II du présent article nous nous intéressons également a ce
cas et nous montrons (théoréme 1) que, si (M, g) est une variété compacte
orientable de dimension m, alors, pour tout p > m, I'identité I, de M
minimise la p-énergie I, sur ’ensemble des applications de degré non nul
de M dans M. Nous en déduisons que I,; est p-stable pour tout p > m.

Dans le cas p < m = dim M, nous généralisons au cas p-harmonique
les arguments de Smith pour montrer que (théoré¢mes 2 et 3) :

(i) Ind, ({ar) est minoré par la codimension de I’espace des champs de
Killing dans celui des champs conformes de (M, g).

(i) Si (M, g) est d’Einstein, alors Ind, (1) est égal au nombre de
valeurs propres de (M, g) que contient I'intervalle 0, 2 mc/(m + p — 2)],
oll mc est la courbure scalaire de (M, g).

Une classe particuliere d’applications p-harmoniques est constituée par
les immersions minimales homothétiques. Au paragraphe III de cet article

nous montrons (théoréme 4) que, si ¢ : (M, g) — (N, ¢') est une telle
application, alors

Ind, (¢) > Ind, (In),

et que, si ¢ est totalement gé€odésique, alors

Ind, (¢) — Indy (¢) = Ind, (I),

oll Indy (@) est I'indice de ¢ pour la fonctionnelle Volume.

Ces résultats permettent le calcul de I’indice d’un nombre non négligeable
d’applications p-harmoniques dont I’injection canonique I, , de la sphére
canonique $™ de dimension m dans $", et I’immersion canonique j,, de
§™ dans I’espace projectif complexe CP™ (cf. corollaires 2 et 3).

Le paragraphe IV est consacré au cas ol la variété source est la sphere
canonique S™. Rappelons que Xin [13] avait montré que, pour toute
application harmonique ¢ de $™, m > 3, dans une variété (N, ¢'), on
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INDICE DE MORSE DES APPLICATIONS p-HARMONIQUES 231

a Inds (¢) > 1. Ce résultat fut amélioré par le premier auteur dans [3] ol
I’on trouve la minoration optimale : Inds (¢) > m+1. Aussi bien dans [13]
que dans [3], I’idée de base est de calculer la variation seconde de I’énergie
dans la direction des champs du type d¢ (V'), ot V' est un champ conforme
de $™. Cependant, les deux démarches sont différentes. En effet, la preuve
de Xin est fondée sur la formule générale de la variation seconde, alors que
le résultat de [3] découle du calcul de la variation premigre en tout point,
le long du groupe a un parametre engendré par le champ conforme V.

Dans le cas de la p-énergie et des applications p-harmoniques, la formule
générale de la variation seconde (¢f (3)) devient trés peu maniable,
ce qui rend tres difficile la généralisation des arguments de Xin. Par
contre, la méthode développée par le premier auteur dans [2] et [3]
présente 1’avantage de s’étendre de maniere naturelle a ce type de
fonctionnelle et permet d’obtenir en particulier la minoration optimale
suivante (théoréme 5) :

Ind, (¢) > m +1,

valable pour toute application p-harmonique non constante ¢, avec p < m,
de S™ dans (N, ¢).

Cette méthode présente un deuxiéme avantage. En effet, outre le calcul de
la variation seconde dans la direction des champs conformes et la minoration
de l'indice, elle permet d’avoir le résultat global suivant (théore¢me 6) : si
G (m) est le groupe des difféomorphismes conformes de S™, alors toute
application p-harmonique ¢ : S™ — (N, ¢’) vérifie

Sup{E,(¢o07); v€G(m)} si p<m,

Ep(¢):{lnf{Ep(¢07); YEG(m)}  si pz2m

De plus, si ¢ est non constante et p # m, alors I'égalité E, (povy) = E, (¢)
n’a lieu que si «y est une isométrie.

Le dernier paragraphe traite du cas ol la variété but est une sphére. Nous
y faisons une étude parallele a celle développée au paragraphe IV. Nous y
montrons en particulier que toute application p-harmonique non constante
¢: (M, g) — S™ vérifie (théoreme 7) :

Ind, (¢) > n — p.

De plus, sous une hypothe¢se de positivité sur le tenseur de p-énergie-
impulsion de ¢, nous montrons que (théorémes 8 et 9) :

Ind, (¢) 2n+1
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232 A. EL SOUFI ET A. JEUNE

et
E,(¢)=Sup{E,(yo¢); ~v€G(n)}

Ces résultats sont une généralisation de ceux obtenus, pour p = 2, par le
premier auteur dans [2]. Noter que le cas des applications harmoniques a
valeurs dans une sphere avait d’abord été étudié par Leung [8].

I. PRELIMINAIRES

Dans toute la suite de cet article, on désignera par (M, g) et (N, g¢’)
deux variétés riemanniennes connexes de dimensions respectives m et n.
La variété M sera supposée compacte. Les produits scalaires associés a g
et ¢’ seront tous notés { , ).

Soit ¢ une application différentiable de M dans V. Pour tout réel p > 2,
on appelle p-énergie de ¢ la quantité :

B, (4) = ;7 /M dofrdv

ol dv est I’élément de volume riemannien associé 2 g, et ol |d¢| est la
norme de Hilbert-Schmidt de d¢ : si o et ¢’ sont deux 1-formes sur M
a valeurs dans ¢* TN, alors,

m

(0,0 ) (@)=Y ¢ (0(e), o' (e)),

=1
{e; }; étant une base g-orthonormée de T, M.

Soit T' (¢) I’espace des champs de vecteurs le long de ¢, i.e. les sections
du fibré ¢* TN. On désigne respectivement par D et V les connexions
canoniques de (M, g) et (N, ¢'), et par V¥ la connexion induite sur
¢* TN par V.

La variation premiére de la p-énergie en ¢ dans la direction d’un champ
V € T'(¢) est donnée par la formule :

(DB (V) = 2 By (do)lca = = [ 1067726 (), T V) v

ol (¢¢); est une famille d’applications différentiables telle que ¢o = ¢ et
— ¢¢li—o = V. L’application ¢ sera dite p-harmonique si (DEp)s (V) =0

pour tout V € T'(¢). Le cas p = 2 correspond a celui ol ¢ est harmonique.
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INDICE DE MORSE DES APPLICATIONS p-HARMONIQUES 233

L’extension naturelle de V¢ aux k-formes o 2 valeurs dans ¢* TN est
donnée par :

(V% o) (X1, ..oy Xi) = V% (0 (X1, ..y Xi))

> o(Xy, ..., Dx X, ..., Xu).

i=1

On appelle p-tension de ¢ le champ 7, (¢) donné par :

(D) 7 () = try VO (|dplP =2 dg) () = |dg["~*r2 (¢) + dp (V]dgP~?)

ot V|dg|P~2 désigne le gradient de |[dp|P~2? dans (M, g). Aprés une
intégration par parties la formule de la variation premiére ci-dessus devient :

@ (DE)s (V) = — / (7, (&), V) dv.

M

Il en découle que ¢ est p-harmonique si et seulement si 7,(¢) = 0.
Notons que d’aprés (1), si |[d@| est constante, alors, pour tout p > 2, ¢ est
p-harmonique si et seulement si elle est harmonique.

Soit RN le tenseur de courbure de (N, ¢'). On pose, pour tous V,
W e I'(¢),

Ric? (V, W) = trg RN (do (-), V, do (-), W).

La variation seconde de E, en ¢ p-harmonique dans la direction de V
et W est alors donnée par (voir par exemple [7]) :

82
3) Hg’ (V, W) = M‘EP (¢s,8)](0,0)

= / [do|P~2(tr, (V¢ V, V* W) — Ric® (V, W)) dv
M

+p-2) /M dBP=4( VOV, dg (1)) (VA W, dg(-) ) do.

On appelle p-indice de ¢, et on le note Ind, (¢), la dimension des sous-
espaces maximaux de I'(¢) sur lesquels la forme quadratique H;f’ est
définie négative, i.e.
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234 A. EL SOUFI ET A. JEUNE

Ind, (¢) = Sup {dim E; E C T'(¢) t.q. Hz‘f est définie négative sur E }.
L’application ¢ sera dite p-stable si Ind, (¢) = 0.

Nous déduisons directement de la formule (3) les propositions suivantes :

PRrOPOSITION 1. — Soit (N, ¢') une variété a courbure sectionnelle négative
ou nulle. Alors toute application p-harmonique, p > 2, d’une variété
riemannienne compacte (M, g) dans (N, g') est p-stable.

Dans le cas particulier des applications harmoniques a densité d’énergie
constante, on a la

ProposiTiION 2. — Soit ¢ une application harmonique d’une variéié
compacte (M, g) dans une variété (N, g'). Si |d¢| est constante, alors,

pour tout p > 2, ¢ est p-harmonique et I’application p — Ind, (¢) est
décroissante sur [2, +ool.

Preuve. — Soient p > ¢ > 2 deux réels. Comme |d@| est constante, la
formule (3) nous donne pour tout V' € T'(¢),

@ |dplP~*H (V, V) = H} (V, V) — (p - q)|dg["~*

x/ (VOV, dp(-))? dv.

Le résultat en découle immédiatement. ]

IL. INDICE DE L’IDENTITE

Dans ce paragraphe nous allons nous intéresser a 1’application identité I
de (M, g) qui est évidemment p-harmonique pour tout p.

Pour p > m, nous avons le

THEOREME 1. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte orientable
de dimension m et soit p € [m, +oo[. Pour toute application ¢ : M — M
de degré non nul on a

E, (¢) > Ep (I),

ou, pour p > m (resp. p = m), [’égalité a lieu si et seulement si ¢ est une
isométrie (resp. une transformation conforme) de (M, g). En particulier,
I est p-stable pour tout p > m.
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INDICE DE MORSE DES APPLICATIONS p-HARMONIQUES 235

Preuve. — D’apres [12], si ’on note V' la fonctionnelle Volume, on a

En(¢) 2 m™ 22V (¢),
db12
ou I’égalité a lieu si et seulement si ¢ est conforme, iLe., ¢* g = I—:;I— g.
Or, on a V(¢) = |deg ¢|V (M). Dot
Eqn (¢) 2 m™ /% deg ¢|V (M) = |deg ¢|En (I)
car |dI|> = m.

Pour tout p > m on a (inégalité de Holder) :

Ey(¢) 2

ou, si p > m, ’égalité a lieu si et seulement si |d¢@|? est constante. D’ou

mp/m

V(M) By ()P

/m
E,(¢) > m; V (M)'~?/™|deg $P/™ B, (I)P/™
/
- deg 617V (M) = |deg 6"/ E, (I) > E, (I).

L’égalité E, (¢) = E, (I) entraine donc que ¢ est conforme de degré +1 et,
si p > m, que |d@|? est constante égale & m. On en déduit immédiatement
le résultat. |

La formule de la variation seconde devient dans le cas ¢ = I :

) HI(V, W) = m®2" / (D.V, D.W)
M

— Ric™ (V, W))dv + (p — 2) m®#—9/2 / §V 6W dw,
M
ol Ric™ est la courbure de Ricci de (M, g) et o §V est la divergence de

V.1Ici V et W sont des champs de vecteurs sur M. Les formules intégrales
classiques donnent (cf. par exemple [14]) :

[ 4o v, o v)-wic @ vy = [ (Jivor - @v?) ao

ol Ly g est la dérivée de Lie de g par rapport a V. D’oll
© 1 (V. V) =m0 [ (R g (-2 -m) 6V)7) o
M
— mE-0/2 [T 2 _ 4 sy 2
=m 5 |Ly g] (6V)* ) dv+ (p — m) (6V)2dV
M m M

> mP=9/2(p ) / (6V)? dw.
M
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236 A. EL SOUFI ET A. JEUNE

En effet, dans une base orthonormée {e;} qui diagonalise Ly g en un
point x de M, on a:

Ly gl* = Lvg(es )’ =4 (D V, &)

S ADL V)P = = (V)

IA

. 4 .
De plus, I'égalité |Ly g|> = — (6V)? entraine qu’en tout point z € M, les
Ly g (e;, e;) sont tous égaux, c’est-a-dire que Ly g est proportionnel 2 g et

donc que le champ V est conforme. On en déduit la proposition suivante :

PROPOSITION 3. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de
dimension m. Pour tout p > m, l'identité I de M est p-stable et le noyau
de Hzf est donné par

C si p=m
Kengz{ L
K si p>m,

o C est l'espace des champs conformes et oi K est I’espace des champs
de Killing de (M, g).

Preuve. — L’hypotheése p > m entraine d’apreés (6) qu’on a, pour tout
champ de vecteurs V sur M, H} (V, V) > 0 et que I'égalité HI(V,V)=0
n’a lieu que si V' est conforme et si (p —m) 6V = 0. D’on, [ est p-stable et

KerH! C {VeC;(p—m)sV=0}={C % P=™
T P K si p>m,

Réciproquement, I'invariance de E, sous I’action du groupe d’isométries
(resp. du groupe conforme pour p = m) entraine immédiatement qu’on a
K C Ker H] (resp. C C Ker H},). D’oli le résultat. [ ]

Remarque. — 1l est clair, d’apres (5), que si Ric™ est non-positif, alors
I est p-stable pour tout p > 2.

Une autre conséquence de (6) est le

THEOREME 2. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de
dimension m. Pour tout p € [2, m|, on a

Ind, (I) > dim C/K.
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Preuve. — Pour tout champ conforme V' sur M on a
2
Lyg= ——(6V)g.

m

En remplacant dans (6) on obtient (avec p < m) :
I _ —4)/2 2
B, V)= (p=mm®=97 [ (oV)tdv<o
ol I'égalité HI (V, V) = 0 a lieu si et seulement si §V = 0, c’est-a-dire,
si V est un champ de Killing. On en déduit que Hzf est définie négative
sur le complémentaire orthogonal C’ de K dans C et donc que
Ind, (I) > dim C’' = dim C/K. |

On identifie, au moyen de la métrique g, les champs de vecteurs aux
champs de 1-formes sur M et on note D* 1’adjoint de D pour le produit
scalaire L?. La formule (5) peut alors s’écrire

(7 H(V, W) = m-2/2 /M (JL(V), W)dv
ou
JI(V)=D*DV - (p;f) d8V — RicM V.

Le p-indice de I est alors égal au nombre de valeurs propres (multiplicité
comprise) strictement négatives de J!. Si I'on note Ay = —(d§ + 6d) le
laplacien de Hodge, on a alors (formule de Bochner-Weitzenbock) :

D*D = Ay — RicM
et donc

(®) Jl=Ag - =2 45 _Ric™.
m
Dans le cas particulier olt (M, g) est d’Einstein, cette formule va nous
permettre de relier, pour p < m, le p-indice de I au spectre de (M, g).
En effet, pour tout 7 > 0, on note A(r) le nombre de valeurs propres
(multiplicité comprise) du Laplacien A de (M, g) (agissant sur C* (M))
strictement comprises entre 0 et r. On a alors le

THEOREME 3. — Soit (M, g) une variété d’Einstein de dimension m telle
que Ric™ = cg avec ¢ > 0. Pour tout p € [2, m[, on a

2mc
I = .
ndp(I) A<m+p—2)

Vol. 13, n® 2-1996.



238 A. EL SOUFI ET A. JEUNE

Preuve. — L’espace A' (M) des 1-formes sur M se décompose, par
le théoréme de Hodge de Rham, en la somme des deux sous-espaces
orthogonaux Imd = {df; f € C®(M)} et Keré = {a € AY(M);
ba = 0}. Dans le cas présent o la variété (M, g) est d’Einstein, ces

-2
=2 s o,
m
(vérification immédiate). Le spectre de Jlf est donc la réunion des spectres
respectifs des opérateurs J, = J/Imd et J) = JI/Keré. Or, la

formule (6) nous dit que la forme Hzf est positive sur Ker 4, et donc que
toutes les valeurs propres de J) sont non-négatives. D’oll

deux sous-espaces sont stables par I’opérateur Jlf =Ag

Ind, (I) = #Spec (J, )N ] — oo, 0] = #Spec (J))N] — oo, 0].
Pour toute forme df € Imd, on a

J) (dfy = JL(df) = —dbdf — =2 4 df —2cdf.

m

9) JI’) (df) =d (M__
m

2Af—2cf>.

On en déduit, sachant que f peut toujours étre choisie d’intégrale nulle
sur M, que 1’application

m+p—2
- —pu—2c
est une bijection de Spec (A)\{0} sur Spec(J,) (bijection qui conserve
les multiplicités). En conclusion, on a

Ind, (I) = #Spec(J,)N] — oo, 0

2me ‘ 2me
S [ N (b Y
#Spec(A)ﬂ]O, m+p—2[ /\<m+p—2)

Il

Une conséquence immédiate du théoreme 3 est le

COROLLAIRE 1. — Le p-indice de U'identité I,,, de la sphére canonique S™
est donné par
m+1 si pe (2, m|

Ind, (I,,) =

w, (L= {07 LS
2 -1

En effet, sur STn, onac=m—1 et 'intervalle 0’ _Tn_@___)_l}

m+p—2
contient pour p < m, une unique valeur propre de S™, Ay = m, dont la
multiplicité est m + 1.
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II1I. INDICE DES APPLICATIONS HOMOTHETIQUES

Dans le cas ol ’application ¢ est homothétique (i.e. ¢* ¢’ = k% g, ol
k € R), la p-tension 7,(¢), o p € [2, +oo[, est proportionnelle a la
courbure moyenne de ¢. Par suite, I’application ¢ est p-harmonique si et
seulement si elle est minimale. Or, une immersion minimale est un point
critique de la fonctionnelle volume. A ce titre, elle posséde un autre indice
de Morse noté Indy (¢).

THEOREME 4. — Soit ¢ une immersion homothétique minimale d’une variété
riemannienne compacte (M, g) dans une variété (N, ¢'). Pour tout p > 2
on a

Ind, (¢) > Ind, (1)

on I est Uidentit¢é de M. De plus, si ¢ est totalement géodésique
(i.e. V¢ d¢p = 0), alors on a

Ind, (¢) = Ind, (I) + Indy (¢).

Preuve. — Comme ¢ est homothétique, |d¢| est constante et on a (cf. (3))
pour tous V, W € I'(¢),

10)  H(V, W) = |doP2HS (V, W) + (p — 2)|deP~*

x/ (VPV, dp () (VEW, dp(-)) dv
M

Notons I'T (¢) le sous-espace de I' (¢) formé des champs d¢ (X ), o X
est un champ de vecteurs sur M. La restriction de HJ a I'T (¢) est donnée
par (voir par exemple [3], lemme 2.5) :

(1 HY (d¢ (X), d¢ (X)) = k* H(X, X),
ol k est la constante telle que ¢* ¢’ = k% g. De plus, on a

(12)
(VEdp(X), dp(-)) = (V?do(, X), dp(-))+(dp(D.X), dé(-))

(
0 +k2(D.X, -),

car, comme ¢ est homothétique, la forme V¢ d¢ prend ses valeurs dans le
fibré normal de ¢. Le report de (11) et (12) dans (10) donne

(13) H? (d¢ (X), d¢(Y)) =k H] (X, Y).

Vol. 13, n® 2-1996.



240 A. EL SOUFI ET A. JEUNE

On en déduit immédiatement la premiére insertion du théoréme.

Supposons maintenant ¢ totalement géodésique et notons 'V (¢) ’espace
des champs normaux le long de ¢. On a alors T'(¢) = I'7 (@) & TN ().
Nous allons montrer que, pour tout d¢ (X) € T'T () et tout V € TN (),

on a

(14) H? (d¢ (X), V) =0.

En effet, comme ¢ est totalement géodésique, on a, pour tous X, Y, 7
champs de vecteurs sur M,

V$ dp (X) = dg (Dy X),

(15) (VEV, dp(2)) = —(V, VEds (X)) =0

et donc par conséquence,

(16) (V?dg(X), V*V) = 0.

Par ailleurs, la formule de Weitzenbdck [1] donne dans le cas totalement
géodésique

(17) Ric® (d¢ (X), V) = (dé (Ric™ X), V') = 0.

Le report de (15), (16) et (17) dans (3) donne (14). La propriété
d’orthogonalité pour H]f qu’exprime (14) entrafne :

(18) Ind, (¢) = Ind (H]) + Ind (H}'),

ol Ind (H,) (resp. Ind (HY)) est I'indice de la restriction H (resp. H))

de la forme H? a T'" (¢) (resp.T'™ (¢)). Or, on vient de voir (d’aprés (13))
que

(19) Ind (H;) = Ind,, (I).
D’autre part, la forme HY = |dp[P~2 H] /TN (d¢) est proportionnelle,

dans le cas totalement géodésique, a la variation seconde du volume en

¢ (cf [10]). D’od

(20) Ind (H}) = Indy (¢)
La seconde assertion découle alors de (18), (19) et (20). [ |
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Notons I,, . 'injection canonique de S™ dans S§™, o m < . Simons
montre dans [10] que Indy (I, ) = n —m. La combinaison de ce résultat
avec ceux du théoréme 4 et du corollaire 1 donne le

COROLLAIRE 2. — On a
n+1 si pe [2, m]

n—m si p>m.

Ind, (In, ») = {

Soit jm : ™ — RP™ — CP™ limmersion canonique de $™ dans
I’espace projectif complexe C P™ de dimension réelle 2 m. Cette immersion
est homothétique et totalement géodésique et on a (cf. [3])

mm&ﬁﬂz(m+1¥m+2x

D’ou le

COROLLAIRE 3. — On a

L (m+1)(m+4)/2 si p€ [2,m]
Indp(]m)_{(m+l)(m+2)/2 si p>m.

IV. APPLICATIONS p-HARMONIQUES DE LA SPHERE

Soit G (m) le groupe des difféomorphismes conformes de $™. L’espace
C des champs conformes de S™ est la somme directe de I'espace K des
champs de Killing et de ’espace A des champs gradients des premieres
harmoniques sphériques : pour tout a € R™*1, on note a le gradient dans
§$™ de la fonction x — (z, a)(ie a(z) =a— (z, a)x), on a alors

A={a; aeR™}.

Soit ¢ une application p-harmonique de $™ dans une variété riemannienne
(N, ¢'). Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser a la restriction
de la p-énergie E, a la sous-variété¢ G, (¢) = {po~y; v € G(m)} dont
I’espace tangent en ¢ est d¢ (C) = d¢ (K) @ dop(A) C T ().

Le premier résultat que nous obtenons concerne la dérivée seconde de
cette fonction. Comme d¢ (K) fait partie du noyau de la variation seconde
H} de E,, il suffit de déterminer la restriction de H a d¢ (A). Celle-ci
est donnée par le
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THEOREME 5. — Soit ¢ une application p-harmonique non constante de
S™ dans une variété (N, g'). Pour tout a € R™! on a

1 (dh @), d (@) = / 1462 b @)

En particulier,

(i) si p < m, alors Hl‘f est définie négative sur d¢ (A) et on a

Ind, (¢) > m+1,

(i) si p < m, alors H} est définie positive sur dé (A).

11 découle de ce théoréme que, si p<m (resp.p>m), alors la restriction
de E, a G,,(¢) admet un maximum local (resp. minimum local) en ¢.
Le résultat suivant nous dit que ce maximum (resp. ce minimum) est en
fait global.

THEOREME 6. — Soit ¢ une application p-harmonique non constante de
§$™ dans une variété (N, ¢').

(1) Si p < m, alors on a

E,(¢)= Sup E, (o).

¥eG(m)
De plus, I’égalité E, (¢) = E, (¢ 0y) n'a lieu que si v est une isométrie.

(1) Si p > m, alors on a

E,(¢)= Inf E,(¢on).

YEG(m)

De plus, I'égalité E, (¢) = E, (¢ 0y) n’a lieu que si v est une isométrie.

Pour p = m, K, est constant sur G,, (¢) (ceci peut se voir comme
application de la formule de changement de variable).

La preuve de ces théorémes nécessite les lemmes suivants :

LemME 1. — Si v est un difféomorphisme conforme d’une variété
riemannienne (M, g), alors pour tout p > 2, on a

T(Y) = m®P=D2 (p —m)aP 3 dy (V)
ot « est la fonction telle que v* g = o? g.
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Preuve. — Comme  est conforme on a |dy|? = ma? et donc (¢f: (1))
1 (7) = |dy P2 72 () + dy (Vdy[P~%)
=mP D/ (0P 21y () + dy (VP7?)
=mP D2 a3 (ary (v) + (p—2)dy (V).
Si I’on note D la connexion de Levi-Civita de § = o2 g, alors on a
Vidy(Y)=dy(DxY)

(car 7 est un difféomorphisme isométrique de (M, §) sur (M, g)). On
a donc

(V) (X, Y)=dy(DxY - DxY),

et, dans un repere orthonormé local {e; },,

T2 (7) = Z dy (D, e; — D, €:).
Or, on a '

DxY -DxY=a'({X,Va)Y +{(Y,Va)X — (X, Y)Va).

On en déduit

ra(a) = (2 — m)a~t dy (V).
D’ol le lemme 1. |

LEMME 2. - Si (M, g), (N,g') et (P, ¢") sont trois variétés riemanniennes
etsi¢p : M — N ety : N — P sontdes applications différentiables, alors
T (Yo ¢) = fdy (1, (¢) + |d (90 §)[F 2 trg V¥ dyp (dg (), dé ()

+ |dglP*d (Y 0 4) (V f)
on f= |d(¥o@)P?/|dplP>.
Ce lemme s’obtient sans difficulté a partir de (2) et de ’expression de

79 (1) o ) donnée dans [1].
Une application des deux lemmes précédents est le

LEMME 3. — Soient (M, g) et (N, ¢') deux variétés riemanniennes,
¢ : M — N une application différentiable et v un difféomorphisme
conforme de (M, g). Pour tout p > 2 on a

T (@ 07) = (p—m)a??|dplP~*d (¢ o) (Va) + oF 7, (¢) 0
o « est telle que v* g = a?g.
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Preuve. — Si {e; }; est un repere orthonormé local au voisinage d’un
point z € M, alors {a~tdy(e;)}; est un repere orthonormé local au
voisinage de <y (z). On a donc (lemme 2),

|d(pom)f* = a’|dp|* o,
f=m@PRdgP=2 oy,
trg V2 dg (dy (- ), dv () = &* 2 (9),

et

@D 7 (o) =mE PGP oy dd (r, (7)) + aF 1 (¢) 0.

Le report de la formule du lemme 1 dans (21) donne le résultat. |

Pour tout a € R™™!, on désigne par (v¢); le groupe a 1 paramétre de
difféomorphismes conformes engendré par le champ a sur $™. On note
a® la fonction telle que (y#)*can = (af)?can, oll can est la métrique

canonique de $™. D’apres 5], on a
of (z) = la|(sht{z, a)+ |a|cht)™*.

LEMME 4. — Soit ¢ une application p-harmonique (p > 2) de S™ dans une
variété riemannienne (N, g'). Pour tout a € R™™\{ 0} et tout ty € R, ona

d a
dt E, (o lt=to

-t l—alm) sh to / _1doP? o vf (af, (g 0 v, ) (@) P

Preuve. — La formule de la variation premiere (2) donne :

d “ d .
at Ep(@ov)le=te = i Ep (¢ 095 44)li=0

=~ [ (m@ont) digors) @) v

d d =
car — ¢ 0 Wiy yility = 7 (9090) 0 1flimo = d($0 ) (@).
Or, on a
sht

—IJ (a3)*a.

Le lemme 3 nous donne donc, avec 7, (¢) = 0,

Va; = —

o (0nt) = %{”-’sht(aﬁ)p*ldwﬂ 0 d (¢ 01) (a).
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le résultat en découle immédiatement. n

Preuve du théoréme 5. — On a
2

HY (46 (@), d9 (@) = 553 By (907 emo

Il suffit donc de dériver en t; = 0 le membre de droite de la formule du
lemme 4. La présence de shty rend ce calcul immédiat :

HY(dg (a), do (@) = (p — m)[a| ™" /M (P |de (@) .

11 est clair que si p < m (resp.p > m), alors Hz‘f’ est définie négative
(resp. définie positive) sur d¢ (A). Pour p < m on a donc

Ind, (¢) > dim d¢ (A).

Or, d’apres [3], on sait que, pour toute application ¢ non constante, on a
dim d¢ (A) =dim A=m + 1. |

Preuve du théoréme 6. — Dans la formule du lemme 4, le membre de
droite ne s’annule que si to = 0 ou si d(¢ o~y ) (@) = 0. Mais, d’aprés [3],
cette derni¢re condition entraine, pour a # 0, que ¢ o ; (et donc ¢)
est constante. Comme ¢ est non constante on en déduit que, si p < m
(resp.p < m), alors, pour tout a € R™*!\{ 0}, la fonction t — E, (¢o~¢)
est strictement décroissante (resp. strictement croissante) sur l’intervalle
[0, +o0] et on a, pour tout ¢ > 0,

Ey(¢or) < Ep (¢)
(resp. By (6 01%) > F, (9)). Or, on a (cf. 4D
G(m)={rvy}5r€e0(m+1),aec 8™, te [0, +o0[}.

On en déduit que, si p < m (resp. p > m), alors, pour tout v = r~f €
G(m), on a

Ep(¢ov)=Ep(poron)) < Ep(dpor)=E,(¢)

(resp. E, (pov) > E, (¢)). De plus, I'égalité E, (pov) = E, (¢) n’a lieu
quesit=0,ie,siy=7€0(m+1). [ |

Remarque. — On peut vérifier trés facilement que le théoréme 6 reste
valable sous I’hypothe¢se plus faible suivante : en tout point z de
$™, 7, (¢) () est orthogonal a d¢ (T, S™). Noter que cette hypothése
est vérifiée en particulier par toutes les immersions homothétiques (dans ce
cas T, (¢) est proportionnel a la courbure moyenne).
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V. APPLICATIONS p-HARMONIQUES A VALEURS DANS S

Soit ¢ une application p-harmonique d’une variété compacte (M, g)
dans $™. Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la restriction de la
p-énergie a la sous-variété G, (¢) = {yo¢; v € G(n)} dont I'espace
tangent en ¢ est Cy = Ky D Ay CI'(p) ot Ky = {Xo¢; X € K}
et Ay = {@o¢; a € R*T'} (les notations sont celles du paragraphe
précédent). La aussi, le sous-espace K4 fait partiec du noyau de Hg’. La
restriction de HY a A, est donnée par la

ProposiTiION 4. — Soit ¢ une application p-harmonique non constante
(p > 2) d’une variété riemannienne compacte (M, g) dans S™. Pour tout
a € R*™ ona

H? (a0¢) = / Pl ~ 19 Jao 61

o ¢, = { ¢, a). En particulier, si ¢ (M) est contenue dans une spheére
totalement géodésique de dimension k, alors,

Ind, (¢) > n - k.

Par un raisonnement identique a celui utilisé dans [2], théoreme 2.4,
nous en déduisons le

THEOREME 7. — Toute application p-harmonique non constante (p > 2)
d’une variété compacte (M, g) dans S™ vérifie
Ind, (¢) > n—p.

De plus, si I'égalité a lieu, alors ¢ (M) est contenue dans une sphere
totalement géodésique de dimension p.
L’optimalité de cette minoration découle du corollaire 2.

Pour avoir des résultats du méme type que ceux du précédent paragraphe,
nous sommes amenés i nous restreindre au cas des applications dont le
tenseur de p-énergie-impulsion est positif. Ce tenseur, noté S, (¢), est
donné par

5,(0)= SldaPg — dgP4 g
Pour tout z € M, on pose
S2(¢) () = Inf { S, (#) (X, X); X € T Met|X| =1}.

Le tenseur S,(¢) est dit positif (resp. défini positif) au point z si
Sy (¢) (z) > 0 (resp. Sy () (z) > 0).
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Notons que :
() trg Sp (¢) = (m — p)|dg|P /p. Par suite, si p > m, alors Sy (¢) n’est
jamais défini positif.
1 1
(i) Si ¢ est homothétique, alors S, (¢) = (5 - —)qu&]” est défini
m
positif pour tout p < m.
(iii) Si ¢ est horizontalement conforme (cf- [1]), alors on a Sg (¢) =
1 1
(— - —) |dg|? et S, (¢) est défini positif si et seulement si p < n.
P n

THEOREME 8. — Soit ¢ une application p-harmonique (p > 2) d’une
variété riemannienne compacte (M, g) dans S™. Si le tenseur de p-énergie-
impulsion de ¢ est défini positif sur M, alors H;f’ est définie négative sur
Ay et on a

Ind, (¢) > n+1.

Il découle de ce théoréme que, si S, (4) est défini positif, alors la
restriction de E, a G, (¢) admet un maximum local en ¢. Le résultat
suivant nous dira que ce maximum est en fait global.

THEOREME 9. — Soit ¢ une application p-harmonique (p > 2) d’une
variété riemannienne compacte (M, g) dans S™. Si le tenseur de p-€nergie-
impulsion S, (¢) de ¢ est positif sur M, alors

E,(¢) =S p) E,(vo¢).

u
vYEG(n

De plus, si S, (¢) est défini positif, alors I'égalité E,(vo¢)=E,(¢) n’a
lieu que si v est une isométrie.
La preuve de ces résultats nécessite le lemme suivant :

LEMME 5. — Soient (M, g) et (N, g') deux variétés riemanniennes, ¢ une
application différentiable de M dans N et 7y un difféomorphisme conforme
de (N, ¢'). Pour tout p > 2 on a

T (Yo ¢) = a2 0ddy(r,(4))
+ 0?7 0 $ldpl**dy (pdg (V (a0 ¢)) — |d$]PVaro ¢)

on « telle que v* g’ = o?g'.

Preuve. — On a, dans un repére orthonormé local {¢; }; de M :
(22) ld(vo p)F =" ldyde (&:)]* = a® o ¢ldg|?,
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et (cf. preuve du lemme 1)

(23) try V7 dy (dg (), dg ()
=alogdy(2) (dp(e:), (Va)od)dp(e) — dg (e)*(Va)og)

1

=a"loddy(2dp(V(a0g)) - |dg[*(Va)og).

Le report de (22) et (23) dans la formule du lemme 2 donne le résultat. M
Avec les notations du paragraphe précédent on a :

LEMME 6. — Soit ¢ une application p-harmonique d’une variété compacte
(M, g) dans S™. Pour tout a € R"*! et tout to € Rona:

d a
at E, (¥ © D) le=t,

_ Sh—tg)- /M (a?o o ¢)p+1|d¢lp-—2 (pld¢alz _ |d¢|2 I(_z 0 ¢12)d’l)

lal

Preuve. — La formule de la variation premi¢re donne :

d a d a
a Ep (’Yt ° ¢)lt=to = —c—ﬁ Ep ('Yt0+t o ¢)|t=0

- —/ (7 (12 0 8), 2 (@o ) dv,
M

car

d d

p Vept © Ble=o = pr Ve, (15 0 ) = dg, (@ o).

D’apres le lemme 5, et comme 7, (¢) = 0, on a

24) (mp (o), dyi (aod))
= (af o)’ M (pdg(V(af o)) — |dp[*(Vaf) o ¢, ao ).

Or, on a

h
(25) ((Vag)op,a0d) = _%(G?O(ﬁ)zlﬁoqﬁ[z
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et, dans un repére orthonormé local {e; }; de M,

(V(af)od),aog) =D ((Vai)od, dp(e))dp(e), aop)

_%(ag 0$)2> (a0 g, dg(e;))?

2

sht
= Tl (af 0 ¢)*|dal*.

Le report de (25) et (26) dans (24) donne le résultat. |

Preuve de la proposition 4. — En dérivant en t; = 0 la formule du
lemme 6 on obtient

d2
H;?(a‘ogb? 60¢)=ﬁ

:/M;dw-? (pldal? — |2 |a o ¢[2) dv.

Ep (7 0 ¢)le=o

Maintenant, si ¢ (M) est contenue dans une k-sphére, alors il existe un
sous-espace F' de dimension &k + 1 de R™*! tel qu’on ait ¢ (M) C E. Pour
tout @ € E+, complémentaire orthogonal de E, on a ¢, = 0 et donc

H}‘f(&ogi), ao¢)= —/M|d¢lp ]&o¢|2du.

D’ou, Hz‘f est définie négative sur le sous-espace ¢ = {@o¢; a € E+}.
Comme ¢ est non constante on a dim ¢ = dim E+ = n — k (en effet,
I'application linéaire a — a@ o ¢ de R™*! dans I' (¢) est injective car @ ne
s’annule sur $™ qu’aux points +a/|a|). Par suite, on a

Ind, (¢) >dime =n — k. |

Preuve du théoréme 8. — Par un raisonnement identique 2 celui utilisé
dans la preuve du théoréme 2.5 de [2] on peut montrer que

@7 delP7? (pldgal® — |d¢l® |a o ¢[”) < —p S (4)a o 4.

Le report de (27) dans la formule de la proposition 3 montre que, sous
I’hypothése « S, (¢) défini positif », H;f est définie négative sur le
sous-espace Ay et donc qu’on a

Ind, (¢) > dim Ay =n + 1. |
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Preuve du théoréme 9. — Le report de (27) dans la formule du lemme 6
montre que, sous I’hypothése « S, (¢) positif » (resp. « S, (¢) défini
positif ») la fonction ¢ — FE, (¢ o ¢) est décroissante (resp. strictement
décroissante) sur [0, +oo[ et donc qu’on a, pour tout a € R*T1\{0} et
tout ¢t > 0,

Ep(70d) SEp(¢)  (resp. By (v 0 ¢) < E, ().

Ceci suffit pour montrer le théoréme 9 (¢f. preuve du théoréme 6). n
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