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Dans cet article, nous nous interessons a l’estimation et au
calcul de l’ indice de Morse des applications p-harmoniques, ou p E [2, +oo[.
Nous y traitons notamment le cas de l’application identite, ainsi que celui
des applications definies sur des spheres ou a valeurs dans des spheres. Les
resultats que nous obtenons generalisent un grand nombre de ceux obtenus
pour les applications harmoniques (p = 2) dans [2], [3] et [9].

ABSTRACT. - In this paper, we investigate estimates and calculation of
the Morse index of p-harmonic maps, with p E [2, +oo[. More particularly,
we deal with the identity map and maps from or to spheres. Our results
extend those obtained for harmonic maps (case p = 2) in [2], [3] and [9].

INTRODUCTION 
,

Dans cet article nous nous interessons aux points critiques, dits

applications p-harmoniques, de la fonctionnelle p-energie Ep, p E

[2, +oo[, definie sur l’espace des applications differentiables d’une variete
riemannienne compacte (M, g) a valeur dans une variete riemannienne
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230 A. EL SOUFI ET A. JEUNE

(N, g’ ) . Cette notion d’application p-harmonique est une generalisation
naturelle de celle bien connue d’application harmonique qui correspond ici
au cas p = 2.

Une bonne partie des resultats de cet article porte sur l’indice de Morse
des applications p-harmoniques. Cet invariant, que l’on note Indp (~) pour
une application p-harmonique ~, mesure en fait le degre d’instabilite du
point critique ~~. L’application ~ est dite p-stable si Indp (~) = 0.

Les premiers resultats concernant la stabilite et l’indice de Morse des
applications harmoniques ont ete obtenus par Mazet [9] et Smith [11]. Le
cas particulier de l’ application identite fut largement etudie par ces auteurs.
Au paragraphe II du present article nous nous interessons egalement a ce
cas et nous montrons (theoreme 1) que, si (M, g) est une variete compacte
orientable de dimension m, alors, pour tout p > m, l’identité IM de M
minimise la p-energie Ep sur l’ensemble des applications de degre non nul
de M dans M. Nous en deduisons que IM est p-stable pour tout p > m.
Dans le cas p  m = dim M, nous generalisons au cas p-harmonique

les arguments de Smith pour montrer que (theoremes 2 et 3) :

(i) Indp est minore par la codimension de l’espace des champs de
Killing dans celui des champs conformes de (M, g).

(ii) Si (M, g ) est d’Einstein, alors Indp (1M) est egal au nombre de
valeurs propres de (M, g ) que contient l’intervalle ]0, 2 me/(m + p - 2)[,
ou me est la courbure scalaire de (M, g).
Une classe particuliere d’applications p-harmoniques est constituee par

les immersions minimales homothetiques. Au paragraphe III de cet article
nous montrons (theoreme 4) que, si (~ : (M, g) -~ (N, g’) est une telle
application, alors

et que, si ~ est totalement geodesique, alors

ou Indy (~) est 1’indice de ~ pour la fonctionnelle Volume.
Ces resultats permettent le calcul de l’ indice d’ un nombre non negligeable

d’ applications p-harmoniques dont l’injection canonique 1m, n de la sphere
canonique de dimension m dans et 1’ immersion canonique jm de

dans l’espace projectif complexe (cf. corollaires 2 et 3).
Le paragraphe IV est consacre au cas ou la variete source est la sphere

canonique Rappelons que Xin [13] avait montre que, pour toute

application harmonique § de 3, dans une variete (N, g’), on
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231INDICE DE MORSE DES APPLICATIONS p-HARMONIQUES

a Ind2 (~) > 1. Ce resultat fut ameliore par le premier auteur dans [3] ou
l’on trouve la minoration optimale : Ind2 (~) > m -f-1. Aussi bien dans [13]
que dans [3], Fidee de base est de calculer la variation seconde de l’énergie
dans la direction des champs du type d~ (V), ou Vest un champ conforme
de Cependant, les deux demarches sont differentes. En effet, la preuve
de Xin est fondee sur la formule générale de la variation seconde, alors que
le resultat de [3] decoule du calcul de la variation premiere en tout point,
le long du groupe a un parametre engendre par le champ conforme V.
Dans le cas de la p-energie et des applications p-harmoniques, la formule

generale de la variation seconde (cf. (3)) devient tres peu maniable,
ce qui rend tres difficile la generalisation des arguments de Xin. Par
contre, la methode developpee par le premier auteur dans [2] et [3]
presente l’avantage de s’etendrc de maniere naturelle a ce type de

fonctionnelle et permet d’obtenir en particulier la minoration optimale
suivante (theoreme 5) :

valable pour toute application p-harmonique non constante 1, avec p  m,

de ~m dans ( N, g’ ) .
Cette methode presente un deuxieme avantage. En effet, outre le calcul de

la variation seconde dans la direction des champs conformes et la minoration
de l’indice, elle permet d’avoir le resultat global suivant (theoreme 6) : si
G (m) est le groupe des diffeomorphismes conformes de alors toute

application p-harmonique 1 : ~"2 --~ (N, g’) vérifie

De plus, si 03C6 est non constante et p ~ m, alors l’égalité Ep (03C6 o-y) = EP (03C6)
n’ a lieu que si 03B3 est une isometrie.
Le dernier paragraphe traite du cas ou la variete but est une sphere. Nous

y faisons une étude parallele a celle developpee au paragraphe IV. Nous y
montrons en particulier que toute application p-harmonique non constante
~ : (M, g ) --~ S" verifie (theoreme 7) :

De plus, sous une hypothese de positivite sur le tenseur de p-energie-
impulsion de 03C6, nous montrons que (theoremes 8 et 9) :

Vol. 13, n° 2-1996.
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Ces resultats sont une generalisation de ceux obtenus, pour p = 2, par le
premier auteur dans [2]. Noter que le cas des applications harmoniques a
valeurs dans une sphere avait d’abord ete etudie par Leung [8].

I. PRELIMINAIRES

Dans toute la suite de cet article, on designera par (M, g ) et ( N, g’ )
deux varietes riemanniennes connexes de dimensions respectives m et n.
La variete M sera supposee compacte. Les produits scalaires associes à 9
et g’ seront tous notes ( , ).

Soit § une application differentiable de M dans N. Pour tout reel p > 2,
on appelle p-energie de ~ la quantite :

ou dv est 1’ element de volume riemannien associe a g, et of d~ ~ est la
norme de Hilbert-Schmidt de d(~ : si a et a’ sont deux 1-formes sur M
a valeurs dans ~* T N, alors,

{ i etant une base g-orthonormée de Tx M.

Soit r ( ~) l’espace des champs de vecteurs le long de ~, i. e. les sections

du fibre ~* TN. On designe respectivement par D et V les connexions

canoniques de (M, g) et (N, g’), et par ~~ la connexion induite sur

cp* TN par V.
La variation premiere de la p-énergie en 03C6 dans la direction d’ un champ

V E r (~) est donnee par la formule :

ou est une famille d’ applications differentiables telle que ~o = ~ et

- = V. L’ application 03C6 sera dite p-harmonique si ( V ) = 0

pour tout V E r (03C6). Le cas p = 2 correspond a celui où 03C6 est harmonique.
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233INDICE DE MORSE DES APPLICATIONS p-HARMONIQUES

L’extension naturelle de V~ aux k-formes a a valeurs dans 1* T N est
donnee par :

On appelle p-tension de 03C6 le champ Tp donne par :

designe le gradient de dans (M, g) . Apres une
integration par parties la formule de la variation premiere ci-dessus devient :

11 en decoule que ~ est p-harmonique si et seulement si Tp ( ~) = 0.

Notons que d’ apres (1), si est constante, alors, pour tout p > 2, (~ est
p-harmonique si et seulement si elle est harmonique.

Soit RN le tenseur de courbure de (N, g’). On pose, pour tous V,
W E f(jJ),

La variation seconde de Ep en 03C6 p-harmonique dans la direction de V
et West alors donnee par (voir par exemple [7]) :

On appelle p-indice de 03C6, et on le note Indp (03C6), la dimension des sous-
espaces maximaux de h (~) sur lesquels la forme quadratique Ht est

définie negative, i. e.

Vol. 13, n° 2-1996.
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Indp (03C6) = Sup {dim E; E c h (03C6) t.q. Hp est définie negative sur E }.
L’application 03C6 sera dite p-stable si Indp (03C6) = 0.
Nous déduisons directement de la formule (3) les propositions suivantes :

PROPOSITION 1. - Soit (N, g’) une variété a courbure sectionnelle negative
ou nulle. Alors toute application p-harmonique, p > 2, d’une variété
riemannienne compacte (~l, g) dans (N, g’) est p-stable.
Dans le cas particulier des applications harmoniques a densité d’ énergie

constante, on a la

PROPOSITION 2. - Soit c/> une application harmonique d’une variété

compacte (M, g) dans une variété (N, g’). Si est constante, alors,
pour tout p > 2, ~ est p-harmonique et l’application p -~ Indp (~) est

décroissante sur [2, 

Preuve. - Soient p > q > 2 deux reels. Comme est constante, la

formule (3) nous donne pour tout V E r (~),

Le résultat en découle immédiatement.

II. INDICE DE L’IDENTITÉ

Dans ce paragraphe nous allons nous intéresser a l’ application identité I
de (M, g) qui est évidemment p-harmonique pour tout p.

Pour p > m, nous avons le

THÉORÈME 1. - Soit (M, g) une variété riemannienne compacte orientable
de dimension m et soit p E -~-oo ~. Pour toute application ~ : M -~ M
de degré non nul on a

ofi, pour p > m (resp. p = m), l’égalité a lieu si et seulement si 03C6 est une
isométrie (resp. une transformation conforme) de (M, g). En particulier,
I est p-stable pour tout p > m.
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Preuve. - D’ apres [12], si l’on note V la fonctionnelle Volume, on a

ou l’égalité a lieu si et seulement est conforme, i.e., 03C6* g = g.

Or, on a V (03C6) = | deg 03C6|V (M). D’ou 

car = m.

Pour tout p > m on a (inegalite de Holder) :

ou, si p > m, I’ égalité a lieu si et seulement si d~ ~ 2 est constante. D’ ou

L’ egalite Ep (03C6) = Ep (I) entrfine donc que 03C6 est conforme de degré ±1 et,
si p > m, que est constante egale a m. On en deduit immediatement
le resultat.
La formule de la variation seconde devient dans le cas (~ = I :

ou RicM est la courbure de Ricci de (M, g) et ou 8V est la divergence de
V. Ici V et W sont des champs de vecteurs sur M. Les formules integrales
classiques donnent (cf par exemple [14]) :

ou Lv g est la derivee de Lie de g par rapport a V. D’ ou

Vol. 13, n° 2-1996.
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En effet, dans une base orthonormée {ei} qui diagonalise Lv g en un
point x de M, on a :

De plus, l’égalité |Lv g|2 = 4 ( bV ) 2 entraîne q u’ en tout point x E M les
m

Lv g (ei, ei) sont tous égaux, c’est-à-dire que Lv g est proportionnel a g et
donc que le champ Vest conforme. On en déduit la proposition suivante :

PROPOSITION 3. - Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de
dimension m. Pour tout p > m, l’identité I de M est p-stable et le noyau
de HP est donne par

ou C est l’espace des champs conformes et ou K est l’espace des champs
de Killing de (M, g).

Preuve. - L’hypothèse p > m entraîne d’après (6) qu’ on a, pour tout

champ de vecteurs V sur M, Hp ( V, V) > 0 et que l’égalité Hp ( V, V) = 0
n’ a lieu que si Vest conforme et si (p - m) bV = 0. D’ ou, I est p-stable et

Reciproquement, 1’ invariance de Ep sous 1’ action du groupe d’ isometries
(resp. du groupe conforme pour p = m) entrfine immediatement qu’on a
K c Ker Hp (resp. C c Ker D’où le résultat.

Remarque. - Il est clair, d’ apres (5), que si RicM est non-positif, alors
I est p-stable pour tout p > 2.

Une autre consequence de (6) est le

THEOREME 2. - Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de

dimension m. Pour tout p E [2, on a
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Preuve. - Pour tout champ conforme V sur M on a

En remplagant dans (6) on obtient (avec p  m) :

ou l’égalité Hp (V, V) = 0 a lieu si et seulement si 8V = 0, c’ est-a-dire,
si V est un champ de Killing. On en deduit que Hp est définie negative
sur le complementaire orthogonal C’ de K dans C et donc que

On identifie, au moyen de la metrique g, les champs de vecteurs aux
champs de 1-formes sur M et on note D* l’adjoint de D pour le produit
scalaire L2. La formule (5) peut alors s’écrire

ou

Le p-indice de I est alors egal au nombre de valeurs propres (multiplicite
comprise) strictement negatives de J;. Si l’on note 0~ _ - (db + 8d) le
laplacien de Hodge, on a alors (formule de Bochner-Weitzenböck) :

et donc

Dans le cas particulier ou (M, g) est d’Einstein, cette formule va nous
permettre de relier, pour p  m, le p-indice de I au spectre de (M, g ) .
En effet, pour tout r > 0, on note A(r) le nombre de valeurs propres
(multiplicite comprise) du Laplacien A de (M, g) (agissant sur C°° (M))
strictement comprises entre 0 et r. On a alors le

THÉORÈME 3. - Soit (M, g) une variété d’Einstein de dimension m telle
que Ric~ = cg avec c > 0. Pour tout p E [2, m[, on a

Vol. 13, n° 2-1996.
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Preuve. - L’espace A~ (M) des 1-formes sur M se decompose, par
le theoreme de Hodge de Rham, en la somme des deux sous-espaces
orthogonaux 1m d = ~ df ; f E C°° (M) ~ et Ker 8 = ~ a e 
bcx = 0 ~. Dans le cas present ou la variete (M, g) est d’Einstein, ces

deux sous-espaces sont stables par l’opérateur Jj = (p-2) m d8 - 2 c
(verification immediate). Le spectre de est donc la reunion des spectres
respectifs des operateurs J; = JIp/Imd et Jllp = Or, la
formule (6) nous dit que la forme H: est positive sur Ker 8, et donc que
toutes les valeurs propres de ~TP sont non-negatives. D’ ou

Indp (I) = #Spec (~IP )n ~ - oo, 0[ = #Spec (J;)n ] - oo, 0[.
Pour toute forme df E Im d, on a

On en deduit, sachant que f peut toujours etre choisie d’integrale nulle
sur M, que 1’ application

est une bijection de Spec (0)~{ 0 } sur Spec (JT,) (bijection qui conserve
les multiplicites). En conclusion, on a

Une consequence immediate du théorème 3 est le

COROLLAIRE l. - Le p-indice de l’identite de la sphere canonique ~"2
est donne par

En effet, sur on a c = m - 1 et 1’ intervalle 0, 2 m (m - 1) ,
J , m~p-2 ’

contient pour p  m, une unique valeur propre de ~1 = m, dont la
multiplicite est m + 1.
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III. INDICE DES APPLICATIONS HOMOTHETIQUES

Dans le cas ou 1’ application ~ est homothetique (i. e. = k2 g, ou
k G R), la p-tension ou p G [2, +oo[, est proportionnelle a la
courbure moyenne de ~. Par suite, 1’ application ~ est p-harmonique si et
seulement si elle est minimale. Or, une immersion minimale est un point
critique de la fonctionnelle volume. A ce titre, elle possede un autre indice
de Morse note Indv (~).
THEOREME 4. - Soit cp une immersion homothétique minimale d’une variété

riemannienne compacte (M, g) dans une variété (N, g’). Pour tout p > 2
on a

ou I est l’identité de M. De plus, si 03C6 est totalement géodésique
(i.e. ~03C6 d03C6 = 0), alors on a

Preuve. - Comme est homothetique, est constante et on a (cf. (3))
pour tous V, W E r (~),

Notons rT (~) le sous-espace de F (~) forme des champs d~ (X), où X
est un champ de vecteurs sur M. La restriction de HZ a rT (~) est donnee
par (voir par exemple [3], lemme 2.5) :

où k est la constante telle que 03C6* g’ = k2 g. De plus, on a

car, comme § est homothetique, la forme ~~ d~ prend ses valeurs dans le
fibre normal de ~). Le report de (11) et (12) dans (10) donne

Vol. 13, n° 2-1996.
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On en deduit immediatement la premiere insertion du theoreme.
Supposons maintenant ~ totalement geodesique et notons rN (~) l’ espace

des champs normaux le long de ~. On a alors r (~) = TT rN 
Nous allons montrer que, pour tout d~ (X) E rT (~) et tout V E rN (~),
on a

En effet, comme § est totalement geodesique, on a, pour tous X, Y, Z
champs de vecteurs sur M,

et donc par consequence,

Par ailleurs, la formule de Weitzenbock [1] ] donne dans le cas totalement
geodesique

Le report ae ( t 5), (10) et (17) dans (3) donne (14). La propriete
d’ orthogonalite pour Hp qu’exprime (14) entrmne :

ou Ind (HP ) (resp. Ind (H~ )) est l’ indice de la restriction HP (resp. Hy )
de la forme rT (~) (resp.rN (~)). Or, on vient de voir (d’apres (13))
que

D’autre part, la forme Hp = (d~) est proportionnelle,
dans le cas totalement geodesique, a la variation seconde du volume en
~ (cf [10]). D’ou

La seconde assertion decoule alors de (18), (19) et (20)..
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Notons l’injection canonique de ~m dans sn, ou m  n. Simons

montre dans [ 10] que Indv (I~, n ) = n - m. La combinaison de ce resultat
avec ceux du theoreme 4 et du corollaire 1 donne le

COROLLAIRE 2. - On a

Soit : I~ C P"2 l’immersion canonique de ~"~ dans
l’ espace projectif complexe C P’n de dimension reelle 2 m. Cette immersion
est homothetique et totalement geodesique et on a (cf [3])

D’ ou le

COROLLAIRE 3. - On a

IV. APPLICATIONS p-HARMONIQUES DE LA SPHERE

Soit G (m) le groupe des diffeomorphismes conformes de L’espace
C des champs conformes de S’n est la somme directe de l’espace K des
champs de Killing et de l’espace A des champs gradients des premieres
harmoniques spheriques : pour tout a e on note a le gradient dans

de la fonction x ~ ~ x, = a - ~ ~, a ) x), on a alors

Soit § une application p-harmonique de ~~ dans une variete riemannienne
(N, g’ ) . Dans ce paragraphe, nous allons nous interesser a la restriction
de la p-energie Ep a la sous-variete Gm (?~) } dont
l’espace tangent en ~ est (C) (K) (A) c r (~).
Le premier resultat que nous obtenons conceme la derivee seconde de

cette fonction. Comme (K) fait partie du noyau de la variation seconde
Hi de Ep, il suffit de determiner la restriction de Hi a d03C6 (A). Celle-ci
est donnee par le

Vol. 13, n° 2-1996.
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THÉORÈME 5. - Soit cP une application p-harmonique non constante de
Sm dans une variété (N, g’ ). Pour tout a E on a

En particulier,

(i) si p  m, alors H03C6p est définie negative sur (A) et on a

(ii) si p  m, alors Hp est définie positive sur d03C6 (A).
Il decoule de ce theoreme que, si p  m (resp. p > m), alors la restriction

de Ep a Gm (~~) admet un maximum local (resp. minimum local) en ~.
Le resultat suivant nous dit que ce maximum (resp. ce minimum) est en
fait global.

THEOREME 6. - Soit cP une application p-harmonique non constante de
Sm dans une variété ( N, g’ ) .

De plus, l’égalité Ep = Ep n’a lieu que si q est une isométrie.

(ii) Si p > m, alors on a

De plus, l’égalité Ep (03C6) = Ep (03C6 o 03B3) n’a lieu que si q est une isométrie.
Pour p = m, Em est constant sur Gm (~) (ceci peut se voir comme

application de la formule de changement de variable).
La preuve de ces théorèmes nécessite les lemmes suivants :

LEMME l. - Si q est un diffeomorphisme conforme d’une variété

riemannienne (M, g), alors pour tout p > 2, on a

ou a est la fonction telle que ~y* g = cx2 g.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



243INDICE DE MORSE DES APPLICATIONS p-HARMONIQUES

Preuve. - Comme , est conforme on a m a2 et donc (cf (1))

Si l’on note D la connexion de Levi-Civita de 9 = cx2 g, alors on a

(car, est un diffeomorphisme isometrique de (M, g) sur (M, g)). On
a donc

et, dans un repere orthonorme local { e2 ~i,

Or, on a

On en deduit

D’ ou le lemme 1..

LEMME 2. - Si (M, g), (N, g’) et (P, g") sont trois variétés riemanniennes
et M ~ N : N ~ P sont des applications différentiables, alors

Ce lemme s’ obtient sans difficulte a partir de (2) et de l’expression de
T2 donnee dans [ 1 ] .
Une application des deux lemmes precedents est le

LEMME 3. - Soient (M, g) et (N, g’) deux variétés riemanniennes,
: : M ~ N une application différentiable et q un difféomorphisme
conforme de (M, g). Pour tout p > 2 on a

ou a est telle que

Vol. 13, n ° 2-1996.
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Preuve. - i est un repere orthonorme local au voisinage d’un
point x EM, i est un repere orthonorme local au
voisinage On a donc (lemme 2),

et

Le report de la formule du lemme 1 dans (21) donne le résultat..

Pour tout a E on designe par le groupe a 1 parametre de
diffeomorphismes conformes engendre par le champ a sur On note

at la fonction telle que (03B3at )* can = (cxt ) 2 can, of can est la métrique
canonique de D’ apres [5], on a

LEMME 4. - Soit 03C6 une application p-harmonique (p > 2) de Sm dans une
variété riemannienne (N, g’ ). Pour tout a E Rm+1/{ 0} et tout to E R, on a

Preuve. - La formule de la variation premiere (2) donne :

Or, on a

Le lemme 3 nous donne donc, avec Tp (~) = 0,
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le resultat en decoule immediatement.

Preuve du théorème 5. - On a

Il suffit donc de deriver en to = 0 le membre de droite de la formule du
lemme 4. La presence de sh to rend ce calcul immediat :

Il est clair que si p  m (resp. p > m), alors Ht est définie negative
(resp. définie positive) sur (A). Pour p  m on a donc

Or, d’ apres [3], on sait que, pour toute application § non constante, on a
dim d~ (A) = dim A = m + 1. N

Preuve du théorème 6. - Dans la formule du lemme 4, le membre de

droite ne s’ annule que si to = 0 ou si d (a) = 0. Mais, d’après [3],
cette dernière condition entraine, pour a ~ 0, que 03C6 o (et donc 03C6)
est constante. Comme § est non constante on en deduit que, si p  m

(resp. p  m), alors, pour tout a E (~"2+1 ~ ~ 0 ~, la fonction t ~--~ Ep 
est strictement decroissante (resp. strictement croissante) sur l’intervalle

[0, +oo [ et on a, pour tout t > 0,

(resp. Ep (1 > Ep (~)). Or, on a (cf [4])

On en deduit que, si p  m (resp. p > m), alors, pour tout ~y = E

G (m), on a

(resp. Ep (03C6 o 03B3) > Ep (03C6)). De plus, l’égalité Ep (03C6 o 03B3) = Ep (03C6) n’a lieu

Remarque. - On peut vérifier tres facilement que le theoreme 6 reste
valable sous l’hypothèse plus faible suivante : en tout point x de

(x) est orthogonal a Noter que cette hypothèse
est vérifiée en particulier par toutes les immersions homothetiques (dans ce
cas Tp (~) est proportionnel a la courbure moyenne).

Vol. 13, n° 2-1996.



246 A. EL SOUFI ET A. JEUNE

V. APPLICATIONS p-HARMONIQUES A VALEURS DANS Sn

Soit § une application p-harmonique d’une variete compacte (M, g)
dans Dans ce paragraphe, nous nous interessons a la restriction de la
p-energie a la sous-variete Gn (~~ _ ~ ~y o ~; q E G (n) ~ dont 1’espace
tangent en ~ est C~ = I~~ 0 A~ c r (~) ou K~ _ ~ X o ~; X 
et A~ _ ~ a o ~~; a E (~n+1 ~ (les notations sont celles du paragraphe
precedent). La aussi, le sous-espace K~ fait partie du noyau de Ht. La
restriction de Ht a A~ est donnee par la

PROPOSITION 4. - Soit 03C6 une application p-harmonique non constante
(p > 2) d’une variété riemannienne compacte (M, g) dans Pour tout

a E on a

ou 03C6a = a ). En particulier, si 03C6 (M) est contenue dans une sphere
totalement géodésique de dimension k, alors,

Par un raisonnement identique a celui utilise dans [2], théorème 2.4,
nous en déduisons le 

THÉORÈME 7. - Toute application p-harmonique non constante (p > 2)
d’une variété compacte (M, g) dans Sn vérifie

De plus, si l’égalité a lieu, alors § (M) est contenue dans une sphere
totalement géodésique de dimension p.

L’ optimalite de cette minoration decoule du corollaire 2.
Pour avoir des resultats du meme type que ceux du precedent paragraphe,

nous sommes amenes a nous restreindre au cas des applications dont le
tenseur de p-energie-impulsion est positif. Ce tenseur, note Sp (~), est

donne par

Pour tout x on pose

Le tenseur Sp ( ~~) est dit positif (resp. defini positif) au point x si
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Notons que:

(I) trg Sp (§) = (Tn - p) ]d§[P /p. Par suite, si p > Tn, alors Sp (§) n’ est
jamais défini positif.

(ii) Si § est homothétique, alors Sp (§) = (1 p - 1 m) ]d§]P est défini

positif pour tout p  Tn. 
(1 p - 1 m)

(iii) Si § est horizontalement conforme (cf [I]), alors on a S§ (§) =

(1 p - 1 n) ]d§[P et Sp (§) est défini positif si et seulement si p  n
THÉORÈME 8. - Soit § une application p-harmonique (p > 2) d’une

variété riemannienne compacte (M, g) dans Sn. Si le tenseur de p-énergie-
impulsion de § est défini positif sur M, alors H) est définie négative sur
A~# et on a

Il découle de ce théorème que, si Sp (03C6) est défini positif, alors la
restriction de Ep a Gn (03C6) admet un maximum local en 03C6. Le résultat
suivant nous dira que ce maximum est en fait global.
THÉORÈME 9. - Soit p une application p-harmonique (p > 2) d’une

variété riemannienne compacte (M, g) dans Si le tenseur de p-énergie-
impulsion Sp (03C6) de 03C6 est positif sur M, alors

De plus, si Sp est défini positif, alors l’égalité Ep (03B3 o 03C6) = Ep n’a
lieu que est une isométrie.

La preuve de ces résultats nécessite le lemme suivant :

LEMME 5. - Soient (M, g) et (N, g’) deux variétés riemanniennes, cp une
application différentiable de M dans N et q un diffeomorphisme conforme
de (N, g’). Pour tout p > 2 on a

oli a telle que ~y* g’ = c~2 g’.
Preuve. - On a, dans un repere orthonorme local { de M :
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et (cf preuve du lemme 1)

Le report de (22) et (23) dans la formule du lemme 2 donne le résultat.

Avec les notations du paragraphe precedent on a :

LEMME 6. - Soit cp une application p-harmonique d’une variété compacte
(M, g) dans Pour tout a E et tout to E R on a :

Preuve. - La formule de la variation premiere donne :

car

D’ apres le lemme 5, et comme Tp (~) = 0, on a

Or, on a
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et, dans un repere orthonorme local { ei }i de M,

Le report de (25) et (26) dans (24) donne le résultat.

Preuve de la proposition 4. - En dérivant en to = 0 la formule du
lemme 6 on obtient

Maintenant, si ~ (M) est contenue dans une k-sphere, alors il existe un

sous-espace E de dimension k +1 de tel qu’on ait ~ (M) c E. Pour
tout a E complementaire orthogonal de E, on a ~~ = 0 et donc

D’ ou, Ht est définie negative sur le E| }.
Comme 1 est non constante on a dim c = dim E~- = n - k (en effet,
1’ application linéaire 03B1 ~ 03B1 o 03C6 de dans r ( 1) est injective car a ne
s’annule sur ~n qu’aux Par suite, on a

Preuve du théorème 8. - Par un raisonnement identique a celui utilise
dans la preuve du theoreme 2.5 de [2] on peut montrer que

Le report de (27) dans la formule de la proposition 3 montre que, sous
Fhypothese « Sp (~) défini positif », Hp est definie negative sur le

sous-espace ~4~ et donc qu’on a
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Preuve du théorème 9. - Le report de (27) dans la formule du lemme 6
montre que, sous 1’ hypothese « Sp ( ~) positif » (resp. « Sp ( ~) defini

positif ») la fonction t ~ Ep o ~) est decroissante (resp. strictement
decroissante) sur [0, +oo[ [ et donc qu’ on a, pour tout et

tout t > 0,

Ep (, o 4)  Ep (4) (resp. Ep (, 0  Ep 
Ceci suffit pour montrer le theoreme 9 (cf preuve du theoreme 6)..
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