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ResuMmE. — Nous étudions dans cet article des suites de métriques a
aire et courbure bornées sur une surface compacte S. Nous démontrons
que, si la structure conforme reste bornée, alors ou bien il existe une sous-
suite convergente, ou bien il existe un point ou une certaine quantité
positive de courbure se concentre. Ce niveau de concentration est calculé.
(dans le cas ou la courbure est bornée uniformément, ce niveau est 2 w).
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AssTRACT. — In this paper, we study sequences of metrics on a compact
surface S, with bounded area and curvature. We prove that, if the
conformal structure of these metrics remains bounded, then either the
sequence has a convergent subsequence or there exists a point at which a
certain amount of positive curvature concentrates. This level of concentra-
tion is computed. (When the curvature is uniformely bounded, then this
level is 2 .)
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420 M. TROYANOV

1. INTRODUCTION

L’objet de cet article est d’apporter une contribution a I’étude des suites
divergentes de meétriques sur une surface compacte dont Paire et la
courbure restent bornées. Lorsque la courbure varie entre deux constantes
négatives, la suite de meétriques diverge si et seulement si la structure
conforme associée diverge. On peut considérer que ce phénomeéne est bien
compris (il existe plusieurs compactifications naturelles de 1’espace de
Taichmiiller qui ont été abondamment étudiées).

Lorsque la structure conforme reste bornée, le schéma qui se dégage est
le suivant : si {g;} est une suite de métriques & aire et courbure bornée
sur une surface compacte S, alors il existe une sous-suite {gj,} telle que
ou bien { (S, g;))} converge, ou bien il existe, au moins un point de S ou
une quantité positive de courbure se concentre.

Lorsqu’on dit que {(S, g;)} converge, on entend par la (sauf précision
contraire) qu’elle converge au sens uniforme-riemannien, c’est-a-dire qu’il
existe une suite { @ j} de diffeomorphismes de S tel que la suite de métri-
ques {@*(g)} converge dans la topologie C° vers une métrique g, de
classe Cd non dégénéree.

Afin de pouvoir formuler notre résultat, nous adopterons la

1.1. DeFINITION. — Soit {g;} une suite de métriques de classe L} N C°
sur une surface S. Observons que ces métriques possedent une courbure K;
de classe L. Soit a un réel positif. On dit que cette suite vérifie le principe
de concentration-compacité de niveau o si I’alternative suivante a lieu :

— ou bien il existe une sous-suite {g;. } telle que {(S, g;)} converge,

— ou bien pour tout k<a, il existe un point xeS tel que pour tout
voisinage U de x on ait

lim supj K/ dA;>k.
j= o U
(On utilise dA; pour désigner I'€lément d’aire de gj, et, pour presque
tout x, on définit K (x): =max { K;(x), 0 }. On note encore & I'aire de
(S, g7)-

Lorsque { g j} vérifie le principe de concentration-compacité de niveau a,
on dira en abrégé que {g;} vérifie CC ().

Nous pouvons a présent énoncer le résultat principal de cet article :

1.2. THEOREME A. — Soit {g;} une suite de métriques riemanniennes de
classe LY N C® sur une surface compacte S. Supposons qu’il existe des
constantes positives C, a, a’, p (1 <p= ) telles que

(a) la structure conforme de (S, g;) reste bornée;

®) 1K llr . 40 =Cs

() aso;<a'.
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Alors (S, g;) vérifie CC<2—:> ou L* + L 1.
P p p
Remarques. — (1) La condition (a) de I’énoncé sera précisée au
paragraphe 4 (définition 4.1).
(ii) Dans la condition (), g, est une métrique de référence sur S.

1.3. CoroOLLAIRE. — Soit {g;} une suite de métriques C* sur une surface
compacte S telle que

(@) la structure conforme de (S, g;) reste bornée;

(b) —c;=K;= —¢,<0.
Alors (S, g;) contient une sous-suite convergente.

Preuve. — La formule de Gauss-Bonnet, avec les inégalités (b), nous
donne les estimées nécessaires pour appliquer le théoréme A.

Ce corollaire est en fait une conséquence assez faible du théoréme A, la
version du lemme de Schwarz donnée par Ahlfors (cf. [A]) suffirait a le
démontrer. On peut donc considérer que le théoréme A est une extension
du lemme de Schwarz au cas ou la courbure n’est pas nécessairement
négative.

On peut mettre le corollaire ci-dessus en paralléle avec le résultat
suivant :

1.4. ProOPOSITION. — Soit {g;} une suite de métriques C* sur une surface
compacte S telle que
0<c,=K;=c,.

Alors (S, g;) contient une sous-suite convergente.

Preuve. — L’aire de (S, g;) est bornée inférieurement (par Gauss-
Bonnet). D’autre part, le diamétre de (S, g;) est inférieur a n/_/c,. On
peut donc appliquer le théoréme de convergence de Gromov (rappelé au
paragraphe 2 ci-dessous).

Ces résultats suggerent que le phénoméne de concentration est lié & une
annulation ou un changement de signe de la courbure.

Dans le cas ou la suite {g;} est strictement conforme a une métrique g,
fixe, le théoréme A prend une forme un peu plus précise.

1.5. THEOREME B. — Soit {g;: =e®ig,} une suite de déformations
conformes d’une métrique g, (de classe C?) sur une surface compacte S telles
que u;e L (S, go). Supposons qu'il existe des constantes positives C, a, @,
p(1<p=o0) telles que

@) [1K;ller s, 000 =C5

(i) asA;=Za.

Alors

— ou bien il existe 5€]0, 1[ et une sous-suite {u; } telle que {u; }

converge dans C?(S);
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. 1 1 S .
— ou bien pour tout k<2r/p*, avec —t—= 1, il existe un point xeS
4 P
tel que pour tout voisinage U de x on ait

lim supJ‘ K/ dA;>k.
U

Jj—

Méme lorsque la structure conforme est fixe, le contenu géométrique des
théorémes A et B n’est pas tout a fait identique (4 cause de I’existence
d’un groupe non compact de transformations conformes sur la sphére).
Voici un exemple expliquant cette nuance :

On considére la sphére S=C U { oo } munie de sa métrique canonique
4|dz|?

(1+]z»? '

Soit F la transformation conforme de S donnée par F(z)=2z, et

g;=(F)*(go). Alors

gi=e™igy, ou  w;=jlog(2)+log(1+]|z|>)—log(1+4/|z]?)

8o~

est une suite non bornée. Malgré cela, {(S, g;) } est une suite convergente
puisque toutes ces surfaces sont isométriques a la sphere standard.

Observons que, dans cet exemple, le « niveau de concentration » de
courbure est 47 et non 2.

Une question naturelle se pose au sujet des théorémes A et B : que se
passe-t-il si 'on supprime le contrdle L? sur la courbure (pour le remplacer,
par exemple, par un contrdle L')?

Dans le cas des domaines de C, une réponse est apportée par Youri
Rechtnjack qui démontre le résultat suivant :

1.6. TutoreME [R1, TH. III]. — Soit M < C un domaine compact du
plan dont le bord est formé d'un nombre fini de courbes fermées simples a
rotations bornées. Soient { do M } et {dm ; } deux suites de mesures a support
dans le disque unité {|z|<1} et convergeant faiblement vers do™ et do™.
Notons u; le potentiel logarithmique de do;: = do; —do;, et u celui de
do: =do™ —do~. On note encore ds} : =e*i|dz|* et ds*: =e™|dz|*.

Alors (M, dsf) converge vers (M, ds?) sur tout compact de M ne contenant
aucun point ze M tel que do™ (z) =2 n dans le sens suivant :

la fonction distance d;: M x M — R associée a ds} converge uniformément
sur tout compact de M XM (exempt de point (z,, z,) t.q. do* (z))22n)
vers la fonction distance d: M x M — R associée a ds*.

La définition du potentiel logarithmique est rappelée au paragraphe 4.

La convergence dont il s’agit dans cet énoncé est plus faible que la
convergence uniforme-riemannienne (la métrique limite peut par exemple
posséder des singularités coniques).

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



UN PRINCIPE DE CONCENTRATION-COMPACITE 423

Remarques historiques. — Ce genre de « principe de concentration-
compacité » apparait dans plusieurs situations géomeétriques. A la fin des
années 1970 Sacks et Uhlenbeck ont mis ce principe en évidence dans
I’étude des applications harmoniques de S* dans une variété riemannienne
(voir [SUY)); puis Uhlenbeck a remarqué que ce type de phénomeéne appa-
raissait pour les champs de Yang-Mills [U]; ce principe a ensuite été
observé dans le probléme de Yamabe [BC], dans celui de Nirenberg [CY]
et dans I’étude des courbes pseudo-holomorphes [G]. P. L. Lions en a fait
une étude systématique [L]. Remarquons toutefois que le théoréme de
Rechetnjack, qui date des années 1955-1960, est bien antérieur a ces
travaux.

Je remercie le Fonds National Suisse de la Recherche Scientifique pour
son soutient financier durant la réalisation de ce travail, je remercie
également I'Institut des Hautes Etudes Scientifiques de I’Ecole Polytech-
nique pour leur hospitalité.

Ce travail a bénéficié de nombreuses conversations que j’ai eues avec
Pierre Pansu, il m’a en particulier expliqué le lemme de Schwarz qui joue
un role clef dans ce travail. Qu’il soit ici vivement remercié.

2. RAPPELS SUR LES THEOREMES DE GROMOV
ET DE BAVARD-PANSU

Afin de situer I’étude des suites de métriques dans son contexte, nous
rappelons certains résultats connus.

2.1. Théoréme de convergence de Gromov ((GLP], [GW], [P]). — Soit {gj}
une suite de métrique C* sur une variété compacte M telle que I'on ait pour
tout j :

@) [|K;[lo==C;

(i) V,2a;

(i) diam(M, g)=d,
ou C, a et d sont trois constantes positives, K; est la courbure sectionnelle
de V; le volume de (M, g;).

Alors {(M, g,) } posséde une sous-suite convergente.

Dans [GLP], la convergence de { (M, g;) } est au sens de Lipschitz, mais
Peters obtient une convergence au sens uniforme-métrique (et méme au
sens C!'3, ¢f. [P, th. 4.4]). Remarquons que, si cet énoncé est dii a
Gromov, ce type de résultat était déja implicite au début des années 1970
dans les travaux de J. Cheeger.

Christophe Bavard et Pierre Pansu se sont intéressés aux suites diver-
gentes de surfaces. Plus précisément, ils se sont penchés sur le probléme
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suivant :
Deécrire les suite divergentes {g j} de métriques sur une surface compacte S
vérifiant les conditions :
(i) HKJHL“’§C§
(i) a§&¢j§a,a
ou C, a, a’ sont trois constantes positives, K ; est la courbure et </ ; l'aire de
Leur résultat peut s’énoncer de la fagon suivante :

2.2. TueoreME [BPl. — Soir {g;} une suite de métriques C* sur une
surface compacte S vérifiant les conditions (1) et (ii) ci-dessus.

Alors ou bien {(S, gj)} contient une sous-suite qui converge au Sens de
Lipschitz vers une surface riemannienne; ou bien {(S, g;) } contient une sous-
suite qui, aprés homothéties, converge au sens de Hausdorff vers un graphe.

L’exemple classique est le suivant : Considérons une surface hyper-
bolique (i.e. riemannienne a courbure —1) S de genre 2, et choisissons
sur S une géodésique y séparant S. Alors on peut déformer S en faisant
varier la longueur /(y) de cette géodésique.

En faisant tendre /(y) vers 0, on obtient une famille de surfaces qui,
aprés homothéties, converge vers un segment ( fig. 1).

FiG. 1

Dans cet exemple, comme la courbure est négative, le corollaire 1.4.2
implique que la structure conforme doit diverger (ce qui se prouve facile-
ment a I'aide de la théorie de Teichmiiller).

3. UNE SUITE DIVERGENTE DE METRIQUES SUR LA SPHERE

Dans ce paragraphe, nous construisons une famille de surfaces homéo-
morphes & la sphére. Ces surfaces donnent un exemple de divergence par
concentration; elles dépendent de deux paramétres € et /; la surface S,
est divisée en trois régions By, ;, B, ; et Cy 4 (fig. 2).
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Se,e

Fi1G. 2

B et B’ sont des sphéres de rayon p auxquelles on a retiré une calotte
contenant une quantité 21 (1+¢) de courbure et C est un collier S* x [0, 1]
a courbure — 1, de diamétre d et contenant une unique géodésique fermée
simple de longueur /.

Pour chaque valeur de ¢ et /, il existe un unique choix de p et d tel que
les bords de B et C s’ajustent bien; i.e. 0C et 0B sont des cercles de méme
longueur et méme courbure géodésique (au signe pres).

Ainsi, pour chaque valeur de € et /, fabrique-t-on une surface S , de
classe C*»* (i.e. C' a dérivée Lipschitz), en recollant By, ; et B, ,;a Cy j-

Fixons &, et faisons tendre / vers 0 : alors la surface S, , diverge. Plus
précisément, si on choisit un point base dans By, =S ;, alors, au sens
des espaces métriques pointés (cf. [GLP] p. 39), S, converge vers la
surface 2, obtenue en recollant une pseudo-sphére de courbure — 1 limitée
par un horocycle de longueur 2me avec une calotte sphérique de rayon
g/ /1—¢€? limitée par un cercle de longueur 2 nie et contenant une quantité
27 (1+¢€) de courbure (fig. 3).

FiG. 3

On se rend compte en particulier, que lorsque ¢ est fixe et / - 0, l'aire
et la courbure de S, ;; restent bornées.

D’autre part, si /-0, alors d— oo et la structure conforme de C,
converge vers C* ou D*={zeC:0<|z|<1} (Cy, , est une surface de
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Riemann homéomorphe & un anneau dont le module tend vers infini).
Ainsi, dans une représentation conforme de S, ,; sur C: =CU{ o0}, il
est clair que By, ,; ou By, ; tend vers un pomt

Soit donc g ;; une metrlque riemannienne conforme sur C telle que

(€, 8, 1) SOit isométrique & S, ;; (on verra que g , est de classe C'');
alors on a la proposition suivante :

3.1. ProrosITION. — Pour tout €>0, il existe trois constantes positives
a, a' et C telles que pour tout I<1,0n a :

@) [|K, 11||L°°<C9

(i) asA |, y=<a

De plus, si f, y: (C &, ,]) — Sy, 1 est une isométrie, alors on a .

(i) [ By, o) ou fro (B, o) converge vers un point lorsque | tend
vers 0.

(iv) j K*dA=2n(1+¢) pour tout l.
S [; &] (B[c p])

Cette famille de surfaces illustre donc le théoréme B; elle montre aussi
que la valeur 2« figurant dans 1’énoncé est optimale (puisque la courbure
de B, ,; est égale 4 27 (1 +¢) et est donc arbitrairement proche de 2 ).

Pour éviter une trop longue digression, nous présentons la preuve de la
proposition 3.1 en appendice.

4. UN PEU DE THEORIE DU POTENTIEL

Ce paragraphe contient les estimées nécessaires a la preuve des
théorémes A et B. Le résultat essentiel est le suivant : Si u est une fonction

sur le disque unité telle que f (Au)* <2m et Je2“< 0, alors il est possible

de contréler ¢** en norme L7 (proposition IV.2.13).
Soit du une mesure & support compact dans C. On appelle potentiel
logarithmique de dp une fonction localement intégrable v: C — R telle que

(nv(z)+u(C)log|z|) -0
2

—est le
z 0z

lorsque |z| — 0o et Av=du au sens des distributions (A= -4

laplacien de C pour la métrique usuelle |.

Le potentiel logarithmique de dy est unique, il est donné par la formule
de Riesz :

v(@)= - —— f log|z— | dy (0).
27 Je
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4.1. LEMME. — Soit du une mesure positive a support dans le disque
unité D={zeC:|z|<1}. Soit v son potentiel logarithmique; alors :

v(2)= — 1 log(l+|z|)j d
2n

D
Preuve. — On a v(z)=~§Lflog|z~C|du(C). Si {eD, alors
T Jo

|z=¢|<1+|z|, donc

v(z)g—if log(l+lzl)du(§)=—~1——log(1+|z|)J do. R
21 Jp 2w

D

4.2. LemME (inégalité de Rechetnjack [R2, TH. 3.1]). — Soit dp une
mesure positive @ support dans le disque unité D. On suppose qu’il existe
q>1 tel que

0<M: J dp< —
Soit v le potentiel logarithmique de dp, alors
1
e“"‘”S—J z—¢ P du(0),
=M D| CPan©

on 3= —ff-j du(>—2).
T Jp

Preuve. — Pour tout M>0, on a :

e2q“<z’=exp[—ﬂf 10g|z—C|du(C)}
21 Jp
=exp liil/[“ J;) log | Z—C |—((1M/1:) dll (O]

En particulier, pour M=j dpetd=—gM/mn,ona
D

2qv<z)=exp[l\ldj log\z—CPdu(C):l-

L’inégalité de Jensen [F, p. 91] entraine donc

1
e2qv(z)§ __J Z‘Clde(C) n
M D'

4.3. COROLLAIRE. — Soit du une mesure positive a support dans D. On

suppose qu’il existe q>1 tel que 0SM:=| du< 2—“ Soit v le potentiel
q
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logarithmique de dy, alors

1/q
Ilez.;uﬂ(}))g(.z_n__ 26+2> ,

6+2

ol sz—ﬁj du(>—2).
T Jp

L’intérét du résultat est que ||e*"||a(p, est estimée en fonction d’une

quantité qui ne dépend que de g et de | dp.
D

Preuve. — Si du=0, alors v=0 et le résultat est immeédiat (car
25%2/(8+2)>1). Sinon 0<M <2m/q, et le lemme 4.2 entraine

1
equ(z)S _ 5d .
_—MLiz ¢I° du ()

Notons dA: = % dz A dz 1a mesure de Lebesgue, alors on a :

1
“ezv“‘i‘l(n):Lezqvmdk(Z)é M J

D

L _ 3 L 5
M DLIZ q d)»(Z)du(C)éMLq”qM a?»(t))dp(C)

SLJ 211: 25+2 dM(C)Z 2n 28+2'
M Jp\8+2 5+2

Nous aurons besoin du lemme ci-dessous du a Schwarz, Ahlfors et
Gromov (cf. [A], [G]) :

le—Clﬁdu(C)a?»(Z)

lIA

4.4. LemME de Schwarz. — Soit a>0 et D' une partie compacte du
disque-unité D. Alors pour toute fonction w, sous-harmonique sur le disque
unité (i.e. Aw=0) et telle que

J e*¥d\<a,
D

on a pour tout zoeD :

a
e2w (zg) <

T r(l=|z[?
Preuve. — Nous allons commencer par démontrer que
1
4.5) w(0)< - log £.
2 b

Posons pour cela

a(r):=‘[ e2" d\, et l(r)=f e"|dz|
D, D,
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(ou D,: ={z:|z|<r}). On a évidemment
4.6) a(r)Za.

D’autre part, on a

2 ) da
1?(r)= e|dz|) = |dz | e*|dz||=2nr —,
0Dy D, oD, dr

@ r0)
dr~ 2mr

d’ou
4.7

Posons & présent F (r): =log(a(r)/(4n*r?)).
Alors on a
dF

4.8 — 20.
(4.8) =

En effet (4.7) entraine

aF_ 1 da_ 2, I*() _%:%< 0] _1>
dr a(r) dr r - 2mra(r) r r\4mna(r) .

Or I'inégalité isopérimétrique (cf. [H 1, th. 1]) nous dit que

I*(r)z4mnal(r),
on a donc
2
iF—zg< G —1>;0.
dr— r\4na(r)
On a par ailleurs
4.9) e @ =lim &rz)’
r—-0 Tr

cette identité (qui n’est autre que le théoréme de la moyenne dans le cas
ou w est continue) est démontrée dans le cas des fonctions sous-harmo-
niques dans [H 2, lemme 2].

Finalement, par (4.6) on a

a
4.10 F(D)<Zlog| — )
(4.10) ()< g( 4n2>
Ainsi, (4.8), (4.9) et (4.10) entrainent

F(O)=2W(O)—log(4n)§F(1)§log<4—a—2>,
T

ce qui montre (4.5).
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Passons au cas général, nous devons montrer que, pour tout z,eD,
ona

1 a
(4.11) w(zo) < lo (—)
(20) > g n(l_lzolz)z
Soit donc z,eD fixé, posons y:=(1—|z,|*) "2, et T: = yz,. Soit f la
transformation homographique définie par

Yyz+<
z): == .
f@ Tz+y

Remarquons les propriétés suivantes de f:

f(D)=D;
(4.12) S 0)=2z;
|fO)]=y72=1~|z .

Soit w*: D — R la fonction telle que f soit une isométrie entre (D, e*|dz|)

et (D, e“"ldz ), i.e.
W*(2): =w(f(2) +log d—f},
dz
alors on a
Aw* <0,
et
J e di<Za.
D

On peut donc appliquer I'inégalité (4.3) pour w*, c’est-a-dire :

1
4.13) w*(0)< - log 2,

2 T
et, finalement,

d
W)=t ©=log | @) =w* 0)~tog(1~ |20

1 a 1 a
<-log[ £ )—1og(1-]z, 1)< = log| —— ).
=3 g(ﬂ) g( Iol)_2 g<n(1—|20|2))

4.14. ProposSITION. — Soit ue L' (D) une fonction telle que AueL' (D).
Supposons

0 [ @i dsi<an
D
o (Au)*:=max {Au, 0} et

(ii) j‘ e*d\<d,
D
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alors, pour tout q tel que 1<q<2m/k, il existe une constante B ne dépendant
que de q et k telle que

“ o2t ”Lq D2 <Bda'.
Preuve. — Soit dp la mesure sur C définie par (Au)* dA sur D et O sur
C—D, et soit ' le potentiel logarithmique de dp et u” :=u—u'.
On a
4.15) Au" <0,

et

J ezu”d)":J e? ‘“"”d)»ésup(e‘“')f ez"d)»ga’ sup (e—2u’)‘
D D D

Or le lemme 4.1 nous dit que

u' (2)= L log (1+|z|)'[ du= —kL log2,
2n D 27w
donc

(4.16) j e < gl 24T,
D

Par le lemme de Schwarz 4.4, il existe donc une constante ¢’ telle que
1
u'’ (z)§c”+£ loga’ pour tout zeD,,.

D’autre part, le corollaire 4.3 nous dit qu’il existe une constante ¢’
dépendant de q et de k telle que

.17 e fleay=e”

Ainsi
2u r 2c" 2u’ 1 2¢"
He ”Lq(Dl/z)é € ”e “Lq(D)éa e . N
Nous utiliserons une version globale de la proposition ci-dessus :

4.18. ProrosITION. — Soit (S, g,) une surface riemannienne compacte.
Soient U,, U,, ..., U, des ouverts de S tels qu’il existe pour v=1, ..., n
un difféomorphisme conforme

¢o,: D->U

vérifiant :

(i) {@,(Dy),) }s=, est un recouvrement de S;

(i) 0*(go)=p,(2)|dz|* ou p, est une fonction sur D telle que
1/B<p, (2) £B pour tout zeD (P étant une constante).
Alors, pour tout a', k<2 et q tel que 1 <q<2mnjk, il existe une constante
b ne dépendant que de q, k, B et n telle que pour toute fonction ue L' (S, g,)
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vérifiant :
(iii) J e*dA, <d;
S
(lV) Ago ue Ll (Sa gO)a
) f (A, wt dA, <k, Vv
Uy
on a
[l e*[|La s g0 =bd’.

Remarque. — La constante b ne dépend ni de la métrique g,, ni du
choix de recouvrement { U, }.

Preuve. — Posons v,=u°@,: D > R, alors

L(Avv)+ = L (A, u)* dA, <k,

d’autre part,

JerVﬂ§BJ eZ”va(z)d)»=BJ‘ e*dA, <PBd.
D D u

La proposition (4. 14) implique alors
” e “Duz =B a,’

ou B ne dépend que de B, g et k.
Par ailleurs, pour toute fonction fe L(S, g,), on a

l|f|l£4(¢v(01/z),qo)=J 'fc (Pvlq pvdkéﬁ“f" (pvnqu(Dx/z,go)’
Dy/2
n

et comme S= U ¢, (D,,), on obtient

v=1

”f—’zullw(s,goé” B“Ba’. W

Nous terminons ce paragraphe en rappellant quelques résultats de théorie
elliptique : soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension d.

4.19. TueoreME (plongements de Sobolev). — Soient k, [eN, p>1 et
0<8<1 tels que k—dlp>1+6. Alors on a une inclusion compacte
L (M, g)=C"2(M). En particulier, si p>d, alors LY (M, g)<=C°(M).

Pour une définition des espaces de Sobolev, ainsi qu’une preuve du
théoréme, voir [GT).

4.20. THEOREME (régularité du laplacien [GT]). — Notons A, le laplacien
de (M, g). Alors, pour tout p tel que 1<p<oo et keZ, il existe une
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constante c, , telle que
=) llp o= ol Agullip_; om0

ou u est la moyenne de u.

5. PREUVE DU THEOREME B

On suppose qu’il n’y a pas concentration. On peut donc trouver un
atlas fini { ¢,:D - U,=S}i_, et un nombre k<2 m/p* tels que

j K? dAj+J |Ko|dAo<k,
Uy

Uy

ainsi qu’un nombre P tels que si ¢ (go)=p, (z)|dz|?. alors

1/B=p,(z)=B, VzeD.

On peut également supposer que { @, (D,,) } recouvre encore S.
La fonction u; vérifie I’équation
Aou;dAg=K;dA,~ Ko dA,,

ou A, est le laplacien pour la métrique g,.
On a donc

f (Aoup)™ dA, <k,
Uy
pour tout j et tout v, on a en outre I'inégalité

J eV dAO=J dA, =sl;sd.
s

S

On peut donc appliquer la proposition (4.18) qui nous dit que si
1 <g<2m/k, il existe une constante b telle que pour tout j,
(5 1) “ezuflqu(S’go)éba'.
Choisissons g tel que k<2n/g<2w/p* et r tel que 1/r=1/p+1/g<]1.

De (5.1), de l'inégalité de Holder et de I'équation Aju;=K;e**i—K,,
nous déduisons
(5.2 404|175, 000 <C"s
car || K;||pe s, g =C-

Le théoréme (4.20) nous dit alors qu’il existe une constante C" telle
que _

| (=)

ou u; est la moyenne de u; pour la métrique g,.

rn
1L’z(s,go)§c >
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Par compacité du plongement de Sobolev C?(S)cLj (S, g,), nous
voyons que {(u;—u;)} posséde une sous-suite uniformément convergente.
Il ne nous reste qu’a montrer que || ;|| est bornée; on a

(5.3) 0<a§jdAj=32%jez<uj—@).
s s

Comme (u;— u;) est uniformément bornée, (5. 3) montre que u; est minorée.
D’autre part, 'inégalité de Jensen entraine

J2 u;dA, Jel"i dA,
exp 2u;=exp < <

S
dA, dA,

ce qui montre que u; est majorée.

6. DEMONSTRATION DU THEOREME A

Commengons par préciser ce qui signifie que la structure conforme
d’une suite de métriques qur une surface reste bornée.

6.1. DEFINITION. — La structure conforme d’une suite de meétriques
riemanniennes { gj} sur une surface compacte S est bornée s’il existe une
suite de métriques a courbure constante (normalisées & —1, 0 ou 1) A; sur
S qui converge en topologie C?, ainsi que des diffeomorphismes ®; : S — S
et des fonctions u; : S — R tels que g;:=®F (e*ihy).

Nous devons montrer que, sous les hypothéses du théoréme A, lorsqu’il
n’y a pas concentration de courbure, il existe une suite extraite j' telle que
{u; } converge uniformément.

La preuve est essenticllement la méme que celle du théoréme B; nous
devons seulement vérifier que la proposition (4. 18) est vraie uniformément
sur une famille compacte de surfaces a courbure constante { (S, hy) }, et que
la constante de I’estimée elliptique (4.20) peut étre choisie uniformément.

6.2. LemME. — Soit {h;} une suite compacte de métriques a courbure
constante K= —1,0 ou 1 sur une surface compacteS. Si K=0, on supposera
que le diametre de (S, h;) vaut 1 pour tout j.

Alors pour tout €>0, il existe neN tel que pour tout j, il existe n points
xj, X3, ..., x;€(S, h)) tels que

(i) la boule B" (x}, 2€) €S est plongée;

(ii) les boules B"i(x}, €) recouvrent S.

Preuve. — Soit £>0 tel que le rayon d’injectivité de (S, ;) soit >2¢
pour tout j. Soit deR tel que le diamétre de (S, 4;) soit <d pour tout j.
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Alors il existe un nombre N (g, d) tel que le disque de rayon d dans le plan
a courbure constante (—1, 0 ou +1) puisse étre recouvert par N (g, d)
disques de rayon &.

Pour tout j, on peut donc recouvrir un voisinage d’'un domaine fonda-
mental du revétement universel de (S, b)) par n=N(g, d) disques de
rayons €.

6.3. PROPOSITION. — Soit {h;} une suite convergente de métriques sur
une variété compacte M. Alors il existe pour tout pe]l, o[ une constante c,,
indépendante de j, telle que pour toute fonction ue L (M, h,),

H(u—u)HLg ™, ,.o,écpHA,,julle(M, hy)

La proposition ci-dessus est une conséquence immédiate du

6.4. LEMME. — Pour toute métrique h de classe C* sur M, il existe un
voisinage W,, de h dans 'espace des métriques C* et une constante c,(W,)
tels que

||(“_E)||L5 oS¢ (W) [| Ay uf| e o, ny,

pour tout ue L5 (M, h) et tout h'e W,

Preuve. — On sait (4.20) qu’il existe une constante c,(h) telle qu’on ait
I'inégalité

||(“—‘_‘)||L"§ = (M| Ayul[Lr o,y

I'opérateur A, : L5 (M, h) - L? (M, h) varie continiment lorsque 4’ varie
continiment (avec ses dérivées jusqu’a I'ordre 2), donc pour tout £>0, il
existe un voisinage W, de 4 dans I’espace des métriques C? sur M tel que

||Ah—A,,,||<€, Vh eW,,
ou || . || est la norme dans Hom (L% (M, k), LP (M, h)).
Pour tout ue LE(M, k), H'e W, on a
[l(u—ﬁ){|L5(M,,.)§cp(h){|A,,uHLp(M,,,)
§Cp(h)||Ah'u+(Ah"Ah')u”LP(M, h)
S, (W (|| Awe||eron, m+ 1| (An= A || o, 1)
écp(h)(HAh’u”Lp(M,h)+8”(u—E)HLg(M,h))'

Donc

6.5 =) [ = —2 P

l1—gc,(h)
D’autre part, il existe une constante c, telle que
dA,<c,dA,, Vh eW,.
Donc, pour toute fonction fe L?(M, h), on a
(6.6) ”f“LP ™, h)éci/p”f”Lp(M, k')

“ Ay u “L" ™M, )
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Ainsi a-t-on par (6.5) et (6.6)

” (u—u) ||L‘2’ oS¢ (W) ” Ay u HLP(M,h'),

c,(h
avec cp(Wh):=c{/”#.
1—gc,(h)
Démonstration du théoréeme A. — Rappelons la situation : nous avons

une suite convergente {hj} de métriques a courbure constante (—1,0
ou +1) sur une surface compacte S. Nous avons aussi une suite de
difféomorphismes ®;:S — S et des fonctions u; : S —» R tels que la suite
de métriques g; :=®¥ (e*i h;) vérifie

I1K;llrsnp=C et (0<)aso;<a.

Nous devons montrer que, s’il n’y a pas concentration de courbure,
{u;} posséde une sous-suite uniformément convergente.

Dans la suite de la discussion, les diffeomorphismes ®; ne jouent aucun
réle et nous pouvons supposer qu’ils sont tous égaux a I'identité.

Choisissons €>0 assez petit. Par le lemme (6.2), il existe un entier n
tel qu’il soit possible de recouvrir toutes les surfaces (S, ;) par n boules
B"i(x,;, €) de rayon € telles que les boules de rayon 2e soient encore
plongées.

Toutes ces boules sont isométriques a un modéle standard (car a
courbure constante), elles sont donc toutes isométriques a (D, p(z)|dz|?)
ou p: D — R est une fonction positive bornée (i. e. il existe §>0 tel que
1/B<p<p).

Comme il n’y a par hypothése pas de concentration, on peut (quitte a
choisir € plus petit) trouver un nombre positif k <2 r/p* tel que

J deAj-l—J ]KoldA0§k.
BY (xY, 2¢) BYj (xY, 22)
La fonction u; vérifie I’équation

Ay, u;dA, =K dA, — Ko dA,,

ou K, est la courbure de #;(=—1,0 ou +1).
On a donc

[ e,z
Bhj . 29)
et aussi

J e?Yi dA,,= J dA, =l ;<d.
S S
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La proposition (4.20) nous dit alors que, pour tout g(l1<g<2mn/k), il
existe une constante b telle que

H e ”Lq (S, 90) <b, ).

On peut donc conclure comme dans la preuve du théoréme B en utilisant
(6.3) au lieu de (4.20).

APPENDICE : DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.1

Dans cet appendice, nous donnons plus de détails sur la construction
de la surface S, , décrite au paragraphe 3. Il est commode, pour les
calculs a venir, de remplacer les paramétres € et d par des parameétres 0 et
¢ définis par

cos(0)=—¢ avec 0e]mn/2, «),
et

@=2arctg(e” 29 E:|0, g|: .
On note # le demi-plan de Poincaré {Im(z)>0} muni de sa métrique

hyperbolique (|dz|/|z|)?. Pour tout @ €]0, n/2[, />0; on considére le qua-
drilatére Q, ;:={ze# : 1<|z|Se et p<arg(2)<n—¢} (fig. 4).

Quq

‘\f N

FiG. 4

On note C,, la surface obtenue a partir de Q,, en identifiant
z€Q, N {|z|=1} a €'z Ainsi, C, , est un cylindre muni d’une métrique
a courbure — 1; la longueur de son unique géodésique fermée simple est /.
Le bord de C, , est formé de deux cercles de longueur

/

L=—".
sin @
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Ces cercles ont une courbure géodésique constante égale a
K=CO0S Q.
L’aire de C,, ; est
A~ =2]cotgo.
Soient 6€]n/2; nf et p>0. On note B, , I’ensemble des points x de la

sphére de rayon p et centre o dans R? tel que les vecteurs ox et on (ou n
est le pole nord) forment un angle au plus égal a 0 (fig. 5).

-
n

FiG. 5

Le bord de B, , est un cercle de longueur
L=2mrp sin 6,

et dont la courbure géodésique est une constante (négative) égale a
1
K=-cotg0.
p

L’aire de B, , est
At =2np?(1—cos9).

II est possible d’ajuster les surfaces By , et C, ; :

A.1.LEMME. — Pour tout (8, ©)€l0, n/2[ X In/2, n[, il existe une unique
valeur de (I, p)eR, xR telle que 0B, , et 0C, , aient méme longueur et
méme courbure géodésique (de signes opposés).

Preuve. — Les nombres / et p sont déterminés par les contraintes voulues
(L=L" et k= —x'). La seule solution est /=1(0, ¢)= —2mcosOtano et
p=p (0, ¢)= —cotgB/cos @.

Soit S, , la surface obtenue en recollant une copie de B, , sur chaque
composante du bord de C,, (on a choisi p et / convenablement). On
observe que S, , est une surface riemannienne de classe C' dont la
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_ cos @ \?
p 2=< (p) ,
cotg6
et Iaire est

A=A"+2A%"=—4ncos0+4np?(1—cos0)

courbure vérifie

|
IIA

K

IIA

2
= —4ncos6+4n<00tge) (1—cos ).
cos ()
A.2. LeMME. — Fixons 0¢€|n/2, n[. Alors il existe a, a’, c>0 tels que

pour tout ¢ €0, n/4[, la surface S, , vérifie les conditions :
(i) —1ZK=
(i) asA <da'.
De plus, lorsque ¢ — 0, la surface S, ,
(aprés reparameétrisation) vers un segment.

converge au sens de Hausdorff

Preuve. — On prend
c=-—\/§cotg9, a=—4mncos0+4mtan®0(1—cos9)
et
a= —4ncose+4\/§ntan2 0(1—cos9).
Quant a la derniére assertion, elle est évidente. W

Décrivons S, , en coordonnées isothermes. Choisissons 0€]n/2, n[ et
¢ €]0, ©t/2[, et posons :

l:= —2mcosBtan (o), p:= —cotg06/cos (p),
L:=~2ncos6/cos(p)=2mpsin0

- O—m2 N\l T
m: exp(cothan(cp)) exp(l(n 2<p)> (>1).

et

Ou L est la longueur de 0B, , et m est choisi pour que C, , soit conformé-
ment appliqué sur I'anneau { 1/m<|z|<m}.
Posons z=m(1/sin 0+ cotg 0), en sorte que

mt
A.3 L=4np—,
( ) pm2+t2
alors S, , est isométrique & CU { o0 } muni de la métrique g, , définie
par :

4p1*|dz|?
(l_:k_zzl]le)z pour |z|<1/m;
(A.4) g .= Ll pour 1/m<|z|<m;
-4) 8o, 0 4n?|z|?cos? ((I/2m)log | z|) -
4p’ 2| dz|?
m pour |z|=m.
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En effet, une projection stéréographique montre que le disque
({lz]:]z|=1/m}, g, o) st isométrique a B, , (et de méme pour le disque
{|z]:]z]2m}). Observer que A.3 dit que {|z|=1/m} et {|z|=m} ont
longueur L. Pour voir que ’anneau ({lz]: Ym<|z|zm }: 2o, o) est isomé-
trique a C,,, on utilise I'application

Qo= {lz]: 1/m<|z|<m)
w = (= iw)?,

On remarque en particulier que 8o, , €st de classe CU1.
Preuve de la proposition 3 .1.
Posons

€= —cos0 et /= —2mcos0tan (p).

Alors Sy, =S, ,. Si I'on fixe ¢, Iaire et la courbure de S, sont bornées
par le lemme A.2, donc les conditions (i) et (ii) de la proposition 3.1
sont vérifiées. D’autre part, on a

J Ka’A=21t(l—cosG)=21r(1+e),
lzl<1/m

ce qui montre I'assertion (iv).
Finalement, (iii) découle du fait que

m— o0 lorsque /0. MW
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