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RESUME. - Nous étudions dans cet article des suites de metriques a
aire et courbure bornees sur une surface compacte S. Nous demontrons
que, si la structure conforme reste bornee, alors ou bien il existe une sous-
suite convergente, ou bien il existe un point ou une certaine quantite
positive de courbure se concentre. Ce niveau de concentration est calcule.
(dans le cas ou la courbure est bornee uniformement, ce niveau est 2 x).
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ABSTRACT. - In this paper, we study sequences of metrics on a compact
surface S, with bounded area and curvature. We prove that, if the
conformal structure of these metrics remains bounded, then either the
sequence has a convergent subsequence or there exists a point at which a
certain amount of positive curvature concentrates. This level of concentra-
tion is computed. (When the curvature is uniformely bounded, then this
level is 2 x.)
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1. INTRODUCTION

L’objet de cet article est d’apporter une contribution a 1’etude des suites
divergentes de metriques sur une surface compacte dont l’aire et la
courbure restent bornees. Lorsque la courbure varie entre deux constantes
negatives, la suite de metriques diverge si et seulement si la structure
conforme associee diverge. On peut considerer que ce phenomene est bien
compris (il existe plusieurs compactifications naturelles de 1’espace de
Taichmuller qui ont été abondamment etudiees).

Lorsque la structure conforme reste bornee, le schema qui se degage est
le suivant : est une suite de metriques a aire et courbure bornee
sur une surface compacte S, alors il existe une sous-suite {gj,} telle que
ou bien {(S, g~ ,) ~ converge, ou bien il existe, au moins un point de S of
une quantite positive de courbure se concentre.

Lorsqu’on dit que {(S, converge, on entend par la (sauf precision
contraire) qu’elle converge au sens uniforme-riemannien, c’est-a-dire qu’il
existe une de difféomorphismes de S tel que la suite de metri-

converge dans la topologie C° vers une metrique g~ de
classe C° non degeneree.

Afin de pouvoir formuler notre resultat, nous adopterons la

1.1. DEFINITION. - une suite de metriques de classe Li n Co
sur une surface S. Observons que ces metriques possedent une courbure Kj
de classe L1. Soit a un reel positif. On dit que cette suite verifie le principe
de concentration-compacité de niveau a si l’alternative suivante a lieu :
- ou bien il existe une sous-suite {gj,} telle que {(S, gj,)} converge,
- ou bien pour tout k  It, il existe un point x~S tel que pour tout

voisinage U de x on ait

(On utilise dA~ pour designer 1’element d’aire de g~, et, pour presque
tout x, on définit K+j (x) : = max { Kj (x), 0}. On note encore l’aire de

(S, gj)).
Lorsque {gj} vérifie le principe de concentration-compacité de niveau a,

on dira en abrégé {gj} vérifie CC (a).
Nous pouvons a present énoncer le résultat principal de cet article :

1. 2. THÉORÈME A. - Soit {gj} une suite de métriques riemanniennes de
classe L2 (~ C° sur une surface compacte S. Supposons qu’il existe des

constantes positives C, a, a’, p (1 p __ telles que

(a) la structure conforme de (S, reste bornée;

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



421UN PRINCIPE DE CONCENTRATION-COMPACITE

Remarques. - (i ) La condition (a) de l’énoncé sera précisée au

paragraphe 4 (definition 4 . .1 ).
(ii) Dans la condition (b), go est une métrique de reference sur S.

1. 3. COROLLAIRE. - une suite de métriques C2 sur une surface
compacte S telle que

(a) la structure conforme de (S, gj) reste bornée;

Alors (S, contient une sous-suite convergente.

Preuve. - La formule de Gauss-Bonnet, avec les inégalités (b), nous
donne les estimées nécessaires pour appliquer Ie théorème A.
Ce corollaire est en fait une consequence assez faible du théorème A, la

version du lemme de Schwarz donnée par Ahlfors (cf [A]) suffirait a le
démontrer. On peut donc considérer que le théorème A est une extension
du lemme de Schwarz au cas of la courbure n’est pas nécessairement

negative.
On peut mettre le corollaire ci-dessus en parallèle avec le résultat

suivant :

1. 4. PROPOSITION. - une suite de métriques C2 sur une surface
compacte S telle que

Alors (S, g~) contient une sous-suite convergente.
Preuve. - L’aire de (S, gj) est bornee inférieurement (par Gauss-

Bonnet). D’autre part, le diamètre de (S, gj) est inférieur a On

peut donc appliquer le theoreme de convergence de Gromov (rappele au
paragraphe 2 ci-dessous).

Ces resultats suggerent que le phénomène de concentration est lie a une
annulation ou un changement de signe de la courbure.
Dans le cas ou la suite {gj} est strictement conforme a une metrique go

fixe, le theoreme A prend une forme un peu plus precise.

1. 5. THEOREME B. - une suite de deformations
conformes d’une métrique go (de classe C2) sur une surface compacte S telles
que L2 (S, go). Supposons qu’il existe des constantes positives C, a, a’,
p (1  p  00) telles que

Alors
- ou bien il existe 6 E 0, 1 [ et une telle 

converge dans Cs (S);
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- ou bien pour tout k203C0/p*, avec 1 p* + 2014 = 1, il existe un point x~S

tel que pour tout voisinage U de x on ait

Meme lorsque la structure conforme est fixe, le contenu geometrique des
theoremes A et B n’est pas tout a fait identique (a cause de l’existence
d’un groupe non compact de transformations conformes sur la sphere).
Voici un exemple expliquant cette nuance :
On considere la sphere S = C U { ~} munie de sa métrique canonique

Soit F la transformation conforme de S donnee par F (z) = 2 z, et

(F’)* (go). Alors

est une suite non bornée. Malgré cela, {(S, gj)} est une suite convergente
puisque toutes ces surfaces sont isométriques a la sphere standard.

Observons que, dans cet exemple, le « niveau de concentration » de
courbure est 4 a>r et non 2 x.

Une question naturelle se pose au sujet des théorèmes A et B : que se
passe-t-il si l’on supprime le contrôle LP sur la courbure (pour le remplacer,
par exemple, par un contrôle L 1 ) ?
Dans le cas des domaines de C, une réponse est apportée par Youri

Rechtnjack qui démontre le résultat suivant :

1. 6. THÉORÈME [R l, TH. III]. - Soit M c C un domaine compact du

plan dont le bord est formé d’un nombre fini de courbes fermées simples a
rotations bornées. Soient ( et {d03C9-j} deux suites de mesures a support
dans le disque unite ~ I z (  1 ~ et convergeant faiblement vers et 

Notons uJ le potentiel logarithmique de = et u celui de
= d03C9+-d03C9-. On note encore = |dz| 2 et ds2: = |dz|2.

Alors (M, dsJ) converge vers (M, ds2) sur tout compact de M ne contenant
aucun point z E M tel que (z) >_ 2 x dans le sens suivant :

la fonction distance M x M ~ R associée a ds2j converge uniformément
sur tout compact de M X M (exempt de point t. q. 
vers la fonction distance d : M X M ~ R associée a ds2.
La definition du potentiel logarithmique est rappelée au paragraphe 4.
La convergence dont il s’agit dans cet énoncé est plus faible que la

convergence uniforme-riemannienne (la métrique limite peut par exemple
posséder des singularités coniques).
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Remarques historiques. - Ce genre de « principe de concentration-

compacité » apparait dans plusieurs situations geometriques. A la fin des
annees 1970 Sacks et Uhlenbeck ont mis ce principe en evidence dans
1’etude des applications harmoniques de S2 dans une variete riemannienne
(voir [SU]); puis Uhlenbeck a remarque que ce type de phénomène appa-
raissait pour les champs de Yang-Mills [U]; ce principe a ensuite ete
observe dans le probleme de Yamabe [BC], dans celui de Nirenberg [CY]
et dans 1’etude des courbes pseudo-holomorphes [G]. P. L. Lions en a fait
une etude systematique [L]. Remarquons toutefois que le théorème de

Rechetnjack, qui date des annees 1955-1960, est bien anterieur a ces
travaux.

Je remercie le Fonds National Suisse de la Recherche Scientifique pour
son soutient financier durant la realisation de ce travail; je remercie

egalement l’Institut des Hautes Etudes Scientifiques de 1’Ecole Polytech-
nique pour leur hospitalite.
Ce travail a bénéficié de nombreuses conversations que j’ai eues avec

Pierre Pansu, il m’a en particulier explique le lemme de Schwarz qui joue
un role clef dans ce travail. Qu’il soit ici vivement remercie.

2. RAPPELS SUR LES THEOREMES DE GROMOV
ET DE BAVARD-PANSU

Afin de situer 1’etude des suites de metriques dans son contexte, nous
rappelons certains resultats connus.
2.1. Theoreme de convergence de Gromov ([GLP], [GW], [P]). - Soit 
une suite de métrique C2 sur une variété compacte M telle que l’on ait pour
tout j :

(ii ) diam (M, 
oli C, a et d sont trois constantes positives, K~ est la courbure sectionnelle
de V~ le volume de (M, gJ).

Alors ( (M, gi)} possède une sous-suite convergente.
Dans [GLP], la convergence de ~ (M, g~) ~ est au sens de Lipschitz, mais

Peters obtient une convergence au sens uniforme-metrique (et meme au
sens C1,o, c, f : [P, th. 4.4]). Remarquons que, si cet enonce est du a

Gromov, ce type de resultat etait deja implicite au debut des annees 1970
dans les travaux de J. Cheeger.

Christophe Bavard et Pierre Pansu se sont interesses aux suites diver-
gentes de surfaces. Plus precisement, ils se sont penches sur le probleme
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suivant :
Décrire les suite divergentes {gj} de métriques sur une surface compacte S

vérifiant les conditions :

ou C, a, a’ sont trois constantes positives, K~ est la courbure et l’aire de

(S, gj).
Leur résultat peut s’énoncer de la façon suivante :

2 . 2. THÉORÈME [BP]. - une suite de métriques C2 sur une
surface compacte S vérifiant les conditions (i) et (ii) ci-dessus.

Alors ou bien ~ (S, contient une sous-suite qui converge au sens de
Lipschitz vers une surface riemannienne; ou bien ( (S, g~) ~ contient une sous-
suite qui, après homothéties, converge au sens de Hausdorff vers un graphe.

L’exemple classique est le suivant : Considérons une surface hyper-
bolique (i. e. riemannienne a courbure - 1) S de genre 2, et choisissons
sur S une géodésique y séparant S. Alors on peut déformer S en faisant
varier la longueur I (y) de cette géodésique.
En faisant tendre I(y) vers 0, on obtient une famille de surfaces qui,

après homothéties, converge vers un segment ( fig. 1).

Dans cet exemple, comme la courbure est negative, le corollaire 1.4.2
implique que la structure conforme doit diverger (ce qui se prouve facile-
ment a l’aide de la theorie de Teichmuller).

3. UNE SUITE DIVERGENTE DE METRIQUES SUR LA SPHERE

Dans ce paragraphe, nous construisons une famille de surfaces homeo-
morphes a la sphere. Ces surfaces donnent un exemple de divergence par
concentration; elles dependent de deux parametres E et I; la surface 
est divisée en trois regions Bt£, P~, P~ et l~ ( fig. 2).
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B et B’ sont des spheres de rayon p auxquelles on a retire une calotte
contenant une quantite 2 ~ ( 1 + E) de courbure et C est un collier S~ x [0, 1] ]
a courbure -1, de diamètre d et contenant une unique geodesique fermée
simple de longueur I.
Pour chaque valeur de E et I, il existe un unique choix de p et d tel que

les bords de B et C s’ajustent bien; i. e. ac et aB sont des cercles de meme

longueur et meme courbure geodesique (au signe pres).
Ainsi, pour chaque valeur de E et I, fabrique-t-on une surface de

classe C 1 ° 1 (i. e. C~ a derivee Lipschitz), en recollant pj et B~£, pj a ~~.

Fixons E, et faisons tendre I vers 0 : alors la surface diverge. Plus
precisement, si on choisit un point base dans P] 

c 
~~, alors, au sens

des espaces metriques pointes (cf. [GLP] p. 39), converge vers la

surface obtenue en recollant une pseudo-sphere de courbure - 1 limitee
par un horocycle de longueur 2 xE avec une calotte spherique de rayon
8/ limitee par un cercle de longueur 2 xE et contenant une quantite
2 x (1 + E) de courbure ( fig. 3).

On se rend compte en particulier, que lorsque E est fixe et I - 0, l’aire
et la courbure de restent bornees.

D’autre part, si I - 0, alors d- oo et la structure conforme de 

converge vers C* ou est une surface de
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426 M. TROYANOV

Riemann homeomorphe a un anneau dont le module tend vers l’infini).
Ainsi, dans une representation conforme de sur C : il
est clair que p~ ou B~£, pj tend vers un point. 

"

Soit une metrique riemannienne conforme sur C telle que
(C, il) soit isometrique a S~E, ll (on verra que est de classe C 1 ~ 1);
alors on a la proposition suivante :

3 .1. PROPOSITION. - Pour tout E > 0, il existe trois constantes positives
a, a’ et C telles que pour tout l  1, on a :

De plus, si (C, ~ S[~,l] est une isométrie, alors on a :
(iii) P~) ou (B~£, p~) converge vers un point lorsque I tend

vers 0.

Cette famille de surfaces illustre donc le théorème B; elle montre aussi
que la valeur 2 x figurant dans 1’enonce est optimale (puisque la courbure
de p] est égaIe a 2 ~ (1 + E) et est donc arbitrairement proche de 2 ~).
Pour eviter une trop longue digression, nous presentons la preuve de la

proposition 3.1 en appendice.

4. UN PEU DE THEORIE DU POTENTIEL

Ce paragraphe contient les estimees necessaires a la preuve des
theoremes A et B. Le resultat essentiel est le suivant : Si u est une fonction

sur le disque unite telle que + 
 2 x et  ~, alors il est possible

de controler e2u en norme Lq (proposition IV . 2 .13).
. Soit dJ.1 une mesure a support compact dans C. On appelle potentiel

logarithmique de d  une fonction localement intégrable v : C ~ R telle que

lorsque z ~ oo et Ov = d au sens des distributions ( A = - 4 a 2 est Ie

, laplacien de C pour la métrique usuelle ).
Le potentiel logarithmique dc d  est unique, il est donne par la formule

de 
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4. l. LEMME. - Soit d~, une mesure positive a support dans le disque
unite D = ~z E C : z ~  1 ~. Soit v son potentiel logarithmique; alors :

4.2. LEMME (inégalité de Rechetnjack [R2, TH. 3.1]). - Soit d  une
mesure positive a support dans le disque unite D. On suppose qu’il existe
q > 1 tel que

Soit v le potentiel logarithmique de alors

Preuve. - Pour tout M > 0, on a :

L’inégalité de Jensen [F, p. 91] entraine donc

4 . 3. COROLLAIRE. - Soit dp une mesure positive ~i support dans D. On

suppose qu’il existe q > I tel que 0  M : = ~D d 203C0 q. Soit v le potentiel
Vol. 8, n° 5-1991 .
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logarithmique de alors

L’interet du resultat est que ~ e2v~Lq (D) est estimée en fonction d’une

quantite qui ne depend que de q et de 

Preuve. - Si d ~0, alors v --_ 0 et le resultat est immédiat (car
2s + 2/(~ + 2) > 1 ). Sinon 0  M  2 et le lemme 4 . 2 entraine

Notons _ ~ dz n dz la mesure de Lebesgue, alors on a :
2

Nous aurons besoin du lemme ci-dessous du a Schwarz, Ahlfors et

Gromov (cf. [A], [G]) :

4 . 4. LEMME de Schwarz. - Soit a> 0 et D’ une partie compacte du
disque-unite D. Alors pour toute fonction w, sous-harmonique sur le disque
unite (i. e. 0) et telle que

on a pour tout zo E D :

Preuve. -. Nous allons commencer par demontrer que

Posons pour cela

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



429UN PRINCIPE DE CONCENTRATION-COMPACITE

D’autre part, on a

d’où

Posons a present F (r) : = log (a (r)/(4 ~2 r2)).
Alors on a

En effet (4. 7) entraine

Or Finegalite isoperimetrique (cf [H 1, th. 1]) nous dit que

on a donc

On a par ailleurs

cette identite (qui n’est autre que le theoreme de la moyenne dans le cas
of w est continue) est demontree dans le cas des fonctions sous-harmo-

niques dans [H 2, lemme 2].
Finalement, par (4. 6) on a

Ainsi, (4. 8), (4. 9) et (4. 10) entrainent

ce qui montre (4.5).

Vol. 8, n° 5-1991.
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Passons au cas general, nous devons montrer que, pour tout zo eD,
on a

Soit donc ZoED fixe, posons y: _ (1- ( zo 42) -1~2, et T: = y zo. Soit f la
transformation homographique definie par

Remarquons les propriétés suivantes de f :

Soit w* : D - R la fonction telle que f soit une isométrie entre (D, 
et (D, dz I ), i. e. 

I ~~I

alors on a

et

On peut donc appliquer 1’inegalite (4. 3) pour w*, c’est-a-dire :

et, finalement,

4 .14. PROPOSITION. - Soit u ~L1 (D) une fonction telle que Du ELl (D).
Supposons
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alors, pour tout q tel que 1  q  il existe une constante B ne dependant
que de q et k telle que

Preuve. - Soit d~ la mesure sur C definie par sur D et 0 sur

C - D, et soit u’ le potentiel logarithmique de d~, et u" : = u - u’.
On a

et

Or le lemme 4.1 nous dit que

donc

Par Ie lemme de Schwarz 4.4, il existe donc une constante c" telle que

u" (z) __ c" + - 2 1 log a’ pour tout 
D’autre part, Ie corollaire 4.3 nous dit qu’il existe une constante c’

dependant de q et de k telle que

Ainsi

Nous utiliserons une version globale de la proposition ci-dessus :

4.18. PROPOSITION. - Soit (S, go) une surface riemannienne compacte.
Soient U1, U2, ..., Un des ouverts de S tels qu’il existe pour v =1, ..., n
un difféomorphisme conforme

vérifiant :
(i ) (D 1~2) ~~ = 1 est un de S;
(ii) ou p,, est une fonction sur D telle que

03C1v (z) __ (3 pour tout z~D (03B2 étant une constante).
Alors, pour tout a’, k _ 2 x et q tel que 1  q  il existe une constante

b ne dependant que de q, et n telle que pour toute fonction u ~L1 (S, go)

Vol. 8, n° 5-1991.
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vérifiant :

on a

Remarque. - La constante b ne depend ni de la metrique go, ni du
choix de recouvrement ~ U,, ~ .

Preuve. - Posons v~ = u ° (p.,: D - R, alors

d’autre part,

La proposition (4. 14) implique alors

ou B ne depend que de fl, q et k.
Par ailleurs, pour toute fonction f E Lq (S, go), on a

n

et comme S= U (p~(D~~). on obtient
v=l

Nous terminons ce paragraphe en rappellant quelques resultats de theorie
elliptique : soit (M, g) une variete riemannienne compacte de dimension d.

4.19. THEOREME (plongements de Sobolev). - Soient k, p > 1 et

0  b  1 tels que k - l + §. Alors on a une inclusion compacte
Lk (M, g) c (M). En particulier, si p > d, alors Lp (M, g) c C° (M).
Pour une definition des espaces de Sobolev, ainsi qu’une preuve du

théorème, voir [GT].

4. 20. THEOREME (regularite du laplacien [GT]). - Notons O9 le laplacien
de (M, g). Alors, pour tout p tel que 1 p  oo et il existe une
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constante cp, k telle que

oli ii est la moyenne de u. 
’

5. PREUVE DU THEOREME B

On suppose qu’il n’y a pas concentration. On peut donc trouver un
atlas fini ( cp~ : D -~ U~ c S ~~=1 et un nombre k  tels que

ainsi qu’un nombre a tels que si (p* (go) = Pv (z) I dz 2 . alors

On peut également supposer recouvre encore S.
La fonction Uj verifie 1’equation

ou Ao est le laplacien pour la metrique go.
On a donc

pour tout j et tout v, on a en outre Finegatite

On peut donc appliquer la proposition (4.18) qui nous dit que si
1  q  il existe une constante b telle que pour tout j,

Choisissons q tel que et r tel que 1.
De (5 .1), de rinegalite de Holder et de 1’equation 

nous deduisons

Le theoreme (4.20) nous dit alors qu’il existe une constante C" telle
q ue

ou iij est la moyenne de Uj pour la metrique go.

Vol. 8, n° 5-1991.



434 M. TROYANOV

Par compacite du plongement de Sobolev Cs (S) c L2 (S, go), nous

voyons possède une sous-suite uniformement convergente.
Il ne nous reste qu’a montrer est bornée; on a

Comme (uj-uj) est uniformément bornee, (5 . 3) montre que Uj est minoree.
D’autre part, l’inégalité de Jensen entraine

ce qui montre que uJ est majoree.

6. DEMONSTRATION DU THEOREME A

Commençons par preciser ce qui signifie que la structure conforme
d’une suite de metriques qur une surface reste bornee.

6.1. DEFINITION. - La structure conforme d’une suite de metriques
riemanniennes {gj} sur une surface compacte S est bornee s’il existe une
suite de metriques a courbure constante (normalisees a 2014 1, 0 ou 1) hj sur
S qui converge en topologie C2, ainsi que des diffeomorphismes ~~ : S - S
et des fonctions Uj : S - R tels que gj: = ~* hj).
Nous devons montrer que, sous les hypotheses du theoreme A, lorsqu’il

n’y a pas concentration de courbure, il existe une suite extraite j’ telle que
{ u J . ~ converge uniformement.
La preuve est essentiellement la meme que celle du theoreme B; nous

devons seulement verifier que la proposition (4.18) est vraie uniformement
sur une famille compacte de surfaces a courbure constante ( (S, h~) ~, et que
la constante de l’estimée elliptique (4.20) peut etre choisie uniformement.

6 . 2. LEMME. - Soit une suite compacte de métriques a courbure
constante K = -1,0 ou 1 sur une surface compacte S. Si K = 0, on supposera
que le diamètre de (S, hj) vaut 1 pour tout j.

Alors pour tout E > 0, il existe n E ~l tel que pour tout j, il existe n points
..., xi E (S, tels que

(i) la boule Bhj(xvj, 2 E) E S est plongée;
(ii) les boules Bh~ E) recouvrent S. 

’

Preuve. - Soit E > 0 tel que le rayon d’injectivite de (S, h~) soit > 2 E

pour tout j. Soit d E R tel que le diamètre de (S, ha) soit  d pour tout j.
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Alors il existe un nombre N (E, d) tel que le disque de rayon d dans le plan
a courbure constante (- 1, 0 ou + 1 ) puisse être recouvert par N (E, d)
disques de rayon E.
Pour tout j, on peut donc recouvrir un voisinage d’un domaine fonda-

mental du revêtement universel de (S, hj) par n = N (E, d) disques de
rayons E.

6 . 3. PROPOSITION. - une suite convergente de métriques sur
une variété compacte M. Alors il existe pour tout p E ] 1, oo[ une constante cp,
indépendante de j, telle que pour toute fonction u E L2 (M, ho),

La proposition ci-dessus est une consequence immediate du

6.4. LEMME. - Pour toute métrique h de classe C2 sur M, il existe un

voisinage Wh de h dans l’espace des métriques C2 et une constante cp (W h)
tels que

pour tout h) et tout h’ E Wh.
Preuve. - On sait (4 . 20) qu’il existe une constante cp (h) telle qu’on ait

I’inégalité

l’opérateur An, : L~ (M, h) --~ LP (M, h) varie continument lorsque h’ varie
continument (avec ses derivees jusqu’a l’ordre 2), donc pour tout E > o, il
existe un voisinage Wh de h dans l’espace des metriques C2 sur M tel que

la norme dans Hom(L~(M, h), LP (M, h)).
Pour tout h), h’EWh on a

Donc

D’autre part, it existe une constante C1 telle que

Donc, pour toute fonction f~Lp(M, h), on a
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Ainsi a-t-on par (6. 5) et (6. 6)

Demonstration du théorème A. - Rappelons la situation : nous avons
une suite convergente {hj} de metriques a courbure constante ( -1, 0
ou + 1 ) sur une surface compacte S. Nous avons aussi une suite de

diffeomorphismes ~~ : S - S et des fonctions Uj : S - R tels que la suite
de hj) vérifie

Nous devons montrer que, s’il n’y a pas concentration de courbure,
~ u~ ~ possède une sous-suite uniformement convergente.
Dans la suite de la discussion, les diffeomorphismes ne jouent aucun

role et nous pouvons supposer qu’ils sont tous egaux a 1’identite.
Choisissons E > 0 assez petit. Par le lemme (6. 2), il existe un entier n

tel qu’il soit possible de recouvrir toutes les surfaces (S, hj) par n boules
E) de rayon E telles que les boules de rayon 2 8 soient encore

pIongées.
Toutes ces boules sont isométriques a un modele standard (car a

courbure constante), elles sont donc toutes isometriques a (D, p (z) dz, 2)
ou p : D ~ R est une fonction positive bornee (i. e. il existe P > 0 tel que

Comme il n’y a par hypothese pas de concentration, on peut (quitte a
choisir E plus petit) trouver un nombre positif k  tel que

La fonction Uj verifie 1’equation

ou Ko est la courbure de h~ ( _ - 1, 0 ou + 1 ).
On a donc

et aussi
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La proposition (4 . 20) nous dit alors que, pour tout il

existe une constante b telle que

On peut donc conclure comme dans la preuve du theoreme B en utilisant

(6. 3) au lieu de (4. 20).

APPENDICE : DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.1

Dans cet appendice, nous donnons plus de details sur la construction
de la surface S[~, l] décrite au paragraphe 3. Il est commode, pour les
calculs a venir, de remplacer les parametres E et d par des paramètres e et
cp definis par

et

On note H le demi-plan de Poincaré {Im (z) > 0} muni de sa métrique
hyperbolique ( dz |/| z )2. Pour tout cp E]o, 03C0/2[, l > 0; on considère le qua-
drilatère Q03C6, l : = { z 1 _ I z ( _ el et 03C6 _ arg (z)~03C0-03C6 ( fig. 4).

On note I la surface obtenue a p.artir de I en identifiant
z E Qq>, l (~ ~ ~ ~ ~ =1 ~ a ei z. Ainsi, est un cylindre muni d’une metrique
a courbure - 1; la longueur de son unique geodesique fermee simple est I.
Le bord de C~, est forme de deux cercles de longueur
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Ces cercles ont une courbure géodésique constante égaIe a

L’aire de C~, I est

Soient x[ et p>0. On note Be p l’ensemble des points x de la
sphere de rayon p et centre o dans R3 tel que les vecteurs ox et on (où n
est le pole nord) forment un angle au plus egal a 8 (fig. 5).

Le bord de B8, p est un cercle de longueur

et dont la courbure geodesique est une constante (negative) egale a

L’aire de B03B8, 03C1 est

Il est possible d’ajuster les surfaces et 

A. 1.LEMME. - Pour tout (0, cp) E]o, x ]rc/2, ~[, il existe une unique
valeur de (I, p)ER+ x R+ telle que et l aient même longueur et
même courbure géodésique (de signes opposes).

Preuve. - Les nombres l et p sont determines par les contraintes voulues

(L = L’ et K = - K‘). La seule solution est l = l (8, et

p = p (8, cp) = - cotg 8/cos (p.
Soit la surface obtenue en recollant une copie de sur chaque

composante du bord de C~, ~ i (on a choisi p et I convenablement). On
observe que est une surface riemannienne de classe C~ 1 dont la
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courbure verifie

et l’aire est

A . 2. LEMME. - Fixons ~[. Alors il existe a, a’, c>O tels que
pour tout cp E ]0, ~t/4[, la surface verifie les conditions :

De plus, lorsque cp -~ 0, la surface converge au sens de Hausdorff
(après reparamétrisation) vers un segment.

Preuve. - On prend

et

Quant a la derniere assertion, elle est évidente. []
Decrivons en coordonnees isothermes. Choisissons 8 E] ~c/2, ~[ et

cp E]o, ~c/2[, et posons :

et

Ou L est la longueur de aBe, p et m est choisi pour que C03C6, l soit conforme-
ment applique sur 

Posons en sorte que

alors est isometrique a C muni de la metrique definie

par : 
’ ’
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En effet, une projection stéréographique montre que le disque( ( ) z ] : ) z )  I /m ) , go, 03C6) est isométrique £ (et de même pour le disqueObserver que A . 3 dit que ( ) z ) = I /m ) et ( ) z ) = m ) ontlongueur L. Pour voir que l’anneau ( ( ) z ) : g03B8, 03C6) est isomé-trique £ i on utilise l’application

On remarque en particulier que est de classe C 1 ~ 1.
Preuve de la proposition 3. l.
Posons

Alors S[~, 
l] 
= S03B8, 03C6. 

Si l’on fixe E, l’aire et la courbure de tl sont bornées
par le lemme A. 2, donc les conditions (i ) et (ii ) de la proposition 3 1
sont venfiees. D’autre part, on a

ce qui montre l’assertion (iv).
Finalement, (iii) decoule du fait que

m - oo lorsque I --~ 0..
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