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ResumE. — Nous donnons un résultat de régularité pour un probléme
variationnel. Comme conséquence, nous obtenons un résultat d’existence
pour une classe de problémes en optimisation non convexe.

ABSTRACT. — Regularity of the solution of a variational problem. — We
give a regularity result for a variationnal problem, as a consequence, we
obtain an existence result for a class of non convex optimization problems.

1. INTRODUCTION
On s’intéresse dans ce travail au probléme du type :

@, : Infﬁ [g(x, Vo)+1(x, v)] dx/ve V,=W5? Q)+ q,}

ou Q est un ouvert borné de R” et g un critére non convexe. Ces fonction-
nelles se rencontrent dans certains modeéles scalaires en élasticité non
linéaire ou I’absence de convexité par rapport 4 Vo est courante (cf.[1] &

Classification A.M.S. : 73A 50, 73B05, 58 E 30, 49 A 50, 58 G 20.
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52 R. TAHRAOUI

[5]). Ces fonctionnelles non convexes ne sont pas s.c.i. faibles, et le
probléme (£,) peut ne pas admettre de solution.

Il existe peu de résultats d’existence pour les problémes du calcul des
variations de la forme ci-dessus c’est-a-dire en ’absence de s.c.i. faible ([6]
a [11]). Et la situation générale reste encore fort mal connue.

Dans cet article on se propose de montrer, sous certaines hypothéses,
un résultat d’existence de solutions pour (2,). L'idée de base (¢f.16], [8])
sera la suivante. On associe a (%,) un probléme dit relaxé :

(P, R) : Inf{]l(v)=J [¢** (x, Vo) +(x, v)] dx/veV, }
Q

ou g**(x, .) désigne la convexifiée de g(x, .) par rapport a son deuxiéme
argument Vo, Sous certaines conditions (2, #) admet au moins une
solution u. Si 'on montre que I’ensemble

E={xeQ/g** (x, Vu(x))<g(x, Vu(x))} (1.1
est de mesure nulle, la fonctionu sera également solution de (2,). Pour
obtenir ce résultat nous supposerons en particulier I’hypothése essentielle

suivante : la fonction g**(x, &) est affine en & sur chaque composante
connexe K; de I’ensemble

={(x, ) eQxR"/g** (x, §) <g(x, &)} (1.2)

c’est-a-dire
g (x, O =0,(x).E+B;(x),  V(x, §eK, (1.3)
Ce type d’hypothése se rencontre dans [21], [12], [8] (¢f. également [10]).
D’autre part, comme il a été remarqué dans [8], la propriété de E d’étre
de mesure nulle est liée 4 la régularité de la solution d’un probléme dual
de (2,) si I(x, .) est convexe; et si /(x, .) est non _convexe (¢f.{10], [13]) il

faut considérer la régularité de la solution p=(p,, p,, . . ., p,) du probléme
suivant :

% %
i ‘32’& Vi) i=1,2, ..., n
' (1.4)
divp=y P,
;=1(3x Ju

Et c’est la raison pour laquelle nous abordons en premier lieu Iétude de
la régularité du probléme (£,) suivant, appelé probléme dual de (2 1 R)

(,) : Inf{]z (W)= j [g* (x, —w)+ I* (x, — div w)] dx/weVz}

ou g* (x, .) désigne la polaire de g (x, .) par rapport a w et
V,={we(L1(Q))"/divweL1(Q) I
1
avec —+ 1 =1,
P 9
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Les difficultés rencontrées pour étudier cette question sont dues d’une
part au manque de régularité de g* et /* qui rend illicite I’écriture de
I’équation d’Euler-Lagrange de (2,), et d’autre part au fait que g*(x, .)
n’est pas en général uniformément strictement convexe.

Nous distinguerons deux cas :

(i) le cas ou /(x, .) est convexe mais non différentiable;

(ii) Ie cas ou I(x, .) est réguliére mais non nécessairement convexe.

Ces deux situations se traitent de fagon différente : on s’affranchit de
Pabsence de différentiabilité du (i) en régularisant / et en considérant le
probléme (£,) dual de (2, #). Ceci n’est plus possible dans I’éventualité
de (ii); ce qui nous oblige & n’envisager que le cas non convexe régulier.

Enfin notre point de vue est ici différent de celui rencontré dans [10].

Dans le cas g indépendant de x et sous des hypothéses essentielles
absentes dans notre travail, telles que Puniforme stricte convexité de g a
Pinfini et la convexité uniforme de Q, on montre dans [10] que (#; %)
posséde une solution # uniformément lipschitzienne. Ce caractére lips-
chitzien d’une solution de (£, #) est obtenu en regularisant g** et en
employant des techniques utilisées dans [14]; et cette régularité de u est,
de plus, fondamentale pour montrer la régularité (Hj,, ()" de p.

En général g* n’est pas de classe C' comme le montre I'exemple donné
dans la remarque 2. 1; mais elle est strictement convexe.

Notre démarche consiste a régulariser grosso modo g* (g* ou une
perturbation de g*) et a établir des estimations convenables pour en
déduire directement la régularite (WL 2(Q))" de p, sans passer par la
régularité éventuelle de w. De plus, nous pensons, sous nos hypotheses,
quen général u ne peut étre lipschitzienne.

Les passages a la limite, pour récupérer le probléme initial, constituent
une partie des difficultés rencontrées dans ce travail. Enfin le résultat de
régularité est également obtenu pour une classe plus générale de fonction-
nelles de la forme

j g(x’ v’ Vv) dx’
Q
et englobe aussi les fonctionnelles du type

J g(x, Vo)dx
o)

rencontrées dans [11]. Nous faisons ainsi un pas vers un résultat de
régularité plus général « conjecturé implicitement » dans [8].
Enfin signalons qu’un résumé de ce travail a ét¢ donné dans [20].
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2. NOTATIONS ET HYPOTHESES

Les deux fonctions g et / sont définies respectivement sur R"x R” et
R"XR; p et q désignent deux réels positifs tels que : p=2etl/p+ljg=1.
On suppose g réguliére et / continue sur Q x R. Nous sommes amenés &
considérer deux types de conditions :

(i) des hypothéses classiques de croissance.

Il existe des constantes strictement positives a;, ¢; et des constantes
réelles b;, d; telles que I’on ait

ay[t|"+b,<g(x, N=Za,|t]"+b, 2.1

—Clln[”dlél(x, n)§021n1p+d2 2.2

ou ¢, est convenablement choisie. A la place de (2.2) nous avons parfois
besoin de

ey m|P+d <l(x, ML n|P+d,, c3>0. 2.2.1)

On suppose qu’au sens des distributions les dérivées 2 //ox; dn, 8% I/on?2,
dg*/or,, 92 g*/0x;0t; sont des fonctions qui appartiennent a Li. et qui
satisfont les conditions

dag*
— X, t
o, (x, 1)

Sce.(s;(0)+|t]*™Y) p.p.x, V¢ (2.3)

ou s, est une fonction dg¢ LE_(Q);

loc

% g*
(x, D=G(x, 1) p.pxeQ, Vi (2.4)
0x;0t;
ou G est une fonction dont la croissance sera précisée plus loin;
?(x, M|SC.(s(x)+|n]?™Y), seL1(Q), 2.5.0)
n
2
W(X, n)léC.(Hln}”‘z), p-p.x, Vn 2.5.1)
%1 p—1
(x, M=C.¢,)+InP™Y,  ppx, ¥n (2.5.2)
0x;0m

ou 5, appartient a LL_(Q).

loc

(i) des hypothéses essentielles a la méthode

g (x, 1) —g*(x, 1,) 2By (x, 1) (1, = 1)+ By (x, 1;, 1)) . {11—12|2 2.6)

By (x, 7) supposé dans L{_(Q x R") désigne un élément du sous-différentiel

de g*(x, .) au point ¢, 4 x fixé; B, est une fonction de Carathéodory
strictement positive dont nous indiquerons le comportement en ty, t, un
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peu plus loin. Notons
1

B, (x, 1) =m,

2.6.1)

ou d(.) est une fonction strictement positive appartenant a L2 ~9(Q) et

¢ est une constante positive. Nous supposons en outre que I'on ait :
sup{G*(x, ).(By) "' (», Df(x, Y@} Zc.|t]14b,  (2.7)

BALHMQ%@HHP”+VA*9+ﬂMYH} 2.5
By (x, 1y, )=B(x, 13, ty)
Remarques 2.1. — 1. L’hypothese (2.6) est raisonnable comme le

montre ’exemple suivant : on se donne la fonction

(s—D* si 520, et on pose

k(s)= :

(—s—D* sis<0; g(=k(]t]), teR%

ona:
g**(z)={(lt|_l)4 .Si ltl>1’
0 sinon;

nous avons :

g*(n=| ri+@3/4)] r]4/3;
et on montre, par régularisation de g* (r), a partir de la formule de Taylor,
que ’on a l'inégalité (2.6) :
g(r)—g(r))ZBo(ry) . (ry,— 1)) + (V2. By (ry, 1) . (ry — 1) /6,

ou

B, (ry, rp)=(1+]|r, [2k4/3+1"2|2‘4/3)_1
et

B, (r) e 0g* (r) sous-différentiel de g* (.).

2. Nous montrerons, au paragraphe 7, que si 'on suppose sur g**(.)
I'hypothése de croissance suivante :

62 g** (Z)
0t; 0t;
ou la dérivation s’entend au sens des distributions, alors I'inégalité d’ellipti-

cité (2.6)-(2.8) a lieu.
3. Dans [20] une erreur d’indice s’est glissée dans "hypothése (H 3);
et deux erreurs typographiques apparaissent en lignes 13 et 14 : pour

I'hypothese (H 3), il convient de lire y=2—g; en ligne 13, il convient de
lire B, (x, 1) avec t=(¢,, t,) a la place de B, (x, ¢,); en ligne 14, B, (x, t,)

Zc|t|P7?+d,
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4 la place de B, (x, 7). A ces détails prés, il n’y a aucune incidence sur les
résultats obtenus et les idées mises en ceuvre en [20].

4. Dans le seul but d’éviter d’alourdir techniquement I’exposé¢ de ce
travail, nous avons évité, dans les hypothéses (2.2) a (2.5.2), de donner
les inégalités optimales par utilisation du théoréme d’inclusion de Sobolev.

Sous les hypothéses (2.6) et (2.2) le probléme :

Inf{j g¥* (x, Vu)dx+J I(x, u)dx/veWé”’(Q)%—\y}
Q Q

admet au moins une solution u. De plus

1. si [(x, .) est convexe, il existe peV, solution unique de (2,) telle
que

Vg"i*(_x,Vu)Zp_,} 2.12)
—divpedl(x, u).
2. si I(x, .) est réguliére, il existe peV, tel que I'on ait :
Vg**(x, Vu)=p,
(2.13)

—div Ezﬁ (x, u).
on

Si I(x, .) n’est ni convexe ni réguliére, les équations (2.12) et (2.13)
précédentes ne peuvent avoir lieu; et dans ce cas le probléme de ’existence
de (2,) ne peut étre abordé ici. La maniére d’établir ces relations est
classique. Pour plus de détails nous renvoyons le lecteur a [23], [15].

3. REGULARISATION DU PROBLEME (2, #) ET ESTIMATIONS

Pour éviter toute confusion entre le signe * de f* polaire de f et
'opérateur de convolution nous désignons ce dernier par *.
Notons pour £>0

k. (x, =(g%); p"(x, t)+85(t)=fg*(x—y, t=5)p*(p, 5)dyds+ed(2)

ou & est une fonction réguliére strictement convexe 4 croissance convenable
et ou p® désigne le noyau de convolution suivant

o feET @0y s [y]<e
pPE () { 0 i l)’l%E;

avec v=_2n; la constante de normalisation ¢ est choisie telle que

Jp‘(y)dy=1,
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et y représente (x, f).

On note g**=(k,)*.

Remarque. — Les hypothéses (2.1) a (2. 8) sont satisfaites uniformément
en ¢ par les différentes fonctions régularisées de g**, g*, I, B,. Par soucis
de simplification la preuve de ces résultats a ét¢ mise en Annexe. Par
conséquent, les renvois vers les résultats Annexes signifient seulement que
I’on utilise les hypothéses (2.1) 4 (2.8) pour les fonctions régularisées.

Selon que / est réguliére ou non, nous perturbons le probléme (2, %)
par I'un des deux problémes qui vont suivre :

Premiére perturbation : Si | est réguliére on considére la perturbation :

inf[J (v)fve V,]

()= ), QJ‘;(v)=J g¥* (x, Vv)dx+J‘ 1(x, v)dx
Q Q

Deuxiéme perturbation : si | est de carathéodory mais n—/(x, n)
convexe alors on considére la perturbation

inf[J: (v)fve V,]

@)= B, 1o j o (v, Vo) dit J L(x, ) dx
0 Q

ou [, (x, m) est une régularisation de / donnée par (3.14.1).

La fonction g**(x, .)=(k,(x, .))* satisfait, d’aprés ’annexe A.1, une
hypothése de croissance du méme type que (2.1); donc (#5) possede au
moins une solution u,; puisque k, est strictement convexe, g¥* est de classe
C! d’apres [17].

Dans les deux cas il existe une fonction p, satisfaisant les relations :

V.g¥* (x, Vu)=—p. e (L(Q)",
. 0 3.1
—divp,= L (x, u)eL1(Q) S
o

ou r=/si on est dans le premier cas et r=/, dans le second cas. De plus
on a les estimations suivantes :

“V“EHLP(Q)éc’ } (3.2
[l ljr @ =C
Remarque. — Rappelons que si /(x, .) est convexe, p, est solution d’un

probléme dual de (2§ #),, [23] :
(2,): inf[r2 (9= j k. (x, —q)dx+ J h, (x, —divg)dx/qe Vz]
[¢] Q
ou A, (x, n)=(.(x, . ))*(M).

Vol. 9, n® 1-1992.
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Remarque. — Si[(., .) est réguliére par rapport a tous ses arguments,
on montre comme dans Stampacchia [18] que u, est dans un borné de
L= (Q) : la preuve de [18] s’adapte a notre situation.

ProrosiTION 3.1. — Nous avons ['estimation suivante :

”Pe“L“méC’
<c=C@); vye2@, osyst( C*D

LY

J ..
ll \l/ani(dlvpg)

Si s, appartient a L1(Q) alors la constante estimant V (div p,) est indépen-
dante de .

Démonstration. — D’aprés 'hypothése (2. 1) g* (x, .) satisfait, par pola-
rité, les conditions de croissance :

Alt|f+B<g*(x, ) <C|t[*+D (3.2.2)
ou les différentes constantes ne dépendent que de g;, b; intervenant en
(2.1); par conséquent, d’aprés 'annexe A .1, k¥ (x, .) vérifie (3.2.2) avec
des constantes indépendantes de € mais differentes de celles présentes en
(3.2.2); et de nouveau, par polarité g¥* (x, .) vérifie les conditions :

o 1P+ By <88 (v, DSty | 1P+ B (3.2.3)
De plus, la fonction &, (x, .) étant strictement convexe,
g (x, )=(k}(x, . )*

est de classe C' & x fixé, d’aprés [17]. Par conséquent nous pouvons
appliquer I'annexe A.7. Nous obtenons

[V, g¥*(x, n]|sClef~ +C (3.2.4)
ou C désigne diverses constantes indépendantes de . Enfin (3.1)et (3.2.4)

entrainent aisément la premiére estimation (3.2.1).

Quant a la deuxiéme estimation elle s’obtient & partir de (3.1) comme
suit :

2 2
0
2 @ivp)= = = T ). 2
Ox; dx,0m on? ox,
=v, T v,
par (2.5.2) nous avons
INEA HLq(Q)<C[H‘*l/S2HL‘I(Q)+Huali/I;I(Q)]; (3.2.5
I’hypothése (2.5.1) entraine que
Ou, _,0u,
HUZHLqméC[ P A ]
axi 14 (o)) axi 19 )
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mais par I'inégalité de Hélder nous avons

_,0u du _
[ e =
Xi L1 (@) X ILP @
ainsi
i) ou _
””“L"‘“’éc[ e I e R S A CR )
0x:|le @ 110%:lLe @

(3.2.5) et (3.2.6) permettent de conclure.
Une conséquence immédiate de (3.1), (3.2) et (3.2.1) est la

ProposITION 3.2. — 1. Si [ est réguliére, div p, appartient & un borné de
L (Q) N WY 9(Q). 2. Dans le cas contraire divp, appartient a un borné
de W5A(Q). O

loc
Nous allons maintenant établir que p, appartient & un borné de

WL 9(Q); nous examinerons en détail le cas ou /(x, .) est réguli€re stricte-
ment convexe; ce sera le cas 1; et nous n’indiquerons que les points de la
preuve qui changent dans I’étude des cas ou /(x, .) est respectivement
convexe (cas 2), réguliére (cas 3) et enfin identiquement nulle (cas 4).

1. /(x, .) est réguliére strictement convexe
Pour simplifier la présentation, nous supposons dans un premier temps

que /(x, .) est strictement convexe. Dans ce cas p, est aussi solution d’un
probléme (£%) dual de (29)

(Z%): Inf{ (9 =j k. (x, —@) +1I* (x, —div g)]dx/qeV, }

PropPOSITION 3.3. — La solution p, vérifie I'équation

or .
j i(x, -—divpe).d1qux+J V.k.(x,—p).qdx=0 (3.3.1)
adn o]

et

Jus.divqa’x-kj V.k.(x, —p,).qdx=0. (3.3.2)
Q Q

Démonstration. — On passe a la limite quand A tend vers 0 dans
ATHI2(p,+Aq)—J2(p.)]; on obtient (3.3.1); (3.3.2) est obtenu en utili-
*

sant la relation de polarité u, = Zi(x, —divp,). U
n

Nous nous proposons, dans ce qui suit, de montrer un résultat de
régularité sur p,, d’obtenir des estimations sur p, uniformes en ¢; et par
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passage a la limite prouver un résultat de régularité sur la limite p de p..
Pour cela nous utiliserons la méthode des translations de Niremberg,
grossierement parlant nous allons dériver I’équation (3.3.2) (¢f. [10]).

On se donne une fonction geV,, a support compact dans Q telle que
pour tout A, 0<h=< h, suppc}(. +the)cQ, pour tout i=1,2,...,n; T est
un réel valant 1 ou —1, et {e,, ..., e,} désigne la base canonique de R".
Dans (3.3) on prend g(x)=h"'[g(x—he)—q(x)]. Pour simplifier nous
noterons

wx+tth)=w(x+the),
SMHw)=h"1.w(x+h)—w(x)],

I'indice 7 étant quelconque mais fixé pour toute la suite. Nous obtenons

JB(h)ua.divcfdx-kf S(hV.k,(x, —p,(x).qdx=0.  (3.4)

Soit 8 un ouvert tel que 0<Q, et h,= %dist (®, 0Q); et considérons
Q, = {xeQ/dist(x, 0Q)>h, },
Q,={ xeQ/dist (x, 3Q) = 2h, }.

D’aprés I’annexe A .S, il existe une fonction réguliére dans H{ (Q,) telle
que

O<op(0)=1, VxeQ,,
o(x)=1, VxeQ,>0,

Ve <cocamy.
Jo®
Dans (3.4) on choisit g (x)=— @ (x).8 (h) p, (x); ce qui donne :
E,+E,+E;=0 (3.5)

avec
EFJ —%[Vtkg(ﬁh,—pa(X+h))—V,kg(x+h,—pa(x))]cp-ﬁ(h)padx
Q
Eff - %[V,ke (x+h, —p,(x)—V.k (x, —p.(x)]¢.5(h)p,dx
Q

E3=f —8(h)u,.[¢.5(h)divp,+V ¢.8(h)p]dx.
Q

ProrosITiON 3.4. — Nous avons Uestimation suivante :
” \/(P () p, ”Lq @= C,

C étant une constante indépendante de h et «.
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Démonstration. — Pour trouver lestimation escomptée, nous allons
traiter séparément les différents termes E,.

1. Le terme E,.

Il se minore, grice 4 'annexe A6 par

Elzj B [8(W)p. () [*. 0 (x) dx (3.6)
Q

ou
B1£= BI ; p8

2. Le terme E,.
On majore E, en utilisant 'hypothése (2.4) et 'annexe A .3

|E, Iéf G, (x+0, =p.(x)../9.|8 (") p.(x) | dx
Q

ou l'on a noté x+0=x+h.0(x, h)e; avec 0<B<1;0na

lEzlgL;Bj_.ﬂ“;ﬁ.w(h)peldx;

le

[Ezig[ J BGfdx—m‘[J Bla.(p.]ﬁ(h)pelzdlem;
QP1e Q

ce qui, joint a 'annexe A.9 et a4 (3.2.1), donne :

|E21§C.[

~

1/2
BIE.(p.’S(h)pEde] 3.7

vQ

3. Le terme E,.
Par I'inégalité de Holder on a :

[ E, i = “ d(h)u, “LP @ -l ” ¢ d(h)divp, “L‘l ot ” \/66 (" p, ”L‘l @l (3.8)

Partant de I’équation (3.5), on utilise les inégalités (3.6), (3.7) et (3.8)
pour obtenir :

J B1£.|8(h)pg(x)]2.(pdx§C[J Bl,,:.|é5(h)p,,:]2.(pdx}”2
) 80 s [0 5M)divp, s+ | /M s
Mais 4 l'aide de (3.2) et (3.2.1) on montre que I’on a, respectivement
” 5 (h) ue“LP(néQ
et

” ¢ 3 (h)divp, HL‘I @=C;
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ce qui donne :

11 ,
(5 +E)LB1£.@.|6(/1)175] dx

12 -
éCl:j Ble-<P.|5(h)Pz|2dXJ +C| JSod (W p,[lLaey+C. (3.9)

v 1
Il nous reste & minorer le terme EJ B,,. 9.3 (k) p.|*dx; nous avons
Q

par Holder

_ /2 —
f(Jcp.ies(h)pel)qu{ (Bi) (/B J0.18() p, |7 dx

Q le

dx (2-q)2 , o2
é“ m] U Bie.¢.[3(h)p,| dx] ; (3.10)
Q nsupp o 1le Q

mais par ’hypothése (2.8) et Pannexe A .9 nous avons

BLéc.|pe(x+h)Iz“‘+da(X)+C.IPE(X)IZ”‘+C

le

ce qui permet d’avoir

(2—q)/
r _ I I X T
Blg Li2-o Q ~supp @ (Ble)q/(z_q) : “
+]|d,||Lae-0 g+ C|p. ()2 Laz-a g+ C.
1 _
l_ <Cllp (. +h)|fig,
B,. L9279 (©  supp o)

+ “ ds HL‘”(Z_'”(Q M supp tp)+ C Hp: (. ) ”f‘;(?l) +C (3.1 1)
Le second membre de (3.11) est borné. En effet, d’une part
ld, - sC
puisque d, —» d dans LE? ~9(Q) fortement quand ¢ — 0, et d’autre part

1P (. +h) e @ =C

puisque p (. +h) - p,(.) dans L4(Q) fortement quand 4 >0 a ¢ fixé et
que || p, ||y @ <C d’aprés (3.2.1). Finalement (3.10) se réduit a :

uﬁ.sm)psufugéc.J Bi.o.[s(pdx.  (3.12)
Q

Enfin (3.12) joint 4 (3.9) donne I’estimation cherchée :
1 1 _
2 “ Bi.. 93 (h)p, H]Z,Z @t E H \/<P -8(h)p, ”12,'1 @

§CH Ble(PS(h)PeHLZ (Q)+CH\/6' S(h)P:”L'I oTC (3.13)
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qui entraine que

”Bls‘_(p'S(h)PszZ (Q)§C, } (3.14)
/980 p.lha@=C.

2. [(x, .) est convexe

On se raméne au cas précédent en approchant / par une suite /, réguliére
strictement convexe

I (x, n)=1%p*(x, n) +EA(M); (3.14.1)

A est une fonction réguliére strictement convexe ayant la croissance conve-
nable

es|m |"+d3§7»(n)§c4|n!"+d4

avec ¢, et ¢, deux constantes positives,
Dans ce cas les équations (3. 1) deviennent
V.gt* (x, Vu)=p,e (L1 (Q)",

—divp,= %(x, u)eLi(Q). (3.15)
n

Et 4 I’exception de la proposition 3.1 tous les résultats précédents restent
valables. Ce dernier point sera examiné dans la proposition 3. 6.

0%l 0%l
dx,0m  on?
s’entendent au sens des distributions, sont supposées dans L, (Q X R) et
sont supposées satisfaire (2.5.1), (2.5.2).

Remarque 3.5. — Quand / n’est pas réguliére, les dérivées

PROPOSITION 3.6. — Les estimations (3.2.1) sont encore satisfaites.
Démonstration. — 11 suffit de remarquer que /, satisfait les inégalités
(2.5.1) et (2.5.2) uniformément par rapport a ¢ :
0%l _s
S(x, M |=C.(A+[n 3,
on
%1 b1
(x, M{SC. (52 )+ 1+ |n]P~).
O0x;0m

Le reste de la preuve demeure identique & la démonstration de la
proposition 3. 1. Par conséquent (3.14) a également lieu.
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3. I(x, .) est réguliére mais non convexe

Dans ce cas, il suffit de remarquer comme dans [10] que I’équation
(3.3.2) a encore lieu pour tout g dans V et a support compact. En effet,
soit geV,, régulier a support compact; a partir de (3.1) on obtient, par
polarité, I’équation

Vu=V,k (x, =po; (3.16)
on multiplie (3.16) par ¢ et on intégre :

JVus.gdx=—J divg.uzdx=‘[ V. k. (x, —p).qdx
Q Q Q

i.e. (3.3.2) a lieu pour tout g régulier a support compact. Le résultat
final s’en déduit par densité.

Alors tous les résultats précédents, contenus dans les propositions (3.1)
a (3.4) demeurent inchangés. Et (3.14) a heu.

4. Le cas particulier /(x, n)=0

Pour cette classe de fonctionnelles les équations (3.1) deviennent :

Vigt* (x, Vu)=—p.e(LUQ), }

3.17
—divp,=0. ( )

Qu’est-ce qui change dans la recherche de I’estimation de
H \/6 3 (h) p. “L‘l (Q)?

Dans I'équation (3.5) E; et E, demeurent inchangés; quant au terme
E,;, il se simplifie puisque divp,=0 :

E3=J 8(h)u,.V¢.3(h)p,dx.
Q

Tout le reste demeure inchangé; ce qui permet d’obtenir (3. 14). Finalement
dans tous les cas nous avons I’estimation :

I \/6 (M p,lla@=C
dont la conséquence immédiate est la proposition suivante :

ProposITION 3.7. — Nous avons pour tout i dans [1,2, ..., n]
Jorr
¢ e

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de (3.14). [

=C.

LI
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4. LES PASSAGES A LA LIMITE

Ils s’établissent différemment suivant que /(x, .) est convexe ou non.

(i) La situation ou I(x, .) est convexe :

Rappelons que dans ce cas /(x, .) n’est pas réguliere et qu’il s’agit de
passer a la limite dans des termes en I, k,, 4, et g**.

e’ "t

ProposiTioN 4. 1. — On suppose que /(x, 1) est de Carathéodory. Alors
il existe une sous-suite, notée encore ¢, telle que :

u,—u dans W' 7 (Q)faible, @.1)

u, —»u dans L7 (Q)fort, } @.1.1
u (x) > u(x) p.p. xeQ, o
L (x, u)dx —»f I(x, u)dx. (4.1.2)
Q Q
Démonstration. — D’aprés (3.2), il existe une sous-suite telle que ’on

ait (4. 1) et (4.1.1). On se propose de montrer que /, (x, u, (x)) — I (x, u(x))

pP.p. xeQ (étape 1); ensuite que J I dx —»J ldx (étape 2).
Q

Q

Premiére étape. — Soit xeQ tel que u, (x) — u(x), ou 'on a noté €= 1/n.
Donc étant donné 8> 0 suffisamment petit, il existe n,=n, (x, 3) tel que
pour tout n=n,,

lu(x)—un(x)lgg; @.2)

(4.2) entraine que pour tout n=n,
u,(x)efu(x)—1, u(x)+1]1=1(x). (4.3)
De plus /, converge vers / uniformément sur tout compact de QX R;
donc il existe n, =n, (3, I (x))=n, tel que pour tous m, n=n, on ait

sup { |1, (x, N) =1, (x, n)|mel(x)} < -,

u|mw[m

sup {|1,(x, 1) —1(x, n) /mel(x) } < -.

Par conséquent, en utilisant (4.3), on peut affirmer qu’il existe
n,=n,(x, 8)Zn, tel que pour tous m, n=n,.
3
[ G 0 () =y . 1y ()| £ 2
5 4.4
2y (s 1y () = 1 (x, 0 (X))I§§
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Enfin, puisque /(x, .) est continue, il existe ny=n, (x, 8)=n, tel que pour
tout m=n, on ait :

]l(x, um(x))—l(x,u(x))fég. 4.5

Finallement, on peut écrire, en utilisant (4.4) et (4.5), que pour tous
m, n2n; .

| (%, 4y (X)) = 1 (x, 0 (x)) |
S (s 4y () = Ly (%, 2y ()| [ Ly (% 24y (X)) = 1(X, 243y (3)) |
(X, u (X)) —1(x, u(x))| S8
e L, (x, t, (x)) = I(x, u(x)).
Deuxiéme étape. — Nous ferons usage du lemme suivant dans

Visintin [19] : une généralisation de la convergence dominée de Lebesgues.

LeEMME 4.2. — On suppose données deux suites de fonctions v, et w,
satisfaisant :

i) |w,(W)|<v,(x) p.p. xeQ,
(i) (v, (%), w,(x)) = (v(x), w(x)) p.p. xeQ,

(ii1) J v, (X)dx - J v (x) dx;
Q o

alors on a

J‘ w,(x)dx —> j w(x)dx.
Q Q
Par (2.2) nous avons

}ln(x7 un(x))lémax(cla C2)’ l un(x) |p+max(|d1 |s IdZI):C_i un(x) |p+g’
d’aprés (4.1.1) la fonction v, (x)=c.|u, (x) | +d vérifie :
v, (%) > v(x)=c.|u(x)|?+d,
J v, (X) dx — J v(x)dx;
Q Q
et comme w,(X)=1[(x, u,(x)) > w(x)=[(x,u(x)) p.p. xeQ grice a
I’étape 1, il s’en suit (4.1.2) par application du lemme 4.2.

ProOPOSITION 4.3. — Pour tout Q' relativement compact dans €, il existe
une sous-suite telle que

p.—p dans (Wi 2(Q))" faible,
p.—p dans (Li ()" fort,
p.—p p.p. x€Q

4.5)
J_ Y (x).k (x, —p)dx j_ Y (x).k(x, —p(x))dx (4.6)
Q Q
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ot |y est une fonction bornée sur Q.

Démonstration. — Les convergences (4. 5) sont une conséquence immeé-
diate de la proposition 3.7. Quant a (4.6) il suffit d’appliquer la
proposition (4. 1) aux fonctions p, et ¥ (x).k,(x, —p,) a la place de u, et
I, (x, u,) respectivement.

De méme on a la

ProrosiTioN 4.4. — 1l existe une sous-suite telle que

divp, > divp dans Wi 2(Q) faible,
divp, > divp dans LL_(Q) fort, 4.7

divp, > divp p.p. xeQ;
et pour tout ' < Q.
J h (x, —divp,) dx —»J h(x, —divp)dx. (4.8)
Q Q

Démonstration. — On procéde comme pour la proposition 4.3 en utili-

sant les estimations (3.2.1) et 'Annexe A.1.1.
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme de
régularité suivant :

THEOREME 4.5. — On suppose que [(x, M) est une fonction de Carathéo-
dory, convexe enm, finie pour tout | presque tout x; et on fait les
hypothéses (2.1), (2.2.1) a (2.8). Alors le probléme

(22) Inf {J@=J [g* (x, —q)+1* (x, —divg)] dX/JEVz}

admet une solution unique p. De plus p appartient a (Wi2(Q)" et

divpe WL A(Q). Enfin si u est une solution de (?, R), u et p sont liés par
les relations d’extrémalités

V.g** (x, Vu)=p, @.8.1)
divpedl(x, u), o

ou 0l (x, u) désigne le sous-différentiel de | au point u.
Démonstration. — On doit passer a la limite dans le probléme (£2%) :

f k.(x, —p)dx-+ J h.(x, —divp)dx
Q

Q
gJ k, (x, —a)dx+J h(x, —divg)dx, VgeV,.
Q Q

Le passage 4 la limite dans le second membre est immédiat. Grace aux
hypothéses de croissance (2.1) et (2.2.1) on peut toujours se ramener au
cas ou l'on a g*(x, )=k(x, D=0, k. (x, H=0, *(x, n)=h(x, N)=0 et
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h,(x, 1)20. Soit >0 arbitrairement petit. Il existe >0 tel que si Q' est

un ouvert relativement compact dans Q satisfaisant |Q\Q’ <0 on ait
Oéj g*(x, —p ()= S 4.9)
[N 2
et
ogj F(x, —divp(x)dx< & (4.10)
o\’ 2

Si 'on pose

A€=J‘ ks(x, '—PS) dx—*_J ha(x9 div Ps) dx’
NG o

on aura

A+ f k,(x, —p)) dx+ J ho(x, —divp)dx<J5 (@),  VieV,.
o [}
Les propositions 4.3 et 4.4 nous permettent de passer & la limite :

limAE+J g (x, ~ﬁ)dx+J I*(x, —divp)dx
& &

+[J g*(x, —p) dx+j *(x, —divp) dx}
oQ’ [AN+Y

§12(§)+U g* (x, *ﬁ)dx+f *(x, -diVﬁ)dXJ
O\ o\’
et puisque lim A, 20, on a en utilisant (4.9) et (4.10)
Ve>0, J,(p)<)(+E  VgeV,
ie.
L(M<1,(@  Vqev,.
L’unicité de p découle de la stricte convexité de g *(x,.) puisque g est

réguliecre. Quant & la régularité annoncée de p, clle découle des

propositions 4.3 et 4.4. Enfin si u désigne une solution de (2, %) (4.8. 1)
est classique.

Remarques 4.6.1. — 1. Puisque lim A, =0, nous avons

€

15 (p) = 1, (p).

- )
2. Si [ est réguliere P'inclusion div pe d/(x, u) devient divp= 5— (x, u).
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(ii) Le cas ou I(x, .) est réguliére non convexe :

Quand /(x,.) est non convexe, NOUS N€ POUVONS avoir recours au
probléme (£,); nous avons, pour la preuve de notre résultat essentiel,
besoin des deux propositions suivantes :

ProrosiTiON 4.6. — Nous avons
Vtg:* (x9 t)—’Vtg** (x9 t); Vx, VZ
Démonstration. — Par convexité nous avons l'inégalité
g (x, )—g¥* (x, 5)2V,gr* (x, 5).(r— ),
Y x, Yr, Vs;

la suite g**(x, s) vérifie (2.1) avec des constantes a;, b; indépendantes
de ¢; et donc d’aprés ’Annexe (A.7) nous avons

IV, g¥* (x, 9)|Scyte, s (4.12)

ou ¢, et ¢, sont deux constantes indépendantes de €. Par conséquent, il
existe une sous-suite telle que

V.g¥* (x, 5) > 0=0(x, 5);

et 4 l'aide de 'Annexe A.1.1 on passe a la limite dans le premier membre
de (4.11)

4.11)

g (x, —g**(x,9)20.0r-5), Vx, Vr, Vs
c’est-a-dire
0(x, s)edg** (x, 5);
comme g** (x, .) est différentiable, il s’en suit que
0(x, s)=V,g**(x, 5) Yx, Vs
De plus toute la suite converge. En effet, supposons qu’il existe une sous-
suite V,g** (x, s) qui ne converge pas vers 0=V, g**(x, s). De cette sous-
suite on extrait encore une sous-suite qui converge vers 0'; et la régularité
de g** (x, .) entraine que 68 =0; d’ou la contraction. []
ProrosiTioN 4.7. — Quelque soit veV,
V.g¥*(x, Vo) - V,g** (x, Vo)
dans (L1(Q))" fort.

Démonstration. — 11 suffit de vérifier les hypothéses du théoréme de
Lebesgue. Pour cela posons

Ac (X)= l Vzg:* (X, v z))—'Vrg** (X, V‘U) I
Par la proposition 4.6

A (x)»0 p.p. xeQ.
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Par ailleurs, d’aprées (4.12) nous avons
|A, () |£|V,g¥* (x, Vo) | +]V,g** (x, V)|
<G| Vo ' +Ce=Z(x) p.p-x,

ou C; et C4 sont deux constantes indépendantes de &; comme X appartient
a L1(Q), il s’en suit que

J |A(x)|dx 0. O

THEOREME 4.8. — On suppose [(x, 1) réguliére; et on suppose les hypo-
theéses (2.1), (2.2.1), (2.3) a (2.8). Alors il existe ueV, solution de (?, &)
et une fonction peV, telles que

V,g** (x, Vu)=p, (4.13)
divp= o (x, w). 4.14)
on

De plus p appartient & (WL 2(Q))" et divpe WL I(Q).
Remarque 4.7.1. — Sidans (2.5.2) 5, (x)e L?(Q), alors
div e W4 (Q).

Démonstration du théoréme 4.8. — Nous procéderons en deux étapes :
le passage a la limite dans 'inégalité

JEl (ue)éJsl ('U), VvEVI;

ce sera I’étape 1; ensuite le passage 4 la limite dans les équations (3.1)
qui sera ’objet de I’étape 2 qui constitue le point essentiel.
L’inégalité de convexité (4. 11) nous servira encore de fagon essentielle.
Etape 1. — Il existe une sous-suite telle que

u,—u dans W' ?(Q) faible,

u,—u dans L?(Q) fort,

u (x) > u(x) p.p.-xeQ.
On prend, dans (4.11) r=Vu,, s=Vu et on intégre sur Q :
J gx* (x, Vue)dng g** (x, Vu)dx+1}

Q Q
I:=J V,g¥* (x, Vu).(Vu,— Vu)dx,
Q

ou encore

Q

I (ua)=f g¥* (x, Vu,) dx+J [(x, u)dx
o

;j gF* (x, Vu)dx+J I(x, u)dx+1};
Q Q
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soit
L@2) ()2 (w+I]+12, (4.15)

ou

If=j I(x, us)dx—f I(x, u)dx.
Q Q

En utilisant ’Annexe A.1.1, on montre facilement par une application
du théoréme de Lebesgue que

J(v)=J, (v VveV,, 12 >0.

Quant 4 la limite du dernier terme I}, elle se déduit de la proposition 4.7
et du fait que Vu, tend vers Vu dans (W' ?(Q))" faible :

I} -0.
Nous sommes ainsi en mesure de passer a la limite dans (4.15) :
J,@2mI )2, (W),  VveV;

et en choisissant v=wu, nous obtenons

Um J§ (u) =7, (w);

et donc nous avons bien
J, (=], (), VveV,.
Remarque 4.9. — Nous avons

f g¥* (x, Vu)dx=1! (ue)—f I(x, u,)dx—»J‘ g¥*(x, Vwdx. (4.16)
Q Q

Q

Etape 2. — L’équation (4.14) est obtenue de fagon immédiate par
passage 4 la limite dans la deuxiéme équation (3.1). Quant au passage a
la limite dans la premiére équation (3.1), il est le seul a exiger la régularité
de p et ses estimations uniformes. Considérons I'inégalité de convexité

k. (x, )=k (x, =p)2V,k (x, =p).(t+p,),
pour tout te R"; d’aprés (3. 16) elle s’écrit encore
k. (x, )~k (x, —p)=Vu,.(+p).
On la multiplie par € 2 (), = 0; ensuite on 'intégre sur Q :

fkg(x, t)<P(X)dx—J ko (x, —pJ).o(x)dx
Q Q

gf Vu,.(t+p)o(x)dx. (4.17)
Q
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Il s’agit alors de passer 4 la limite dans (4.17) lorsque ¢ —0. M est
immeédiat que

J' k. (x, t)(p(x)dx—»J‘ k(x, o (x)dx,

j Vug-(t+Pe)<P(X)dx—>J Vu.(t+p) o (x)dx.

Q
Quant au dernier terme, sa convergence est donnée par la proposition 4.3 :

j ke (x, —pg)-w(X)dx—*J k(x, =p) o (x)dx.

Q
Donc nous avons

J‘ k(x, 1) (p(x)dx-—J k(x, —p)o(x)dx

ZJ Vu(+p).o(x)dx, Voe2(Q), 020
Q

qui signifie

k(x,)—k(x, =p)2Vu.(t+p) p.p.x, VieR"

Vu(x)edk(x, —p(x))=0g*(x, —p(x))  p.p. xeQ; (4.18)
(4. 18) entraine par polarité
—p(x)edg** (x, Vu(x)) p.p. xeQ;
et comme g** (x, .) est C', on a en réalité
—p(x)=V,g**(x, Vu(x)) p.p. xeQ.
Enfin, le résultat de régularit¢ annoncé sur p est donné par la

proposition (4.3) et ’hypothése (2.5.0).

CorOLLAIRE 4.10. — La fonction u solution du probléme (#, R) appar-
tient a l'espace

Wllo,cnp/(n -9 (Q) N L;'&/(" —(p+ap (Q)
Démonstration. — 11 suffit de montrer que u, appartient a un borné de
Wiie=a) (Q),
Nous partons des estimations données par la proposition 3.7 -
” \/_‘pVPe ||L‘1 @ =C;

ce qui entraine que Y p, appartient 4 un borné de W 4(Q), pour ¥ une
fonction réguliére a support compact puisque V(yp)=p,.Vy+Vp, ..
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Par polarité, a partir de (3.1) nous avons :
Vu,=V,gf(x, —p) p.p- X;
et en utilisant ’Annexe A .7 nous obtenons
[Vu, | <clp |t +d

ol ¢ et d sont deux constantes indépendantes de €. Il s’en suit que |Vu,|
appartient a un borné de L%.P/"~? (Q) puisque, par le théoréme d’inclusion
de Sobolev, p, appartient a un borné de L7,.%"~9(Q). Donc u, appartient
a un borné de WL "P/"~9(Q).

5. GENERALISATION

Etude des fonctionnelles de la forme

J(v)=fg(x, v, Vv)dx. ¢.1D
Q

1. Position du probléme et estimations uniformes :

Nous allons montrer que 1’on obtient également des résultats de régula-
rité pour une certaine classe de problémes du type (5.1). Pour simplifier
la présentation de cette partie, nous supposerons g indépendant de x. De
plus

g: (5, DeERXR" > g(s, NER
est supposée réguliére satisfaisant I’hypothése de croissance suivante :
as|s|P+by|t|P+dySg(s, DSa,|s|P+b,|t]P+d, (5.2.1)
ou les constantes a; et b; sont positives. Désignons par g* et g** respective-
ment la polaire et bipolaire de g par rapport a (s, 7).
Remarque 5.1. — g** et g* vérifient
as|s[P+by |t +ds<g** (s, DSa,|sP+b, |t +d,
as|s|t+bs|t|i—dy,Sg* (s, NS ae|s|i+bg|t]1—d,
avec
1 1
a5—q.(a4.p)1/(p—1)’ b5—4~(b4-P)1/(p—1’
1 1
%6™= oo be= -1
q.-(as.p)*™ q.(b3.p)"""
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Définitions 5.2. — (i) polaire partielle de g**
H(s, )=sup {¢t.2—g**(s, 2)}

zeR"
(ii) Sa régularisation
H, (s, )=H¥p,(s, ) +em(t)—en(s)

ou m et n sont deux fonctions strictement convexes réguliéres a croissances
adéquates.

(ii1) On pose

g¥* (s, )=sup {1.z-H,(s, 2) };

zeR"

c’est une fonction convexe en (s, t); et on désigne par gX¥ (s, 1) la polaire
de g** (s, t) par rapport au couple (s, 1).
Nous sommes amenés a faire les hypothéses suivantes
H(s, 8))—H(s, ) 2(t; = 1,) . Bo (s, 1)+ (2, — 1,)* B, (5, t,, £,) (5.2.2)

ou By (s, ) est un élément du sous-différentiel de H(s, .) au point ¢, et
ou B, (s, 1) est une fonction positive satisfaisant

1

B,(s, )= ou t=(ty, tp),
{2 S R SR
0<8,=p—2, 0,=2—¢q o
B, (s, 1y, 1)=B (s, 1,, ty)
2H 2
On suppose qu’au sens des distributions les dérivées o sont des
s oL, 0s
fonctions L, (R x R") satisfaisant les estimations
0*H
50 (s, | =C, i=1,2,...,n
Sa zt{{ (5.2.4)
—- G, D] SC.(I+|s[1+]t]2)
Js?
avec
- 1 -1 1
nellopael gertlll
q p p q
ProPOSITION 5.3. — Nous avons

—a,|s|P+b, || —d,SH(s, DS —ay|s|?+bg|t]1—d,
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avec
1 1

- g.(bs.p) T b= q.(b3.p)"""" "
—ag|s|, tbo|t|T+de<H, (s, DS —ayo|s|P+byo|t]1+dy;

les constantes a;, b, d, i=9, 10 sont indépendantes de € et peuvent étre
explicitées.
ajols|PHby | tP—dioSg¥ (s, N<ag|sP+by,|tP—dy (5.2.5)
ay |s|T+bs ]|+ dy<g¥ (s, DS ag,|s| 4 by |t]P+dy,. (5.2.6)

En (5.2.5) et (5.2.6) les constantes sont indépendantes de € et peuvent
étre explicitées.

La preuve, classique, est laissée au lecteur, si besoin était.

Remarque 5.4. — 1. Comme dans la partie 3, les hypothéses (5.2.1) 4
(5.2.4) sont vérifiees uniformément en & par les régularisées g¥* et H,.
Aussi nous renvoyons dans le texte aux mémes résultats annexes que ceux
de la partie 3, leurs preuves étant identiques.

2. La condition d’ellipticit¢ (5.2.2)-(5.2.3) a lieu pour toute
fonction H telle que g (s, .) vérifie I’estimation :

62

* 5k s, t
6ti6tjg s 0

<c|t|F2+4,

¢ et d étant deux constantes positives (cf. paragraphe 7).
On approche les problémes

(2, R) : inf{Jl(v)=J g** (v, Vo)dx/veV, },
Q
(2,) : inf{J2 (w)=J g¥(—divw, —w)dx/weVz};
Q
par les deux problémes perturbés
(2. R), - inf{J‘1 (v)=j g** (v, Vo)dx/veV, },
Q

(2,). : inf{j“z (w)=f g¥(—divw, —w)dx/weVz};

Les deux problémes (£, #), et (#,), admettent u, et p, comme solutions
respectives; ces derniéres vérifient

Og* .
£ , Vu,)=—divp,
25 (u, Vi) p (5.3)

Vtg:* (us’ Vut.) = _pt.'
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A Taide des propriétés de la polaire partielle {15], nous allons donner une
forme équivalente des équations (5.3), qui est plus adaptée pour établir
les estimations souhaitées.

DermiutioN 5.1. — Polaire partielle de g**

H, (s, )=sup {t.z2—g¥* (s, 2) }.

zeR"

D’aprés les propriétés des polaires partielles [15], (5.3) est équivalent a

oH
—divp,=— —(u, —p.
p. R (u, p)} 5.4)

Vu, =V, H (4, —p.).

Et si 'on se donne une fonction &, a support compact dans £, appartenant
a 'V,, on obtient a partir de (5.4) :

jVug.ﬁdx=j V,H,(u, —p,).Edx
Q

Q
soit

—j uﬂ.div§=J V.H,(u, —p,).tdx. (5.5)
Q Q

Pour 0<h<h,, on prend dans (5.5) £=8(—h)g ou ¢ est & support
compact, et on fait le changement de variable x—A=yp :

—j S(h)ue.div?jdxzj S(WV,H, (u, —p,).qdx;
Q

Q

prenons alors ¢ (x)= —[8 (k) p, (x)]. ¢ (x)

J 8 (h) u, div (3 (h) p,. ) dx
Q

=j S(MIV, H, (u, —p)].[6().(—p)lodx. (5.6)
Q

Transformons quelque peu (5.6); on obtient

J S(h)uS.S(h)divps.(pdx-%f d(Mu,.d(Mp,).Vodx
Q

a
=J %[VIHE(ME(X‘*‘}I), —p. (x+h)—=V,H (u,(x), —p.(x+h)]
Q
x[8(h) (—p)] @ dx
+J %[VtHe(ue x), ~p.(x+R))—V,H, (u,(x), —p. (). (~p)odx
Q
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que Ton écrit D, + D, =G, +G,, qui entraine
G, |G|+ |D,| + |D,]. 5.7

Nous allons minorer le premier membre de (5.7) et majorer le second
membre. D’aprés 'hypothése (5.2.2) et Pannexe A.6

Gz%f Bl (.(x), =p).0. |8 (—p)Pdx;  p,=(p.(x), p, (x+h).
Q

Majorons les autres termes :

—SV,HE(HE(X)‘F@, pa(X+h))l A3 yu ] {8 (—po)| @ dx;

or<[

par 'hypothése (5.2.4), Pannexe A .2 et inégalité de Hélder on a :

[Glfgc.(f [\/aa(h)psfqu)”q.g [6(h)u5|"dx>1/p;
|D, | §(J 18 (h)u, ["dx)llp(J [\/E.S(h)divpslqu)l/q;

[DzlngIS(h)uE[.J@]S(h)ps[.l—y%!dx;
1/p . 1/q
|D2[§C.<J]6(h)u5[”dx> .(j[\/(p&(h)pslqu> .
Q Q

Alors (5.7) devient

11 ~ 2
(5+5)LB15(%, =P)-9. |8(Wp,.|*dx

=C H d(h) U ”LP @ f H \/65 (") p, HL‘I @7 ” \/66 (h) diVPs ”L‘l (Q)] (5.8

Minorons le premier terme du membre de gauche dans (5.8)

_ /2 -
J(\/<P]5(h)pal)"dx=j (gl) (B fo - |3 p. |y dx
Q

Q 1e

r 1 \@2-a (2-q)/2 5 a2
L] [ molsompal]”
JQ le Q
mais

1 929 (
J <-—“> dx<C| (1+ iuslel‘l- fpslez)Q/(Z—q)dx
Q Bls 4]

Y

éc_,_clif 'ualqﬁl/(z—q)dx+J [p,:}qez/(z_q)dx
Q

Q
SC+C[|u||er @+ [|PellLe @] = K429,
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(quitte & modifier les différentes constantes C) puisque 0,=2—g et
0,<p—2; et donc

— 2/q
il;fg(\/q’ lﬁ(h)Pe’)qu:' §%JQB1€¢|6(h)Pe|2dX- (5.9)

En injectant (5.9) dans (5.8), on obtient

1 - — 1 —
EH \/Bla'\/(p .6(h)p8Hfz @t R”\/(pﬁ(h)ptufq(m
<C. Hﬁ(h) “;“LP(Q)X [H\/afi(h)P:HLq(gﬁ H\/aéi(h) diVPeHLq(m]- (5.10)

Il nous reste & majorer le terme || \/66(}1) div p,||La @ pour cela nous
utiliserons (5.4) :

S(Wdivp, = %[8H oH

*(u (x+h), —p(x+h)—

as 65‘8 (ua (X), —Pe (X)):I

=] Gt et T, ) |

h{ 0s
1{ ¢H oH
+ h[ asa(ua(x), —p.(x+h)— 87;(%()()’ —pe(x))jl
= TR, 0,00+ (-0 (e, =, (515 )
s

+ %V,Ha(ua(X), ~8,p.(x)—(1=8)p, (x+h)).8 () p, (x)
ou
0<0,=0,(x, )<l, 0<B,=0,(x, H)<I;
On majore le membre de droite en utilisant les hypotheses (5.2.4) et
I’Annexe A.2:
[8(h)divp,(x)| SCA+ |y, () [+ [u, (x +A) 1+ | p (x+ B) [2)
x |8(h)u,| +Cl3 () p.(x)]
Ce qui donne
H\/ﬁﬁ(h) diVPeHL"(Q) B
SCHCL| [t florae=0 @+ | /@ [ (- TR [t [Louio-1 )
/@ P+ 20l 1l /03 )1 L
+Cll /9 .8 p|lLa; (51D
mais on sait que

[Vr( D)l @=CllurO)p@SClie ol r(Olve

pour toute fonction rel*(Q) et toute fonction ¥ continue & support
compact dans Q; ce qui permet d’écrire (5.11) comme suit, compte tenu
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des inégalités satisfaites par 1, et 1, (¢f. 5.2.4) :

I /@8 divp, |lua@=C+Cl||u[[3a) + | liF )
x“\/(p S(h)uEHLp(Q)+CH\/(p BRIV AT

Comme, par les propriétés de croissance uniformes (5.2.5), Pannexe A .7
et(5.3)ona

|| e |lue @=C,
o Pellia @y =C,
H\/(p's(h)ueIILP(Q)écllvutan(Q)éC’
il s’en suit :
”\/68(}') diVPa”L‘l (Q)§C+C”\/6-8(h)pa“Lq(Q)’ (5.12)
On majore (5.10) a l'aide de (5.12) :

1 1

5 H B \/68 () ”12,2 @t R ” \/6 3 (h) p. “f‘l (Q)~
§C+C“\/(P5(h)Pg”L'I(Q)- (5.13)

Une conséquence immeédiate de (5.13) est donnée par la

PROPOSITION 5.4. — Nous avons pour tout i dans [1, 2, ..., n]

<(C, i=1,2,...,n

X; LY ()

2. Le passage a la limite quand ¢ —» 0 :

Nous allons passer a la limite dans (#,), et obtenir ainsi (2,) i.e.

THEOREME 5.5. — On fait les hypothéses (5.2) a (5.5). Alors le probléme
(2,) admet une solution peV, possédant la régularité suivante :

Pe(Wi. 1(Q),
divpe WL 1(Q).

Démonstration. — Nous avons

loc

jg;“(—divpv —pg)dxgj g* (—divw, —w)dx=1J5(w),
Q Q
VweV,;

le passage a la limite dans le membre de droite est immédiat par application
du théoréme de Lebesgue en utilisant les propriétés de croissances (5.5.4).
Grice a (5.5.4) et (5.2.2) on peut toujours supposer, sans perte de
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généralité, que 'on a :

gr(s, 20 Vs, Vi,
g*(s, H=0 Vs, Yt

On se donne un &>0 arbitrairement petit. Il existe >0 tel que si Q' est

un ouvert relativement compact dans Q satisfaisant | Q\Q'| <3 on ait

0.§J g¥(—divp, —p)dx<e (5.14)

[eIN?Y

ou p est la limite faible de p, dans V,; posons

AF‘J gz (—divp,, —p,)dx

o\
A.20;
nous avons
Aﬁj g (—divp, —p)dx<I5(w), VweV,  (5.15)
ﬁ/

Mais d’apres la proposition (5.4) il existe une sous-suite telle que
p.—~p dans LYQ) fort,
p(x)—>p(x) p.p. xeQ,
div p, > div p dans L2(Q) fort,
div p,(x) > div p(x) p.p. xel);
et par conséquent en procédant comme pour les propositions 4.3 et 4.4
on obtient

J g (—div p,, —Pg)dx—J g* (= div p, p)dx;

Q Q

d’ot un passage a la limite dans (5. 15) donne :

J g*(—div p, —ﬁ)dxéJz(WFJ g*(—div w, —w)dx
N VweV,; *
qui s’écrit grace a (5.14) : tout >0
LS, w+e,  VYweVy
ie.
L,(pET,(w), VweV,.

Enfin la régularit¢ de p et div p découle de fagon immédiate de la
proposition 5.4 et T'unicité¢ de la stricte convexité de g*(s, t) puisque
g(s, 1) est réguliére. O

Le passage a la limite dans (#9) est donné par la
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PROPOSITION 5.6. — Sous les hypothéses du théoréme 5.5, la limite du
probléeme (P, R), est le probléme (P, R).

Démonstration. — Nous avons, a partir de 'inégalité de convexité

g¥*(u, Vu dx+J V.g¥* (u, Vu)

Q

f gx* (u, Vu)dxgj g (u, Vua)dng
Q 0

0
*%

x(Vue—Vu)dx+J a?
A

Q

(u, Vu) . (u,— u) dx,
ou u est la limite faible de u, dans W7 (Q); ou encore :

f & (u, Vu)dJ@J & (u, Vua)dx;j Vel*(u, Vu
Q Q

Q

X ((u,, Vu)— (u, Vu))dx+f g¥*(u, Vuwydx. (5.16)

0

Et il s’agit de passer a la limite dans (5.16); H,(s, f) converge vers
H (s, {) uniformément sur tout compact de R x R"*!; par conséquent, par
Pannexe A. 1.1, g**(s, )=(H,(s, .))* (¢) converge vers g** (s, 7) uniformé-
ment sur tout compact de R" & s fixé.

On applique alors le théoréme de Lebesgue :

J g¥* (u, Vu)dxaj g** (u, Vu)dx. .17
Q

Q

Il reste alors le premier terme du membre de droite. Par I'annexeA.7
nous avons

[Vg*(u, Vi)|SC(JulP~ ' +|Vu|F~H+D

ou C et D sont deux constantes indépendantes de ¢; et la proposition 4.7
entraine queV g** (v, Vu) converge vers Vg**(u, Vu) dans (LI(Q))"*!
fort. Par conséquent '

f Vg¥*(u, Vu).(u,, Vu)— (1, Vw)dx - 0; (5.18)

Q
(5.16), (5.17) et (5.18) donnent finalement :
J‘ g¥* (u,, Vut)dxa". g*¥* (u, Vu)dx (5.19)
Q Q
dont la conséquence est le probléme (2, #) i.e.
j g** (u, Vu)dng g** (v, Vv)dx, YveV,.
Q Q
En résumé nous énongons le
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COROLLAIRE 5.7. — Sous les hypothéses (5.2) a (5.5) (P, R) et (P,)
admettent respectivement deux solutions u et p satisfaisant les relations
suivantes :

Vtg** (u’ Vu)= _55
5g**

ds

(u, Vu)= —div p.

De plus p appartient 4 (WL 2(Q))" et divp a WL 2(Q).

loc loc

La preuve est une conséquence immédiate du théoréme 5.5 et de la
proposition 5.6. [

Remarques 5.8. — (i) Le corollaire 4. 10 est encore valable ici i.e.
u EV\/llo,cnp/(n—q) (Q) N L;'ﬂ("_(p+q)) (Q)

(ii) Si /(x, n) n’est ni convexe, ni réguliére, il est possible de montrer
que Vg(x, Vu) appartient & W 2(Q) mais cela ne permet pas de montrer
le résultat d’existence qui va suivre.

6. APPLICATION

Un résultat d’existence en optimisation non convexe.

Dans cette partie, on se propose de donner un résultat d’existence pour
le probléme de minimisation suivant :

(#) inf{J‘ g(x,Vv)dx+f I(x, v)dx/veWé”’(Q)-Hh}

o Q
Nous procéderons comme dans [8]. Sur g et / introduites dans la partie 2,
nous faisons quelques hypothéses supplémentaires. On pose

K={(x, NeQxR"/g** (x, N<g(x, 1)}

et on suppose que K est une réunion I au plus dénombrable d’ensembles
K, connexes tels que

g¥* (x, H=m; (x).t+n;(x), V(x, HekK, Viel 6.1)
ou les fonctions m; et n; possédent la régularité suivante :

meWL(Q), r>1, Viel; (6.2)
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on suppose également qu’il existe une famille S, au plus dénombrable, de
fonctions m,e W7 (Q), se S satisfaisant les conditions suivantes :

g** (x, Vo, (x))=g (x, Vo, (x)) p.p.xeQ, Vs;

Q,={(x, 0,(x)/xeQ}SQXR, 6.3)
Q= U QxR
seS
. ol
dlvm,-(x)—a—(x, n) (>0, p.-p-x, Y1 6.4
n
tels que (x, N)eQx R\ Q.
Remarques 6.1. — (i) si [ n’est pas réguliere, (6.4) signifie alors, dans
le cas convexe sous-différentiable :
divm;(x)¢dl(x,m) p.p.x, V7 6.4.1)

tels que (x, ) e Qx R\ Q.
" (i) si g et ! sont indépendants de x et si par exemple g**(0)=g (0),

(6.4) se réduit alors é% (M) #0VneR\A ou A est un ensemble réel au
n

plus dénombrable (*).

(iii) pour Q= J ’hypothése (6.4) apparait pour la premiére fois dans
[6] (cf.[8], [16]); et lorsque Q=+, elle se rencontre dans[13].

(iv) si I n’est pas réguliére ou n’est pas convexe, (6.4) et (6.4.1),
respectivement, n’ont pas de sens; et dans ce cas le probléme de I’existence
reste posé.

Exemple 6.2 :
g(t)={t2(1—|t1)2 s.i [t]=1,
A—=]e]»?* s |t]>1,
I(m)=n>
Les hypothéses précédentes sont vérifiees dans ce cas, et comme nous le
verrons le théoréme montre que le probléme

inf” g(vv)dx+J l(v)dx/veWé"‘(Q)}

admet l'unique solution #=0. Par contre les hypotheses (6.3) et (6.4) ne
sont pas vérifiées pour le probléme

infU (1—]Vv|2)2dx+f 22 dx/veW},"‘(Q)};

(1) Au moment de la rédaction des quelques modifications de présentation suggérées par
le rapporteur, nous avons remarqué que dans le cas monodimensionnel et quand g est
indépendant de x cette hypothése se trouve dans [24].
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et il est classiquement connu que ce probléme ne posséde pas de solution.

TukorEME 6.3. — On suppose les hypothéses (2.1) a (2.8) et les
hypothéses (6.1) a (6.4).
Alors le probléme

@ : inf[J. g(x, Vv)dx+J‘ I(x, ‘u)dx/veW(l)”‘(Q)+\j/j|
Q Q

admet au moins une solution u.

Démonstration. — On considére le probléme relaxé

inf[J’ g¥* (x, Vv)dx+f I(x, v)dx/veW},”(Q)+\j/:l
Q Q
qui admet au moins une solution u; d’aprés le théoréme 4.5 il existe
PEV, N (Wi ()" tel que
ag**
at;

T

(x, Vu(x))=p;(x) p.p.xeQ, i=1,2, ..., n

5 6.5)
——]~(x, u(x))=divp(x) p.p. xeQ.
on

Il suffit de montrer que

g*¥* (x, Vu(x))=g(x, Vu(x)) p.p. xeQ.
Nous raisonnerons par I'absurde, et nous utiliserons de fagon essentielle
la régularité (WL 2(Q))" de p.
En effet, supposons que ’ensemble
E={xeQ/g** (x, Vu(x))<g(x, Vu(x))}
est de mesure non nulle. Nous avons

E=UE, JgI
jel
ou
E;={xeE/(x, Vu(x))eK;};
il existe j,eJ tel que |Ej0|>0; en posant
Fs={erjo/(x, u(x)eQ,},
ona

F= UFS={erjo/BseS:u(x)=ms(x)}

soit
F={xeE, /(x, u(x)eQ}<E;
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nous avons |F|=0 i.e.
(x, u(x)eQxR\Q p.p. erjo (6.6)
en effet si |F|>0, il existerait s,€S tel que|F, |>0; on aurait
u(x)= o, (x)' p.p. xeF
et donc
Vu(x)=V0)so(x) p.p. xero
ce qui entraine a 1’aide de I’hypothése (6.3)
g (x, Vu(x))=g(x, Vu(x)) p.p. XEFSOCEJ'O 6.7)
et (6.7) contredit la définit de E.
L’hypothése (6.4) et (6.6) entrainent
div mjo(x)—-;—Tl](x, u(x){>0 p.p. erjo (6.8)
De plus les relations (6.5) ayant lieu presque partout sur E j,» ous avons
a I’aide de I’hypothése (6.1)
—mjo(x)=5(x) p.p. erjo 6.9
—%(x, u(x))=divp(x) p.p. erjo; (6.10)

comme, d’aprés le théoréme 4.5, p appartient & (W..2(Q))", la fonction

p+m o est dans (WL 5 (Q))" avec s=min (r, q) et vérifie

17(x)+mj0(x)=0 p.p. erjo
et donc
div p (x) +div mjo(x)=0 p.p. erjo;

ce qui donne en utilisant (6. 10) :
ol .- ol .
—(x, u(x))+div p(x)=0=—(x, u(x))—divm; (x) p.p. x€eE;
a‘n a‘n 0 0

contredisant ainsi (6.8). Par conséquent |E|=0 i.e.
g% (x, Vu(x))=g(x,Vu(x)) p.p.xeQ. O

7. EXEMPLES ET COMMENTAIRES SUR LES HYPOTHESES
LIEES A LA METHODE

Comme nous I'avons vu I’hypothése (2.6) est essentielle a la méthode.
Nous allons dégager une famille de fonctions satisfaisant (2.6). Pour cela

nous considérons d’abord trois exemples.
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Exemple 1 :
g®=(-[E])?  &=(,, &)eR?
1
g*©)=_[&|* +]&].
4
ProprosiTION 7. 1. — Nous avons l'inégalité

g*<El>—g*(Ez>;<El—Ez).A<Ez)+élzl—Ez12, VE, VEeR? (1.1)

ou A (&,) est un élément du sous-différentiel dg* ().

Démonstration. — On procéde par régularisation et passage a la limite;
on pose

r.©)= JTTER,
g:<a>=§|a12+ra<a>;

nous avons

gt .., 08t gt .,

aﬁf &).t +26alaa2(§)s.t+ fﬁ% ©&)s |
Lo |18 586 l__ﬁ%_:|z
2¢ +’)+[rt (rf} 2o S'HL vl

:%(s2+t2)+Q(&) (5. ).

11 suffit de montrer que Q(€) (s, ) est une forme quadratique positive; un
calcul élémentaire montre que I'on a

1_ & _etg]

re () @)
G&) [1_&[1_817_,
(r£)6 rE (r£)3 rE (rl'.)3
ie. QE)(s, )>0; d’ou
2 5% 2 % 2 %
J ) & 440 g;szgl(sz+t2). (7.2
3 08, 08, 083 2
A Taide de la formule de Taylor et de (7.2) on obtient :

)

grE)—grE)2(E,-E). Ver &)+ %IEI -&, (7.3)
Un passage a la limite dans (7.3) donne (7.1). O
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Exemple 2. — On se donne q tel que 2>¢> %; et soit g (£) telle que

g ©=(/T+EP +[E[=r@+]E].
On peut prendre par exemple pour g (€) la polaire de
(JTFEPr+[E]
ProPOSITION 7.2. — Nous avons ['inégalité

q(2_Q)-|E1_Ezlz
C,(I+[E P+ & P9

ot A(E,) est un élément du sous-différentiel 0g*(E;), et C, une constante
qui ne dépend que de q.

g*E)-g*E2E &) AG)+ (7.4)

Démonstration. — Nous avons

r=q(1+|g|2)<q/2>—1[1+(2”q)l€12+(q—1)€§+(2q—3)€f]

2

oe? 1+ ] 1+]E ]2
o’r_ nao-1] 1H2=9)|E] (q—1)€§+(2q—3)€§]
= 1+ (q/2) + ,
g 10HIED [ 1+]g]? L+[Ep
ro_ 1+ 2(q/2)—1[(q_2)€1€2];
o, 10HIED 1+]g]?
nous voyons bien que ’on a :
prro, r ?r o,
a—él. 2a€16€2s.t+a§2s Q. (s, D+Q,(s, 1)
avec
= 2y@/2)-1 1+Q-9|s .. .,
Q.5 D=q(1+|EH . 15]ep 2457
et

Q. (s, N=q(1+[EP Y72 [(q-1)E} P +2(q—2)§, E,st+(g— 1) ES.5%];
la forme quadratique Q, est strictement positive car son discriminant est :
(¢=2~(g—-1)*<0

puisque 'on a 2>¢g> ;; et la forme quadratique Q, vérifie :

q(z_q) [12+S2]

Qi(s, D2 (—1'+!€—|2)1_~(q/—2)
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ou encore

Q-9
C,(1+]|E|CD)
ou C, est une constante qui ne dépend que de g.

Enfin pour terminer la preuve on procéde par régularisation exactement
comme pour la proposition 7.1. O

Exemple 3. — g* : QxR"> R

Ql (S, t) >

[£2+57],

g =(1+|EPP+ Y a;(x).|E -V,
i=1

ou les V; appartenant a R" sont donnés; les fonctions q;(x) sont positives
et par exemple bornées.

Remarque 7.1. — La classe des fonctions g* suivantes satisfait I’hypo-
these (2.6)

g @) =r Q) +r, (),

r, est convexe réguliére et satisfait (7.4), r, étant convexe et sous-différen-
tiable.

Exemple 4. — Cf. [10] « ellipticité locale ».

Soit g*(f) une fonction strictement convexe possédant la propriété de
régularité suivante (ou plutét une propriété donnant une information sur
I’ensemble ou g* n’est pas C?) :

Pour tout (p, g)€(R"?, il existe un ensemble fini I(p, ¢)={t,, ..., 1,},
I(p, 9 <[0, 1] tel que I'application

e(N=g*(tp+(1-1q)
soit C? sur [0, INI(p, ¢).

On montre dans [10] que pour toute boule B(0, R) il existe une
constante p,= o (R) telle que 'on ait :

(Vg* (p)—Vg*(q))-(p—’g)
2Y (p—q A0, 9).(p~ Do |p—q> (7.4.1)
k=0

Remarques 7.2. — (i) Le caractére local de p, rend illicite I'utilisation
de (7.4.1) dans les estimations a priori de V p,. Ces estimations nécessitent
des estimations W' () sur u, [¢f. (3.1) et (3.2)] qui ne sont pas
vraies, en général, dans notre cadre d’é¢tude puisque le comportement
uniformément strictement convexe n’est pas imposé a l'infini : la non
convexité de g est supposée locale dans [10].

(ii) Si 'ensemble des points de R™ ou g*(f) n’est pas C* contient un
segment de droite, la démonstration de [10] de I'ellipticité locale tombe en

Annales de !'Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



REGULARITE ET CALCUL VARIATIONNEL 89

défaut. Ceci arrive pour des exemples du type suivant :
k

g*=a|tPP+ Y |1, v)]?,  a>0.
i=1

(iii) Les résultats de régularité du théoréme 5.5 permettent, également,
de montrer que le probléme

Inf{J g(v, Vo) dx/veVl}
Q

admet au moins une solution en modifiant convenablement les hypothéses
(6.1) 4 (6.4). Nous ne le ferons pas ici par commodité et pour éviter de
se répéter.

Enfin nous nous proposons de prouver la condition d’ellipticité de g* (1)
sous I’hypothése de croissance suivante :

02 g** (x, 1)
a1, 01,

la dérivation étant prise au sens des distributions.

<c|t]P~2+d, (7.5

TrEOREME 7.1. — Nous supposons que g(x, ) est réguliére et vérifie
(2.1) et (7.5). Alors g* (x, .) satisfait Iinégalité d’ellipticité suivante :

g (x, 1) —g*(x, 1) 2By (x, 1,). (1, — 1)+ B, (11, 1,) . (1, = 1,)%, (7.6)
ou
B, (#;, t2)=(c(| 51 lz_q+l 73 lznq)'*'d)_l,
et By (x, ¢) désigne un élément du sous-différentiel de g* (x, .) au point ¢.

Démonstration. — Nous procéderons en deux étapes : le cas régulier et
le cas non régulier qui se traitera par régularisation du premier.

Etape 1. — Supposons g (x, f) réguliére strictement convexe en #; dans
ce cas g**(x, 1)=g(x, ?) est une fonction strictement convexe réguliére; ce
qui entraine que g*(x, 7) possede également ces deux propriétés [17]. Les
outils essentiels sont la formule de Taylor avec reste intégral et 'inégalité
de Jensen. Pour alléger les notations, nous désignerons, respectivement,
par g (), g*(¢) les termes g (x, ), g*(x, {). Nous avons

g*(t)—g*(t,)=Vg* (). (t,—1y)
1
+f (1=-5)V2g*(st, +(1—5)t,)ds. (1, — )% (T.7)
o
nous avons Pidentité

Vg*(Ve () =y,
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qui entraine par différentiation
V2g*(Vg(1).V*g(») =1, [lidentité. (7.8)

Avec (7.8) le reste intégral, noté R, devient :

1

R=J (1=5)(V2g) 1 (Vg* (st +(1=5) 1)) ds. (1, — 1)

0

Mais pour toute matrice A définie positive nous avons :
(Ar, n.(A7 1, =[]}, teR"

d’ou

R%JI(I —)(V2g(Vg*(st; +(1-5) 1)) . (1, —1,)*) " ds

4]
x|ty —1,*. (7.8.1)
[’inégalité de Jensen nous permet de transformer I'inégalité ci-dessus :

qul(l_s)vzg(vg* (stl+(1—s>t2>>ds.(t1—t2>2>_l

0

x(t,—t)* (7.9)

Il s’agit de majorer maintenant I'intégrale ci-dessus. Pour cela nous utilise-
rons successivement 'inégalité (7.5) et 'annexe (A.7.2) :

[V2g(Vg*(st, +(1—5) 1)) |Sc|Vg* (st +(1—9) 1) P72 +d
’ Sc|st;+(1=s)t,[P~PU V+d
ou encore
|[VZg(Vg*(sty+(1=s) ) |Se(| 1 P74+ |62 D) +d. (7.10)
Finalement en regroupant (7.8.1) et (7.10) on obtient
R=(d+c(|t, P+, 97 (0, —1,)%, (7.11)
dont la conséquence est le résultat souhaité.

Etape 2. — On approche g**(x, .) par une suite de fonctions
g¥*(x, .) réguliéres strictement convexes; et il s’agit de démontrer que les
inégalités (2.1) et (7.5) sont vérifices par g**(x, ¢) uniformément en e.
On prend par exemple

gt (x, )=g** (x, ) * p () +e(1+]t )P

il est clair que g** (x, .) vérifie (2. 1) avec des constantes a; et b; différentes
mais indépendantes de €. De méme, d’aprés I'annexe (A.7.3) la polaire
gk=(gk*)* de gk* vérifie :

altl'+b<gk(x, nc|tii+d, (7.12)
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ou a, b, ¢, d désignent diverses constantes indépendantes de ¢. Enfin grice
a 'annexe (A.7), (7.12) entraine

Vg (x, n]<clt]i~'+d,

et I'inégalite (7. 5) uniforme en & pour la fonction g** (x, f) est immédiate
¢tant donnée la forme de I'approximation choisie pour g** :

2 k%

0 g
0t;0t;
Par conséquent le résultat de la premiére étape entraine que 'on a :

gf(x, t)—gr(x, 1) 2VegF(ty). (1, — 1)
+({d+c(|1 P+, ()% (7.14)

et le résultat final s’obtient par passage 4 la limite dans (7. 14).

(x, |<cltpP~2+d (7.13)

8. ANNEXES

On se donne une fonction & de R"xR" dans R de Carathéodory
satisfaisant les inégalités

altf+b<k(x, )<c|t]*+d, ax>1, a>0; (A.1)
et on considére le noyau de régularisation suivant :
Ce™?"exp (e%/(y* — &2 si <g
pa(y)z{ P -e) iy
0 si |y|ze

ou y=(x, 1) et la constante de normalisation est choisie telle que

ans(y)dy=1~

Nous avons le

LemME A.1. — La fonction k, =k * p, satisfait 'inégalité
a |1 +b— 1<k, (x, )<c,|t[*+d+]1 (A.1.0)
pour ¢ suffisamment petit. Les constantes a, et ¢, sont indépendantes de «.
Démonstration. — 11 suffit de montrer I'inégalité de droite, celle de
gauche s’obtenant de maniére identique. On a
k. (x, t)§cf , |[t—s]"p,(x, s)dxds+d
R2n

<c, . ]t]“.fz P, (x, s)dxds+d+cuj s°p, (x, 8)dx ds,
R n n

R2
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soit
k. (x, <S¢, |t +d+1
puisque
J 5% p(x, 5)dxds -0 quand &€ > 0,
R2n
et

[t=s|<c,.|t]*+c,.|s ]

Soit une suite £, (x, t) de fonctions de Carathéodory satisfaisant 'in¢ga-
lité (A.1) et telles que pour presque tout x k,(x, .) converge vers k(x, .)
uniformément sur tout compact. Quitte a modifier les coefficients a, b, c,
d des inégalités (A.1), on peut toujours supposer que I'on a

a<c et b<d. (A.1.1)

LemMMmE A.1.1. — Soit k¥(x, .) la polaire de k,(x, .) par rapport au
deuxiéeme argument t. Alors pour presque tout x k}¥(x, .) converge vers
k*(x, .) uniformément sur tout compact.

Démonstration. — Soit & tel que || <R. Par (A.1) nous avons

0(|1])=—R|t|—c|tP—d<E.t—k,(x, 1)
SR|t|=altf=b=A(|t]);; (A.1.2)
0t 1=k(x, D=A([1]);

il existe |7, | tel que

8(|10])=sup[—R|t|—c|t|*—d]=m=m(R)

et, d’aprés (A.1.1) et (A.1.2) nous avons
m=0(]1]) <A (| 5])

Il s’ensuit alors que I’équation
R.|s|—a|s|—b=m

admet au moins 2 racines puisque la fonction A (r) est concave sur [0+ oof;
soit s,=5,(R) la racine de plus grand module; remarquons que |s,| est
indépendant de x et &. Il est clair que

kx (x, E)=sup [§.1—k,(x, )]= sup [E.1—k,(x, )] p.p.x

re® 180 (A.1.3)
k*(x,&)=supl€.t—k(x, t)]=I Isulp I[Z;.t—k(x, Nl p.p-x;
teR" ti=lso
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De plus, x étant donné, pour tout >0 il existe ny=nq (x, € R) tel que
pour tout n=n,

sup |k, (x, D~k (x, ]S> (A.1.4)
ftistsol 2

Et ainsi, a Paide de (A.1.3) et (A.1.4), on obtient :
— sup |k, (x, D—k(x, n]+ sup [E.1—k(x, )]

ltislsol ltislsol
< sup [E.1—k,(x, 8)]
ltlsisol
< sup |k, (x, D—k(x, D]+ sup [E.1—k(x, D);
1tiglsol ftislsol

soit pour tout n=n,(x, €, R)
- —2— +h* (x, B)SK? (x, E)SK* (x, E)+ g

ou

|k*(x, E)—kX(x, E)[<e  V|E|SR
lL.e.YnZny(x, & R)

sup |k*(x, &)—kX(x, §)|<e. O

{8[<R

Ritf - at]® - o= 2t

C.tkn(x, t) ou £ .t - ki(x,t)

v e(jt]) = - Rlt| -~ cft{® - d

LEMME A.2. — Supposons que k vérifie au sens des distributions

Ok (x, HeLL (X R™;
o;
et

~;%k(x, t),§_C.(}t|”+l) p-p- x, V& P>0.
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Alors k_ vérifie I'estimation

ok
_® x’ t
o, (x, 1)

<Cy(t|P+1) p.p. x, Vi,
la constante Cj étant indépendante de ¢.
La preuve s’obtient comme précédemment.

LEMME A.3. —

2

s (x, )eLL. (QxR") et qu’elle vérifie
X; t;

*k
O0x, 0t

JYri

x, H|<Gx, 0 pp x, Vi
Alors nous avons

2
"k, (x, N1<G,(x, 1), Vx, V¢t
0x;0t;

7

Supposons qu'au sens des distributions la dérivée

LeEMME A.4. — On se donne deux fonctions de carathéodory G=0 et B

avec 2.6.1 telles que :
sup {Gz (x, 0
B(y, 9
alors G, et (B), vérifient une inégalité du méme type :
up {(Ga)z (x, 1
B.(y, 1)
Démonstration. — Nous avons, pour tout ¢, p.p. (x, y) e Q?
G*(x, n<B;(y, .(C.|t["+D);
ce qui donne, par convolution, pour € assez petit
(G?).(x, DB, (y, 0.(C,[t["+D+1).

/(x,y)eﬂz}§C.]z|“+D, v>0;

/(x, y)eQz}ng.\t|V+D+l

Comme
J p.(x, Hdxdt=1,
Rﬂ x R"
I'inégalité de Jensen donne

(G, (x, =

R? x R"

(G(x—z, t—5))?p.(z, 5) dzdsi

et le résultat annoncé découle alors de P'inégalité (A.4.1).

(A.4.1)

> [J G(x—z t—5)p,(z, 8)dz ds]2 =(G)*(x, 1);
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Pour la commodité du lecteur rappelons le résultat classique suivant :

LEMME A.5. — Soit Q un ouvert borné, de frontiére lipschitzienne; pour
tout 5>0, assez petit, on pose

Q;={ xe Q/dist (x, 828 }.

Alors il existe une fonction s appartenant a Hy (Q) satisfaisant les inégalités
suivantes :

0<y(x)=1, VxeQ,
Y(x)=1, YV xeQ,

_|V_‘|’_Si_)|§(j=cﬁ, VxeQ.
SV

Démonstration. — On se donne une fonction f définie sur R réguliére
telle que

f®H=0 si <0,
0<f(<1 si O<t<l,

fn=1 si =1,
@]

7@
Soit alors une fonction @ de C* (Q) nulle sur le bord de Q telle que

O<o(x)=1, VxeQ,
o(x)=1, vV xeQ;.

Alors la fonction y (x) =1 (¢ (x)) répond a la question.

LEMME A.6. — On suppose que la fonction k vérifie l'inégalité
k(x, t)—k(x, 1) 2By (x, 1,). (1, — 1) + By (%, Z)~|z1—zz '2, 1=(1y, t)
pour tout f, ¢, et p.p. x. Alors la fonction k, = k*p, vérifie I'inégalité

ko (x, 1) =k (x, ;)2 By, (x, 1,). (¢, = 1;)
+B, (x, 0. |t,— 1,2 Vx, Vi, Vi,

Démonstration. — 11 suffit d’écrire I’opération convolution : 5=(s, s),
k. (x, 1)~ k.(x, t;)

=J k(x=y, ty =s)~k(x—y, t=35)]p(y, 5)dy ds
R"xR"
zj Bo(x—y, 1,=9)p.(y, s)dsdy.(t; — t,)
R" x R"

+j Bl(x—y,Z—E)ps(y,s)dyds.ltl—tzlz
R" xR"
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LeMME A.7. — On se donne une fonction réguliére £ de Q x R" dans R
satisfaisant les conditions de croissance

a |tP+b,<f (x, )<a, |1 +b, (A.7.1)

Ou g est une constante positive et b, une constante réelle. Alors nous
avons 'inégalité

IV f** (x, 0|<at]P ' +b (A.7.2)

avec g constante >0 et b constante réelle >0; ces deux constantes ne
dépendent que de a;, b;, i=1, 2.

Remarque. — Marcellini [26] a également donné une preuve directe du
résultat (A.7.2) dans le cas régulier. Nous estimons utile de donner cette
autre preuve qui a une version non réguliére [22].

Démonstration. — On se donne 1 quelconque; nous avons par définition

S, t)=Sl;p [£.8=/*(x, O

il existe & tel que

S (5, D=1.E=f*(x, E),
1edf*(x, ),  E=Vfr*(x, 1)

soit en majorant :

>|tl [E|2f/** (x, D+/*(x, E)
Za,|t]P+b, e, |Ef+d,  Vn>0; (A.7.2.1)

puisque f** (x, t) vérifie les inégalités (A.7.1) et f*(x, s) les inégalités :

“[nEfre
p

ey fsli+d <f*(x, 9)<c,|s]"+d,. (A.7.3)
Avec
1
1
= dy=—b,.

q.(a; .t
D’ou d’aprés (A.7.2.1) :

(e 20 s s bbb

q
avec 1 une constante telle que ¢, — m >0. Ce qui entraine
q
[E|<C, e+ C,
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ou C, et C, sont deux constantes dépendant uniquement des constantes aq;
et b, i=1, 2. Et donc nous obtenons finalement

|V /**(x, |<C e 1+C,, Ve VY

Remarque A.7. — Soit une famille f,(x, {) de fonctions réguliéres
satisfaisant (A.7.1) de fagon uniforme i. e. que les a;, b; sont indépendants
de n. Alors (A.7.2) a encore lieu pour f, avec des constantes uniformes.

Considérons une fonction B (x, ¢) de Carathéodory positive satisfaisant

Be ) Sc.|t|'+d(x), Yt p.p. x (A.9.1)

ou d est une fonction localement intégrable et y une constante telle que
O<y<l.

LEMME A.9. — Nous avons

Scltf+d,()+1, Vi, ¥ A.9.2
B sl ITe® * (A-9-2)

Démonstration. — On applique a (A.9.1) le noyau de convolution
p(x, 1) :

f p.(y, S)dyds _
R

< (c. [t—s|"+d(x—y) p,(y, 5)dyds;
ngn B(x—y, t—s) R" x R"

comme nous avons l'inégalité
lt=s" (| t]+]s])TSc(fe]'+|s), Ve Vs

il vient

j M§cltly+de(3‘)
R™ x R" B(X"y, t"S)

+f c.|s|"p.(p, s)dyds<c|t|'+d,(x)+1, (A.9.3)
RHXR"
pour ¢ suffisamment petit puisque
I Is]"p.(y, s)dyds -0 quand & —0.
R”XR"

L’inégalité de Jensen appliquée au membre de gauche de (A.9.3) donne
1

j B(x~y, t—9)p,(y, )dyds
R"an

Se.|tfr+d(x)+1

ie.(A.9.2). O
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