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RESUME. - Nous donnons un resultat de regularite pour un probleme
variationnel. Comme consequence, nous obtenons un resultat d’existence
pour une classe de problemes en optimisation non convexe.

ABSTRACT. - Regularity of the solution of a variational problem. - ~V e

give a regularity result for a variationnal problem, as a consequence, we
obtain an existence result for a class of non convex optimization problems.

1. INTRODUCTION

On s’interesse dans ce travail au probleme du type :

ou Q est un ouvert borne de et g un critere non convexe. Ces fonction-
nelles se rencontrent dans certains modeles scalaires en elasticite non
linéaire ou l’absence de convexite par rapport à 0394v est courante (cf.[1] ] a
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52 R. TAHRAOUI

[5]). Ces fonctionnelles non convexes ne sont pas s.c.i. faibles, et le
probleme (~1) peut ne pas admettre de solution.

Il existe peu de resultats d’existence pour les problemes du calcul des
variations de la forme ci-dessus c’est-a-dire en l’absence de s.c.i. faible ([6]
a [11]). Et la situation générale reste encore fort mal connue.
Dans cet article on se propose de montrer, sous certaines hypotheses,

un resultat d’existence de solutions pour L’idee de base (cf [6], [8])
sera la suivante. On associe a un probleme dit relaxe :

ou g** (x, . ) designe la convexifiee de g (x, . ) par rapport a son deuxieme
argument 0394 v. Sous certaines conditions (p1 R) admet au moins une
solution u. Si l’on montre que l’ensemble

est de mesure nulle, la fonction u sera egalement solution de Pour
obtenir ce resultat nous supposerons en particulier l’hypothèse essentielle
suivante : ta fonction g* * (x, ~) est affine en ~ sur chaque composante
connexe I~~ de l’ensemble

c’est-a-dire

Ce type d’hypothèse se rencontre dans [21], [12], [8] (cf également [10]).
D’autre part, comme il a ete remarque dans [8], la propriete de E d’etre
de mesure nulle est liee a la regularite de la solution d’un probleme dual
de si I(x, . ) est convexe; et si I(x, . ) est non convexe (cf [10], [13]) il
faut considerer la regularite de la solution p = (pl, P2’ ..., pn) du probleme
suivant :

Et c’est la raison pour laquelle nous abordons en premier lieu l’étude de
la régularité du problème (P2) suivant, appelé problème dual de R) :

~ ~ ,

ou g* (x, . ) designe la polaire de g (x, .) par rapport à w et

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



53RÉGULARITÉ ET CALCUL VARIATIONNEL

Les difficultes rencontrees pour etudier cette question sont dues d’une
part au manque de regularite de g* et 1* qui rend illicite 1’ecriture de

1’equation d’Euler-Lagrange de (~2), et d’autre part au fait que g* (x, . )
n’est pas en général uniformement strictement convexe.
Nous distinguerons deux cas :
(i ) le cas ou I(x, . ) est convexe mais non differentiable ;
(ii ) le cas ou l (x, . ) est reguliere mais non nécessairement convexe.
Ces deux situations se traitent de façon differente : on s’affranchit de

l’absence de differentiabilite du (i) en régularisant I et en considerant le
probleme (P2) dual de R). Ceci n’est plus possible dans l’éventualité
de (ii ); ce qui nous oblige a n’envisager que le cas non convexe regulier.

Enfin notre point de vue est ici different de celui rencontre dans [10].
Dans le cas g indépendant de x et sous des hypotheses essentielles

absentes dans notre travail, telles que l’uniforme stricte convexité de g a
l’infini et la convexite uniforme de Q, on montre dans [10] que ~)
possede une solution u uniformement lipschitzienne. Ce caractere lips-
chitzien d’une solution de R) est obtenu en régularisant g* * et en

employant des techniques utilisees dans [14]; et cette régularité de u est,
de plus, fondamentale pour montrer la regularite (Hloe (S2))’~ de p.
En general g* n’est pas de classe C~ comme le montre l’exemple donne

dans la remarque 2.1; mais elle est strictement convexe.
Notre demarche consiste a regulariser grosso modo g* (g* ou une

perturbation de g*) et a etablir des estimations convenables pour en

deduire directement la regularite de p, sans passer par la

regularite éventuelle de u. De plus, nous pensons, sous nos hypotheses,
qu’en general u ne peut être lipschitzienne.

Les passages a la limite, pour recuperer le probleme initial, constituent
une partie des difficultes rencontrees dans ce travail. Enfin le resultat de
regularite est egalement obtenu pour une classe plus générale de fonction-
nelles de la forme

et englobe aussi les fonctionnelles du type

rencontrées dans [11]. Nous faisons ainsi un pas vers un resultat de

régularité plus general « conjecture implicitement » dans [8].
Enfin signalons qu’un resume de ce travail a ete donné dans [20].
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2. NOTATIONS ET HYPOTHESES

Les deux fonctions g et I sont definies respectivement sur tR" x R" et
R" x R; p et q designent deux reels positifs tels que : p > 2 et 1 /p + 1 /q =1.
On suppose g reguliere et I continue sur Q x R. Nous sommes amenes a
considerer deux types de conditions :

(i ) des hypotheses classiques de croissance.
Il existe des constantes strictement positives a;, c; et des constantes

reelles bi, di telles que l’on ait

ou c est convenablement choisie. A la place de (2 . 2) nous avons parfois
besoin de

On suppose qu’au sens des distributions les derivees a2 l/ar~ 2,
a2 g*/axi at~ sont des fonctions qui appartiennent a et qui

satisfont les conditions

ou sl est une fonction de Lfoc (Q);

ou G est une fonction dont la croissance sera precisee plus loin;

ou s2 appartient a Lfoc (Q).
(ii) des hypotheses essentielles a la methode

g* (x, t1) - g* (x, t2)~B0(x, t2).(t1 - t2) + B1 (x, t1, t2) . |t1 - t2 |2 (2 . 6)

Bo (x, t) suppose dans (Q x designe un element du sous-differentiel
de g* (x, . ) au point t, a x B~ 1 est une fonction de Caratheodory
strictement positive dont nous indiquerons le comportement en tl, t2 un

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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peu plus loin. Notons

ou d( . ) est une fonction strictement positive appartenant a Lqo~2 -q~ (S2) et
c est une constante positive. Nous supposons en outre que l’on ait :

Remarques 2. l. - 1. L’hypothèse (2. 6) est raisonnable comme le
montre l’exemple suivant : on se donne la fonction

ona:

nous avons :

et on montre, par regularisation de g* (r), a partir de la formule de Taylor,
que l’on a 1’inegalite (2 . 6) :

ou

et

2. Nous montrerons, au paragraphe 7, que si l’on suppose sur g** ( . )
Fhypothese de croissance suivante :

ou la derivation s’entend au sens des distributions, alors l’inégalité d’ellipti-
cite (2. 6)-(2. 8) a lieu.

3. Dans [20] une erreur d’indice s’est glissee dans 1’hypothese (H 3);
et deux erreurs typographiques apparaissent en lignes 13 et 14 : pour
1’hypothese (H 3), il convient de lire y = 2 - q; en ligne 13, il convient de
lire B1 (x, t) avec t=(tl’ t2) a la place de B1 (x, t2); en ligne 14, Bo(x, t2)

Vol. 9, n° 1-1992.
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a la place de Bo (x, t). A ces details pres, il n’y a aucune incidence sur les
resultats obtenus et les idees mises en ceuvre en [20].

4. Dans le seul but d’eviter d’alourdir techniquement l’exposé de ce
travail, nous avons evite, dans les hypotheses (2.2) a (2. 5.2), de donner
les inegalites optimales par utilisation du theoreme d’inclusion de Sobolev.

Sous les hypotheses (2. 6) et (2. 2) le probleme :

admet au moins une solution u. De plus
1. si I(x, . ) est convexe, il existe p E V2 solution unique de (~2) telle

que

2. si 1 (x, . ) est régulière, il existe tel que 1’on ait :

Si l (x, . ) n’est ni convexe ni régulière, les equations (2.12) et (2.13)
précédentes ne peuvent avoir lieu; et dans ce cas le probleme de l’existence
de ne peut etre aborde ici. La maniere d’etablir ces relations est
classique. Pour plus de details nous renvoyons le lecteur a [23], [15].

3. RÉGULARISA TION DU PROBLEME 1 ~) ET ESTIMATIONS

Pour eviter toute confusion entre Ie signe * de f * polaire de f et
1’operateur de convolution nous designons ce dernier par *.
Notons pour E > 0

ou 8 est une fonction régulière strictement convexe a croissance convenable
et ou pE designe le noyau de convolution suivant

avec v = 2 n; la constante de normalisation c est choisie telle que

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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et y represente (x, t).
On note gE * = (k£)*.
Remarque. - Les hypotheses (2 .1 ) a (2 . 8) sont satisfaites uniformement

en E par les differentes fonctions regularisees de g* *, g*, I, B1. Par soucis
de simplification la preuve de ces resultats a ete mise en Annexe. Par
consequent, les renvois vers les resultats Annexes signifient seulement que
l’on utilise les hypotheses (2 .1 ) a (2. 8) pour les fonctions regularisees.

Selon que I est reguliere ou non, nous perturbons le probleme Bl)
par 1’un des deux problemes qui vont suivre :

Premiere perturbation : Si I est reguliere on considere la perturbation :

Deuxième perturbation : si I est de carathéodory mais ~ ~ I(x, ~)
convexe alors on considere la perturbation

ou It (x, r~) est une regularisation de I donnee par (3 .14 .1 ).
La fonction g£ * {x, . ) _ {k£ (x, . ))* satisfait, d’après l’annexe A . 1, une

hypothese de croissance du meme type que (2.1) ; donc possede au
moins une solution u£; puisque kt est strictement convexe, g£ * est de classe
C1 d’apres [17].
Dans les deux cas il existe une fonction p~ satisfaisant les relations :

ou r = l si on est dans le premier cas et r = lE dans le second cas. De plus
on a les estimations suivantes :

Remarque. - Rappelons que si l (x, . ) est convexe, p~ est solution d’un
probleme dual de 91)2, [23] :

Vol. 9, n° 1-1992.
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Remarque. - Si l ( . , . ) est reguliere par rapport a tous ses arguments,
on montre comme dans Stampacchia [18] que u£ est dans un borne de
L~ (Q) : la preuve de [18] s’adapte a notre situation.

PROPOSITION 3 . l. - Nous avons l’estimation suivante :

Si s2 appartient a Lq (Q) alors la constante estimant V (div pE) est indépen-
dan te de 03C8.

Demonstration. - D’après l’hypothèse (2 . 1 ) g* (x, . ) satisfait, par pola-
rite, les conditions de croissance :

ou les differentes constantes ne dependent que de a;, b; intervenant en
(2 . 1); par consequent, d’apres l’annexe A . 1, kE (x, . ) verifie (3 . 2 . 2) avec
des constantes independantes de E mais differentes de celles presentes en
(3 . 2 . 2); et de nouveau, par polarité g£ * (x, . ) verifie les conditions :

De plus, la fonction k~ (x, . ) etant strictement convexe,

est de classe C1 a x fixe, d’apres [17]. Par consequent nous pouvons
appliquer l’annexe A. 7. Nous obtenons

ou C designe diverses constantes independantes de E. Enfin (3 . 1) et (3 . 2.4)
entrainent aisement la premiere estimation (3.2.1).
Quant a la deuxieme estimation elle s’obtient a partir de (3. 1) comme

suit :

par (2. 5. 2) nous avons

Fhypothese (2 . 5 . 1 ) entraine que
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mais par l’inégalité de Holder nous avons

ainsi

(3 . 2. 5) et (3 . 2. 6) permettent de conclure.
Une consequence immediate de (3 . 1), (3 . 2) et (3 . 2 .1 ) est la

PROPOSITION 3 . 2. - 1. Si I est régulière, div p~ appartient a un borne de
L°° (SZ) n W 1’ q (SZ). 2. Dans le cas contraire div p£ appartient a un borne

D

Nous allons maintenant etablir que Pt appartient a un borne de

(SZ); nous examinerons en détail le cas of I (x, . ) est régulière stricte-
ment convexe; ce sera le cas 1; et nous n’indiquerons que les points de la
preuve qui changent dans 1’etude des cas ou I(x, . ) est respectivement
convexe (cas 2), reguliere (cas 3) et enfin identiquement nulle (cas 4).

1. l (x, . ) est reguliere strictement convexe

Pour simplifier la presentation, nous supposons dans un premier temps
que I (x, . ) est strictement convexe. Dans ce cas Pt est aussi solution d’un
probleme (~ 2) dual de 

PROPOSITION 3. 3. - La solution p£ verifie l’équation

et

Démonstration. - On passe a la limite quand 03BB tend vers 0 dans

~ [~ + ~)" ~ ~e)]. on obtient (3.3.1); (3.3.2) est obtenu en utili-

sant la relation de polarité u~=~I* (x, -div p~). D
~~

Nous nous proposons, dans ce qui suit, de montrer un résultat de
régularité sur d’obtenir des estimations sur p~ uniformes en E; et par
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passage a la limite prouver un resultat de regularite sur la limite p de p£.
Pour cela nous utiliserons la methode des translations de Niremberg,
grossierement parlant nous allons deriver 1’equation (3 . 3 . 2) (c/. [10]).
On se donne une fonction qEV2, a support compact dans Q telle que

pour tout h, 0  h _ hQ, supp q (. pour tout i =1, 2, ..., n ; r est
un reel valant 1 ou -1, et {el’ ..., désigne la base canonique de Rn.
Dans (3. 3) on prend q (x) = h -1 [q (x - h ei) - q (x)]. Pour simplifier nous
noterons

l’indice i etant quelconque mais fixe pour toute la suite. Nous obtenons

Soit 8 un ouvert tel que 03B8 c SZ et h0 = 1  dist f 8 et considérons
3

D’apres l’annexe A. 5, il existe une fonction reguliere dans Hà (Q1) telle
que

Dans (3 . 4) on choisit q (x) _ - cp (x) . ~ (h) pE (x); ce qui donne :

avec

PROPOSITION 3 . 4. - Nous avons l’estimation suivante :

C étant une constante indépendante de h et E.
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Demonstration. - Pour trouver l’estimation escomptee, nous allons
traiter separement les differents termes E~.

1. Le terme E 1.
Il se minore, grace a 1’annexe A6 par

ou

2. Le terme E2.
On majore E2 en utilisant 1’hypothese (2 . 4) et l’annexe A. 3

ou l’on a note x + 9 = x + h . 8 (x, avec 0  9  l; on a

ce qui, joint a l’annexe A . 9 et a (3 . 2 .1), donne :

3. Le terme E 3 .
Par l’inégalité de Holder on a :

Partant de 1’equation (3.5), on utilise les inegalites (3.6), (3.7) et (3.8)
pour obtenir :

Mais a l’aide de (3.2) et (3.2.1) on montre que l’on a, respectivement

et
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ce qui donne :

11 nous reste a minorer Ie terme 1 2 Î Bi,. (p. |03B4 (/!)/?, |2dx; nous avons~Jo
par Holder

mais par Fhypothese (2 . 8) et l’annexe A. 9 nous avons

ce qui permet d’avoir

Le second membre de (3 .11 ) est borne. En effet, d’une part

puisque dt ~ d dans (Q) fortement quand E --~ 0, et d’autre part

puisque pE ( . + h) -~ p£ ( . ) dans Lq (0) fortement quand h --~ 0 a ~ fixe et
que d’après (3.2.1). Finalement (3 . 10) se reduit a :

Enfin (3.12) joint a (3 . 9) donne l’estimation cherchee :
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qui entraine que

2. I(x, . ) est convexe

On se ramene au cas precedent en approchant I par une suite It reguliere
strictement convexe

À est une fonction reguliere strictement convexe ayant la croissance conve-
nable

avec c3 et c4 deux constantes positives.
Dans ce cas les equations (3 .1 ) deviennent

Et a l’exception de la proposition 3 . 1 tous les resultats precedents restent
valables. Ce dernier point sera examine dans la proposition 3 . 6.

R 3 5 Q d I ’ , 

I’ , 1 d’" 
12 1 12 1

Remarque 3 . 5. - Quand l n’est pas reguliere, les dérivées

s’entendent au sens des distributions, sont supposees dans Ltoc (Q x R) et
sont supposees satisfaire (2. 5.1), (2. 5.2).

PROPOSITION 3 .6. - Les estimations (3.2. 1) sont encore satisfaites.

Demonstration. - Il suffit de remarquer que It satisfait les inegalites
(2 . 5 . 1 ) et (2. 5. 2) uniformement par rapport a E :

Le reste de la preuve demeure identique a la demonstration de la

proposition 3.1. Par consequent (3 . 14) a egalement lieu.
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3. l (x, . ) est régulière mais non convexe

Dans ce cas, il suffit de remarquer comme dans [10] que 1’equation
(3 . 3.2) a encore lieu pour tout q dans V et a support compact. En effet,
soit régulier a support compact; a partir de (3 . 1) on obtient, par
polarite, 1’equation

on multiplie {3 .16) par q et on integre :

i. e. (3. 3. 2) a lieu pour tout q regulier a support compact. Le resultat
final s’en deduit par densite.

Alors tous les resultats precedents, contenus dans les propositions (3 .1 )
a (3.4) demeurent inchanges. Et (3 . 14) a lieu.

4. Le cas particulier l (x, r~ ) --_ 0

Pour cette classe de fonctionnelles les equations (3 . 1 ) deviennent :

Qu’est-ce qui change dans la recherche de l’estimation de

Dans F equation (3.5) Ei et E2 demeurent inchanges; quant au terme
E3, il se simplifie puisque 

Tout le reste demeure inchange; ce qui permet d’obtenir (3.14). Finalement
dans tous les cas nous avons l’estimation :

dont la consequence immediate est la proposition suivante :

PROPOSITION 3 . 7. - Nous avons pour tout i dans [ 1, 2, ..., n]

Demonstration. - C’est une consequence immediate de (3 . 14). D
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4. LES PASSAGES A LA LIMITE

Ils s’etablissent differemment suivant que I(x, . ) est convexe ou non.

(i ) La situation ou I (x, . ) est convexe :

Rappelons que dans ce cas I(x, . ) n’est pas reguliere et qu’il s’agit de
passer a la limite dans des termes en It’ kE, hE et g* * .

PROPOSITION 4 . I . - On suppose que l (x, r~) est de Caratheodory. Alors
il existe une sous-suite, notee encore E, telle que :

Démonstration. - D’après (3.2), il existe une sous-suite telle que l’on
ait (4.1) et (4 .1. 1 ). On se propose de montrer que It (x, uE (x)) -~ I (x, u (x))

p. p. x ~ 03A9 (étape I); ensuite que 03A9 l dx ([tape 2).JQ Jo
Première etape. - Soit x ~ 03A9 tel que un (x) - u (x), of note c =1 /n.

Donc etant donné 03B4 > 0 suffisamment petit, il existe no = no (x, 03B4) tel que
pour tout n >_ no,

(4. 2) entraine que pour tout n >_ no

De plus ln converge vers I uniformément sur tout compact de Q x f~;
done il existe n 1= n 1 (~, tel que pour tous m, on ait

Par consequent, en utilisant (4.3), on peut affirmer qu’il existe

n2 ---- n2 (x, b) >_ nl tel que pour tous m, 

Vol. 9, n° 1-1992.



66 R. TAHRAOUI

Enfin, puisque I(x, . ) est continue, il existe n3 = n3 (x, S) _> n2 tel que pour
tout on ait :

Finallement, on peut ecrire, en utilisant (4.4) et (4. 5), que pour tous
m, n>_n3 :

Deuxième etape. - Nous ferons usage du lemme suivant dans
Visintin [ 19] : une generalisation de la convergence dominée de Lebesgues.

LEMME 4.2. - On suppose données deux suites de fonctions vn et wn

satisfaisant :

alors on a

Par (2.2) nous avons

et comme p. p. x ~ 03A9 grace a

l’étape l, il s’en suit (4.1 .2) par application du lemme 4.2.

PROPOSITION 4. 3. - Pour tout Q’ relativement compact dans Q, il existe

une sous-suite telle que

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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où 03C8 est une fonction bornée sur Q.

Démonstration. - Les convergences (4. 5) sont une consequence imme-
diate de la proposition 3.7. Quant a (4.6) il suffit d’appliquer la

proposition (4 .1 ) aux fonctions p~ et ~r (x) . kE (x, - p£) a la place de uE et
It (x, uE) respectivement.
De meme on a la

PROPOSITION 4.4. - Il existe une sous-suite telle que

et pour tout Q’ c Q.

Demonstration. - On precede comme pour la proposition 4. 3 en utili-
sant les estimations (3 . 2 .1 ) et l’Annexe A. 1 . 1.
Nous sommes maintenant en mesure de demontrer le theoreme de

regularite suivant :

THEOREME 4. 5. - On suppose que I (x, ~) est une fonction de Carathéo-
dory, convexe en ~, finie pour tout ~ presque tout x; et on fait les

hypotheses (2 .1 ), (2. 2 .1 ) a (2. 8). Alors le problème

admet une solution unique p. De plus p appartient a et

div p E W1,qloc (Q). Enfin si u est une solution de u et p sont lies par
les relations d’extrémalités

ou al (x, u) désigne le sous-différentiel de I au point u.
Demonstration. - On doit passer a la limite dans le problème (P~2) :

Le passage a la limite dans le second membre est immediat. Grace aux

hypotheses de croissance (2 . 1 ) et (2 . 2 . 1 ) on peut toujours se ramener au
cas ou l’on a g* (x, t) = k (x, t) >__ o, t) >__ o, 1* (x, 11) = h (x, r~) >_ 0 et
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hf; (x, ~)~0. Soit E > © arbitrairement petit. Il existe 03B4>0 tel que si Q’ est
un ouvert relativement compact dans Q satisfaisant _ ~ on ait

et

Si l’on pose

on aura

Les propositions 4. 3 et 4.4 nous permettent de passer a la limite :

et puisque lim At; >_ 0, on a en utilisant (4. 9) et (4. I o)

i. e.

L’unicite de p decoule de la stricte convexité de g* (x, . ) puisque g est
régulière. Quant a la regularite annoncee de p, elle decoule des
propositions 4. 3 et 4 . 4. Enfin si u designe une solution de (~ ~ ~) (4 . 8 . ~ ~
est classique.

Remarques 4. 6. I . - 1. Puisque lim ~E >_ 0, nous avons

2. Si I est régulière l’inclusion div ~~l(x, u) devient (x, u).
~~

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



69RÉGULARITÉ ET CALCUL VARIATIONNEL

(ii) Le cas ou l {x, . ) est régulière non convexe :
Quand I(x, . ) est non convexe, nous ne pouvons avoir recours au

problème (92); nous avons, pour la preuve de notre résultat essentiel,
besoin des deux propositions suivantes :

PROPOSITION 4. 6. - Nous avons

Demonstration. - Par convexite nous avons 1’inegalite

la suite gE * (x, s) verifie (2.1) avec des constantes a;, b; independantes
de E; et donc d’apres l’Annexe (A. 7) nous avons

ou c3 et c4 sont deux constantes independantes de E. Par consequent, il
existe une sous-suite telle que

et a l’aide de 1’Annexe A. 1 . 1 on passe a la limite dans le premier membre
de (4 . 11 )

c’est-a-dire

comme g* * (x, . ) est differentiable, il s’en suit que

De plus toute la suite converge. En effet, supposons qu’il existe une sous-
suite (x, s) qui ne converge pas vers 8 = (x, s). De cette sous-
suite on extrait encore une sous-suite qui converge vers 8’; et la regularite
de g** (x, . ) entraine que 8’ = 8; d’ou la contraction. D

PROPOSITION 4. 7. - Quelque soit v E V 1

dans (Lq (S2))" fort.
Demonstration. - Il suffit de verifier les hypotheses du théorème de

Lebesgue. Pour cela posons

Par la proposition 4. 6
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Par ailleurs, d’apres (4.12) nous avons

ou Cs et C6 sont deux constantes independantes de E; comme E appartient
a Lq (Q), il s’en suit que

THÉORÈME 4. 8. - On suppose I (x, ~) régulière; et on suppose les hypo-
theses (2. 1 ), (2. 2. 1 ), (2. 3) a (2. 8). Alors il existe u E V 1 solution de (~‘ i ~)
et une fonction p E V2 telles que

De plus p appartient a (SZ))" et div p E (Q).

Remarque 4 . 7 .1. - Si dans (2 . 5 . 2) s2 (x) E Lq (Q), alors

Demonstration du théorème 4. 8. - Nous procéderons en deux [tapes :
le passage a la limite dans l’inégalité

ce sera 1’etape 1; ensuite le passage a la limite dans les equations (3.1)
qui sera l’objet de 1’etape 2 qui constitue le point essentiel.

L’inegalite de convexite (4.11) nous servira encore de façon essentielle.
Etape 1. - II existe une sous-suite telle que

On prend, dans (4 . 11 ) s = ~ u et on integre sur Q :

ou encore
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soit

ou

En utilisant l’Annexe A. 1 . 1, on montre facilement par une application
du theoreme de Lebesgue que

Quant a la limite du dernier terme elle se deduit de la proposition 4. 7
et du fait que VM, tend vers 0394 u dans P (S2))n faible :

Nous sommes ainsi en mesure de passer a la limite dans (4.15) :

et en choisissant v = u, nous obtenons

et donc nous avons bien

Remarque 4. 9. - Nous avons

Etape 2. - L’equation (4.14) est obtenue de façon immediate par
passage a la limite dans la deuxieme equation (3 .1 ). Quant au passage a
la limite dans la premiere equation (3.1), il est le seul a exiger la regularite
de p et ses estimations uniformes. Considerons rinegalite de convexite

pour tout t E d’apres (3 .16) elle s’ecrit encore

On la multiplie par cp (SZ), cp >__ 0; ensuite on l’intègre sur SZ :
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Il s’agit alors de passer a la limite dans (4.17) lorsque E -~ 0. Il est
immediat que

Quant au dernier terme, sa convergence est donnee par la proposition 4. 3 :

Donc nous avons

qui signifie

i. e.

(4.18) entraine par polarite

et comme g** (x, . ) est C1, on a en realite

Enfin, le résultat de régularité annoncé sur p est donne par la

proposition (4. 3) et l’hypothèse (2. 5.0).

COROLLAIRE 4 .10. - La fonction u solution du problème (P1 R) appar-
tien t a l ’espace

Demonstration. - II suffit de montrer que uE appartient a un borne de

Nous partons des estimations donnees par la proposition 3 . 7 :

ce qui entraine que ~r pE appartient a un borne de (Q), pour ~r une
fonction régulière a support compact puisque V (03C8 p£) = + 03C8.
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Par polarité, a partir de (3 .1 ) nous avons :

et en utilisant l’Annexe A. 7 nous obtenons

ou c et d sont deux constantes indépendantes de E. Il s’en suit que V ]
appartient a un borne de (SI) puisque, par le théorème d’inclusion
de Sobolev, Pe appartient a un borne de Donc ut appartient
a un borne de 

5. GENERALISATION

l3tude des fonctionnelles de la forme

1. Position du probleme et estimations uniformes :

Nous allons montrer que l’on obtient egalement des resultats de regula-
rite pour une certaine classe de problemes du type (5.1). Pour simplifier
la presentation de cette partie, nous supposerons g indépendant de x. De
plus

est supposee reguliere satisfaisant 1’hypothese de croissance suivante :

ou les constantes et b; sont positives. Designons par g* et g* * respective-
ment la polaire et bipolaire de g par rapport a (s, t).

Remarque 5 . 1. - g* * et g* vérifient

avec
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Définitions 5 . 2. - (i) polaire partielle de g**

(ii ) Sa regularisation

où m et n sont deux fonctions strictement convexes regulieres a croissances
adequates.

(iii) On pose

c’est une fonction convexe en (s, t); et on designe par t) la polaire
de g£ * (s, t) par rapport au couple (s, t).
Nous sommes amenes a faire les hypotheses suivantes

ou Bo (s, t) est un element du sous-differentiel de H (s,. ) au point t, et
ou B~ (s, t) est une fonction positive satisfaisant

On suppose qu’au sens des distributions les dérivées a2 H , a2 H 2 sont des
fonctions ((~ X satisfaisant les estimations

avec

PROPOSITION 5.3. - Nous avons
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avec

les constantes ai, bi, di, i = 9, 10 sont indépendantes de E et peuvent etre
explicitées.

En (5 . 2 . 5) et (5 . 2 . 6) les constantes sont independantes de E et peuvent
etre explicitees.
La preuve, classique, est laissee au lecteur, si besoin etait.
Remarque 5 . 4. - 1. Comme dans la partie 3, les hypotheses (5 . 2 .1 ) a

(5 . 2 . 4) sont vérifiées uniformement en E par les régularisées et H£.
Aussi nous renvoyons dans le texte aux memes resultats annexes que ceux
de la partie 3, leurs preuves etant identiques.

2. La condition d’ellipticite (5.2.2)-(5.2.3) a lieu pour toute

fonction H telle que g (s, . ) verifie l’estimation :

c et d etant deux constantes positives (cf. paragraphe 7).
On approche les problemes

par les deux problemes perturbes

Les deux problemes 1 ~)E et (~2)£ admettent u£ et pE comme solutions
respectives; ces dernieres verifient
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A l’aide des proprietes de la polaire partielle [15], nous allons donner une
forme equivalente des equations (5.3), qui est plus adaptee pour etablir
les estimations souhaitees.

DEFINITION 5 .1. - Polaire partielle de g/*

D’apres les proprietes des polaires partielles [15], (5 . 3) est equivalent a

Et si l’on se donne une fonction a support compact dans Q, appartenant
a V2, on obtient a partir de (5.4) :

soit

Pour on prend dans (5.5) ~=8(-/!)~ où q est a support
compact, et on fait le changement de variable x - h = y :

prenons alors q (x) = - [b (x)]. cp (x)

Transformons quelque peu (5 . 6); on obtient
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que l’on ecrit Dl + D2 = G1 + G2, qui entraine

Nous allons minorer le premier membre de (5.7) et majorer le second
membre. D’apres l’hypothèse (5 . 2 . 2) et l’annexe A. 6

Majorons les autres termes :

par l’hypothèse (5 . 2 . 4), l’annexe A. 2 et 1’inegalite de Holder on a :

Alors (5. 7) devient

Minorons le premier terme du membre de gauche dans (5 . 8)

mais
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(quitte a modifier les differentes constantes C) puisque 82 = 2 - q et

81 __p - 2; et donc

En injectant (5.9) dans (5 . 8), on obtient

Il nous reste a majorer le pour cela nous
utiliserons (5.4) :

ou

On majore le membre de droite en utilisant les hypotheses (5.2.4) et

l’Annexe A. 2 :

Ce qui donne

mais on sait que

pour toute fonction r E L’~ (S2) et toute fonction ~r continue a support
compact dans SZ; ce qui permet d’écrire (5 . 11 ) comme suit, compte tenu
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des inégalités satisfaites par il et i2 (cf. 5 .2.4) :

Comme, par les propriétés de croissance uniformes (5 . 2 . 5), 1’annexe A. 7
et (5. 3) on a

il s’en suit :

On majore (5.10) a l’aide de (5.12) :

Une consequence immediate de (5.13) est donnee par la

PROPOSITION 5 . 4. - Nous avons pour tout i dans [ 1, 2, ..., n]

2. Le passage a la limite quand E -~ 0 :

Nous allons passer a la limite dans (~2)£ et obtenir ainsi (~2) i. e.

THÉORÈME 5 . 5. - On fait les hypotheses (5 . 2) a (5 . 5). Alors le problème
(P2) admet une solution p E V2 possédant la régularité suivante :

Demonstration. - Nous avons

le passage a la limite dans le membre de droite est immediat par application
du theoreme de Lebesgue en utilisant les proprietes de croissances (5 . 5.4).
Grace a (5.5.4) et (5.2.2) on peut toujours supposer, sans perte de
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generality que l’on a :

On se donne un E > 0 arbitrairement petit. II existe 6 > 0 tel que si Q’ est
un ouvert relativement compact dans Q satisfaisant ) SZBS~’ f _ ~ on ait

ou p est la limite faible de pE dans V2; posons

nous avons

Mais d’apres la proposition (5.4) il existe une sous-suite telle que

et par consequent en procedant comme pour les propositions 4. 3 et 4.4
on obtient

d’ou un passage a la limite dans (5 . 15) donne :

qui s’écrit grace a (5 . 14) : tout E > 0

i. e.

Enfin la regularite de p et div p decoule de façon immediate de la

proposition 5. 4 et l’unicité de la stricte convexite de g* (s, t) puisque
g (s, t) est reguliere. D

Le passage a la limite dans (~ i) est donne par la
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PROPOSITION 5 . 6. - Sous les hypotheses du théorème 5. 5, la limite du

problème (P1 R)~ est le probfème (P1 R).
Demonstration. - Nous avons, a partir de l’inégalité de convexité

ou u est la limite faible de u~ dans W 1 ~ P (Q); ou encore :

Et il s’agit de passer a la limite dans (5.16); H£ (s, t) converge vers
H (s, t) uniformément sur tout compact de R x p~"+ 1; par consequent, par
1’annexe A. 1.1, g£ * (s, t) - = (H~ (s,. ))* (t) converge vers g* * (s, t) uniforme-
ment sur tout compact de R" à s fixe.
On applique alors le theoreme de Lebesgue :

Il reste alors le premier terme du membre de droite. Par l’annexeA . 7
nous avons

ou C et D sont deux constantes independantes de E; et la proposition 4. 7
entraine converge vers V g** (u, V u) dans 
fort. Par consequent .

(5.16), (5.17) et (5.18) donnent finalement :

dont la consequence est le problème i. e.

En resume nous énonçons le
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COROLLAIRE 5 . 7. - Sous les hypotheses (5 . 2) a (5. 5) (~1 ~) et 
admettent respectivement deux solutions u et p satisfaisant les relations
suivantes :

De plus p appartient a (S2))n et div p a (Q).
La preuve est une consequence immediate du theoreme 5. 5 et de la

proposition 5.6. D

Remarques 5 . 8. - (i ) Le corollaire 4 .10 est encore valable ici i. e.

(ii) Si I (x, r~) n’est ni convexe, ni reguliere, il est possible de montrer
que V g (x, V u) appartient a W1,qloc (Q) mais cela ne permet pas de montrer
le resultat d’existence qui va suivre.

6. APPLICATION

Un résultat d’existence en optimisation non convexe.
Dans cette partie, on se propose de donner un resultat d’existence pour

le probleme de minimisation suivant :

Nous procederons comme dans [8]. Sur g et I introduites dans la partie 2,
nous faisons quelques hypotheses supplémentaires. On pose

et on suppose que K est une reunion I au plus denombrable d’ensembles
Ki connexes tels que

ou les fonctions mi et ni possedent la régularité suivante :
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on suppose egalement qu’il existe une famille S, au plus denombrable, de
fonctions 03C9s E W1,ploc (Q), s E S satisfaisant les conditions suivantes :

tels que (x, 
Remarques 6 .1. - (i ) si I n’est pas régulière, (6 . 4) signifie alors, dans

le cas convexe sous-differentiable :

tels que (x, 
~ 

(ii) si g et I sont independants de x et si par exemple g* * (0) = g (0),

(6.4) se reduit alors ou A est un ensemble reel au
~T~

plus dénombrable ( 1 ) .
(iii) pour Q=0 Fhypothese (6 . 4) apparait pour la premiere fois dans

[6] (cf [8], [16]); et lorsque elle se rencontre dans [13].
(iv) si I n’est pas reguliere ou n’est pas convexe, (6.4) et (6.4.1),

respectivement, n’ont pas de sens; et dans ce cas le probleme de l’existence
reste pose.
Exemple 6. 2 :

Les hypotheses precedentes sont verifiees dans ce cas, et comme nous le
verrons le theoreme montre que le probleme

admet l’unique solution u = 0. Par contre les hypotheses (6 . 3) et (6 . 4) ne
sont pas verifiees pour le probleme

(~) Au moment de la redaction des quelques modifications de presentation suggerees par
le rapporteur, nous avons remarque que dans le cas monodimensionnel et quand g est
independant de x cette hypothèse se trouve dans [24].
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et il est classiquement connu que ce probleme ne possede pas de solution.

THÉORÈME 6.3. - On suppose les hypotheses (2.1) a (2.8) et les
hypotheses (6.1) a (6 . 4).

Alors le probleme

admet au moins une solution u.

Démonstration. - On considere le probleme relax[

qui admet au moins une solution u; d’apres le theoreme 4.5 il existe

Il suffit de montrer que

Nous raisonnerons par l’absurde, et nous utiliserons de façon essentielle
la régularité (~))n de p.
En effet, supposons que l’ensemble

est de mesure non nulle. Nous avons

ou

il existed E J tel que E J ~ > 4; en posant

on a

soit
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nous avons F ~ = 0 i. e.

en effet si I F > 0, il existerait so e S tel que > 0; on aurait

et donc

ce qui entraine a l’aide de Fhypothese (6. 3)

et (6. 7) contredit la définit de E.
L’hypothese (6.4) et (6. 6) entrainent

De plus les relations (6. 5) ayant lieu presque partout sur E j , nous avons
a l’aide de l’hypothèse (6.1) 

°

comme, d’apres Ie theoreme 4 . 5, p appartient a la fonction
est dans avec s=min(r, q) et verifie

et donc

ce qui donne en utilisant (6.10) :

contredisant ainsi (6 . 8). Par consequent ! E ~ = 0 i. e.

7. EXEMPLES ET COMMENTAIRES SUR LES HYPOTHESES
LIEES A LA METHODE

Comme nous l’avons vu Fhypothese (2.6) est essentielle a la méthode.
Nous allons degager une famille de fonctions satisfaisant (2.6). Pour cela
nous considérons d’abord trois exemples.
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Exemple 1 :

PROPOSITION 7. 1. - Nous avons l’inégalité

ou A (03BE2) est un element du sous-différentiel ag* (03BE2).
Demonstration. - On procède par régularisation et passage a la limite;

on pose

nous avons

Il suffit de montrer que Q (~) (s, t) est une forme quadratique positive; un
calcul élémentaire montre que l’on a

A l’aide de la formule de Taylor et de (7. 2) on obtient :

Un passage a la limite dans (7 . 3) donne (7 . 1 ). D
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Exemple 2. - On se donne tel q ue 2 > q > 3 et soit g t~) telle q ue
2

On peut prendre par exemple pour g (~) la polaire de

PROPOSITION 7. 2. - Nous avons l’inégalité

ou A (2) est un element du sous-différentiel ag* (03BE2), et Cq une constante
qui ne depend que de q.

Demonstration. - Nous avons

nous voyons bien que l’on a :

avec

et

la forme quadratique Q2 est strictement positive car son discriminant est :

puisque l’on a 2>q>3 ; et la forme quadratique Qi vérifie :
2
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ou encore

ou Cq est une constante qui ne depend que de q.
Enfin pour terminer la preuve on precede par regularisation exactement

comme pour la proposition 7.1. 0

ou les Vi appartenant a (~n sont donnes; les fonctions ai (x) sont positives
et par exemple bornees.

Remarque 7. l. - La classe des fonctions g* suivantes satisfait l’hypo-
these (2 . 6)

r 1 est convexe régulière et satisfait (7.4), Y2 etant convexe et sous-differen-
tiable.

Exemple 4. - Cf. [10] « ellipticité locale ».
Soit g* (t) une fonction strictement convexe possedant la propriete de

regularite suivante (ou plutôt une propriete donnant une information sur
l’ensemble ou g* n’est pas C2) :
Pour tout (p, q) e il existe un ensemble fini I (p, q) _ ~ tl, ..., 

I (p, q) c [0, 1] tel que l’application

soit C2 sur [0, 1JBI (p, q).
On montre dans [10] que pour toute boule B (0, R) il existe une

constante = J.1o (R) telle que l’on ait :

Remarques 7. 2. - (i ) Le caractère local de 0 rend illicite l’utilisation
de (7 . 4 .1 ) dans les estimations a priori de V pE. Ces estimations nécessitent
des estimations W 1 ~ °° (SZ) sur Ut [cf. (3 .1 ) et (3 . 2)] qui ne sont pas
vraies, en general, dans notre cadre d’etude puisque le comportement
uniformement strictement convexe n’est pas impose a l’infini : la non
convexite de g est supposee locale dans [10].

(ii) Si l’ensemble des points de Rn ou g* (t) n’est pas C2 contient un
segment de droite, la demonstration de [10] de 1’ellipticite locale tombe en
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defaut. Ceci arrive pour des exemples du type suivant :

(iii) Les resultats de regularite du theoreme 5 . 5 permettent, egalement,
de montrer que le probleme

admet au moins une solution en modifiant convenablement les hypotheses
(6 .1 ) a (6.4). Nous ne le ferons pas ici par commodite et pour eviter de
se repeter.

Enfin nous nous proposons de prouver la condition d’ellipticite de g* (t)
sous 1’hypothese de croissance suivante :

la derivation etant prise au sens des distributions.

THEOREME 7 . 1. - Nous supposons que g (x, t) est reguliere et verifie
(2 .1 ) et (7 . 5). Alors g* (x, . ) satisfait 1’inegalite d’ellipticite suivante :

ou

et Bo (x, t) designe un element du sous-differentiel de g* (x, . ) au point t.

Demonstration. - Nous procèderons en deux étapes : le cas régulier et
le cas non regulier qui se traitera par regularisation du premier.

Étape 1. - Supposons g (x, t) régulière strictement convexe en t; dans
ce cas g* * (x, t) = g (x, t) est une fonction strictement convexe reguliere; ce
qui entraine que g* (x, t) possede egalement ces deux proprietes [17]. Les
outils essentiels sont la formule de Taylor avec reste integral et l’inégalité
de Jensen. Pour alleger les notations, nous designerons, respectivement,
par g (t), g* (t) les termes g (x, t), g* (x, t). Nous avons

nous avons l’identité
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qui entraine par differentiation

Avec (7 . 8) le reste integral, note R, devient :

Mais pour toute matrice A définie positive nous avons :

d’ou

L’inégalité de Jensen nous permet de transformer l’inégalité ci-dessus :

Il s’agit de majorer maintenant l’intégrale ci-dessus. Pour cela nous utilise-
rons successivement 1’inegalite (7 . 5) et l’annexe (A. 7 . 2) :

ou encore

Finalement en regroupant (7 . 8 .1 ) et (7 .10) on obtient

dont la consequence est le résultat souhaite.

Etape 2. - On approche g* * (x, . ) par une suite de fonctions

g£ * (x, . ) régulières strictement convexes; et il s’agit de demontrer que les
inegalites (2 . 1 ) et (7. 5) sont vérifiées par g£ * (x, t) uniformément en E.

On prend par exemple

il est clair que g£ * (x, . ) verifie (2 .1 ) avec des constantes ai et bi differentes
mais indépendantes de E. De meme, d’apres 1’annexe (A. 7 . 3) la polaire
g£ - (g£ *)* de g£ * vérifie :
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ou a, b, c, d designent diverses constantes independantes de E. Enfin grace
a 1’annexe (A. 7), (7 . 12) entraine

et l’inégalité (7 . 5) uniforme en E pour la fonction gE * (x, t) est immediate
etant donnee la forme de l’approximation choisie pour g* * :

Par consequent le resultat de la premiere etape entraine que l’on a :

et le résultat final s’obtient par passage a la limite dans (7.14).

8. ANNEXES

On se donne une fonction k de Rn x Rn dans R de Caratheodory
satisfaisant les inegalites

et on considere le noyau de réguIarisation suivant :

où y = (x, t) et la constante de normalisation est choisie telle que

Nous avons le .

LEMME A . 1. - La fonction kE = k * p~ satisfait l’inégalité

pour E suffisamment petit. Les constantes a03B1 et sont independantes de E.
Demonstration. - 11 suffit de montrer 1’inegalite de droite, celle de

gauche s’obtenant de maniere identique. On a
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soit

puisque

et

Soit une suite kn (x, t) de fonctions de Caratheodory satisfaisant rinega-
lite (A. 1) et telles que pour presque tout x kn (x, .) converge vers k (x, . )
uniformement sur tout compact. Quitte a modifier les coefficients a, b, c,
d des inegalites (A. 1), on peut toujours supposer que l’ on a

LEMME A .1 . 1. - Soit kn (x, . ) la polaire de kn (x, . ) par rapport au
deuxième argument t. Alors pour presque tout x kf (x, .) converge vers
k* (x, . ) uniformément sur tout compact.

Démonstration. - Soit ç tel que ~ ~ ~ __ R. Par (A. 1) nous avons

il existe | t0 | tel que

et, d’apres (A. 1.1) et (A . ~ . 2) nous avons

II s’ensuit alors que 1’equation

admet au moins 2 racines puisque la fonction ~, (r) est concave sur [0+ oo [;
soit so = so (R) la racine de plus grand module; remarquons que est
independant de x et ç. Il est clair que

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



93REGULARITY ET CALCUL VARIATIONNEL

De plus, x etant donne, pour il existe no = no (x, e, R) tel que
pour tout 

Et ainsi, a l’aide de (A. 1 . 3) et (A. 1.4), on obtient :

soit pour tout n ~ no (x, ~x R)

ou

LEMME A . 2. - Supposons que k vérifie au sens des distributions

~
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Alors k£ vérifie l’estimation

la constante C03B2 étant indépendante de E.
La preuve s’obtient comme précédemment.

LEMME A . 3. - Supposons qu’au sens des distributions la dérivée

Alors nous avons

LEMME A. 4. - On se donne deux fonctions de carathéodory G > 0 et B
avec 2. 6. 1 telles que :

alors GE et vérifient une inégalité du même type :

Demonstration. - Nous avons, pour tout t, p. p. (x, y) E S22

ce qui donne, par convolution, pour E assez petit

Comme

l’inégalité de Jensen donne

et le resultat annonce decoule alors de 1’inegalite (A. 4.1).
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Pour la commodité du lecteur rappelons le résultat classique suivant :

LEMME A. 5. - Soit SZ un ouvert borne, de frontière lipschitzienne; pour
tout ~ > 0, assez petit, on pose

Alors il existe une fonction 03C8 appartenant a Ho (SZ) satisfaisant les inégalités
suivantes :

Demonstration. - On se donne une fonction f définie sur R régulière
telle que

Soit alors une fonction cp de C~ (Q) nulle sur le bord de Q telle que

Alors la fonction Bj/ (x) = f (cp (x)) repond a la question.

LEMME A. 6. - On suppose que la fonction k vérifie l’inégalité

pour tout tl, t2 et p. p. x. Alors la fonction vérifie 1’inegalite

Demonstration. - Il suffit d’écrire l’opération convolution : s = (s, s),
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LEMME A. 7. - On se donne une fonction régulière f de Q x R" dans R
satisfaisant les conditions de croissance

où ai est une constante positive et b; une constante reelle. Alors nous
avons 1’inegalite

avec a constante >0 et b constante ces deux constantes ne
dependent que de a;, bi, i =1, 2.

Remarque. - Marcellini [26] a également donne une preuve directe du
resultat (A. 7 . 2) dans le cas regulier. Nous estimons utile de donner cette
autre preuve qui a une version non reguliere [22].

Démonstration. - On se donne t quelconque; nous avons par definition

il existe £ tel que

soit en majorant :

puisque f * * (x, t) vérifie les inégalités (A. 7 .1 ) et f * (x, s) les inégalités :

Avec

D’ ou d’après (A . 7 . 2.1) :

avec ~ une constante telle que Ci - -’-2014L >0. Ce qui entraîne
q
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ou Ci et C2 sont deux constantes dependant uniquement des constantes ai
et b~, i = 1, 2. Et donc nous obtenons finalement

Remarque A. 7. - Soit une famille t) de fonctions régulières
satisfaisant (A. 7 .1 ) de façon uniforme i. e. que les a~, bi sont indépendants
de n. Alors (A. 7. 2) a encore lieu pour fn avec des constantes uniformes.

Considerons une fonction B (x, t) de Caratheodory positive satisfaisant

où d est une fonction localement integrable et y une constante telle que
0y 1.

LEMME A . 9. - Nous avons

Demonstration. - On applique a (A. 9 . 1 ) le noyau de convolution
PE (x= t) ~

comme nous avons l’inégalité

il vient

pour E suffisamment petit puisque

L’inégalité de Jensen appliquée au membre de gauche de (A. 9 . 3) donne

i. e. (A . 9 . 2).
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