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ABSTRACT. - A generalization of Wirtinger’s inequality. - Let

We compute explicitly ell and we show that for q  2 p, aI = ali, while for q
sufficiently large aII  aI.

1. INTRODUCTION

Dans cet article, nous etudierons les problemes suivants :

ou

Lorsque p = q = 2, les problemes (I) et (II) coincident et ne sont rien d’autre
que 1’inegalite de Wirtinger; on a alors

Des problemes analogues a (I) et (II) ont ete etudies par Talenti [1], [2]
qui a notamment considere :
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31SUR L’INÉGALITÉ DE WIRTINGER

Dans le cas p = q = 2, on reconnait l’inégalité de Poincare-Wirtinger, et
l’on a aussi aT = 03C0.

Decrivons maintenant brievement les resultats du present article : nous
montrons que (I) et (II) admettent des minimas notes respectivement UI et
uII et que :

ou r est la fonction r usuelle. Ce calcul explicite de ai est le resultat

principal de la section 2.
On montre aussi que, pour tout p, q > 1, la fonction ui qui realise le

minimum de (I), satisfait non seulement r 1 UI = 0 mais aussi

Cette identite implique immediatement que

Dans la section 3 nous montrerons en fait que :
1) si q  2 p on a ai = 03B1II, et si uII est la fonction qui realise le minimum

de (II) on a non seulement 1-1 uII = 0 mais aussi 1-1 uII|uII |q-2 = 0.

2) Par contre, pour chaque p > 1 on peut trouver qo ( p) > 2 p tel que

pour tout q > qo (p) on ait et, en particulier r uII=0 mais
1-1 uII | uII |q-2~0.
En d’autres termes nous obtenons le resultat suivant, qui est assez

surprenant : si q > qo (p), il y a une certaine perte de symetrie entre (I) et
(II), alors que si q  2 p, les deux problemes sont totalement equivalents.

Les demonstrations de ces resultats, utilisent les methodes classiques du
calcul des variations et, en particulier, necessitent une etude fine des
solutions de 1’equation d’Euler associee a (I) et (II).

Enfin nous rappellerons en appendice (suivant en cela Dacorogna-Pfister
[3]) que la resolution du probleme (I) (avec l’obtention de la meilleure
constante donnee par (1)) est equivalente a la demonstration d’une inegalite
isoperimetrique connue sous le nom de theoreme de Wulff qui remonte a
1901 et est tres utile en cristallographie. Ce theoreme affirme que pour tout
A c 1R2 tel que 3A soit une courbe simple fermee dont une representation
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parametrique est (x (8), y (8)), (8 E ( -1, 1 )), en posant :

l’inégalité isoperimetrique :

est vraie.

On peut de plus noter que dans (4), 1’egalite a lieu si et seulement si :

Dans le cas p = 2 (4) n’est rien d’autre que 1’inegalite isopérimétrique
classique, et alors L (~A) est la longueur usuelle de la courbe aA, M (A)
etant l’aire de A.

2. CALCUL DE ell ET aT

THEOREME 2 . 1. - 

Alors ai est un minimum et

Ou l’on a pose :
1. p’ l’exposant conjugue de p > 1, c’est-a-dire : et
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33SUR L’INÉGALITÉ DE WIRTINGER

Remarque 2 . 2. - La demonstration du théorème fera l’objet du present
paragraphe et l’on procedera par etapes. On montrera que :

1. ell est un minimum (lemme 2. 3).
2. La fonction u qui realise le minimum verifie F equation d’Euler asso-

ciee au probleme et cette equation admet une integrale premiere
(lemme 2.4).

3. On donne finalement des proprietes qualitatives de la fonction u

(lemme 2.6).

LEMME 2.3. - Il existe u ~ W1,0 pB{ 0 } tel que :

Demonstration :
On procedera en deux etapes.
Premiere etape : on va d’abord montrer qu’il existe u E W: satisfaisant :

On pose, pour alleger les notations : pour tout a E E W:,

On a immediatement que :

Pour conclure la premiere etape, on precede comme suit :
~ D’apres (5), pour tout E > o, il existe tel que et

F~ + £ (uE)  U (on a donc uE ~ 0). Posons : v£ = u; , comme G (uE) = 0 on a
~) u£ ~~p

alors :

Comme ~V 1 ° p muni de la norme ~ ~ . ~ ~ est un espace de Banach réfléxif, il
existe une sous-suite extraite de notée (v~n)n telle que, pour un
certain 

(VEn)n convergence faiblement dans W 1 ~ p vers u;
convergence fortement dans L~ vers u.
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~ On a :

~ On a :

De la definition de ~,, on deduit que : F~ (u) = o.
~ Finalement, on obtient :

D’ou la premiere etape du lemme.
Deuxieme etape : montrons maintenant qu’on peut prendre, sans perte

de généralité u E W1,0 p.
Soit u, definie dans la premiere etape du lemme. On pose (c, f : figure 1 ) :
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La fonction v ainsi definie verifie : On a en outre :

Ce qui acheve la demonstration du lemme.

Alors :

De plus, si M = max u (x) I alors u satisfait :

Demonstration :
Premiere [tape : montrons d’abord que :

- Montrons l’existence de ct E R.
On considere :

(pest continue et on a :

Par consequent il existe P e R tel que cp (P) = 0. On pose : c; = 
- Montrons que Supposons par l’absurde que

on a donc : pour tout x E [ -1, 1 ].
Etant donne que g (x) == I x Iq est strictement convexe, on a :

ce qui est absurde. On fait le meme raisonnement dans le cas

On en deduit qu’il existe xt E [ -1, 1] ] tel que 
Deuxieme etape : (premiere partie du lemme) : soit cp E W: fixe, alors,

d’apres la premiere etape du lemme, on sait que pour tout te]0, 1 [, il
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existe tel que G (u + t (cp + cr)) = o, pour un certain

x; E [ - 1, 1] bien choisi.
On peut extraire de la suite (xt)t E ~o, ~ ~ une sous-suite convergeant

dans [ -- l, 1] vers x quand tn - 0. Posons : alors, c = lim cn
n - o0

existe car cp est continue.
On a pour tout cp E 

et

On a donc : 0 = ~ F~, (u); cp ~, d c~ E 
Troisieme etape : notons enfin que (i ) et (ii ) se deduisent immédiatement

de la deuxieme etape. (iii) se deduit alors en multipliant (ii ) par u’ et en
l’integrant. []
Remarque 2. 5.
1. Noter que l’on n’a pas utilise le multiplicateur de Lagrange explicite-

ment, car G’ n’est pas bien definie pour q  2. Noter que dans tous les
cas, le multiplicateur de Lagrange est implicitement 0.

2. L’egalite (u’ u’ !p- 2)’ = - ~ u u !q- 2 implique

3. On a : 

4. Il est facile de voir que la fonction u admet un nombre fini de zeros.

5. Soit al  ... la liste complete de tous les zeros de u, supposons,
pour fixer les idees que u>O sur l’intervalle (elj’ a~ + 1), pour un certain j,
1 _j~n-1, alors :
- Il existe un unique tel que 
- Pour tout x E on a : u’ (x)  0 et pour tout x E 1] on

a : u’ (x) > o.
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tous les zeros de u, alors (cf. fig. 2) :

Demonstration. - On procedera par etapes.
- Soit tel que J (v) _ ~,, G (v) = o, et max 

soit de plus  ... la liste complete de tous les zeros de v (un tel v
existe d’apres le lemme 2. 3).
On définit u = v/M, on a alors :

 ...  a,~ =1 est la liste complete de tout les zeros de u.

- On peut supposer sans perte de generalite que l’on a : u>O dans
(a~, a j + ~ ). Soit l’unique solution sur cet intervalle de I’equa-
tion u’ (x) = o. On sait d’apres le point 5 de la remarque 2.5 que u’>O
dans (rlj, et u’ 0 dans D’après le lemme 2 . 4, on a :
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On en deduit que :

c’est-a-dire :

On a de meme :

et donc :

Finalement, elj+ 1 - elj est independant de j et l’on a :

- En partant de 1’equation (6) on a, si r)) (dans ce cas

u’ (x) > ~ j : 1

de merne, si (dans ce cas u’( y)  0) :

Donc, si ~~) en posant : y = a~ + a~ + 1- x, on a a J + 1 ), et on
deduit de 1’equation (8) que :

On obtient finalement a partir des equations (7) et (9) que si :

De memo, si (Xj+l), on a : 
- Soit on pose : z = x + L, ou 

Puisque u est supposee positive dans (elj, a~ + 1 ), u est forcement negative
dans en definissant i comme l’unique solution de
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1’equation u’ (x) = 0 dans on conclut que : pour tout

donc :

Ceci implique :

puisque

on a :

et donc par (7)

On a alors le resultat :

On va maintenant proceder a la demonstration du theoreme 2. I.
Demonstration du théorème 2. 1. - Soit u donnée par le lemme 2. 6.

Des lemmes precedents, on deduit que : u ( - 1 ) = u ( ~ ) = f~. Comme

et u’ ( -1 ) = u’ ( 1 ) alors n >_- 3 et n est impaire (n etant le

nombre de zeros de u).

On conclut que n = 3, car sinon, en posant v(x)=u(2(x+1) n-1-1),
x E [ -1, 1 ], on a : v est solution du probleme de minimisation et

J (u)  J (M). Ce qui est absurde.( ) ( ) ( ) ~l

Soient la liste complete des zeros de u. On
a : a2 = 0 car a2 - = (x~ 2014 a2 (d’apres le point (ii ) du lemme 2.6). D’apres
le point (iii) du lemme 2 . 4 on a :
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et par integration :

Donc, en utilisant le fait on a :

On peut supposer sans perte de generalite que pour tout

~e(- 1, 0). On tire de 1’equation (12) que :

donc,

En combinant les equations (14), (15) et sachant que et

on deduit le théorème. []
On deduit du theoreme 2 .1, le resultat de Talenti.

COROLLAIRE 2.7. - Soit

Alors :

Démonstration. - En prolongeant par imparité une fonction 1)
qui donne le minimum aT, on obtient une fonction v E Wo ~ p { -1, 1 ) telle
que :

De meme, comme il existe v E Wo° p { -1, 1) réalisant Ie minimum ai,
avec v (o) = o, on obtient une fonction 1) par restriction de v a
l’intervalle (0, 1), tel que :
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3. CALCUL DE oclI

THÉORÈME 3. 1. - Soient p, q > 1 et

Alors 03B1II est un minimum et :

(ii) Pour il existe q (p) > 1 tel que, pour tout q > q (p), 03B1II  ocl.
La demonstration du theoreme fera l’objet du present paragraphe et

l’on procedera par etapes. On montera que :
1. 03B1II est un minimum (lemme 3 . 2).
2. La fonction u qui realise le minimum verifie 1’equation d’Euler asso-

ciee au probleme et cette equation admet une intégrale premiere
(lemme 3 . 3).

3. On donne finalement des proprietes qualitatives de la fonction u

(lemme 3 . 5).

Démonstration. - Identique a celle du lemme 2. 3.

De plus, si max ( u (x) = max u (x), en posant

alors la fonction u vérifie les propriétés suivantes :

Demonstration. - On procedera en deux etapes.

Vol. 9, n° 1-1992.
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Premiere etape : on va montrer que u verifie 1’equation d’Euler associe

au probleme de minimisation. Soit posons : c = - 2 1 _1 (p.
Comme u est le minimum de (II), et comme G (cp + c) = o, on deduit

immediatement (voir la preuve du lemme 2. 4) que :

Ce qui acheve la demonstration de la premiere etape.
Deuxieme etape : les proprietes (i ), (ii ), (iii) se deduisent aisement de la

premiere partie du lemme..

Remarque 3 .4.

1. Remarquons que ~. = 0 equivaut a u I u I q - 2 = 0 et dans ce cas, on

donc u’ ( -1 ) = u’ ( 1 ) .
3. On a : ou u(x)= -m.
4. Il est facile de voir que la fonction u admet un nombre fini de zeros.
5. Soit ~31  ...  ~in la liste complete des zeros de u, supposons, pour

fixer les idees que u > 0 sur l’intervalle (~i~, pour un certain j,
1 _-j_n- 1, alors :
- Il existe un unique ~~ E (~i~, 1) tel que u = M;
- Pour tout on a : u’ (x)  0 et pour tout x E 1) on

a : u’ (x) > o.
- On a : u  0 dans (/3~ + 1, (3~ + 2).
- Si u ( -1 ) = 0 alors u admet un nombre impair de zeros n = 2 k + 1.

LEMME 3 . 5. - Il existe u E W6’ P tel que : .’

De plus u vérifie les propriétés suivantes (cf. Fig. 3) :
1 ) u admet trois zeros -1= (31  (32  ~33 =1
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Démonstration. - On procedera en deux etapes.
Premiere etape : on montre comme dans le lemme 2. 6, que si

Pi 1  ...  ~in est la liste complete des zeros de u, alors :

u est périodique de periode ~33 - Pi.
On en deduit, comme dans la demonstration du théorème 2.1, que

n = 3. Ce qui acheve la preuve du point 1).
La demonstration du point 2) est donnee par le point (iii) du lemme

precedent d’ou on obtient que :

On en déduit alors que

Vol. 9, n° 1-1992.
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Deuxieme etape : supposons sans perte de generalite que u’ ( - I ) > o.
De la premiere partie du lemme, on sait :

et par integration

On obtient donc

Soient r~ ~  r~ 2 les zeros de u’. De (16), on a :

donc

De (17) et (18), on a :

Ce qui acheve la demonstration du point 3). De meme, par symetrie de u
par rapport et 112’ on a :

ce qui prouve Ie point 4)..
Remarque 3.6.
On tire des relations (16) et (18) que u vérifie :

Nous aliens montrer reciproquement que, pour tout ~e(0,l],
l’équation (Em) admet au moins une solution um et que J (um) = L (m, p, q),

rde plus 1-1 um = 0 s’ecnt F (m, p, q)= 0. Pour cela, nous ferons dans Ie
lemme qui suivra, l’étude de F et de L.
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LEMME 3.7.- Soient F, L : (0,1] x ( 1, ( 1, ~) ~ R définies par

F et L ont alors les propriétés suivantes :
(i } F et L sont bien définies, continues dans (0, ( 1, oo ) x ( 1, oo ).

(ii ) F ( I , p, q) = 0.
(iii) L’equation F (m, p, q) = 0 admet l’unique solution m -=1 si q ~ 2 p.
(iv) Pour tout p > 1, et E = il existe qo> 1 tel que

q > qo implique, il existe 1 tel que

Démonstration. - Les points (i) et (ii ) se vérifient aisement. On obtient
le point (iii) en remarquant que,

etona

pour tout m E [o,1 ), pour tout u ~ (o,1 ) si q ~ 2 p.
Donc ~’ (m, p, q) > o si m ~ [0, 1). On obtient le point (iv) en remarquant

que pour tout p > 1 et pour tout m ~ (0, 1) on a

Done pour un certain 
bien choisi.
On vérifie sans peine que lim m(q)= I - On a alors :
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Donc il existe qo > 1 tel que q > qo ~ L (m (q), p, q)  L ( 1, p, q) ..

LEMME 3 . 8. - Soit tel que J (u) _ ~,2, ~- u=o,
max I u (x) I = max u (x) = l; alors : il existe m E (0, 1 tel que u soit solu-

x E [0, 1 ] x E [0, 1 ]

tion de l’équation différentielle

Réciproquement, pour tout m E (0,1], l’équation :

admet au moins une solution u qui vérifie

Si de plus, on suppose que

Demonstration. - La demonstration de ce lemme se fera en deux etapes.
Premiere etape : nous montrerons que si u donne le minimum eln, alors

Pour cela posons m = - min u (x), on a : m E (o,1]. On conclut cette
jce[0, 1]

premiere etape en utilisant le point 3) du lemme 3 . 5.
Deuxieme etape : nous montrerons que si m E (o, 1 ], alors, on peut

construire un u solution de 
Pour cela m E (o, 1] etant fixe, soit

1) H est bien definie, continue, strictement croissante dans [ - m, 1].
2) H est derivable dans ] - m, 1 [ et H ([ - m, 1]) _ [ - a, 0].
3) Soit K = H -1; K est derivable dans [ - a, 0].
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4) Soit u : [- m, 1] ~ R, definie par :

alors u est solution de l’équation (03A3m) et verifie toutes les proprietes
enoncees ci-dessus. N

LEMME 3.9. - Soient

Alors ~1, 2 - ~l, 3 .
Demonstration. - Montrons que : ~,3 _ ~,2.

Du lemme 3 . 5, on a ~,3  ~,2.
Montrons que : ~,2 _ ~,3.
On obtient que ~,3 est un minimum, et le minimum est atteint en

~e(0,l] ] car F (., p, q), L (., p, q) sont continues dans le compact [o, 1 ]
et F (o, p, q) ~ 0. Du lemme 3 . 8, il existe um solution de (Em) et on a

J (um) _ ~1,3.

On va maintenant proceder a la demonstration du theoreme 3 . I .
Demonstration du théorème 3. l. - On va diviser la demonstration en

deux parties.
Posons : 03BB = 03B1pI , et 03BB2 = a I.
Premiere etape : calculons eln en fonction de p, q > 1 dans le cas q _ 2 p.
D’apres le lemme 3 . 5, il existe ~e[0,1] tel que :

avec F (m, p, q) = 0. On tire du point (iii) du lemme 3 . 7 que si q  2 p,
l’unique solution de 1’equation F (m, p, q) = 0 est m = 1, d’ou :

Vol. 9, n° 1-1992.
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Ainsi, nous terminons la demonstration de la premiere etape.
Remarquons donc que dans le cas q __ 2 p, on a q).
Deuxieme etape : nous montrerons que : ‘d p >__ 2, 3 q ( p) > 1 tel que eln 

des que q > q (p). p > 1 etant fixe, du point (iv) du lemme 3 . 7, on a
l’existence d’un q (p) > 1 tel que, pour tout q > q (p) il existe m E (o, 1 ) avec

D’apres les lemmes 3 . 8 et 3 . 9, on a : ~,2 _ L (m, p, q) _ ~,.
Ainsi, nous terminons la demonstration de la deuxieme etape. Ce qui
acheve la demonstration du theoreme 3.1. N

4. APPENDICE

Comme mentionne dans l’introduction, le calcul de la meilleure
constante ell donnee par le theoreme 2.1, permet de montrer le resultat
suivant :

THEOREME 4 .1 (inégalité isopérimétrique). - Soit A c R2 tel que ~A soit
une courbe simple fermée admettant (x, y) E ( - l, 1)]2 comme représen-
tation paramétrique. Soient p > 1 et

l’inégalité suivante a alors lieu :

De plus dans ( 19), l’égalité a lieu si et seulement si :

a une translation et une homothétie près.

Remarque 4. 2.
(i ) Le theoreme 4 .1 est un cas particulier du theoreme de Wulff (cf

Wulff [4], Dinghas [5], Taylor [6]), qui est une generalisation de l’inégalité
isoperimetrique classique, (celle ou p = p’ = 2) et qui est un resultat standard
en cristallographie.
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(ii ) Noter enfin que le theoreme 2.1 donne

Démonstration. - Nous allons juste indiquer Fidee de la demonstration
et nous referons a l’article de Dacorogna-Pfister [1] pour plus de details.
La demonstration suit aussi celle de l’inégalité classique (cf. par exemple
Hardy-Littlewood-Polya [7]).

Premiere etape : on commence par changer la parametrisation de aA.
On choisit une parametrisation par la longueur de l’arc. On peut donc
sans perte de generalite assurer que :

Quitte a faire une translation, on peut supposer que :

L’inégalité (19) est alors equivalente a :

Deuxieme etape : il reste a montrer que (21) se deduit du theoreme 2 .1.
En effet, par 1’inegalite de Holder, on a :

Comme dans l’inégalité ci-dessus le premier terme est trivialement positif
et le second l’est grace a (20) et au theoreme 2.1, on en deduit immediate-
ment (21) et donc (19).

II est facile de voir que : A = ~ (x, satisfait (19)
avec egalite. Nous referons a Dacorogna-Pfister [ 1 pour l’unicité. []
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