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RESUME. — Soient

"lueWh (=1, D\{0},
u(—1)=u(1),J1 u|u[q_2=0}
ueWh (=1, INJ{0},

u(—H=u(l), Jl u=0}.

On calcule explicitement o, et on montre que pour ¢<2p, o,=a,, mais
pour ¢ suffisamment grand o <.

= (p, q)=min{ L

Hullu

ay =0y (p, q)=min{ “ ”

[l u]la
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30 B. DACOROGNA, W. GANGBO ET N. SUBIA

ABSTRACT. — A generalization of Wirtinger’s inequality. — Let

=0 (p, Q)=min{—-—H %

(e

ueWhr(—1, 1)\{0},
u(—D=u(l), jl
”ul L?

e[l

u|u|‘1“2=0}
ueWhH?(=1, D\ {0},

u(—D=u(l), Jl u =0}.

We compute explicitly o; and we show that for ¢<2p, o, =ay,, while for ¢
sufficiently large oy < a.

oy = oy (p, @ =min {

1. INTRODUCTION

Dans cet article, nous étudierons les problémes suivants :

Wi}, [ ulub-=o

-1

O a=ox, q)=min{M

Tl |

In oy =0y (p, q)=min{w ue W3.PN{0}, jl u=0}
ull, L

ou
1 1/p
=] Ju]”
-1
u, ' el? (=1, Detu(=D=u(l)}.

Lorsque p=¢=2, les problémes (I) et (II) coincident et ne sont rien d’autre
que I'inégalité de Wirtinger; on a alors

P, q>1,
Wl“’={u

per

o= Oy =TI.

Des problémes analogues a (I) et (II) ont été étudiés par Talenti [1], [2]
qui a notamment considéré :

M w=u, q)=inf{7””'“”"°’” ue W (0, 1)\{0}},
” u HLq ©, 1)

ot Wy ?(0, )={u|u, u'el?(0, 1) et u(0)=u(1)=0}.
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SUR L'INEGALITE DE WIRTINGER 31

Dans le cas p=¢=2, on reconnait I'inégalit¢ de Poincaré-Wirtinger, et
I’on a aussi ap=m.

Décrivons maintenant briévement les résultats du présent article : nous
montrons que (I) et (IT) admettent des minimas notés respectivement u; et
u; €t que :

<p1>1/q<1)1/p'<p 3 >((1/p)—<1/q)) [r(1/p’)l"(1/q)}
oy=2{— - N 1
') \q "tq L {/p'+1/g9)

ou I' est la fonction I' usuelle. Ce calcul explicite de o; est le résultat
principal de la section 2.

On montre aussi que, pour tout p, g>1, la fonction u; qui réalise le
1

minimum de (I), satisfait non seulement J u|u;|?”2=0 mais aussi
-1

Jl w;=0. 2

Cette identité implique immédiatement que

o, <oy pour tout p, g>1. (3)

Dans la section 3 nous montrerons en fait que :
1) si g=2p on a ou=o0y;, et si y; est la fonction qui réalise le minimum
1 1
de (II) on a non seulement J u; =0 mais aussi J uy | uy |22 =0.
-1 -1
2) Par contre, pour chaque p=1 on peut trouver ¢,(p)>2p tel que
1

pour tout ¢g>q,(p) on ait o,<o; et, en particulier j uy;=0 mais

-1
1
J unlun lq_29é0-
-1

En d’autres termes nous obtenons le résultat suivant, qui est assez
surprenant : si ¢>¢,(p), il y a une certaine perte de symeétrie entre (I) et
(II), alors que si ¢ <2 p, les deux problémes sont totalement équivalents.

Les démonstrations de ces résultats, utilisent les méthodes classiques du
calcul des variations et, en particulier, nécessitent une étude fine des
solutions de I’équation d’Euler associée a (I) et (II).

Enfin nous rappellerons en appendice (suivant en cela Dacorogna-Pfister
{3D que la résolution du probléme (I) (avec I’obtention de la meilleure
constante donnée par (1)) est équivalente a la démonstration d’une inégalité
isopérimétrique connue sous le nom de théoréme de Wulff qui remonte a
1901 et est trés utile en cristallographie. Ce théoréme affirme que pour tout
A cR? tel que dA soit une courbe simple fermée dont une représentation

Vol. 9, n® 1-1992.



32 B. DACOROGNA, W. GANGBO ET N. SUBIA

paramétrique est (x(6), y (6)), (6e(—1, 1)), en posant :

L(@A)=J (X" (@) P+ ©)]))'/? dB

1
M(A)=1/2J (V' () x(®) —x'(8) y (8)) b,
-1
I'inégalité isopérimétrique :
L @A) —4o(p IMA)Z0 o p'=-L “)
p—
est vraie.
On peut de plus noter que dans (4), ’égalité a lieu si et seulement si :
A={(x, el |x]P'+ |yl <1}.
Dans le cas p=2 (4) n’est rien d’autre que Iinégalité isopérimétrique

classique, et alors L(0A) est la longueur usuelle de la courbe dA, M (A)
étant aire de A.

2. CALCUL DE o ET o,

THEOREME 2.1. — Soient p, g>1 et

a,=inf{%{i% N leu;u|q-2=o}

Alors oy est un minimum et

o :26)1/4 (1>1/p'<p 2 )((I/p)—(l/q))l: rC(/pHT(1/q) }
BV RV ‘+q T((1/p)+/g) )

Ou 'on a posé :
1. p’ I'exposant conjugué de p> 1, c’est-a-dire : p'=p/(p—1) et

puty=(]" 1)

2. WhP={ylu, w'el?(—1, 1)}, et est muni de la norme ||.|| donnée

par : [[ullP=|lulfp+[]«
3. Wor={ulu, wel?(—1, Detu(=1)=u(1)=0}.
4 Wor={ulu, w'el? (=1, Detu()=u(l)}.

p
P
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SUR L'INEGALITE DE WIRTINGER 33

Remarque 2.2. — La démonstration du théoréme fera I’objet du présent
paragraphe et I'on procédera par étapes. On montrera que :

1. o4 est un minimum (lemme 2. 3).

2. La fonction u qui réalise le minimum vérifie I’équation d’Euler asso-
ciée au probléme et cette équation admet une intégrale premiere
(lemme 2.4).

3. On donne finalement des propriétés qualitatives de la fonction u
(lemme 2.6).

LemME 2.3. — Il existe ue Wy P\{0} tel que :

1
J ulult™2=0, et |wlp-2fulf=0
-1
ou h=of.

Démonstration :

On procédera en deux étapes.

Premiére étape : on va d’abord montrer qu’il existe u e W, ? satisfaisant :

jjlu|u|4—2=0, et o [E— 1] ulz=0.

On pose, pour alléger les notations : pour tout aeR, ve W};?

per >
1
6@~ vlolt=% R =l1v Is-alo It
-1
On a immédiatement que :
inf{F,(v)|ve WL, G(v)=0}=] ~ © 5 47 5
(FOlewszGo=0}={ " 5@

Pour conclure la premiére étape, on procéde comme suit :

e D’aprés (5), pour tout £>0, il existe u,e W;? tel que G (u,)=0 et

F,+.(#)<0 (on a donc u.#0). Posons : v,= Ye , comme G(x,)=0ona

(Eaik
alors :
I4
o p=1+ %l 450
117
Comme W' # muni de la norme ||.|| est un espace de Banach réfléxif, il

existe une sous-suite extraite de (v,),» o, notée (v, ), telle que, pour un
certain ue W, 7
(v,,). convergence faiblement dans W # vers u;

(v,,)n convergence fortement dans L* vers u.

Vol. 9, n® 1-1992,



34 B. DACOROGNA, W. GANGBO ET N. SUBIA

e On a:

—lq—_TG(uSH)=0=>G(u)=O.

:
]uen p

¥neN, G(v, )=

e Ona:

VreN, Fiie, (,)<0 = lim infF, . (v, )<0
n— o kzn
= F =0
De la définition de A, on déduit que : F, (1)=0.
e Finalement, on obtient :

FraO <0 = Lol 0o <0
1<()\‘+ Huen“g__ p
= &) —=0M+¢g)| v, ||?

Il

= 1=Muff
= A>0 et |ul,>0.

D’ou la premiére étape du lemme.

Deuxiéme €tape : montrons maintenant qu’on peut prendre, sans perte
de généralité ue W} 2.

Soit u, définie dans la premiére étape du lemme. On pose (c¢f. figure 1) :
o, =min{xe[~1, 1]ju(x)=0}
u(x+a;+1) si —1=x<—o
v(x)= .
ulx+o,—1) si —a;Sx=1.

w(x) v(x)

oy .73 a3 | ag

|
I
X -l o ay ] X
1 ag = -1 Qy 1-0.5

R e iy

Figure l.a Figure 1.b
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SUR L'INEGALITE DE WIRTINGER 35

La fonction v ainsi définie vérifie : ve W} 2. On a en outre :

GW=Gw o r=I@=Jw=Ll
[l

Ce qui achéve la démonstration du lemme. MW

LeMME 2.4. — Soit ue WL:? tel que u#0,

per

ul

F, w=|

P=Aflulp=0 e G(@:J1 ululi=?=0.

Alors :
(Fi(w); 0)=0,YoeW.P}.

De plus, si M= max |u(x)|, alors u satisfait :
xel[~1, 1]
(i) w,u'|u'|P72eC -1, 1].
(i) (| [P~ = —Rulult"% on X=A|ul2 "

(iii) l,
4

’
U

P+&|u|q=_X_Mq.
q q

Démonstration :

Premiére étape : montrons d’abord que :

V(peW},;,", Vtel0, 1[, 3ceR tel que cielm(— ) et G(u+t(o+¢))=0
ou Im (— @) désigne 'image de — .

— Montrons ’existence de c; e R.

On considere :

¢ : R->R
B—Gu+to+p)
o est continue et on a :
o(—1—|lut10],)<0, o(1+||u+t¢].,)>0.

Par conséquent il existe BeR tel que ¢ (B)=0. On pose : ¢, =B/t.
— Montrons que c¢; € Im (— ). Supposons par ’absurde que

o(x)+c,>0 pourtout xe[—1, 1],
on a donc : u(x)+t[@(x)+¢]>u(x) pour tout xe[—1, 1].
Etant donné que g(x)= ] x |9 est strictement convexe, on a :
guX)+tfox)+a)>g wu(x)=Guttlo+c)>Gw)=0
ce qui est absurde. On fait le méme raisonnement dans le cas
o (x)tc<0.
On en déduit qu’il existe x,e[— 1, 1] tel que ¢ (x,)+c;=0.

Deuxiéme étape : (premiére partie du lemme) : soit @€ W} ? fixé, alors,
d’apres la premiére étape du lemme, on sait que pour tout te]0, 1], il

Vol. 9, n° 1-1992.



36 B. DACOROGNA, W. GANGBO ET N. SUBiA

existe c;eR tel que G(u+1(p+¢))=0, ¢;=—¢(x;), pour un certain
x;e[—1, 1] bien choisi.

On peut extraire de la suite (x;), o, ;; Une sous-suite x,=x, convergeant
dans [—1, 1] vers x quand ¢, — 0. Posons : ¢,= — ¢ (x,), alors, ¢= lim ¢,

existe car @ est continue.
On a pour tout peW}.” :
1 1
(Fi () <p>=pf u’lu’l””@'*wllullé”"f ulul"?o
— -1

1

et

0< lim Falt (04 6) ~F,@

n- o t

= (Fi(w); (P>-?»qr)|lu“fl"‘ljv1 u|ult?

-1

1
= 0S(F(io), car j I
-1

On a donc : 0=(F, (u); ¢, VoeW..7.

Troisiéme étape : notons enfin que (i) et (i) se déduisent immédiatement
de la deuxiéme étape. (iii) se déduit alors en multipliant (i) par «" et en
I'intégrant. W

Remarque 2 .5.

1. Noter que ’on n’a pas utilisé le multiplicateur de Lagrange explicite-
ment, car G’ n’est pas bien définie pour g<2. Noter que dans tous les
cas, le multiplicateur de Lagrange est implicitement 0.

2. Légalité (' |4’ |P~2)= —Xulu|""? implique
PEM)—u' W P72 (~1)=0 et u(—1)=u ().
3.0na:u(x)=0<«|ux)|=M.
4. Tl est facile de voir que la fonction ¥ admet un nombre fini de zéros.
5. Soit o, < ... <, la liste compléte de tous les zéros de u, supposons,
pour fixer les idées que u>0 sur I'intervalle (o, o;.,), pour un certain j,
1<j<n—1, alors :
— Il existe un unique n;e(a;, o;,,) tel que u(n)=M;
— Pour tout xefa; ny) on a: u' (x)<0 et pour tout xe(n;, o;, ] on
a:u(x)>0.
— Ona:u<0dans (&, %)

-~ max u(x)=- min u(x)=M.
xef—1,1) xef—1,1}

’

u'lu

P
LEMME 2.6. — Il existe u e W§? tel que J(u)= ] =i, Gu)=0,

[aelf?

u#0 et max |u(x)|=1. De plus si a,<...<a, est la liste compléte de
xe[—1,1]

Annales de UlInstitut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



SUR L’INEGALITE DE WIRTINGER 37

tous les zéros de u, alors (cf. fig. 2) :
() ajp—o;=0,—ay, j=1,...,n—1

(i) u(x+L)=—u(x),si L=a,—a, et xelo, o, 4[, j=1, ..., n— 1
u(x)
.
]
l x
ay=-1 % o3 % f1=qag
Figure 2

Démonstration. — On procédera par €tapes.
— Soit veWy'? tel que J(v)=%, G()=0, v#£0 et max [v(x)|=M;
xef-1,1]
soit de plus a; < ... <a, la liste compléte de tous les zéros de » (un tel v
existe d’apres le lemme 2.3).

On définit u=v/M, on a alors :

o ucWi? u#0, Jw=»x1 Gu)=0;

e max |u(x)|=1;

xel—1,1}

e —l=0,<...<a,=1 est la liste compléte de tout les zéros de u.

On pose : A=A jufpe.

— On peut supposer sans perte de généralité que Pon a: u>0 dans
(2;, ;4 1)- Soit n;e(a;, @, ) unique solution sur cet intervalle de ’équa-
tion #'(x)=0. On sait d’aprés le point 5 de la remarque 2.5 que u'>0
dans (a;, 1) et &' <0 dans (n;, a;, ). D’aprés le lemme 2.4, on a :

LTI ST || _( K\
e e (,, q) . ©)

Vol. 9, n° 1-1992.



38 B. DACOROGNA, W. GANGBO ET N. SUBIA

jnj <= (rt)”
- = e —
o [1—uf]'? T (p q)

“ue 1 gy
)"

On en déduit que :

c’est-a-dire :

3

|

R

!
—~
< | >

On a de méme :

et donc :

=%y
! 2
Finalement, a;, ; —o; est indépendant de j et I'on a :

etn

Oy — 0=, oy =L.

— En partant de I’¢équation (6) on a, si xe(a;, n;) (dans ce cas

u (x)>0):
X 1/p x ’ d u{x) d
(x—aj)(p'—) :j L(S)_SI_=f _ %
g o U=u(T? o (1wl
de méme, si ye(n;, a;,,) (dans ce cas «'(y)<0) :
,X 1/p _ u(y) du
(y_aj+ 1)([’ q) = "on m~ ®

Dong, si xe(a;, n;) en posant : y=a;+ o~ X, onaye(n;, o;,,), et on
déduit de I'équation (8) que :

I\ AN
—(X'_aj)(p ;) _(y aj+1)<P q> JO [1___“41]1/17. (9)

On obtient finalement a partir des équations (7) et (9) que si :
xe(oy, ny) et y=a;+a; —x alors u(x)=u(y). (10)

De méme, si xe(n;, o;.,), ona: ux)=u(oy+o;,., —x).
— Soit xe(w;, nj), avec j<n—1, on pose : z=x+1L, ou L=aj+1—ocj.
Puisque u est supposée positive dans (o, ;4 4), u est forcément négative

dans (®;,;, ®;,,), et en définissant m;,, comme I'unique solution de

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



SUR L'INEGALITE DE WIRTINGER 39

I'équation «’ (x)=0 dans (a;,;, %;,,), on conclut que : () <0 pour tout
te(j4q, %4 ,), donc :

W[ R\
o () e

Ceci implique :

(Z—a. )(,X)l/pzj‘z —_ulf)—dz*-:j*—u(z)L
(7 (S PO L A (S PIO L

puisque

IO =X T =X,

AL —u@ du
x—a)p -] = _
( ’)<” q) f (1= u])?

—u(z)=u(x).

on a:

et donc par (7)

De méme si xe(n;, o;44), ona: u(x)= —u(x+o;,, —a;).
On a alors le résultat :

u(x)=—-u(x+L), Vxe(o, a;,,). B (1D

On va maintenant procéder a la démonstration du théoréme 2. 1.

Démonstration du théoréeme 2.1. — Soit u donnée par le lemme 2.6.
Des lemmes précédents, on déduit que: u(—1)=u(l)=0. Comme

1
J ulu[""?=0 et w'(—1)=4u' (1) alors n=3 et n est impaire (n étant le
-1

nombre de zéros de u).

2(x+1) 1
n—1 ’
xe[—1,1], on a: v est solution du probléme de minimisation et

2 14
J(v)= (ﬁ) J (1) <J (1). Ce qui est absurde.
n—

On conclut que n=3, car sinon, en posant v(x)=u(

Soient alors —1=0a, <a,<a;=1 la liste compléte des zéros de u. On
a:a,=0car a,—a, =o;—a, (d’apreés le point (ii) du lemme 2.6). D’aprés
le point (iii) du lemme 2.4 on a :

Liwp e X ulpefup=yugee (12)
q q

Vol. 9, n® 1-1992.



40 B. DACOROGNA, W. GANGBO ET N. SUBIA

et par intégration :

|

1 A 2A
=l 5+ = ulff === ullz~". (13)
P q q

Donc, en utilisant le fait que A || u[[?=||«'||, on a :

ulli= (14)

1+g/p"

On peut supposer sans perte de généralité que u(x)>0 pour tout
xe(—1, 0). On tire de I’équation (12) que :

1/p
u'(x)=(1"§>/ A=|u(x) ), ¥xe[~1, =1/2,  ou X=Aful’
q

donc,

(,,E)l“’:z J ' _du__2 TQ/p)IT/g
q o =)' g T((1/p")+(1/g))

En combinant les équations (14), (15) et sachant que X=A|lu|[?™7 et
r=aof, on déduit le théoréme. M
On déduit du théoréme 2.1, le résultat de Talenti.

(15)

COROLLAIRE 2.7. — Soit

a,rzinf{ “ u “LP ©, 1)

ueWL (0, 1)\{0}}

/s 0, 1)
Alors :
op=21a"1prg,
Démonstration. — En prolongeant par imparité une fonction ue W-7(0, 1)

qui donne le minimum oy, on obtient une fonction ve W37 (—1, 1) telle
que :

Jl vlvlq"2=0 et ]_v'L=21/,,_1/q ”"'“L"(O, 1
b4
-1 I s o, 1)
donc ay <2VP YAy,
De méme, comme il existe ve Wy ?(—1, 1) réalisant le minimum a,

avec v(0)=0, on obtient une fonction ue W' 7 (0, 1) par restriction de v a
Pintervalle (0, 1), tel que :

M: 1/p—1/q ”"'”Ll’(o,l)
ol - felsoy

Doncoy224P " 1g, ®

Annales de VInstitur Henri Poincaré - Analyse non linéaire



SUR L’INEGALITE DE WIRTINGER 41

3. CALCUL DE o

THEOREME 3.1. — Soient p, g>1 et
’ 1
a,l=inf{M—H—" ue Wi {0},J u=0}.
”““q -1

Alors oy, est un minimum et :

(i) ay=oy si ¢g<2p.

(ii) Pour tout p=2, il existe q(p)>1 tel que, pour tout ¢>q(p), oy <oy.

La démonstration du théoréme fera I'objet du présent paragraphe et
I’on procédera par étapes. On montera que :

1. oy est un minimum (lemme 3. 2).

2. La fonction u qui réalise le minimum vérifie ’équation d’Euler asso-
ciée au probléme et cette équation admet une intégrale premiére
(lemme 3. 3).

3. On donne finalement des propriétés qualitatives de la fonction u
(lemme 3.95).

LemMME 3.2. — Il existe ue Wiy P\ {0} tel que :

[Fum0 e pls-nalulz=o

-1
ou h,=af.
Démonstration. — Identique a celle du lemme 2.3. W

LeMME 3.3. — Si ue Wi PN\{0} tel que F,, (u)=|

wllp =R flullj=0 et

1
Gws= J u=0, alors, la relation suivante a lieu pour tout @ eWé;,"
-1

1

(Fp,); >=pu(G' (u); @), o u=%llul|$"%j ulult=2

-1

De plus, si max |u(x)|= max u(x), en posant
xe[~1,1] xef~1,1]
M= max u(x) m= - min u(x),

xef[—1,1] xe[~-1,1]

alors la fonction u vérifie les propriéiés suivantes :
@) w,u' WP 2eC -1, 1]
@) (o [P72) = = Ropufu|®™2+p, o Ry=1, flul)2™e

’
u

| A A

(i) —|u'|P+2|ul?=pu+c ou c=—2M‘1-—pM=&m"+um¢O.
4 q q q

Démonstration. — On procédera en deux étapes.

Vol. 9, n® 1-1992.



42 B. DACOROGNA, W. GANGBO ET N. SUBIA

Premiére étape : on va montrer que u vérifie I’équation d’Euler associé

. C . . 1{t
au probléme de minimisation. Soit ¢ e WP fixé, posons : c= -—J 0.
-1

per

Comme u est le minimum de (II), et comme G (¢p+c)=0, on déduit
immédiatement (voir la preuve du lemme 2.4) que :

0=CF,W); o+c)=(F,w; ¢>—pu{G 1); ¢ ).

Ce qui achéve la démonstration de la premiére étape.
Deuxiéme étape : les propriétés (i), (ii), (iii) se déduisent aisément de la
premiére partie du lemme. M

Remarque 3 .4.

1
1. Remarquons que u=90 équivaut a j ulul?”2=0 et dans ce cas, on
-1

a o =0oy.

2. Légalité (u'{u'|77%)'= —X,u|u|? 2+ implique

W [P —d | [P (=1) =0,

donc ' (—1)=u'(1).

3.0na: v (x)=0<=u(x)=M ou u(x)=—m.

4. 11 est facile de voir que la fonction » admet un nombre fini de zéros.

5. Soit B, < ... <, la liste compléte des zéros de u, supposons, pour
fixer les idées que u>0 sur lintervalle (B; B;,,), pour un certain j,
1<j<n—1, alors :

— Il existe un unique n;e(B;, B;,,) tel que u(m;)=M;

— Pour tout xe(B;, ny) on a: «'(x)<0 et pour tout xe(n; B;4,) on
a:u (x)>0.

— Ona:u<0dans (B;,,, B;12)

— Siu(—1)=0 alors ¥ admet un nombre impair de zéros n=2k+ 1.

LEMME 3.5. — Il existe ue W} tel que :

Wiz, [
Jw=1—2=),, u=0, u#0,
[[ullg 1
max |u(x)|=1= max u(x).
xel[—1,1] xef—1,1]

De plus u vérifie les propriétés suivantes (cf. Fig. 3) :
1) u admet trois zéros —1=0, <B,<B;=1

1 A A
2) —|u p+&|u["=pu+c ou c="25(m) et p="2r(m) avec
p q q
. 1 —mt
min u(x)= —m, r(m)= et s(m)y=1—r(m).
xel—1,1] l+m
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= (1—;;/11)(1“"Q/P’)Wq[J‘1 du :lp
3)J@) [25(m)] 1+p7q _mU_luP_rom(L_me
=L(m, p, 9)
! udu _ _
Y L 0= Jul—rm e P D=0

u(x)

! x
(!.1=-1 uz 1=(;3

Figure 3

Démonstration. — On procedera en deux étapes.

Premicre étape : on montre comme dans le lemme 2.6, que si
By<...<B, est la liste compléte des zéros de u, alors :

Baje1—B2;=Bs— B, et Baj=B2j-1=B,— By, Jj=1, ...,k

u est périodique de période B; — B;.

On en déduit, comme dans la démonstration du théoréme 2.1, que
n=3. Ce qui achéve la preuve du point 1).

La démonstration du point 2) est donnée par le point (iii) du lemme
précédent d’ou on obtient que :

x
c=—2mq+pm et c=
q

On en déduit alors que

3
q

c=&s(m) et u=&3r(m).
q
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Deuxiéme étape : supposons sans perte de généralité que ' (— 1)>0.
De la premiére partie du lemme, on sait :

1 x x X
—|w P+ 2 ult="2r (m)u+25(m) (16)
p q q
et par intégration
1, , A A -
=+ =2ufiz=2"2smJulls e
q q
On obtient donc
2/ s(m)
Hqu=—(—, ) (17
g\l/p"+1/q
Soient n; <n, les zéros de u'. De (16), on a :
—u Xz i/p
={p'—=} , dans R
[ = [u]™=r (m) (1= ] (” q) (-2

donc

1 du _ B ,&)l/p:< ,&)l/p 8
J_m T Tut—rom (1= ] (M m)<p ; p ) (18)

De (17) et (18), on a :
_#E (- /)(1+Q/P')p/q[J1 du ]"
J=1"le=p vla ,
O e L T

Ce qui achéve la démonstration du point 3). De méme, par symétrie de u
par rapport & 11, et n,, on a :

o[ u=2[" ““':z(ﬁ?‘—%)_wf i
e D A N P e

ce qui prouve le point 4). M

Remarque 3 .6.
On tire des relations (16) et (18) que u vérifie :

St e B 1 du P
(B, |uP=[—]ul'~rm( “)][J_m [l—lulq—r(m)(l—u)]”p].

Nous allons montrer réciproquement que, pour tout me(0,1],
I'équation (E,) admet au moins une solution u,, et que J(u,)=L (m, p, q),

1

de plus j u,,=0 s’écrit F(m, p, g)=0. Pour cela, nous ferons dans le
-1

lemme qui suivra, ’étude de F et de L.
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LemMEe 3.7. — Soient F, L : (0,11 % (1, 00) % (1, c0) — R définies par

1

udu
F: (mp, q)'-*ﬁm [1—|uls—r@m) (1= w)]'”

,(L+g/p")P
1+p'/q

. e
o L= |uli=rm)y (1 —w)? |’

F et L ont alors les propriétés suivantes :
(i) F et L sont bien définies, continues dans (0,1]% (1, c0) x (1, c0).
(ii) F(1, p, 9)=0.
(iii) L'équation F (m, p, q)=0 admet I'unique solution m=1 si g<2p.
(iv) Pour tout p>1, et e=1/2min{1/p, 1—=1/p} il existe qo>1 tel que
q>q, impligue, il existe m(q)e(1—e—1/p, 1 +e—1/p) tel que

Fm(@,p, =0 e L(m(q,p, <L, p, 9.

Démonstration. — Les points (i) et (ii) se veérifient aisément. On obtient
le point (iii) en remarquant que,

F(m )=J1 wdu _J‘ m? udu
O = ul = rm) =] Jo 1= (= r (m) (1 + mag)] 177

etona

L: (m, p, g [2s(m)* 7"

ot r(m)= lljrmq, s(m)=1—r(m).

u o m2u
[ —|ul?—rm) (1 —w]"?" [1=(mu)?—r(m) (1 +mu)]H?

pour tout me[0, 1), pour tout ue(0,1) si ¢<2p.
Donc F (m, p, q)>0 si me[0,1). On obtient le point (iv) en remarquant
que pour tout p>1 et pour tout me(0,1) on a

lim F(m, p, g)=F (m, p, oo)=(1 tm) 1 -m l/p).
4 (1-1/pQ2=1/p)

En particulier F(1—-e—1/p, p, 00)>0 et F(1+e—1/p, p, 0)<0 donc
il existe ¢g,>1 tel que pour tout g>gq,, F(l+e—1/p, p, q9)<0 et
F(l—e—1/p, p, 9)>0.

Donc F (m(q), p, 9)=0 pour un certain m(g)e(l—e~1/p, 1 +e—1/p)
bien choisi.

On vérifie sans peine que lim m(g)=1—1/p. On a alors :

q=©

. 2—=1/p P! : +1
lim L (m(q), p, 9)=2 < lim L(I, p, gy=27"".
g4 o I—-1/p g~ ®
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Donc il existe g,>1 tel que ¢>go =L (m(q), p, ¢)<L(l,p,q). M

1
LEMME 3.8. — Soit ueW,;? tel que u#0, J(u)=Ax,, J u=0,
-1
max [u(x)|= max u(x)=1; alors : il existe me(0,1] tel que u soit solu-
x€e[0, 1] x €0, 1}
tion de Iéquation différentielle

Wl=ah(w) ou h(u)=|:1_|ulq—r(m)(l_u)]llp,

2s5(m)
Y du 1—m?
= , r(m)= , s(m)=1—r(m).
_,,,h(u)() 1+m ) )
Réciproquement, pour tout me (0, 1], 'équation :
|u' |=ah(u)
u(0)=1
(=) ueWL?
max |u(x)|= max u(x)=1
xe[0, 1] xe[0, 1]

admet au moins une solution u qui vérifie
J ! 1 J U wdu
u=-— —
1 g, k(W)

1
Si de plus, on suppose que j u=0 alors
-1

ul”p/”””q=[2s(m)]1/p—1/q(1+‘I/P')1/‘1J1 du

| A+p gt d_p (1= [u]?=—r(m) (1 —w)]""

Démonstration. — La démonstration de ce lemme se fera en deux étapes.

Premiére €tape : nous montrerons que si ¥ donne le minimum ay;, alors
| v |=ah(u).

Pour cela posonsm=— min u(x), on a: me(0,1]. On conclut cette

x €0, 1]

premiére étape en utilisant le point 3) du lemme 3. 5.

Deuxieme étape : nous montrerons que si me(0,1], alors, on peut
construire un u solution de (Z,,).

Pour cela me (0, 1] étant fixé, soit

dx
h(x)
1) H est bien définie, continue, strictement croissante dans [—m, 1].
2) H est dérivable dans |—m, 1[ et H{{—m, 1)=[—«,0].
3) Soit K=H"!; K est dérivable dans [—a,0].

y
H:[—m, 1]—>R,y+—>j
1
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4) Soit u:[—m, 1] - R, définie par :
K (ax), st xe[—1,0)
u(x)= .
K(—ax) st xe€[0,1]

alors u est solution de I’équation(X,) et vérifie toutes les propriétés
énoncées ci-dessus. W

LeMmME 3.9. — Soient

el 1 '
A, =min “—”;’ ueWhL’\{0}, u=0
u q -1
Ay=inf{L(m, p, ) :me(0,1], F(m, p, )=0}.
Alors hy=MX,.
Démonstration. — Montrons que : A, <A,.

1
On sait qu’il existe ue WL P\ {0}, tel que J u=0,J(w=»x,,

1

per

max |u(x)|= max u(x)=1, min u(x)=—-m, et mye(0,1].

xe[0, 1] xe[0, 1] xe[0, 11
Du lemme 3.5, on a A, <A,.

Montrons que : A, S A;.

On obtient que A; est un minimum, et le minimum est atteint en
me(0,1] car F(., p, q), L(., p, ¢) sont continues dans le compact[0, 1]
et F(0, p, 9#0. Du lemme 3.8, il existe u, solution de (Z£,) et on a
Y (u,)=2x,.

Comme J udu

—m L= juf=r(m) (1 —w]'”
déduit que A, <A, W
On va maintenant procéder a la démonstration du théoréme 3. 1.

1

1
=0 équivaut a f u=0, on en
-1

Démonstration du théoréme 3.1. — On va diviser la démonstration en
deux parties.

Posons : A=af, et A, =af.

Premiére étape : calculons ay; en fonction de p, ¢>1 dans le cas g<2p.

D’aprés le lemme 3.5, il existe me{0, 1] tel que :

- <1_p,q)wul e T
A, =[2s(m)] 1+p'/q o = |u]t=rm) (A —w)? |

avec F(m, p, g)=0. On tire du point (iii) du lemme 3.7 que si g<2p,
I'unique solution de I’équation F (m, p, ¢)=0 est m=1, d’ou :

R Gl Jl 2du
2 1+pl/q O[I_uq]l/p .
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Ainsi, nous terminons la démonstration de la premiére étape.
Remarquons donc que dans le cas ¢<2p, on a o, (p, 9) =, (p, 9).

Deuxiéme étape : nous montrerons que : Vp=2, 3g(p)> 1 tel que o, <,
dés que g>g(p). p>1 étant fixé, du point (iv) du lemme 3.7, on a
Texistence d’un g(p)>1 tel que, pour tout g> g (p) il existe me (0, 1) avec

! udu
=0, L(m, p, 9)<L(l, p, q).
J.m (7= r o) (=] ? (m, p, )<L(1, p, q)

Drapres les lemmes 3.8 et 3.9, on a: A,<L(m, p, g9)<L(l, p, g)=A.
Ainsi, nous terminons la démonstration de la deuxiéme étape. Ce qui
achéve la démonstration du théoréme 3.1. W

4. APPENDICE

Comme mentionné dans lintroduction, le calcul de la meilleure

constante o; donnée par le théoréme 2.1, permet de montrer le résultat
suivant :

THEOREME 4.1 (inégalité isopérimétrique). — Soit A= R? tel que 0A soit
une courbe simple fermée admettant (x, y)e[W}:1 (— 1, 1)]* comme représen-
tation paramétrique. Soient p>1 et

L@A)=| (X' ®)|"+]y' ®) |7 do
M(A)= 1/2J (' (0) x(8) ~x"(6) y (6)) db,
linégalité suivante a alors lieu :
L2(0A) -4 (p, P)M(A)Z0  ou P'=*p—1- (19)
p—

De plus dans (19), l'égalité a lieu si et seulement si :
A={(x, ) eR*:| x| +|y|"<1},
a une translation et une homothétie pres.

Remarque 4.2.

(i) Le théoréme 4.1 est un cas particulier du théoréme de Wulff (cf.
Wulff{4], Dinghas[5], Taylor[6]), qui est une généralisation de I'inégalité
isopérimétrique classique, (celle ou p=p’ =2) et qui est un résultat standard
en cristallographie.
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(ii) Noter enfin que le théoréme 2.1 donne

ne 2 TAHTA/p)
o (p, p) Ty

Démonstration. — Nous allons juste indiquer I'idée de la démonstration
et nous référons a larticle de Dacorogna-Pfister [1] pour plus de détails.
La démonstration suit aussi celle de I'inégalité classique (¢f. par exemple
Hardy-Littlewood-Polya[7]).

Premiére étape : on commence par changer la paramétrisation de JA.
On choisit une paramétrisation par la longueur de I'arc. On peut donc
sans perte de généralité assurer que :

SOV @y O pp sel-Ll

Quitte 4 faire une translation, on peut supposer que :
1
J |x|472x=0. 20
-1

L’inégalité (19) est alors équivalente a :
1

il — o M)

1 1 p/2
=(J IX'(S)I"+|y'(S)|")—2<0hJ y'(S)X(S)) 20. 2D

Deuxiéme étape : il reste a montrer que (21) se déduit du théoréme 2. 1.
En effet, par I'inégalité de Hoblder, on a :

j_ll( p)~2<a,£1y,x)p/z

e [

e
+U_1"" "~af(f_1|x[v') J

Comme dans I'inégalité ci-dessus le premier terme est trivialement positif
et le second I’est grace a (20) et au théoréme 2.1, on en déduit immédiate-
ment (21) et donc (19).

Il est facile de voir que : A={(x, y)eR*:|x|""+|y|?” <1} satisfait (19)
avec égalité. Nous référons a Dacorogna-Pfister [1] pour 'unicité. W

?4

'
X

yl

2|

x'|"+{y'
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