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RESUME. — On étudie les solutions de I’équation ~Awu + u(u? — 1) =0,
ol v est élément de H;, (R™). On montre que la solution f(z1,...,2,) =

th(\/—l§ minimise 1’énergie parmi les fonctions tendant vers —1 lorsque

z; tend vers —oo et vers +1 lorsque z; tend vers +oo. De plus, on prouve
que toute solution de 1’équation qui tend vers 1 lorsque |z| tend vers +oo
est constante égale a 1 sur R™.

ABSTRACT. — We study the solutions of the equation —Au+u(u?—1) = 0
where u is in H}, (R™). We prove that the map f(z1,...,2,) = th(ﬂ)

V2

is a minimjzing solution in the class of functions which converge to —1
when z; goes to —oo and to +1 when x; goes to +oco. Furthermore we
show that any solution of the equation which converges to 1 when |z| goes
to 400 is constant equal to 1 on R™.
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306 G. CARBOU
1. INTRODUCTION
On considére ’équation sur R™ :
—Au+u(u®~-1)=0 (%)

ol u est élément de H} (R™) N L>(R"), od

loc

H} _(R™) = {u, pour tout ouvert borné Q de R™,u € H'(Q)} .

Dans [5], Gibbons expose un certain nombre de problemes issus de la
cosmologie faisant intervenir cette équation du type Ginzburg-Landau.
Un premier probleme est de considérer le comportement asymptotique

. 1 .
des u, solutions de —Awu = —u(l — u?) lorsque ¢ tend vers zéro. Modica
€

montre dans [6] que la famille des u. converge lorsque ¢ tend vers zéro
vers une application »* qui ne prend que les valeurs 1 et —1. De plus,
la surface de séparation entre {z,u*(z) = —1} et {z,u*(z) = 1} est une
surface minimale. Ce passage & la limite modélise les transitions de phases
dans la théorie de Van der Walls, Cahn et Hilliard.

Dans le méme ordre d’idée, F. Béthuel, H. Brezis et F. Hélein étudient
dans [1] le comportement des u., qui sont cette fois définies sur la boule
unité de R? et a valeurs dans R? et qui minimisent les fonctionnelles

=5 [ v+ g [ -1

Ils montrent que les u. convergent vers une application u* qui est
harmonique 2 valeurs dans S'.

Dans cet article, on se limite 2 des applications a valeurs dans R, et
on démontre deux résultats motivés par des questions posées dans [5].
On considere les €léments de H} (R™) N L>°(R™) vérifiant au sens des
distributions :

~Au+u(u?-1)=0

5

et satisfaisant les conditions 4 'infini suivantes :

lim uw=-1 et lim uvu=1,
T ——00 xr1——4oc0o
ces limites étant uniformes en les autres variables %o, ..., Zn.

}
Une solution est donnée par f(z1,...,Z,) = th(—\/%) Le premier
résultat de cet article est le théoréme suivant :
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UNICITE ET MINIMALITE DES SOLUTIONS 307

THEOREME 1. — Soit w, ouvert borné de R™ 1. Sur 'ensemble K des
éléments de H) (R™) N L>°(R™) vérifiant lim w=—-let lim u=1,

oc
! 1 ——00 x1—+00

on considére la fonctionnelle F,, définie par

Fo(u) = /R SVl + (“—;1)— .

Alors, la fonction f définie par

fzn,... zn) :th(%)

minimise la fonctionnelle F,,.

Dans [5], Gibbons posait aussi le probléme de ['unicité (a translation
pres) de la solution sur tout R™ de (*) avec les conditions aux limites du
théoreme 1. Ce probléme reste ouvert. On montre ici un résultat d’unicité
du type Liouville :

THEOREME 2. — Soit n > 2, soit u un élément de H}

Le(R™) solution sur
R", de I’équation :

—Au = u(l — u?)

telle que u tend vers 1 lorsque |z| tend vers +oo. Alors u est constante
égale a 1 sur R™.

L’article est organisé comme suit. La deuxiéme partie est consacrée 2
la démonstration du théoréme 1. Dans cette preuve, on étudie d’abord le
probléme en dimension 1, oll I’on sait montrer directement ’unicité de la
solution de I’équation (x) et ’existence d’un minimum de la fonctionnelle
associée. Puis, en dimension quelconque, on se rameéne & la dimension 1
en utilisant une transformation analogue & la symétrisation de Steiner qui
décroit I’énergie et qui nous place dans le cadre des fonctions 4 une variable.

Dans la troisieéme partie, on démontre le théoréme 2. Pour ce faire, on
effectue, grice au principe du maximum, une majoration asymptotique de .
Cette majoration permet de montrer que le gradient de u est dans L?(R™)
et dans un deuxieme temps, de passer a la limite dans une identité de
Pohozaev qui méne au résultat.

Deux probléemes évoqués dans [5] restent ouverts. D’une part, comme
on I’a vu plus haut, I’unicité (2 translation prés) de la solution sur tout R”
de (x) avec les conditions aux limites du théoréme 1. D’autre part, on sait

. 1 .
que les u. solutions de —Au = ~u(l — u?) convergent,  extraction pres
&
vers u*. La surface séparant {z,u*(z) = —1} et {z,u*(z) = 1} étant une
surface minimale, on peut chercher a construire une famille de «. dont le
u* limite est associé a une cathénoide ou a un hélicoide.
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308 G. CARBOU
2. f EST MINIMISANTE

Démonstration. — Dans un premier temps, on remarque que u étant
bornée uniformément, on sait alors que u est réguliere par un argument
classique de bootstrap.

1°" pas : Probléme en dimension 1

On se place en dimension 1. Soit u, élément de H}_(R), solution de

v’ = u(u? - 1)
(1) lim w=-1

lim v=1
r—+toc

Remarque. — En dimension 1, il est inutile de supposer a priori que u
est uniformément bornée. En effet, par injection de Sobolev (cf. [2]), u est
dans un espace de Holder C%2, et donc, grice a un argument de bootstrap,
1 est de classe C°°. En raison des conditions aux limites, il est alors clair
que u est bornée uniformément sur R.

Montrons que u prend ses valeurs entre —1 et 1. Supposons que
supgt = [ > 1. En raison des conditions aux limites, il est clair que
ce sup est fini et est atteint. Soit A = u~1({3}). Puisque u est continue,
A est fermé. Soit zg € A. Le sup de u est atteint en zg, donc, u'(2p) = 0.

De plus, 3 > 1 donc, 3(8% — 1) > 0 donc, u”(20) > 0 donc il existe I,
voisinage de z tel que

Vzel, u’(z) >0 .

Donc, u est convexe sur [ et u/(29) = 0, i.e. 2z réalise le minimum de u
sur [, or comme z réalise le sup de u sur R, u; est constante €gale a
3, i.e. I C A. Donc, A est ouvert, et R étant connexe, A = R, ce qui est
absurde en raison des conditions aux limites.

On montre de méme que u > —1 sur R.

2¢ pas : Résolution de (*) en dimension 1

On remarque que si u est solution, la fonction qui & z associe u(z + a)
I’est aussi. On fixe alors la valeur de u en zéro en posant u(0) = 0. On
va maintenant résoudre 1’équation.

D’apres le premier pas, u? — 1 reste négatif, donc u” et u sont de signe
opposé et u tendant vers —1 en —oo, u” est positif au voisinage de —oo.
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UNICITE ET MINIMALITE DES SOLUTIONS 309

Ainsi, dans un voisinage de —oc, u’ est croissante donc a une limite en
—oo laquelle ne peut étre que nulle puisque u a aussi une limite en —oo.
Ainsi, u’ reste strictement positif au voisinage de —oo.

Soit a le premier zéro de v'. Montrons que a = +oo, i.e. que u ne
s’annule pas sur R. Si tel n’est pas le cas, soit b = u(a). u’ est strictement
positive sur | — 0o, a[ donc u réalise un C! —difféomorphisme de | — oo, a]
sur | — 1,8

On peut donc prendre u comme nouvelle variable et p = v/ comme

. dp . . .
nouvelle inconnue. On a alors v” = P ainsi, p est solution de
U

p(=1) =p(b) =0
o

d
Yu €] — 1,8], pd—z = u(u® — 1)
On inteégre entre —1 et u et on obtient
1
Yu €] — 1,8, P*(u) = §(u2 - 1)%.

Or, p(b) =0, donc, b =1eten z = a, u(a) = 1,/ (a) = 0 donc, d’apres
le théoreme de Cauchy Lipschitz, u est constante égale a 1, ce qui est
impossible. Donc, @ = 400 et on peut résoudre 1’équation car on a

1

Vz € R, W (z) = 5(1 ~u?).

Donc, puisque ©#(0) = 0, on a

VreR,  u(z)= th(%) = f(z).

3¢ pas : Construction d’une transformation qui décroit ’énergie

On introduit un outil analogue & la symétrisation de Steiner (celle-ci
est utilisée, par exemple, pour démontrer le théoréme de Faber Krahn
concernant la premiere valeur propre du laplacien).

Soit w, ouvert borné de R™~1. On se place sur le cylindre C = R x w.
Soit u, définie sur C a valeurs dans [—1, 1], réguliére et tendant vers —1
(resp. 1) en —oo (resp. +00).

On définit u* par :

v (0) =Cn{z, =0}

SiA>0, ' (A)=0Cn {ml _ mes({0 < u(x) < /\})}

mes(w)
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310 G. CARBOU

siA<0, u*‘(/\):(m{xl __mes({A < u(x) §0})}

mes(w)

et ce pour A €] — 1,1].

Remarque 1. — La transformée de u, notée u*, ne dépend que de la
variable z; et est croissante en celle-ci.

Remarque 2. — On pose

_ [ mes(u ([0, 1)) s p>0
au = { et 3z

Pour tout p, par construction de u*, on a A, (p) = Ay (1).
On va montrer que

F,(u") < F,(u).

e Dans un premier temps, on montre que

/0(1—u2)2:/0(1—u*2)2.

Soit f, définie sur C' a valeurs dans R™, mesurable. Soit Q) = {z € C,
A < f(z)} pour A € RT. Par définition de 2y, on a

+o0
fz) = / 1o, ()dp

/f dm—//+m z)dpdz .

On peut appliquer Fubini car la fonction intégrée est positive :

/cf(a:)dx = /0+°° /C lo, (z)dzdp = /0+°° mes(§2,)dp .

On applique cette formule a f = (1 — u?)?

Ainsi,

[ = [ mestto 0 - @) 2 Ay

Or, par construction de u*,

{z,(1=u)’(@) 22} = {2, -V1-VA<u@) <y/1-VA}

={z,—\V1-Vi<u(z) <\1-VA}
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UNICITE ET MINIMALITE DES SOLUTIONS 311

Donc,

/0(1 —u?)? = /0+°° mes({z, (1 — u* )2 > A})dA = /0(1 — w2,

¢ Montrons maintenant que

[rvwr s [ .

Les deux arguments fondamentaux de la preuve sont la formule de la
coaire et une égalité isopérimétrique. Cette démonstration suit de trés prés
la preuve du résultat analogue qui concerne la symétrisation de Steiner.

On démontre I'inégalité pour v réguliére et un argument de densité
permet de conclure.

Avec la formule de la coaire (démontrée dans [4]), si V désigne
I’ensemble des valeurs critiques de u, on a

/CIVu|2 = /R\V (Ll(#)|vu|>dﬂ.

Remarque. — Le lemme de Sard nous permet de ne pas tenir compte des
valeurs critiques de v qui pourraient poser probléme.
On note par L,(u) la mesure de Hausdorff (n-1)-dimensionnelle de

wH (). .
On a alors, grice a I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a Vuv— :
u

L= [ 4 /

De plus, toujours avec la formule de la coaire, si 0 < p1 < po,

1
Au(pn) — Aui) = / dr = / ( / —v—dw>du
0y \ 2y (1,2 \V Yuy VU

Donc, si ¢ > 0 n’est pas valeur critique de w,

dA, 1
= A/ = ————d
Grw=au=[ e

=1(p) VU

On montre la mé€me chose pour p < 0. Ainsi,

2 (Lu(.u))2
/CIVU[ 2/r«\v AL(M) i
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312 G. CARBOU

Or, A, = Ay, donc, 4], = A'.. De plus, par le théoréme des valeurs
intermédiaires, w~!(y) contient au moins une section du cylindre C et la

mesure (n-1)-dimensionnelle de ladite section est supérieure a la mesure
de w.

Done, L,(p) > Ly- (). Donc,

2 (Lu(/l/))Z
/CIVuI = /IR\V Al (1) -

—1
Or, sur u* (u), Vu* est constant, car u* ne dépend que de z,. Donc,

/C[vu*[?:/IR+ (/uw(u) [Vu*{d$>d,u:/R+ IVu*| Ly (1) dps

et de plus,

Ainsi,

- e

On en déduit bien que

/C[VUIZZ/CIVU*[2.

4¢ pas : En dimension 1, f est minimisante
p

Pour démontrer la minimalité de f, puisqu’on a montré I'unicité de la
solution de (1), il suffit de démontrer que le minimum est atteint, et ce
sera forcément f.

On minimise ainsi sur K la fonctionnelle F' avec

K ={veH,([RR), lim v=-1, et lim v=1}

T—+—00 r— 400

r)= [ 2y

On considere v,,, suite minimisante de F'. Quitte & remplacer v,, par v, qui
sera a fortiori une suite minimisante d’éléments de K, on peut supposer
que les v, sont croissantes et s’annulent en zéro.
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e On a d’abord
Ve >0, 3A, Yo,V > A, l—e<u(z)<l+e.
En effet, dans le cas contraire, i.e. si
Je >0, VA,dn,3zg > A4, Un(mo) £1—¢,
comme v, est croissante, cette inégalité serait en fait vraie pour tout
z < zo. Ainsi, sachant que v,(0) = 0, on a
Vz € [0, A], (vi(z) = 1) > 2.

On a donc
A
Je >0, VA,dn, Fu,) > Zsz

ce qui contredit le fait que la suite v,, soit minimisante.

e D’autre part, soit p € N. Sur tout compact [—p, p], on peut extraire
de v, une sous suite v, (n) QUi converge Vvers up dans H! faible, dans
L? fort et simplement. Ainsi, par un procédé diagonal d’extraction, et par
unicité de la limite faible, on peut construire une sous suite v,,(,) de v, et
un élément u de H} (R) tels que sur tout compact de R, v,(,) converge
vers v dans H! faible, dans L? fort et simplement.

e De plus,

Ve >0, 3A,Vn,Vz > A, 1—e<v(z)<l+e,
donc, u tend vers 1 en +oco. On montre de méme que u tend vers —1
en —oo.
e Enfin, pour tout A de RY, par des arguments de convexité de F4, ol

Y U SN AT
FA(U)_/AT+Z(U - 1)%,

on a

Fa(u) < lim inf F4(v,0)
ainsi,

Fa(u) < lim inf F(vg(m)) -

Par passage a la limite lorsque A tend vers 400, on en déduit donc que le
minimum est atteint, et on sait alors que c’est f.

5° pas : Fin de la preuve

Montrons que f est minimisante en dimension quelconque. Sur un
cylindre de la forme R X w, on considére v quelconque, et on remarque que
F_(v*) < F,(v). Or v* ne dépend que de z1, et on s’est donc ramené 2 la
dimension 1, oi 'on a montré que = — thi est minimum.

Donc, F,(f) < F,(v*) £ F,(v). Donc, f est bien minimum de F,.
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3. PREUVE DU THEOREME 2

On rappelle les hypothéses du théoréme 2. On suppose que v € H}. (R™)
est solution de (x) et que u tend vers 1 lorsque |z| tend vers 4+o00. On veut
montrer que u est constante égale a 1 sur R™.

Un théoréme analogue est montré dans [3] lorsque u est définie sur R?
a valeurs dans R? et vérifie

—Au = u(l - |ul?)

/R?]VUIQ<00.

On démontre d’abord le lemme suivant :
LeEMME 1. - Soit u, élément de H}. (R™) et vérifiant
—Au+u(u®—-1)=0
et llm uwu=1.
|| =00
Alors, u prend ses valeurs entre —1 et 1.

Preuve. — Montrons que » < 1. Soit § > 1. On multiplie I’équation
vérifiée par u par (u — )T et on integre sur la boule B(0, R) de centre
zéro et de rayon R. Puisque u(z) tend vers 1 lorsque |z| tend vers +oo,
on peut choisir R tel que u soit inférieur & 3 sur 0B(0, R). Ainsti, sur le

bord du domaine ol on intégre, on a (u — 8)* = 0. On applique alors
la formule de Stokes :

/‘ IVW—ﬂVF=/ u(l - u?)(u — B)*
B(0,R) B(0,R)

Or, le deuxiéme terme est négatif, car si u < (3, alors u(1—u?)(u—8)" =0,
etsiu >, onal~u?<0. Ainsi, on a a gauche de 1’égalité un terme
positif et & droite un terme négatif, donc

[ v =0,
B(0,R)

et ceci pour tout R assez grand. Donc, u < 3 et ce pour tout § > 1. Donc,
u < 1. On montre, en multipliant par (u + 1)~ I’équation vérifiée par «,
que u > —1. Donc, u prend ses valeurs dans [—1,1].
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UNICITE ET MINIMALITE DES SOLUTIONS 315

On remarque que u est uniformément bornée, donc son laplacien
appartient  tous les espaces L¥._(R"). Ainsi, u est dans tous les W2 (R™)

loc loc

et ce pour 1 < p < 4o0. En appliquant une injection de Sobolev pour p
assez grand, on obtient que u est dans un C1**(R™) et par un argument de
bootstrap, on montre que u est réguliére.

Démonstration du théoréme 2.

1°" pas : Majoration asymptotique de u

Onpose v =1—u.Ona ‘ |lim v=0etv € [0,2]. De plus, v vérifie :
T|—+o0

—Av+v(l -v)(2-v)=0.

La limite de v lorsque |z| tend vers +oco étant nulle, il existe R tel que si
z est dans R*\ B(0, R), 1 < (1 — v)(2 — v), et donc, puisque v > 0,

—-Av+v<—Av+v(l—-0v)(2-v)=0

On définit sur R"\ B(0, R) : vo(z) = e =],

Aup = elzl = =L -zl
|z
Donc,
_ T -l
—Avp+ vy = e >0
|z
Donc, si on pose w = v — tvg, on a
—Aw+w<0

D’autre part, lim w = 0, et de plus, si ¢ est assez grand, v — tvy < 0

[@]—+o0
sur 0B(0.R), donc, avec le principe du maximum, on obtient que w < 0
sur R™\ B(0, R), donc,

Vz € R"\ B(0, R), 0 < w(z) < te™ll,
Les deux pas suivants sont inspirés de la preuve du théoreme 2 de [3].

2¢ pas : Le gradient de u est de carré intégrable sur R"

Soit x fonction réguliére a support compact dans R™. On suppose que y
est constante égale a 1 dans B(0, 1), est nulle hors de B(0,2) et prend ses

valeurs dans [0, 1]. On pose alors x,(z) = X(E) ou p € N.
p

Vol. 12, n® 3-1995.



316 G. CARBOU

On remarque que
A(u?) = 2|Vul? + 2ulu

et donc, puisque u est solution de 1’équation (x),
1
§A(u2 —1) = |Vu|? +w?(u? - 1).

On prend alors X, comme fonction test de cette équation et on obtient

%/n(UZ —1)Ax, = /R IVul>xp + / u?(u? ~ 1)x, -

Le terme de gauche de cette égalité tend vers zéro lorsque p tend vers
+o00. En effet,

K
[ -val < 5 1]
n D" JB(0,2p)\B(0.p)

ol K ne dépend pas de p. En raison des majorations asymptotiques obtenues
dans le premier pas, [u? — 1| est dans L'(R™) et on s’apergoit donc que le
deuxieme terme de cette inégalité tend vers zéro lorsque p tend vers +oo.
D’autre part, u étant uniformément borné, u*(u? — 1) est dans L' (R™).
Enfin, en faisant tendre p vers +oo dans 1’égalité ci-dessus, on obtient que

/Rn|Vu|2:/nu2(l-—u2)<oo.

Donc, Vu est dans L?(R™).

3¢ pas : Méthode de Pohozaev

ou
On multiplie I’équation —Au = u(1 — u?) par (Z Ti— )Xp et on

integre sur R™.
. Ou . Ou
,_/n AU(Z““‘)X;} :/R VUJV(XPZ.Tza_IL)
/ [Vul*x, + Z/ Ou p + / (z, Vu)(Vu, V)
p amj 81: am, n PAP
N(IV
:/ [Vul>x, +/ %—MXP + / (z, Vu)(Vu, Vxp)
R» R~ n

(1= [ 1Vl - [ @)Vl
(1-5) [rwumee =3,

+ /n (z, Vu)(Vu, Vxp).
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D’autre part,

/nu(l—uQ)(gxi%)Xp
£
B e

g/n(l_ﬁ)?xp 4 /n%(vb’”’)’

On fait tendre p vers +o0o. On remarque que

<K / Vul?
B(0,2p)\B(0,p)

oll K est indépendant de p. Or, on a montré dans le deuxieme pas que
le gradient de u est dans L?(R™) ce qui prouve que le terme étudié tend
vers zéro lorsque p tend vers +oo.

il

/n(a:, Vu)(Vu, Vx,)

1
On montre de méme que 3 / (z,Vxp)|Vul? tend vers zéro lorsque
Rﬂ.

p tend vers +oo.
D’autre part, (u? — 1)> étant dans L'(R™), on obtient que
1— 2
/ ) %(pr, z) tend lui aussi vers zéro quand p tend vers +oo.

En conclusion, le passage a la limite dans 1’égalité de Pohozaev montre

que
(1 - g) /R (Val? = %/n(l — u?)?

n .
Or,n > 2,donc, 1 — 5 < 0, donc, les deux termes de 1’égalité sont nuls.

Donc, u est constante égale 4 1 sur R™, ce qui cl6t la démonstration.
g q
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