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On etudie les solutions de 1’equation -Au + u(u2 - 1) = 0,
où U est element de On montre que la solution f (x 1, ... , xn ) =

th -y= ) minimise l’ énergie parmi les fonctions tendant vers -1 lorsque
x 1 tend vers - oo et vers +1 lorsque x 1 tend vers +00. De plus, on prouve
que toute solution de 1’equation qui tend vers 1 lorsque x tend vers 
est constante egale a 1 sur IRn.

ABSTRACT. - We study the solutions of the = 0

where u is in H1loc(Rn). We prove that the map xn ) = th 2014 )
is a minimizing solution in the class of functions which converge to -1
when x 1 goes to -~ and to +1 when x 1 goes to +00. Furthermore we
show that any solution of the equation which converges to 1 when x ~ goes
to +00 is constant equal to 1 on IRn.
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1. INTRODUCTION

On considere 1’equation sur 

où u est element de n L°° of

Dans [5], Gibbons expose un certain nombre de problemes issus de la
cosmologie faisant intervenir cette equation du type Ginzburg-Landau.
Un premier probleme est de considerer le comportement asymptotique

des ue solutions de -Au = u(1 - U2) lorsque c tend vers zero. Modica
montre dans [6] que la famille des u~ converge lorsque E tend vers zero
vers une application u* qui ne prend que les valeurs 1 et -1. De plus,
la surface de separation entre ~x, u* (x) _ -1 ~ et ~x, u* (x) = 1 ~ est une
surface minimale. Ce passage a la limite modelise les transitions de phases
dans la theorie de Van der Walls, Cahn et Hilliard.
Dans le meme ordre d’ idee, F. Bethuel, H. Brezis et F. Helein etudient

dans [1] ] le comportement des qui sont cette fois definies sur la boule
unite de 1R2 et a valeurs dans 1R2 et qui minimisent les fonctionnelles

Ils montrent que les u~. convergent vers une application u* qui est

harmonique a valeurs dans Sl.
Dans cet article, on se limite a des applications a valeurs dans R, et

on demontre deux resultats motives par des questions posees dans [5].
On considere les elements de n L (X) (IRn) verifiant au sens des

distributions :

et satisfaisant les conditions a l’infini suivantes :

ces limites etant uniformes en les autres variables x2, ... , zn.

Une solution est donnee par f (x 1, ... , xn ) = ~( 2014~ ). . Le premier
resultat de cet article est le theoreme suivant : 

~ Ui~
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THÉORÈME l. - Soit cv, ouvert borne de Sur l’ensemble K des

elements de n L°° vérifiant lim u = -1 et lim u = 1,
~1-~-00 

on considère la fonctionnelle FW définie par

Alors, la fonction f définie par

minimise la fonctionnelle FW .
Dans [5], Gibbons posait aussi le problème de l’unicité (a translation

pres) de la solution sur tout ~n de (*) avec les conditions aux limites du
théorème 1. Ce problème reste ouvert. On montre ici un résultat d’unicité
du type Liouville :

THÉORÈME 2. - Soit n > 2, soit u un element de solution sur

de l’équation :

telle que u tend vers 1 lorsque ~x~ tend vers Alors u est constante

égale a 1 sur 
L’article est organise comme suit. La deuxieme partie est consacree a

la demonstration du theoreme 1. Dans cette preuve, on etudie d’abord le

probleme en dimension 1, ou l’on sait montrer directement 1’ unicite de la
solution de 1’ equation ( * ) et 1’ existence d’ un minimum de la fonctionnelle
associee. Puis, en dimension quelconque, on se ramene a la dimension 1
en utilisant une transformation analogue a la symetrisation de Steiner qui
decroit 1’ energie et qui nous place dans le cadre des fonctions a une variable.
Dans la troisieme partie, on demontre le theoreme 2. Pour ce faire, on

effectue, grace au principe du maximum, une majoration asymptotique de u.
Cette majoration permet de montrer que le gradient de u est dans 
et dans un deuxieme temps, de passer a la limite dans une identite de
Pohozaev qui mene au resultat.
Deux problemes évoqués dans [5] restent ouverts. D’une part, comme

on 1’ a vu plus haut, Funicite (a translation pres) de la solution sur tout (~n
de ( * ) avec les conditions aux limites du theoreme 1. D’ autre part, on sait

que les ue solutions de -Au = 1 u 1 - u2 convergent, a extraction res
vers u*. La surface separant {x, u*(x) = -1} et {x, u* (x) = 1} étant une
surface minimale, on peut chercher a construire une famille de u~ dont le
u* limite est associe a une cathenoide ou a un helicoide.
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2. f EST MINIMISANTE

Démonstration. - Dans un premier temps, on remarque que u etant
bornee uniformement, on sait alors que u est reguliere par un argument
classique de bootstrap.

pas : Problème en dimension 1

On se place en dimension 1. Soit u, element de solution de

Remarque. - En dimension 1, il est inutile de supposer a priori que u
est uniformement bornee. En effet, par injection de Sobolev (cf. [2]), u est
dans un espace de Holder C°~a, et donc, grace a un argument de bootstrap,
u est de classe C°°. En raison des conditions aux limites, il est alors clair

que u est bornee uniformement sur R.

Montrons que u prend ses valeurs entre -1 et 1. Supposons que
sUPR u = /3 > 1. En raison des conditions aux limites, il est clair que
ce sup est fini et est atteint. Soit A = (~,~~). Puisque u est continue,
A est ferme. Soit zo E A. Le sup de u est atteint en zo, donc, u’ (zo) = 0.
De plus, /3 > 1 donc, ,~(,~2 - 1) > 0 donc, > 0 done il existe I,

voisinage de zo tel que

Donc, u est convexe sur I et u‘ ( zo ) = 0, i. e. zo realise le minimum de u

sur I, or comme zo realise le sup de u sur R, u|I est constante egale a
/3, i. e. Donc, A est ouvert, et R etant connexe, A = I~, ce qui est
absurde en raison des conditions aux limites.

On montre de meme que u > -1 sur R.

2 e pas : Resolution de ( * ) en dimension 1

On remarque que si u est solution, la fonction qui à x associe u(x + a)
1’est aussi. On fixe alors la valeur de u en zero en posant u(0) = 0. On
va maintenant resoudre 1’ equation.

D’ apres le premier pas, u2 - 1 reste negatif, donc u" et u sont de signe
oppose et u tendant vers -1 en -~, u" est positif au voisinage de -~.
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Ainsi, dans un voisinage de -~, u’ est croissante donc a une limite en
-~ laquelle ne peut etre que nulle puisque u a aussi une limite en -~.
Ainsi, u’ reste strictement positif au voisinage de -~.

Soit a le premier zero de u’. Montrons que a = +00, i.e. que u’ ne
s’annule pas sur R. Si tel n’est pas le cas, soit b = t6(a). u’ est strictement
positive sur ] - oo, a[ donc u realise un C1-difféomorphisme de ] - oo, a[
sur ] - 1, b ~.
On peut donc prendre u comme nouvelle variable et p = u’ comme

nouvelle inconnue. On a alors u" = p2014, ainsi, p est solution de

On integre entre -1 et u et on obtient

Or, p(b) = 0, donc, b = 1 et en x = a, u(a) = 1, u’(a) = 0 donc, d’après
le theoreme de Cauchy Lipschitz, u est constante egale a 1, ce qui est
impossible. Donc, a = +00 et on peut resoudre 1’equation car on a

Donc, puisque u(0) = 0, on a

3e pas : Construction d’une transformation qui decroit I’énergie
On introduit un outil analogue a la symetrisation de Steiner (celle-ci

est utilisee, par exemple, pour demontrer le theoreme de Faber Krahn
concernant la premiere valeur propre du laplacien).

Soit w, ouvert borne de IRn-l. On se place sur le cylindre C = R x w.
Soit u, definie sur C a valeurs dans [-1, 1], régulière et tendant vers -1
(resp. 1) en -~ (resp. +00).
On definit u* par :

Vol. 12, n ° 3-1995.
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et ce pour A E] - 1,1[.

Remarque 1. - La transformée de u, notée u*, ne depend que de la
variable x 1 et est croissante en celle-ci.

Remarque 2. - On pose

Pour tout , par construction de u*, on a = Au (p).
On va montrer que

~ Dans un premier temps, on montre que

Soit f, définie sur C a valeurs dans mesurable. Soit SZa = {x E C,
A  f (x ~ ~ pour A E R+. Par définition de on a

Ainsi,

On peut appliquer Fubini car la fonction integree est positive :

On applique cette formule a f = ( 1 - 2L2 ) 2 :

Or, par construction de u*,

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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Donc,

w Montrons maintenant que

Les deux arguments fondamentaux de la preuve sont la formule de la
coaire et une egalite isoperimetrique. Cette demonstration suit de tres pres
la preuve du resultat analogue qui concerne la symetrisation de Steiner.
On demontre 1’ inegalite pour u reguliere et un argument de densite

permet de conclure.
Avec la formule de la coaire (demontree dans [4]), si V designe

l’ensemble des valeurs critiques de u, on a

Remarque. - Le lemme de Sard nous permet de ne pas tenir compte des
valeurs critiques de u qui pourraient poser probleme.
On note par Lu( ) la mesure de Hausdorff (n-1)-dimensionnelle de

u-1 (~).
On a alors, grace a 1’inegalite de Cauchy-Schwarz appliquee a ~u 1 :Y pp q Vu

De plus, toujours avec la formule de la coaire, si 0  pi  ~2,

Donc, 0 n’ est pas valeur critique de u,

On montre la meme chose pour ~c  0. Ainsi,

Vol. 12,n° 3-1995.
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Or, Au = Au*, donc, Au = A~* . De plus, par le theoreme des valeurs
intermediaires, (p) contient au moins une section du cylindre C et la
mesure (n-l)-dimensionnelle de ladite section est superieure a la mesure
de cv .

Donc, > Lu* (~c). Donc,

Or, sur u* 
-1 

(~c), est constant, car u* ne depend que de xl. Donc,

et de plus,

Ainsi,

On en deduit bien que

4e pas : En dimension 1, f est minimisante
Pour demontrer la minimalite de f, puisqu’on a montre 1’ unicite de la

solution de (1), il suffit de demontrer que le minimum est atteint, et ce
sera forcement f.
On minimise ainsi sur K la fonctionnelle F avec

On considere vn, suite minimisante de F. Quitte a remplacer vn par vn, qui
sera a fortiori une suite minimisante d’éléments de K, on peut supposer
que les vn sont croissantes et s’ annulent en zero.
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~ On a d’abord

En effet, dans le cas contraire, i.e. si

comme vn est croissante, cette inegalite serait en fait vraie pour tout

x  zo. Ainsi, sachant que vn(0) = 0, on a

On a done

ce qui contredit le fait que la suite vn soit minimisante.
~ D’autre part, soit Sur tout compact ~-p, p~, on peut extraire

de vn une sous suite vcpp(n) qui converge vers up dans ~f~ faible, dans
L2 fort et simplement. Ainsi, par un procédé diagonal d’extraction, et par
unicite de la limite faible, on peut construire une sous suite de vn et
un element u de tels que sur tout compact de R, converge
vers u dans H1 faible, dans L2 fort et simplement.

~ De plus,

donc, u tend vers 1 en +00. On montre de meme que u tend vers -1

en -oo.

~ Enfin, pour tout A de R+, par des arguments de convexite de FA, ou

on a

ainsi,

Par passage a la limite lorsque A tend vers +00, on en deduit donc que le
minimum est atteint, et on sait alors que c’ est f.

5e pas : Fin de la preuve

Montrons que f est minimisante en dimension quelconque. Sur un

cylindre de la forme R x w, on considère v quelconque, et on remarque que
FW ( v * )  Fw(v). Or v * ne depend que de x1, et on s’est donc ramene a la
dimension 1, ou l’on a montre est minimum.

Donc, Fw ( f )  Fw(v*)  Donc, f est bien minimum de Fw .

Vol. 12, n° 3-1995.
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3. PREUVE DU THEOREME 2

On rappelle les hypotheses du theoreme 2. On suppose que u E 
est solution de ( * ) et que u tend vers 1 lorsque Ixl tend vers +00. On veut
montrer que u est constante egale a 1 sur 

Un theoreme analogue est montre dans [3] lorsque u est definie sur 1R2
a valeurs dans 1R2 et verifie

On démontre d’ abord le lemme suivant :

LEMME 1. - Soit u, élément de et vérifiant

Alors, u prend ses valeurs entre -1 et 1.

Preuve. - Montrons que u  1. Soit j3 > 1. On multiplie 1’ equation
vérifiée par u par (u - j3)+ et on integre sur la boule B(0, R) de centre
zero et de rayon R. Puisque u(x) tend vers 1 lorsque ~x) tend vers -I-oo,
on peut choisir R tel que u soit inferieur a {3 sur 9B(0, R). Ainsi, sur le
bord du domaine ou on integre, on a ( u - ,~ ) + = 0. On applique alors
la formule de Stokes :

Or, le deuxieme terme est negatif, car si u  /?, alors u( 1- u2 ) (u-,~) + = 0,
et si u > j3, on a 1 - u2  0. Ainsi, on a a gauche de l’égalité un terme
positif et a droite un terme negatif, done

et ceci pour tout R assez grand. Donc, u  /3 et ce pour tout {3 > 1. Donc,
u  1. On montre, en multipliant par ( u + 1 ) - 1’ equation veri6ee par u,
que u > -1. Donc, u prend ses valeurs dans [-1, 1].
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On remarque que u est uniformement bornee, donc son laplacien
appartient a tous les espaces L o~ ( I~n ) . Ainsi, u est dans tous les 
et ce pour 1  p  +00. En appliquant une injection de Sobolev pour p
assez grand, on obtient que u est dans un Cl~a(~n) et par un argument de
bootstrap, on montre que u est reguliere.

Demonstration du théorème 2.

1 er pas : Majoration asymptotique de u

On pose v = 1 - u. On a lim v = 0 et v E [0,2]. De plus, v verifie :

La limite de v lorsque Ixl tend vers +00 etant nulle, il existe R tel que si
x est dans 1  (1 - v) (2 - v), et donc, puisque v > 0,

On definit sur vo(x) = 

Donc,

Donc, si on pose w = v - tvo, on a

D’ autre part, lim w = 0, et de plus, si t est assez grand, v - tvo  0

sur donc, avec le principe du maximum, on obtient que w  0
sur donc,

Les deux pas suivants sont inspires de la preuve du theoreme 2 de [3].

2 e pas : Le gradient de u est de carre integrable sur IRn

Soit x fonction reguliere a support compact dans IRn. On suppose que x
est constante egale a 1 dans B (0,1 ), est nulle hors de B (0, 2) et prend ses
valeurs dans [0,1]. On pose alors xP (x) = x(x p) ou p E N.
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On remarque que

et donc, puisque u est solution de 1’ equation (*),

On prend alors xp comme fonction test de cette equation et on obtient

Le terme de gauche de cette egalite tend vers zero lorsque p tend vers
+00. En effet,

où K ne depend pas de p. En raison des majorations asymptotiques obtenues
dans le premier pas, u2 - 1 ~ est dans L 1 (IRn) et on s’apergoit done que le
deuxieme terme de cette inegalite tend vers zero lorsque p tend vers +00.

D’ autre part, u etant uniformement borne, u2 (u2 - 1) est dans 
Enfin, en faisant tendre p vers + oo dans 1’ egalite ci-dessus, on obtient que

Donc, Vu est dans 

3e pas : Methode de Pohozaev
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D’ autre part,

On fait tendre p vers +00. On remarque que

où K est independant de p. Or, on a montre dans le deuxieme pas que
le gradient de u est dans L2 (~n ) ce qui prouve que le terme etudie tend
vers zero lorsque p tend vers +00.

On montre de meme tend vers zero lorsque

p tend vers +00.
D’ autre part, (u2 - 1 ) 2 etant dans on obtient que

y (1 - u2)2
(~~p, x ) tend lui aus si vers zero quand p tend vers +00.

En conclusion, le passage a la limite dans 1’egalite de Pohozaev montre
que

Or, n > 2, donc, 1 - n  0, donc, les deux termes de 1’egalite sont nuls.

Donc, u est constante egale a 1 sur IRn, ce qui clot la demonstration.
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