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1.INTRODUCTION. L'exposé fait i Perpignan en juin 1987 présentait un tra-
vail général [9]. Ici nous allons mettre 1'accent sur le cas sous-
linéaire.

L'objectif du présent article est d'offrir un texte lisible (le
parti de travailler avec R' est délibéré) pouvant servir de lecture pré-
liminaire 4 [9] mais surtout qui, & la fois donne quelques résultats iné-
dits, et expose la plus grande partie des résultats disponibles pouvant
étre utiles dans les applications ol l'intégrande est sous-linéaire (cf. en
Mécanique Debordes [19], Laghdir [31]). Noter que le cas général étudié
dans [9] a aussi parai ses motivations la Mécanique (théorie de la plasti-
cité).

Se donner un intégrande (x,z) ~ f(x,z) sous-linéaire en 2z re-
vient A se donner une multifonction I et A poser f(x,.) = & (L]|Z(x))
la fonction d'appui de Z(x).

Supposons donné un espace vectoriel de fonctions . Notoms V&
1'ensemble des sections de I qui appartiennent 4 Y. Soit V' un espace
vectoriel de fonctions (ou de mesures) en dualité avec V. Considérons la
fonctionnelle

G : V' ~ I *(v'i{x)|Z(x)) dx
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{écriture supposant que v' est une fonction, si c’'est une mesure prendre

dv'*
I 8‘[:6—(x)|£(x)} 6(dx) ol B8 est une mesure positive dominant v'}. On
a, sous différentes hypothéses, la formule

*(v' 7)) = I §* (v' (x) |Z(x)) dx o

Elle montre que G est o({',) s.c.i. et permet de caractériser ponctuelle-
ment le céne normal en un point de ;.

On va dans le §3 rappeler le cas
aborder le cas | = Go, V' = M. Il arrive que G ne soit pas U(J{’,co)
s.c.i. Le probléme se pose alors de caractériser la régularisée s.c.i.
de P, restriction de G A L'. Cela nous améne au §5 & définir la réguls-

7=LP, 7" =LY et dans le §4

risée s.c.i. essentielle X d'une multifonction I. Le §6 montre que la

régularisée F s'exprime avec ¥. Le lien est alors fait avec le résultat

principal de [9] (appliqué au cas sous-linéaire).Enfin le §7 caractérise Iy

semi-continuité inférieure de I' A l'aide de sa fonction d'appui.

2. NOTATIONS

On dira que la mesure positive 8 domine la mesure vectorielle )
si V A mesurable, 8(A) = 0 = A(A) = 0 (on écrit aussi A « 8).

Le produit scalaire entre z et z' € R* est noté z'.z, la norme
de z par |z]. La forme bilinéaire mettant en dualité deux espaces fonc-

tionnels ¢ et {' est notée «<(v',v>.

On désigne par
- cf(R) 1'ensemble des convexes fermés non vides de R (idem pour

cf(E)}, E Banach),
: £*(2') = sup{z'.z - f(z) : z € R},

- f* la polaire de f :
- 8(.JC) 1la fonction indicatrice de C qui vaut 0 sur C, + ® sur le

complémentaire de C,

- 8*(.]C) 1la fonction d'appui de C :
8" (z]C) = supfz'.z : z € C}. C'est la polaire de l’'indicatrice,
(B(x,r) la boule

- B(x,r) 1la boule ouverte de centre x et rayon r

fermée),
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- L'-adh E (resp. unif-adh, resp. s-adh) 1‘'adhérence de E pour la topolo-
gie de la norme L' (resp. de la convergence uniforme, resp. de la conver-
gence simple),

- 2 un espace topologique localement compact (sauf précision particuliére
en téte d'un §. Mais on peut lire tout l'article en pensant & ) ouvert
de R' ou compact métrique),

- @, 1'espace des fonctions continues sur Q tendant vers 0 2 1'infini,
- ¥ 1l'espace des mesures de Radon bornées sur Q,

- ®(2;R) 1'espace des fonctions de classe (°, C: désignant celles a
supports compacts,

- 841 1a gphére unité de R,

- co A l'enveloppe convexe de A.

3. RAPPEL DU CAS ¥ = LP, 7' = L9.

Soit (Q,¥.p) un espace mesuré avec p > 0 o-finie, p € [1,w],
V=P 1R, 7' = L%(Q,p;R) (q étant 1’exposant conjugué de p) et
£:0-cf(R) une multifonction mesurable (il y a, du moins si on
suppose § p-compléte, équivalence avec la mesurabilité de
(x,2') ~ 8*(z']Z(x))). On distingue [®, l'espace des fonctions, de LP,
1'espace des classes d'équivalence de fonctions. De fagon naturelle on
note

= {ve PR : pp.p. vI(X) € Z(x)}
et Lg désigne 1l'ensemble quotient de L'; par 1l'égalité p.p.

La formule (1) est vraie :

Théoréme 1. Supposons Eg #@.0na, ¥vv' € LP(GR) ¢

3% (v [LY) =J' 3* (v'(x) |Z(x)) p(dx) (1)

Remarques. 1) La formule (1') est un cas particulier de la formule beaucoup

plus générale de Rockafellar [38] : (If)' =1, (prendre
£
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f(x,z) = 8(z|Z(x))), formule que nous citerons encore dans le 56. Les pre-
piéres démonstrations sont dues & Rockafellar [38], Ioffe-Tikhomirov [29].
Pour des extensions maximales voir [12], {13] (th. 5, p. 27) et [48].

2) La formule (1') est un cas de commutativité des signes [ et sup puisque
8'(v'|L§) = gup{/v'(x).v(x) p(dx) : v € £3}. Pour des résultats trés géné-
raux dans le cas d'espaces "décomposables” voir Rockafellar ([40], Bourass-

Valadier [10].
3) Le point de départ de Bouchitté-vValadier [9] est aussi (th. 1) une for-

mule de commutativité de [ et sup, mais dans le cas d'espaces "non

décomposables”.

Corollaire 2. Pour tous v, € L et v € [f(2:R) on a équivalence de :

(i) v' est une normale sortante & [7 en vV,
{ii) p-p.p. v'(x) est une normale sortante i Z(x)

en vo(x).

Remarque. Pour p = ®, au lieu de prendre ' = L! on peut prendre
7' = (L®)'. A ce sujet voir Rockafellar [39] et Castaing-Valadier [16] ch.

VIII.

Notation. Notons [ Z dp 1'ensemble {Svdp : v € [;}.
Sous les hypothéses précédentes [ I dp. est un convexe. Si de
plus il est fermé on va voir que sa fonction d’appui, qui le caractérise,

est donnée par (1').

2 intégrablement bornée

Corollaire 3 (théoréme de Strassen). Supposons
(i.e. Z(x) C B(0,a(x)) avec « € L). Soit z € R'. On a équivalence de :

(i) vz' € R, z'.z € J 8 (z2'|Z(x)) pldx),
(ii) z est de la forme S v dp pour un v € £§(i.e. z € JZXadp.

Démonstration. Sous 1'hypothése faite, Lé est faiblement compact dans

J Z dp  est convexe compact.

L' (Q:R*). Par conséquent
v =z' € R,

Le premier membre de (1') vaut, pour
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sup {Jz'.v(x)p(dx) : v € (1}

] 1
8* {v'|L3)

8* (z' |JZdp) .

praprés (1') le convexe fermé [ I du a pour fonction d'appui
7' = f 8% (2'|Z(x)) p{dx). Le corollaire en résulte.

Reparques. 1) En dimension finie le résultat remonte & Kudo [30] et Richter
[37]. Les articles de Aumann [3] et Debreu [20] ont marqué le début d'ume
étude systématique de 1l'intégrale multivoque.

2) En dimension infinie le théoréme de Strassen a été popularisé par Meyer
et généralisé par Castaing, Wegmann, Kénig (voir références dans Valadier
[47]) . Divers résultats de compacité de Lé ou d'ensembles similaires {par

exemple {v € Lz' : v(x) € Z{(x) p.p.}) précédent (Castaing [11]) ou suivent

(Castaing-Valadin [15]) le théoréme de Strassen. Pour le cas fIdp non
borné voir Ioffe-Levin [28] et Castaing-Valadier ([16] coroll. VIII.39).
Saint-Pierre [42] a étendu le théoréme de Strassen a des fonctions sous-
linéaires & valeurs dans un espace vectoriel ordonné (voir aussi Valadier
[43D).

3) On peut montrer que, si Lé est borné en norme dans L! , alors X est

intégrablement borné (Bismut [5], ).

4. LE CAS DE LA DUALITE (r,eo) .

Maintenant Q est un localement compact. Une mesure de Radon posi-
tive sur Q, p, est donnée (dans beaucoup d'applications p est la mesure de
Lebesgue). Alors L'(p) s'identifie 4 un sous-espace de J.

Notations. €; = {¢ € G (%K') : v x, ¢(x) € Z(x)} est & distinguer de
Gz = {? € G (R : w-p.p. ¢(x) € Z(x)}.

Définition. On dit que [ : Q =+ cf(R') est s.c.i. en x, si. V U ouvert

de R rencontrant F(xo), 3 V voisinage de x, tel que, VX EV,
F(x)nU = ¢.
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Par conséquent I est s.c.i. sur 9 si,v U ouvert,
{x € Q:T(x)nNU # @} est ouvert.
Rappelons le célébre

Théoréme (Michael [32]). 8i I -+ cf(R') est s.c.i. elle admet une section
continue. De plus Vx € Q, Vz €Tl(x), il existe ¢ section continue

de I' telle que ¢(x) = z.

On peut déduire la deuxiéme affirmation de la premiére en utilisant
le lemme suivant que nous utiliserons a plusieurs reprises (il est énoncé
dans Michael [32] exemple 1.3* p. 362).

Lemme 4. Soit I : @ » cf(R') une multifonction sci et soit F un fermé
de Q, ¢ : F R continue telle que V x € F, ¢(x) € ['(x). Alors la

multifonction I'* définie par I'(x) = {P(x)} si x €F est sci,
(x) si x € Q\F

Démonstration. Si U est un ouvert de R on a
{xeR:T'(xX)NnU 2} ={x€0:0(x) nU #2}\{x €F : ¢(x) € U}.

Le dernier ensemble étant un fermé le deuxiéme membre est un ouvert de (.

Théoréme 5 (Rockafellar). Si I : Q -+ cf () est sci avec G #@¢ ona:
v AENIGR),

aA
8* (A]G) =I &* (5 (x) | r‘(x)] 0 (dx) am)

od B est une quelconque mesure positive dominant A (8 = |A] est un
choix possible). Si A= v'.p avec v' € L'(Q,p;R) ona

B* (v iG) = S8 (v (x) M (x)) pldx).
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Ce résultat résulte de (1') et du fait que (, est dense dans

L}(lA]). Au cours de sa démonstration Rockafellar [39] montre un résultat
de densité faible. Nous allons montrer que la densité a lieu pour la norme
1!, ce qui apporte une toute petite précision. De plus, dans [39], Q@ est

compact.

Proposition 6. Soit 0 wune mesure de Radon positive bornée sur §l. Soit
F:0-ct(R') sci avec G # ©. Alors L'-adh G = LI (8).

{pour étre tout & fait rigoureux il faudrait, dans 1‘'égalité précédente,
prendre 1'image de (, par la surjection canonique de £ sur ! qui
d’ailleurs, lorsque le support de 0 est £, est injective sur 6%).

Démonstration. On a G €, € L'(B). Soit u € Lf et € > 0. Quitte &
nodifier u sur un négligeable, on peut supposer v x, u(x) € ['(x). Il
existe « : {1 » [0,0] sci est intégrable telle que V¥ x, Ju(x)] € «(x).
Soit ¢, € Cr- Quitte A rajouter 1 + n¢°u 2 «(x), on peut supposer V X,
ju(x) | < «{x) et Ivo(x)l < a{x) .I1 existe un compact K tel que Uy
€

soit continue et que jg\ludﬁ < 5.

{u(x)} si x € X
Posons ['(X) = {—— — ——

{%(x)nb(o,a(x) si x € Q\K.

navzx [M(x) 9 et ' est sci d'aprés le lemme 4 et le lemme 7 ci-
aprés. Soit U un ouvert relativement compact contenant K. Posons

" '‘(x) six €U
iz = {?o(x)} si x € Q\U.

Alors comme Po(x) € ['{x) sur O\K, donc sur O\U, " est encore sci
(lemme 4) et admet, d'aprés le théoréme de Michael, une section continue
9. Comme ¢ coincide avec ?, hors de U et que ["(x) c ['{x), on a

¢ € C-. De plus ¢ coincide avec u sur K. D'od

fu-9f = I [u(x)-¢{x}] 6(dx)
! Q\K

€ 2 « df € €.
O\K



130

Lemme 7. Soit [ : Q -+ cf(R') une multifonction sci et soit « : Q - 10,9)

sci _telle que

vx, (x) nB(0,x(x)) # @.

Alors x ~ [(x)NB(0,a(x)) est sci.

Remarque. Ce lemme s'étend au cas ol le centre de la boule est fonction
(cf. Castaing [14]). Il existe dans la littérature bien

continue de x
s par

d'autres résultats sur l'intersection de deux multifonctions s.c.i.
exemple Aubin-Ekeland ([2] th. 16 p. 115), Moreau [34].

Démonstration. Notons ['(x) = [(x)nB(0,a(x)). Soit U un ouvert rencon-
trant I'(x) et y € ['(x)nU. Alors, comme « est sci, il existe € >0

et V voisinage de x tels que

X' € V =» B(0,a(x)) D Bly,¢).
Comme [ est sci il existe ¥ voisinage de x tel que W CV et
X' €W = (x")nUnB(y,€) # @g. Par suite x' € W =T'(x')nU # g, d'ol le

résultat.

Corollaire 8 (Rockafellar [39] coroll. 6.A). Sous les hypothéses du

théoréme 5, si A€ } et ¢, € G-, on a équivalence de :
(1) A est une normale sortante & (- en Py

da
(ii) 8-p.p. EE (x) est une normale sortante a [(x) en 9°(x).

Corollaire 9. Sous les hypothéses du théoréme 5

dA
A I 3* [—— (x) | F(x)) 8 (dx)
dae

est o(¥,6) s.c.i.




131

dAa
Remarques 1) L'application A ~ &* {m () | I‘(.))IM A valeurs dans les

mesures réelles est appelée fonction de mesures par Temam [44], notion re-
aontant & Goffman-Serrin [25].

2) Le coroll. 9 est é&tabli beaucoup plus directement par Reshetnyak [36],
du moins lorsque f(x,z) = 8*(z|['(x)) est continue sur & x B¢ et
vérifie |f(x,z)| € k|z}.

Giaquinta - Modica - SOuéek f24] et Dal Maso {17] utilisent le résultat de
Reshetnyak pour établir la semi-continuité inférieure d'un prolongement aux
pesures d'une fonctionnelle intégrale sur L.

3) On peut étendre le résultat de Reshetnyak et retrouver notre coroll. 9,
du moins pour Q localement compact métrisable et o-compact, de la facon
suivante. D'aprés Michael ([32] lemme 5.2) il existe une suite (vn) de sec-
tions continues de I' dense au sens suivant :

v X, (¢n(x)) est dense dans ["(x).

Grice & la o-compacité il n'est pas difficile d'en déduire une suite dense
N;) de sections continues tendant vers O & 1'infini. Posant alors, comme
de Blasi ([18] th. 3.1), I’ (x) = co{¢, (x),...,d (x}}, le théoréme de
Reshetnyak donne la sci de

dA
A~ I 8‘(—— (x) | T (x)) 6 (dx)
de »

Le résultat avec [' s'en déduit par convergence monotone.

Commentaires sur d'autres dualités possibles.

1) La dualité (A,f%) entre les mesures de Radon et les fonctions conti-
nues A support compact donne des résultats similaires. Le sous-espace ad

hoc de N est alors Lioc(p). Dans Bouchitté-Valadier [9] les deux varian-
tes sont traitées.

2) On pourrait aussi envisager la dualité entre les mesures A supports com-
pacts et les fonctions continues.

3) Dans [51] le second auteur a étudié, selon une suggestion de J.J. Moreau,
un analogue de (1) dans le cas od £ = [0,1], la multifonction est & rétrac-
tion bornée et continue i droite. On prend pour ¥ 1'espace des fonctions
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VB continues & droite et pour ¥' 1'espace des mesures sur [0,1]. Tout re
pose sur un résultat de densité analogue i la prop. 6.

5. REGULARISEE s.c.i. ESSENTIELLE

Soit Z une multifonction de § dans cf (R'). Rappelons qu'on
distingue €, et Cu: (cf. §4). Un des buts du présent paragraphe est de

montrer qu'il existe I : 2 + cf(R') s.c.i. telle que @ = G,;.

5.1. f-stabilité

Définition. Soit ¢ C €, (2;R). on dit que ¢ est 6, -stable si Vo ,a,
cees € eQ;[o,1]) avec LR 4 supports compacts et, V x,
n

n
2 o (x) =1 et ¥ Pre-er? €9, la fonction 2 o P appartient & ¢.
=0 i=0

Variantes. Si R est une variété (® (par exemple un ouvert de R ou
la frontiére QU d'un ouvert borné régulier de R'*'), on peut définir la
6:’—stabilité. Si Q est métrique, on peut parler de Lip-stabilité. Dans
le premier cas on prend une partition de l'unité (°‘o""'°‘n) de classe

(_",(D avec @ ..., a4 supports compacts, dans le deuxiéme on prend
® oreeer lipschitziennes.

Proposition 10. Soit ¢ C Go {(0;R") npon vide. On suppose ¢ Gc-stable

(variantes : si Q est une variété G‘D, on suppose ¢ C:’-stable ;: si @
est un compact métrique, on suppose ¢ Lip-stable). Alors, si [(x) =
adh{P(x) : ¢ € ¢}, on a unif-adh ¢ = s-adh ¢ = (“,r De plus [ est s.c.i.

4 valeurs convexes fermées non vides.

Démonstration. Les propriétés de [ sont immédiates. Comme (“,r est
simplement fermé et que ¢ C G, on a unif-adh ¢ C s-adh ¢ C G-
Reste a montrer (",r C unif-adh ¢.
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1) Traitons d'abord le cas R localement compact, ¢ (‘Zc-stable.

Soit ¢ € G, et € > 0. Comme ¢ et ?, tendent vers 0 & 1'infini, il
existe un compact K tel qu'en dehors de K, Itb(x)-‘?o (x)] < €. Pour chaque
x € K il existe ¢ € ¢ telle que N:(x)-‘?‘ (x)] < €.

Notons U = {y € 0z ldly)-9 (y)} < €}. C'est un ouvert contenant x. Il
existe R oreeerX tels que le,...,an recouvrent K. Soit Ul' un

ouvert relativement compact tel que U; nk-s= Ux N K. Il existe une parti-
1

tion continue de l'unité (°"o"“'°"n) telle que Vv i 21, supp « C U;
et supp & C O\K.
Comze ¢ est Gc-stable on a

n
¢ = ‘xo’Po + Z attpx € ¢.
i=1 t

Commevizl,fx‘(y)#O-ayEUx et o (y) 0=y € MK onavy,
1

n

P+ | = fo ) [0, 4@] + 2« (1) [, 0 - sw]| <.
i=1 1

2) Si Q est une variété (™ on peut comme en 1) trouver une partition
de 1'unité @@ avec Vi > 1, supp o C U; et supp o C O\K. (cf.

L. Schwartz [43] ch. I. th. II).

3) i 0 est compact métrique il existe une partition lipschitzienne de

l'unité subordonnée au recouvrement U, .. v (cf. Haddad [26]).
1 n

1

Remarque. La prop. 10 est presque dans Tran cao Nguyen ([45]., p. 10). Elle
reste vraie avec un Banach au lieu de R ([56]).

Théoréme 11. Soit ¢ C (-30 (2;F) non vide. Pour que ¢ soit de la forme

(_",’. avee [ : 2 » cf(R) s.c.i., il faut et il suffit que ¢ soit unifor-

nément fermé et Cc—stable (variantes : si 0 est une variété 6°°, 6?—stab1e H
si Q est compact métrique, Lip-stable). Alors [ est unique et

C(x) = {¢(x) : ¢ € ¢}
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Corollaire 12. Soit 2 : R - cf(R'). Alors si Gz est #0 il est dela
forme €. avec [ : 2 -+ cf(R') s.c.i. De plus I est unique et I(x) =
{P(x) : 9 € eht}‘

Le corollaire est immédiat car Gh: est fL-stable et uniformément

fermé.

Démonstration du théoréme 11i. Il est immédiat que ( est simplement fer-
mé, donc aussi uniformément, et ( -stable. Inversement si ¢ est fermé et
EL-stable on a, d'aprés la prop. 10, ¢ = (. avec [(x) = adh{p(x) : 9 €4}
L'unicité de I vient de @ = ¢ et du fait que Vv x, ¥V z € ['(x) il exists
une section continue tendant vers 0 & 1'infini ¢, telle que ¢(x) =z. k
effet, si ¢, € ¢, soit U wun ouvert relativement compact contenant =x et

soit
{2z} siy=x
[ (x) = qC(x) si y € U\{x}
{¢,(¥})} si y € U.
Alors ' est s.c.i. d'aprés le lemme 4 et il suffit de prendre pour ¢

une section continue de I''.

Remarque. Le théoréme 11 est analogue & un célébre théoréme de Hiai-Umegaki
[27] que nous allons rappeler.

Définition. Une partie ¥ de £‘(Q,Y.H:R’) est dite J-stable si

Vv, v, €X VAET,
XV, + Xo\, Y, appartient a f.
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théoréme (Hiai-Umegaki). Soit H c L' (Q,¥,p:R'). Pour que H soit de la
forme Lj,_ avec I multifonction mesurable 3 valeurs fermées il faut et

il suffit que H soit fermé dans L' (muni de la norme) et ¥-stable. De
plus si H # &, I est unique & 1'égalité p.p. prés et I est 4 valeurs
convexessi H est convexe.

Pour faire apparaitre I une bonne méthode consiste A dire que
I est la borne supérieure essentielle des multifonctions singletons
x~{u(x)} (u € P. A ce sujet voir Valadier [52] §4.

5.2. Régularisée s.c.i. essentielle d'une multifonction

Lorsque Z : Q - cf (R!) vérifie C“: # @, la multifonction s.c.i.

[:0-ct(R) du coroll. 12 mérite d'étre appelée la régularisée s.c.i.
essentielle de X. Elle a la propriété que, si & est une multifonction
s.c.i. sur Q 4 valeurs fermées non vides telle que p.p. B(x) c Z(x),

alors ¥ %, ®(x) C I'(x). En effet la multifonction @1 (x) = co 8(x) est
s.c.i. (Michael [32] prop. 2.6) contenue p.p. dans Z(x). Si x € Q et
z€@(x), ona z € @1 (x) d'ou il existe ¢ section continue de @1
telle que ¢(x) = z. On peut modifier ¢ pour qu'elle tende vers 0 &
1'infini. On a alors ¢ € sz d'od z € ['(x).

Cependant on peut définir plus directement la régularisée s.c.i.
essentielle en se passant de convexité et en autorisant la valeur g.

Théoréme 13. Soit £ un espace topologique & base dénombrable d'ouverts,
I une multifonction de R dans les fermés de R'. Soit F 1'ensemble
des multifonctions ® s.c.i. 34 valeurs fermées (éventuellement vides)

telles que ®(x) C Z(x) p.p. Alors I définie par 2(x) = adh U {§(x) : ® € F}
est 1a plus grande multifonction s.c.i. & valeurs fermées contenue p.p.
dans Z(x).

Si de plus I est & valeurs convexes, ¥ 1l'est aussi et, si Z est &

valeurs convexes avec epz # &, alors on a ¥(x) = {P(x) : ¢ € G“z}.
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Définition. ¥ est appelée la régularisée s.c.i. essentielle de Z.

Démonstration. Soit (Uk) une base d'ouverts de R'. Pour chaque k,

x : 2(x) U, %0} =y fx: 0 N, o

Comme £ a la propriété de Lindeldf la réunion du second membre est égale
4 la réunion d'une sous-famille dénombrable. D'ol 1l'existence de (@nh

valable pour tous les k. Posant El(x) = adh v On(x), ona Z (x)cIfx
B

p.p- Montrons que Xl(x) = $(x). §'il existait z € ﬁ(x)\za(x) soit U,

un ouvert contenant 2z et ne rencontrant pas Zt(x). On aurait alors

$x) nU, #get
vn & x)nt =g
n k

contrairement au choix de la suite (Uk).
Les derniéres affirmations résultent de 1l'argumentation donnée avar:

1'énoncé.

Proposition 14. Soit X : O » cf(R).

1) Supposons 6“2 # & . Notons
E(x) = {z € B : 3 V voisinage ouvert de x tel que p.p.

sur V, z € Z{x)}

Alors V¥ x, int $(x) c E(x) ¢ E(x).

En particulier en tout x ou int $(x) 9, ona 3(x)
2) Si Z est s.c.i, de graphe fermé on a

~ (x) si x € supp p
Z(x) =

= adh E(x).

R sinon

Démonstration. 1) a) Si z € int Z(x), il existe d*aprés le lemme 15 ci-

dessous, V voisinage de x et p > 0 tels que Vy €V, %(y) > Blz,p).

Comme Z{y) D %(y) p-p-, on a z € E(x).
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b} Si z € E(x), soit 430 € Gut’ V un voisinage ouvert de x sur lequel
z € 5(y) p.p. Soit o : R = [0,1] continue, telle que a(x) = 1, supp &« C v.
Mors ¢ly) = a(y)z + (1-a(y))®_ (¥) appartient a euz et ¢(x) = z, donc

E(x) C £(x).

R' sinon
a) Supposons d'abord GH: #0.81 ¢ € GH: l'ensemble {x : ¢(x) € Z(x)}
est fermé (car I est de graphe fermé) donc {x : ¢#(x) € Z(x)} est un
ouvert négligeable, donc contenu dans fQ\supp p. Par conséquent sur supp p.

(x) si x € supp g ~
2) Comme Xl (x) = {Z est s.c.i., 21 (x) ¢ Z(x).

$x) ¢ Z(x), donc v x, S(x) € I (x).
b} 5i Gut = g il suffit de travailler avec l'ouvert sur lequel ZX(x) # &
et de ne pas imposer aux sections continues de tendre vers 0 & 1'infini.

Leame 15. (Monteiro-Marques [33]). Si [ : R = cf(R!) est s.c.i., si

p'>p >0 et si [(x)) d>B(z ,p'), il existe V voisinage de x, tel

qe vz eV, [(x) >Blz,,p).

Démonstration (nouvelle). On peut supposer, quitte A translater, z, = 0.

Notons @(x,z) = 8*(z|[(x)). D'aprés Berge ([4], ch. VI §3 th. 1) ¢ est
s.c.i. (voir aussi le §7 du présent papier). Notons
H(x) = min{P(x,2) : z € S9"1}. On a

C(x) D B(0,p) & M(x) > p.

Ca M(x ) 2p'. Enfin M est s.c.i. (Berge ibid. th. 2}, donc M(x)
reste > p sur un voisinage V de X -

5.3. Exemples

Les exemples 2 et 3, donnés sans démonstration, sont déji traités
dans une optique un peu différente et avec quelques variantes dans la lit-
térature (Dal Maso [17], De Giorgi-Ambrosio-Buttazzo [21], Bouchitté [6],
[7], Gavioli [23], Bouchitté-valadier [9]).
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Exemple 1. & = [0,1],p=dx, d = 1, |
F’z(x) = {0} 8i x=0

[-1,1] si x € ]0,1]

Alors V x, F(x) = [-1,1] ceci bien que I soit s.c.i. (mais pas de
graphe fermé (cf. le 2) de la prop. 14).

] . _ .
Exemple 2. Soit £ ouvert de R', p =4dx, a € £lop(n'dx)' a0 et
Z(x) = B(0,a(x)).

Alors £(x) = B(0,4(x)) ot & est la régularisée s.c.i. de a définie
par

a(x) = lim [w(B(x,8)]* a(y)dy.
a(x) im [p(B{(x,3)] J;(x,s) yidy
5-0*

Exemple 3. Soit Q un ouvert de R, p =4dx, & € [P(GR) avec V x,
jA(x)| =1, Z(x) = [0,A(x)] (= {rA(x) : r € [0,1]}).

Soit A définie par ses coordonnées

A (x) = lin [p(B(x,8)]! I A (y)dy,
! B(x,8) !
540*

et ' le plus grand ouvert sur lequel K est continue.

Alors 3(x) = [0.A(x)] si x € Q'
{0} si x € Q\Q'

Notons que V¥ x € ', lX(x)l 1.

Exemple 4. Cet exemple illustre la variante "lipschitzienne" de la prop. 10.
I1 permet de traiter le probléme de plasticité étudié dans Bouchitté- Suquet
[8] dans le cas ol la frontiére oR présente des angles.

Soit Q un ouvert borné de R A frontiére 90 lipschitzienne.

On note X(R) .= {0 € L®(Q;R) : div o € L¥(D)}.

D'aprés Anzellotti ([1] sec. 1 et th. 2.4) tout o € X(f)) admet une trace
normale notée o.n qui appartient & L®(gR).
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Posons ¢ = {¢ € C(aN) : I o € X(}) tel que c.n = ¢
et o(x) € Z(x) p.p; sur 4}
ol £:Q - cf(R) est une multifonction mesurable telle que V x € {1,
0 € Z(x). Alors
unif-adh ¢ est de la forme (. avec I' : 0 -~ cf(R) s.c.i.

Justification. D'aprés la prop. 10, il suffit de montrer que ¢ est Lip-
stable. Soit (e ,..., ) wune partition lipschitzienne de 1l'unité sur on

et ?, ,...,? € ¢. Il existe un prolongement lipschitzien u.l de o a 0
(cf. par exemple Ekeland-Temam [22] p. 276). On peut quitte & prendte

(;)', supposer o > 0. Posons Bl = “: [sup (Z a A)T . Alors B: est
11psch1tz1enne car 1l'inverse d'une fonction 11psch1tz1enne minorée par une

constante > 0 est encore lipschitzienne et le produit de deux fonctions
lipschitzienne bornées (0 est compact) 1l’est aussi. De plus 0 £ 2 B: €1,
Soit o, € X(Q) tel que c-n=¢ et o}(x) € Z(x) p.p.

Posons o(x) = I Bl(X)U(x)

zZ Bl(x)dl(x) +(1-2 Bt(x)).o

ona o(x) € 2(x) p.p., 0 € L® et

. _ . N
d1v(ciﬁl) = B‘ div o+ ai.grad G‘ € L¥ (Q)
d'od o € X(Q). Enfin Zor.lq?1 est la trace normale de 2 ﬁld‘ (car la

restriction de Bl 4 90 est égale A aa), donc X o ¢ appartient a
¢ ce qui prouve que ¢ est Lip-stable.

6. REGULARISATION S.C.I. DE FONCTIONNELLES

Avant de revenir au cas sous-linéaire, nous allons présenter le
probléme général tel qu'il est étudié dans [6], [9].

Soit 0 un localement compact (dans [6], [9] @ est supposé a
base dénombrable d'ouverts) p une mesure de Radon positive sur Q. On se

donne un intégrande convexe normal f : @ x R® - R (i.e. f est mesurable
sur 2 x B et ¥ x, f(x,.) est convexe s.c.i.). Pour tout v € ['(Q,p:R)

on note If(v) = f(x,v(x)) p(dx) (avec a priori la convention que + ®

1l'emporte sur - ®). On fera les hypothéses
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(1) J v, € L' telle que I(v)) <o
(82) 3 ¢, € C% telle que I *(Wo) < .
t

Soit F : JP(Q;R') + R définie par

I ax i A <
-—1 81 K
F(A) =4 ap ¥

+ ® sinon

Autrement dit, en identifiant L' & un sous-espace de J}°, F est la fonc-
tion sur M) ayant méme épigraphe que If. En général If n'est pas
U(Ll,f%) s.c.i. L'étude de conditions suffisantes (ou de CNS) assurant la
semi-continuité inférieure a débuté avec Rockafellar [39], Olech [35] et
Sainte-Beuve [41]. L'étude de la régularisée s.c.i. de F a suivi :
Valadier [50] [53] (le cas particulier od f£f(x,.) est une indicatrice, qui
conduit & caractériser la U(L‘,C%) ou la OTJP,E%) adhérence de Lé,
était une premiére étape dans [53], mieux formulé dans [54]. Pour quelques
relations avec des propriétés de semi-continuité voir [50] pp. 24-27). Plus
récemment le probléme a été repris par Valadier [54] [55], Bouchitté [6] et
Bouchitté-Valadier [9] (les démonstrations de [9] sont celles qui nous satis-
font le plus) étendant ainsi les résultats de Temam [44] au cas o0 f dépent
de x. Pour les différentes motivations, notamment la Plasticité, on pourra se
reporter aux introductions des articles cités, en particulier [6], [9], [55].

On notera que I: est la restriction de F A& L!, si bien que les problé-
mes évoqués ci-dessus se raménent au calcul de

- dv

F(A) = lim If —1.
V) dp
v

Cette formule, que 1l'on peut d'ailleurs réécrire sous forme séquen-
tielle ({7] ck: 3), n'est effectivement utilisable que sur des exemples

trés simples. Une deuxiéme expression pour F est obtenue de la facgon sui-
vante. Sous l'hypothése (H2) F admet une minorante affine U(j?,ﬁ%)-contmm

donc F = F**. 0On a d'abord
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sup{<¥,0> - F(A) : A € P}
sup{<¢,v> - I (v) : v € L'(p)}

I, (9
t

F* (9)

(grace au célébre théoréme de Rockafellar [38] invoqué dans la remarque 1 du
th. 1) qui s'applique sous (H1)). D'od
F(A) = sup{<p, > - I (¢) : ?€ VN
f kY
Cette formule est le point de départ de Bouchitté-Valadier [9] (en fait elle
reste valable si f n'est pas convexe dés lors que p est sans atomes, cf. [9]
remarque 2 aprés le th. 4°).

Revenons maintenant au cas sous-linéaire. On a
f(x,2) = 8*(z]Z(x)) avec I : @ -+ cf(R') nesurable. Dans ce cas on

obtient la représentation intégrale de F (donc aussi de E;) en fonction

de la régularisée s.c.i. essentielle % de I définie dans le § 5.2.

Proposition 16. Soit Z : Q - cf(R!) mesurable telle que Gz 0. f(x,2)
= 3" (z|Z{x)). Alors

- dA .
F(A) = 3* ( b A (dx).
I {dlkl x) | (x)] IA (dx)

Démonstration. (H1) est vérifiée avec v, = O et (H2) équivaut & Gz 7 8-
O a

F(o) =1 (9

f

S 3(9(x) |Z(x)) p(dx)
S(eIC,5) -

D'aprés le corollaire 12 et le th. 13

6p: =G etl = 3.
Finalement

F(M) = sup{A,® - I (§) : ¢ €}
f
= sup{<A, ¢ : ¢ € GE}

On conclut grace au th. 5.
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Remarque. 1) Si I est s.c.i., la fonction

da
G:An 8 f— (x) | Z Al (dx
I [dlhl x) | (x)] 1A] (ax)

est U(.P.Co) s.c.i. (cf. coroll. 9) mais peut ne pas coincider avec la
régularisée s.c.i. de sa restriction & L!. En effet avec I de 1'exemple
1 du §5.3. on a : G(So) =0 et F(Bo) = 1. Ce phénoméne est le méme que
celui de 1’'exemple donné dans Bouchitté-vValadier ([9] remarque 3 aprés le

th. 8).
2) Lorsque f est un ouvert de R' et p € NU {©}, on peut étre amené i

calculer la régularisée o'(.!",C:) s.c.i. de F (lorsque p = ®, c'est la

topologie induite par la topologie faible de 1'espace [’ des distribdu-

tions). Notons C:,_ 1l'ensemble (¢ € e:(Q;R’) : p-P.P. P(x) € Z(x)} et

supposons sz # @. Alors on a

F(A) = sup{cA,9)> : ¢ C &)

Reprenant la prop. 10 avec une partition de l'unité de classe (& (ou
néme (°) on obtient unif-adh Cﬁz =6 ol Fp est s.c.i. et définie
P

par [ (x) = adh {¢(x) : ¢ € C:z}-
Reprenant le théoréme 5 on a alors

- aa
F(A) = I g* (x) ] T (x)] |IA] (dx).
djAl ?

Dans le cas général on a bien sir Fo(x) = 3x) > Fl(x) o R Fp(x) avec
possibilité d'inclusions strictes {par exemple avec Q = ]0,1[ et I(x) =

[0.,A(x)] o0 [JA(x)] =1, on obtient, si A est continue, Fo(x) =
[0.A(x)], alors que .
r (x) = [O,A(x)] si x € Q'
t {0} sinon

od ' est le plus grand ouvert sur lequel A est {!).

Cependant en X tel que int 3x) £ @ (ce qui a lieu si

int E(x) # @ : cf. prop. 14), en reprenant la partie 1) a) de la démonstra-
tion de la prop. 14 on obtient, sous 1'hypothése Gﬁz * &, 1'égalité

T (x) = F(x) = adh E(x).
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Finalement, si v x, int F(x) # @, les régularisées U(]’.Cb) et
o(f.¢) s.c.i. de F coincident.

7. CARACTERISATION DE LA SEMI-CONTINUITE INFERIEURE D'UNE MULTIFONCTION

Théoréme 17. Soit N un espace topologique. Soit [ : @ » cf(F). On a

équivalence de
(i) T est s.c.i. sur Q
(ii) (x,z') ~ 8" (z'Il'(x)) est s.c.i. sur 0 x K.

Référence. Bouchitté-Valadier [9] Appendice 2.

Exceptionnellement nous allons donner une extension a4 la dimension
infinie.

Théoréme 18. Soit E un Banach séparable (ou réflexif), 0 un espace
topologique dans lequel chaque point a un_systéme fondamental dénombrable
de voisinages et ' : Q - cf(E). On a équivalence de

(i) T est s.c.i. sur 0,

(ii) (x,z') ~ 8*(z'|[(x)) est séquentiellement s.c.i. sur 0 x E.

(variante sur Q x E;) od E; (resp. E;) désigne E' nmuni de o(E',E)
(resp. de la topologie de la convergence compacte).

Remarques 1) Une fonction réelle ¢ sur un espace topologique est séquen-—
tiellement s.c.i. si u -u-= ¢{u) € lim Q(u ). Cela équivaut i "un - u
et v, ¢ (u ) £ = ?(u) < r" et aussi a "1°' ép1graphe de ¢ est séquen-
t1e11ement fermé"

2) Dans le (ii) il est indifférent de prendre E; ou E; car, si z; -2z’

dans E., la suite (z;) est bornée donc converge aussi dans Eé.

Démonstration. Notons ¢(x,z') = 8*(z'|I'(x)).
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1) Supposons I s.c.i. Soit (x_,z;) - (x,z') dans 9 x E_, r € Ret sy
posons que V¥V n, ?(x.,z;) € r. Montrons ¥(x,z') € r. Pour tout z € I'(x) i}

1
existe z € F(xn) tel que z -~z. En effet soit Vk = B(z,;). Conpe

C(x) n vV, #9@ et que ' est s.c.i,, 3 N, tel que ¥ n 2 N .

F(x.) n vk # @. On peut supposer la suite (Nk) strictement croissante,
Alot; ?n prend z €l(x) nV, si N €n<N_ (et z €Tl(x) si
n< .

B 1

Counme (z;) converge aussi pour la topologie de la convergence compacte

on a
z,z2'> = lim (zn,z;) €r.

Comme cela est vrai Vz € I'(x), ona ¢(x,z') €r.

2) Supposons ¢ séquentiellement s.c.i. Procédons par 1l'absurde. Soit

X € ) et supposons que [ n'est pas s.c.i. en x. Il existe U ouvert de
E tel que ['(x) nU # ¢ mais tel que V V voisinage de x, Jy € V avec
F(y) n U = g. Par suite 3J X = x avec F(xn) nU-=g. Quitte 4 translater
on peut supposer 0 € ['(x) n U. On peut aussi supposer que U est une
boule B(0,€). Grdce 3 Hahn-Banach il existe z; € E', z; #0 tel que

?(xn,z;) € inf {<z,z;) :z €U}
flzgll = 1, d*od ¢(x_,z!) € -e. Comme E a été supposé

On peut supposer

séparable ou réflexif il existe (z; ) faiblement convergente vers
K

z' € E'. Alors
P(x',2') € - € ce qui est contradictoire avec 0 € '(x).

Remarques 1) Pour le cas [ "majorée" voir Castaing Valadier ([16] II. 21,

le résultat date de 1970 : [46] lemme I.25).
2) Pour un Banach quelconque on a (X,z') - 8*(z'|['(x)) s.c.i.sur
Q xEB' =TI s.c.i. Il suffit de reprendre le 2) de la démonstration avec

des sﬁites généralisées. Cela semble trés satisfaisant mais la réciproque
ne tient pas : si on essaie de réécrire le 1} avec des suites généralisées
on bute sur le fait que la forme bilinéaire (z,z') » <(z',2z> n'est pas
continue sur E x Eg {(du moins en dimension infinie).

3) 8i I(x) est un céne convexe fermé, 3" (.|l (x)) est l'indicatrice du
cébne polaire ['(x)°. Dire que (x,z') ~ B8(z'|[(x)°) est (séquentiellement}
s.c.i. équivaut 4 dire que x ~ ['(x)° est de graphe (séquentiellement)
fermé. On généralise ainsi la prop. 18 de Aubin-Ekeland ([2] ch. 3 sec. 1).
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