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1. INTRODUCTION

L'optimisation de forme et de structure est un domaine trés vaste sur lequel existe une littérature
abondante et riche en Génie, Mécanique et Mathématiques Appliquées. Il serait trés difficile d'en faire un
compte-rendu complet tout en y retrouvant pleinement lintuition physique, mécanique ou mathématique
sous-jacente. Nous renvoyons pldtot le lecteur aux articles et livres en références a cet article. Notre
objectif est de présenter un point de vue particulier & partir de développements tous récents en utilisant
des exemples simples. Nous espérons ainsi quelque peu démystifier ce domaine pour les non
spécialistes.

La particularité des problémes de recherche de forme optimale est que la variable par rapport &
laquelle on optimise n'est plus un vecteur de points ou de fonctions, mais un domaine. L'état est
généralement la solution d'une équation ou d'une inéquation variationnelle définie sur ce dernier.
L'Analyse de sensitivité sintéresse au calcul de la "dérivée directionnelle™ d'une fonction cout par rapport
ala forme. Plusieurs méthodes existent pour donner un sens a cette notion de dérivée, mais nous
choisirons fa méthode des champs de vitesses (virtuelles) qui semble offrir A ia fois souplesse et précision
dans un cadre élégant (cf. J. CEA [2,3], J.P. ZOLESIO [1,2,3]).

Le résultat final des calculs de "gradients de forme" sont formellement semblables a ce qui est
disponible en Analyse de sensitivité pour les problémes de contréle. Néanmoins, dans bien des cas,
aucune justification mathématique n'est disponible sans I'étude détaillée de la dérivée de I'état par
rappor & la variation du domaine. Dans cet atticle, on trouvera la justification a de nombreux caiculs ou
résultats formels. Pour des exemples plus précis, le lecteur peut consuiter le livre de HAUG, CHOI et
KOMKOV [1], l'article de DEMS et MROZ [1], le compte-rendu du NATO-ASI & lowa City par HAUG et CEA
[1] et le récent article sur les calculs rapides par J. CEA [1].

L'étude de la dérivée de I'état par rapport & la forme est évitée par lintroduction d'une formulation
Lagrangienne du probléme ou I'équation d'état est considérée comme une contrainte. Dans ce cadre la
fonction colt est égale & un MiniMax du Lagrangien par rapport & des espaces fonctionnels. Par des
méthodes propres A I™analyse des formes”, e calcul du "gradient de forme" se réduit alors a la dérivée
dun MiniMax par rapport au parameétre t > 0 qui joue le r6le de "temps virtuei". La justification
mathématique est alors obtenue par un théoréme de dérivabilité d'un MiniMax par rapport & un
parameire. On donnera deux théorémes de ce type qui sont directement applicables aux problémes de
forme. L'un ne suppose pas l'existence d'un point selle (cf. DELFOUR et ZOLESIO [1,2,3]) et I'autre le
suppose (cf. CORREA et SEEGER [1]).

Cette approche apporte une justification mathématique a la plupart des problémes classiques ol
Iétat est I'élément minimisant d’'une fonctionnelle d'énergie quadratique et le colt est dérivable par
rapport & Ia variable d'état. Elle s'étend aussi & certaines classes de colts non différentiables et & des
situations ou I'état est soumis a des contraintes du type égalité. Cette derniére situation se rencontre
souvent en mécanique des fluides (cf. A. SOUISSH [1] pour un probléme d'optimisation de la forme d'une

turbine ou I'état est la solution des équations de Stokes qui renferment la contrainte de divergent nut de
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la vitesse).
Notation. R est le corps des réels, R* les réels positifs ou nul et R™ (n > 1, un entier) le proz.

Cartésien de R nfois. Le produit scalaire et la norme dans R s'écriront respectivement
X‘Y=):i=1,n XY [x|=(x-x)1’2.
L'application duale d'une application A : X —» Y s'écrira A* et la matrice identité dans R, g L2

composition de deux applications f et g sera notée fog.
2. LA METHODE DES CHAMPS DE VITESSE

Afin de mieux fixer les idées pour le non spécialiste, on illustrera les définitions et la discussionz

un exemple canonique aux paragraphes 2, 3 et 4.

2.1. Exemple canonique
Soit Q un domaine ouvert borné de RM de frontiére régulidre I'. Soit y = y{Q) !a solution u
probléme de Neumann suivant
Ay +y=1dans Q fe H(R™, ay/an=0 sur I. m
En introduisant la fonctionnelle d'énergie
EQ ¢) = 12 [Vl + [¢f? - 21 g dx, pe H1(©),
pour f donnée dans H1(IR”),on sait que y est I'élément minimisant de E(S, ¢) dans H1(Q)
E(Q y) = Inf {(E(Q ¢ e H(Q)}.
On associe & y la fonction codt
JQ) = Fi, y).
ou la fonctionnelle codt est donnée par
FIQ @) = 112] (0-yg? dx, pe H'(O).
L'objectif de notre démarche est de donner un sens a la "dérivée de J par rapport 8 Q" et d'apporter une
justification mathématique précise aux calcuils formels ou rapides ne nécessitant pas I'étude et la

caractérisation de la "dérivée de I'état par rapport au domaine Q".

2.2, Perturbation des problémes et dérivée de forme du cout

On recherche ici I'équivalent d'une dérivée directionnelie pour J en Q. Cependant il est dificile d2
donner & I'ensemble des domaines Q une structure d'espace linéaire topologique. La notion qui sembie
la plus naturelle est de définir dans un voisinage de Q et méme sur tout R™ un champ de vecteurs V e
de supposer que le domaine Q est formé de particules qui évoluent dans ce champ de vecteurs pourun
"temps virtuel t=>0". C'est cette méme notion que I'on rencontre en géomsétrie différentielle lorsque fon
veut définir une dérivée sur une variété.

Soit donc t> 0 le temps virtuel et V(t, x), 120, x € R", un champ de vitesse de déformation.

Sous l'action de V chaque point X de R" se déplace en x(t) e R" selon la loi d'évolution
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ax(y/dt = Vit x(®) , x(0)=X. (6)
Alaide de cette équation on définit la transformation
T=Tv) : RTo RM, Ty X=x(t) , t20. @

Lorsque V est suffisamment dérivable, la transformation T, est un difféomorphisme (cf. J.P. ZOLESIO
o,

Sous l'action du champ de vitesse V le domaine Q se déforme ou se transforme en un nouveau
domaine

Q=T Q={x : x=T{ X, Xe . 8)
Soit y; la solution du probléme paramétrisé

E(Q, yp) = IN{E(Qy, ¢) : g€ H1(Qt)}- )
et soit

JIy) = F(€y. yy)- (10}
la fonction colt paramétrisée. Nous pouvons donc définir la demi-dérivée de forme de J en Q dansla
direction V(0) = V(0, =)
WQVO) = Im QY- AN
t—o0t, am

2.3 Dérivée de forme et dérivée particulaire de I'état

Les méthodes habituelles font appel & une notion de dérivée de I'état: soit l1a dérivée de forme
{ou partielle) ou soit la dérivée particulaire. La dérivée de forme (ou dérivée partieiie) de I'état y
en Q dans la direction V nécessite I'existence d'un prolongement régulier Y(t,x),0<t<1,xe D, de
¥{x) pour t>0 et x dansunvoisinage D du domaine Q. On définit alors

Y = im  [Y{, x) -Y(O, 0l

t ot (12)
On verra plus loin que le passage par un prolongement et la définition précédente font perdre un degré
derégularité & Y* par rapport a celle de I'état y.

Ce phénomene provient du fait que I'état y; autemps t> 0 etlétat y autemps t=0
N'appartiennent pas au méme espace fonctionnel. Pour contoumer cette difficulté il faut ramener I'état y;
de © en Q &raide du difféomorphisme Ty en définissant r'état transporté

Y=ysT; dans Q. (13)
Comme y et yt se trouvent maintenant dans le méme espace on peut définir la dérivée particutaire
y de y en Q dans la direction V comme

y =im [y'-yn

1ot (14)
Dans les exemples classiques Y' et y sont solutions de problémes aux limites. Cependant Y' dépend
de l'état y etde la composante normale du champ de vecteur V(0) sur la frontigre I", tandis que y
dépend du champ de vitesse dans tout le domaine. En fait les deux notions de dérivée sont liées par la
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relation
Y = y- Vy-V(0)

ce qui explique que Y’ est moins réguliére que y.
On verra au paragraphe suivant les équations de Y' et y pour l'lexemple canonique et leur utilisatios

(15

pour calculer la dérivée de forme de J(Q).

2.4. Exemple de calcul de dJ(Q; V) via la dérivée de I'état
On revient a I'exemple du paragraphe 2.1. La premiére étape est celle du calcul de la dérivée
partielle Y' de I'état y. Comme indiqué au paragraphe 2.2, on paramétrise le probléme et considére les

fonctionnelles (9) et (10):

E@Q. 9 =12 g {qu + ¢ - 2} dx (18
FQ ) = 172 [ flo- ygl2 dx. 17

Pour 120, y; est la solution unique de I'équation variationnelle
(18)

ye H(@) . dE@, yiw) =0, vye Hl(y)
ou

dE(Q, @i y) =] o (Vo Vy+ oy -ty ox.
Alors en supposant que Yyy(x) admet un prolongement suffisamment régulier Y(t, x), Y* est la solution

unique de I'équation variationnelle
IQ{¥Y' « Yy Yy dx + [ {Vy « Yy + yy -y} V(0) e ndl =0
pour tout y in HY¥2+€Q) &> 0, V(0) = V(0,7), n la normale unitaire extérieure a Q et y =y, =Y(0;) fa

(20)

solution dans H1(Q) de I'équation variationnelle
Io{Vy - Vy+yy-fydx=0, vye H'(©).
On constate que I'on doit supposer ia solution y assez réguliére pour que Y' appartienne & H1(Q). En
fait, on voit clairement sur cet exemple que Y' perd un degré de régularité par rapport a y.
On suppose donc que f appartient & H1(IR") et que Q soit assez régulier pour que y appartienne

{21

a H2(Q). On peut donc passer a la deuxiéme étape et calculer dJ(Q; V(0})) selon la définition (11). Il vient
AIBV(0) = [, Y'(y - yg) A + I 172 |y - ygl2 V(0) « ndr". (22)
La demiere étape consiste a réécrire (22) pour mettre en évidence la dépendance linéaire de dJ(Q; V(0})
par rapport & V(0) et obtenir le "gradient de forme". Ceci nécessite l'introduction de la variable adjointe p
qui est définie comme la solution de I'équation variationnelle
pe H(Q), I {Vo+ Vp +gphdx + [quly - yg) dx=0 , Ve H'(©).
On voit que pour yq dans H’(IR M) et Q régulier Ia solution de (23) appartient a HZ(Q)< On substitue

(23)

alors ¢ =Y' dans (23).et y=p dans (20) pour obtenir l'identité
JoYty-yg dx=Ir{Vy« Vp+yp-1p} V(0)-ndr.
Enfin la substitution de cette derniére identité dans I'expression (22) donne

(24)
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Q@ V(0) = I {172ly - ygiZ + Vy » VP +yp - Ip} V(0) + N T, (25)

Les calculs précédents nécessitent des conditions de régularit¢ fortes et l'existence d'un
prolongement régulier Y(t, x) de yi{x). Or I'expression finale (24) ne fait apparaitre que les variables y, p
¢ V{0) ol y et p sontles solutions de (21) et (23). On atout au plus besoin que y et p appartiennent
3 #¥2+8(Q), £> 0, pour que (25) ait un sens. D'autre part si au lieu du probleme de Neumann
homogéne, on avait le probléme de Dirichlet homogeéne, il deviendrait plus difficile de construire le
prolongement régulier Y.

3. LA FORMULATION MINIMAX

L'expression finale (25) avec y et p données par (21) et (23) suggérent fa construction d'un
Lagrangien

L&, 9. ¥) = F(EY, @) + dE(, ;W)
oi ¢ eld v appartiennent a H1(Q1). Alors ona

JQ) = Min Max L, 9, )
W e Hl@)  we HYQ “ 3

puisque que le Max est + e« sauf pour ¢ =vy;. Il suffisait maintenant d'aveir un théoréme pour la
dérivabilité d'un MiniMax par rapport & un parametre dans le cas ou les espaces dépendent du paramétre.
C'est probablement ce fait qui a retardé la justification mathématique précise des calculs formels sous des
hypothéses raisonnables.

Heureusement en repensant avec soin la paramétrisation du probléme, it est maintenant possible de
reformuler ie probléme de MiniMax en se plagant dans des espaces indépendants du paramétre. Lidée
clef est de paramétriser & priori les espaces. Pour illustrer ce point important, on revient a la fonctionnelle
dénergie E(Qy, @) définie sur I'espace H1 (Qy). Pour des champs de vecteurs réguliers V, la

transformation Ty, t> 0, est un difféomorphisme. On peut alors paramétriser 'espace H1 (€y) delafago
suivante

Hi@p=to-Ty": pe HY@}. @
Ceci nous améne naturellement a définir la nouvelle fonctionnelle d'énergie

Et o) =E@, 0. Ty, 9 HI(Q), @)
dans I'espace fixé H1(Q). On vérifie alors que la solution du probléme de minimisation

Inf {Et, ) - 9 H()) @
est unique dans H1 (Q) et coincide avec la solution transportée

Yoy Ty (5)
deQy sur Q. De plus

B v = @ o TP Ty ) =EL VY - ()

Cette nouvelie paramétrisation de la fonctionnelle d'énergie prend aussi une forme plus simple par le
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igement de variable de x; & x = Tt-1xt:

Et o) =12fg iV(@o TP +19oTr12-2 f(gaTy o
=12 ]g {(AW) Yo+ Vo +JW) [ 1912 -2 (1o Tp o]} dx

DT; est la matrice Jacobienne associée & T

J( =détDT, , AWM =Jt) (OTy™)" (0T 8)

indique la matrice transposée. Le fait dutiliser I'état transporté yt plutét que f'état y, amene

srellement lintroduction de la nouvelle fonctionnelle co(it

Et 9 =F(Q.0.T7 "), 9e H(Q). ©)
peut alors facilement vérifier que
JQ) =FQu Y =FQ e Tp o T = F Yl Ty 1) = Bt ¥Y (10)

plus aprés le changement de variable la nouvelle fonctionnelle se simplifie
Ett, @) =172 IQt 90T T - ygl? dx = 172 ] J(1) [@- yg o Ty .. (11)

st important de souligner que les constructions précédentes n'ont pas changé la fonction coit. Le
1 est que maintenant les espaces sous-jacents sont fixes et les intégrales de domaine se trouvant
1s les expressions de E (t, ¢) et E(t, ¢) sont indépendantes du paramétre t > 0 qui n'apparait
intenant que dans les coefficients.

En résumé

JQy) = Et, Y (12)
yt est F'élément minimisant unique dans H1(.Q) de Ia fonctionnelle d'énergie E(t, ¢). Il est

nplétement caractérisé par I'équation variationnelie

yle H'(@), dEM, Y )= 0, Vo e H1(©). (13)
introduit alors le Lagrangien
Lt ¢ w) =Et 9 +dEM ¢iv) , pe H'(Q), ye H(Q), (14)

'on vérifie que
J) = Min ; Max 4 Lt o (15)
eeH(Q) yeH(Q
a maintenant une formulation MiniMax par rapport & des espaces indépendants du paramétre t20
n'intervient plus que comme parametre dans I'expression de L oU toutes les intégrales sont surle

naine fixe Q et sa frontiére I.
On verra au paragraphe 4 les théorémes qui nous permettront de calcuter dJ(; V(0)).

DERIVEE D'UN MINIMAX PAR RAPPORT A UN PARAMETRE

Ce probléeme n'est pas nouveau et il y aurait beaucoup A dire si le sujet de cet article n'était pas
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rAnalyse de sensitivité par rapport & fa forme. On adoptera le point de vue de l'utifisateur des résultats en
disant seulement que Torigine de ces travaux remonterait a V.F. DEM'JANOV 1] en 1968 et qu'un bon
point de départ pour une bibliographie se trouverait dans l'articie de CORREA et SEEGER [1].

On verra par la suite qu'un élément important de ia formulation MiniMax (3.15) est I'existence d'un
point sefle. Cette hypothése simplifie considérablement la caractérisation de la dérivée d’'un MiniMax par
rapport & un paramétre. Dans cette optique, il semble que le résultat de CORREA et SEEGER [1] soit le
plus facile a appliquer sous des hypothéses tout a tait réalistes pour les problémes de forme. Cependant
c'est & l'aide d'un résultat ne supposant pas I'existence de point selle que DELFOUR et ZOLESIO [1,2,3]
ont d'abord appliqué la dérivation d'un MiniMax par rapport & un parameétre aux problémes de forme. On

donnera donc aussi une version simplifiée de ce résultat qui pourrait étre utile dans des situations ot il n'y
apas existence de point selle.

4.1. Sans point selle
Soient AcX et BcY des parties d'espaces topologiques X et Y, respectivement, et soit 7> 0 un
nombre réel. On se donne I'application
G:[0,1] xX xY—>R
et fon y associe les fonctions suivantes
Hit, ) = Sup{Git,x,y) : ye B}, te [0,1] ,xe A
oty = int{Ht,x} : xe A}, te[0,1] .
livient donc

oty = Inf {Sup [G(t,x,y) : ye B] : xe A}.

M

(2
3

)
et on veut élaborer un ensemble d'hypotheses pour 'existence de la limite
dg(0) = 1": ég(t) -glo. 5)
On aura besoin'pour t2 0 de I'ensemble
Al = {xe A: g(t) = H({t, x)} (6)
etpour tout x dans A de l'ensemble
B(t, x) = {y € B: H{t, x) = Gt, x, y)} @

Les hypothéses sont les suivantes:
H1 31>0, Vi, 0<t<1,
(i) A0) =@, Vxge A0), B(t,xg) #» @
{i) Al =@, Vxye All), BO,x) 2 D .
H2 () ¥xge A(0), Vye uiB(, Xg) : te [0, 1]}
s — Gfs, X0 Y)
est dérivable dans [0, 1[
() Vte 0,1}, Vxe AQ). VY e U{B(0xy) :te [0.1]}
s - Gfs, Xy Y)



220

est dérivable dans [0, 1{.
H 3 Il existe une topologie Ty sur Y telque, V xge A{0)
M Vit th -0t 3 Yo € B(0. xg). 3 une sous-suite of {t}, notée {t,} telle que 3y, € B(t, xg) et
¥Yn — Yg pour la topologie Ty
(i) t.y — Gt xq,y) est semi-continue supérieurement en {0} x v {B(t, xg) :t & [0, 1]} pourla
topologie Ty.
H 4 1 existe une topologie T, sur X et une topologie Ty sur Y telles que
M Vit 0*,3 Xg € A(0), Vyq € B(0, xg), 3 une sous-suite de {t;], notée {t }, telle que
vn,3 xp «— Ay}, 3zp€ B(0, xp tels que
Xp — X dansla topologie t, et z;, — y, dans latopologie Ty
(i) t,x,y 599Gt xy) est semi-continue inférieurement en {0} x {(x,y) : x € A(0), y € B(0, x)} .
Théoréme 1.
Sous les hypothéses H1 a4 H4.
dg(0) = Inf Sup G0, x,y) . + 8)
xeA(0)  yeB(0.x)
Remarque 4.1.
Pour une discussion des hypothéses et d'autres conditions suifisantes, le lecteur peut consulter

DELFOUR et ZOLESIO [1,2,3].

4.2. Avec point selle
En plus des notations du paragraphe 4.1, on associe & G ia fonction

h(t) =Sup {INf[G(t,x,y) : xe A] : ye B}, o)
les ensembles

B(t)={ye B: h() = Inf[G{L, X, y) : xe& A]} (10)

Al y)={acA: Gt ay = Inf[G(t,x,y: xe A]}, ye Y. (1)
et 'ensemble des points réalisant le point selle

S() = {(x. yp) € AxB:g(t) = G(t, x;, yp = h(t)} . (12)

On a alors le lemme suivant.

LEMME 2. SiS(t) # @ pourun t>0, alors
S() = Alt) < B(t), At) = @,B(t) = @ (13)
Vxp e A, Blt,xy) = B(t) et Vy e Bt), Aty =A(l). + (14)
Sous Fhypothése de point selle, on a alors I'élégant résultat de CORREA et SEEGER [1].
THEOREME 3. Soit 1> 0 pour lequel les hypothéses suivantes sont vérifiées:
HH1S) =, 0<t<sT.
HH2 Pour tout (x,y) € u(A(t) 0<st<1} x U{B() : 0<t<1], lafonction t - G(t, x,y) est dérivable
partout dans [0, 1] .
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HH3 1 existe une topologie T, sur X telle que
() V {tn}. th = 0%, 3 xg € A(0), 3 une sous-suite {t;}, notée {ip} et YN, 3 xpe Alty telque
Xp = Xg pour latopologie T,.
i) vye u(B(t) : 0<t <1}, l'application
tx—o atG(l, X, Y)
est semi-continue inférieurement en {0} x A(0) pour la topologie t,.
HH4 !l existe une topologie Ty Sur Y telle que
() ¥ {tyh ty = 0%, 3 yg € B(0), 3 sous suite {t}, notée {t,} et ¥V n, Iy, e Blty) tefque y, -y
pour fa topologie Ty-
(i) Vxe UlAl) : 0<t<n1}, l'application
Ly -Gt xy)
est semi-continue supérieurement en {0} x B(0) pour la topologie Ty

Sous les hypothéses HHi a8 HH4,on a
dg{0) = Inf Sup GO, xy) = Sup it GO, xY) ¢ (15)
xe A(0) ye B(0) ye B(0) xe A(0)

5. L'EXEMPLE CANONIQUE DES PARAGRAPHES 2 ET 3

5.1. Application des théorémes du paragraphe 4

On revient maintenant au paragraphe 2 et 4 sa formutation MiniMax (15) du paragraphe 3oi E et E
sont données par (3.11) et (3.7). On utilise le Lagrangien (14) en observant que pour tout t =0 dansun
voisinage de 0, il posséde un point selle qui est réalisé par le couple (y', p!) e H(@) xHY(©Q) quiestla
solution unique des équations de point selle suivantes:

foA® vyt Vo+lylo-(f T gl dx = 0, Ve HY(Q) M

[l -Ygo Tp wax + Jo (AWM Yy Vol + Jtyp' jdx = 0, Ve HI(Q). @
Alors on a immédiatement

AD=dY . BO={pY . V120 @)

et 'hypothése HH1 est vérifiée. Les hypothéses HH3(i) et HHA4(i) le sont aussi par continuité de )'t et Pt
parrapporta t>0 en t=0. Il suffit de montrer que ces solutions sont bornées pour t = 0 dans un
voisinage de 0 et qu'il existe des sous-suites qui convergent faiblement vers yg=y et pg=p- Quant
aux hypothéses HH2, HH3(ii) et HH4(if), elles sont vérifiées pour des champs de vitesse V suffisamment
réguliers. De fagon plus précise

Gkt o, y) = JQ {A(0) Vo Vy +div V(0) gy - [VI - V(0) + 1 div V(0)] y} dx

+12 ]G 1 (@~ Yg) Vyg* V() + (@ - yg)? div V(0)] dx “

ol

A(0) = divV(0) 14-[DV(0) + DV(0)], 5
lq est la matrice identit¢ dans RM et DV(0)* est la matrice transposée de DV(0). Par application directe



222

du Théoréme 2, il vient
dd(Q; V(0)) = g {A(0) Vb « Yy + div V(0) py - p [V1 » V(0) + f div V(O)]} dx

+12 g1 (v - Yg) Vg VI(0) +(y - 9@ div V(0)] dx, )

ol y et p sontles solutions de (2.21) et (2.23), c'est-a-dire
-Ay+y =0dans Q , dy/on=0 sur I' U
-Ap+p+y-yq=0dans ©Q , ap/dn=0 sur I'. [t5)]

5.2. Les deux expressions de dJ(Q; V(0))

La formule (6) obtenue pour dJ(£2; V(0)) ne ressemble pas a I'expression classique (2.25). Lune
s'exprime comme une intégrale de domaine et l'autre comme une intégrale frontiére nécessitant
implicitement pour y et p une régularité supérieure a H1(Q). Les deux expressions sont cependant
identiques si 'on suppose cette régularité additionnelle. En effet, il suffit de choisir ¢ = Vp+V dans
'équation (2.21) et y = Vy « V dans (2.23) et d'additionner les deux équations. En réarrangeant
adéquatement les termes, on obtient une identité entre les deux expressions de dJ(§2; V(0)).

En fait ce résultat n'est pas particulier a cet exemple et peut étre obtenu dans un contexte plus
général. En effet pour appliquer les résultats du paragraphe 4, nous avons utilisé le Lagrangien

Lt o w) =L@ 00 Ty we 1) ©)
Comme on ne savait que ¢ € H1(Q), il n'était pas possible de prendre la dérivée par rapport & t de

I'expression avec domaine variable
JQt(vz ooy -yglP+V@o Ty e iy o T ) 4 ll@o Ty - two Ty D dx {10}

car cela aurait nécessité que ¢ et y appartiennent & H2(Q) par exemple. On a donc ramené
'expression précédente au domaine fixe Q
I {172.J0) lo-ygo T2+ Al Vo Yy +J() (@-fo Tyy) dx . (11
SiI'on sait tependant que pour t > 0 petit le point selle est réalisé en un point {yt, pt} dans
H2(Q) xH2(Q) alors on peut prendre @ et y dans H2(Q) et dériver (10) par rapport a t plutét que (11).
Dans ce cas les prolongements @ et Wde ¢ et y a [0, T} xQ sont donnés par

%) =@ Ty 100) et Wit %) = w( T () (12)
et 'on a immédiatement
@ =-Vo.V(0) et ¥ =-Vy-V(0) (13)

puisque @ =(@o Tt'1) Ti=0 (resp w4 = (9o Tt'1) Ti=v) etque =0 et y=0. llvient alors

Ip {1210 - ygl% + Vo Yy + gy - fy} V(0) - ndl

+dL(Q, ¢, y; 0, -Vo + V(0), 0) + dL(Q, @, y; 0, 0, -Vy = V(0)) . (14)
Mais les deux derniers termes sont respectivement égaux a

dL(Q, @, y; 0, -V« V(0), 0)

=dF(Q, ¢; 0, -V V(0)) + d2E(Q, ¢; 0, ; 0, -Vep+ V(0) (15)
et
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aL(Q, ¢, v 0,0, -V V(0)) = dE (Q, 9: 0, -V = V(0)) - (16)
Lorsque Fon substitue ¢ =y et y=p dansles expressions (14) a (16), les membres de droite de (15) et
{16) sont nuls puisqu'il s'agit respectivement de I'équation adjointe et de réquation d'état. Dans ce qui
précéde nous avons utilisé Ihypothése que ¢ et ¥ appartiennent & HZ(Q) et Vo+V(0) et Vy-V(0) &
u! (@) ce qui est vrai pour un champ de vitesse V assez régulier.

6. APPLICATIONS

6.1. Dirichiet homogéne

Le calcul de dJ(Q; V) au paragraphe 2.4 nécessitait la construction d'un proiongement régulier de la
solution. Pour le probléme de Dirichiet homogéne

-Ay+y=fdans Q,y=0sur I’ (1)
avec la méme fonctionnelle co(t, cette construction devient beaucoup plus difticile. Cependant par la
formulation MiniMax, il suffit simpiement de changer lespace H () en H01(Q) et 'expression finale
pour dJ(S2; V) est précisement (5.6) ol y et p sont les solutions de (1) et

-Ap+p+Y-yy=0dans Q , p=0surT. ()

6.2. Fonctions colt exigeant plus de régularité de V'état

Pour fixer les idées, considérons toujours que I'état y estdonné par (1) avec fe HTHRM), m=20 et
Q assez régulier pour que y € Hm+2(Q). Considérons par exemple des fonctions colit de la forme

J©) = @yAm2dr , m=o0,

JQ) =Ip IV @y/an)2dr , m=1,

JQ) =t ap@yam2dr , m=2,

3
(4)

)
ol V- estle gradient tangentiel et Ar le Laplacien Beltrami. Dans le premier cas, par exemple, il faut
considérer le Lagrangien

L&, 0. ) = Jp P@an|2 dT + [ (-A¢ + @ -y dx (6)
pour g€ HZ(Q) n H01(Q) et ye H1(Q). Le point selle est caractérisé par

-Ay+y=fdans Q , y=0surI' (7)

-Ap+p=0dans Q , p=dgn sur [ (8)

et toute la théorie précédente s'applique.

Ici comme dans I'exemple précédent on peut comme au paragraphe 5.2 tirer partie de la régularité
additionnelle des éléments (y, p) dans le calcul de la dérivée du Lagrangien par rapport & t.

6.3. Fonction coit non différentiable
Lorsque fa fonctionnelle F(S, ¢) & laquelle on associe la fonction codt
JQy=FQy) &

nest pas différentiable par rapport 4 ¢, mais peut s’exprimer comme un Sup dune fonctionnelle
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différentiable F*(Q, @, 1)
FQ o) =Swp {F(Q o) : peM (10)
pour un ensemble M & préciser, les constructions précédentes sont applicables.
Pour iilustrer ceci, on revient au probiéme de Neumann
-Ay+y=fdans Q , dy/on=0 sur I' (11)
pour la fonction co(t suivante
JQ=FQy , FIQ e =lglp-ygldx.
Ici la non-différentiabilité s'exprime comme un Sup
FIQ @) =Supliguly-yg dx : pe M}
par rapport a 'ensemblie

(12)

(13)

M={ael2Q) : |ax)[<1 , p.p.dans . (14
On vérifie alors que

J(Q) = Inf {Sup [L(Q, @, (1 w)) © (1, v) € MxH'(Q)] : pe HY(Q) (15)
ou le Lagrangien L est donné par

L o, (1 W) = [o[e - yg) + Vo Py + gy - fyl dx. (18)

Hl est facile de vérifier qu'il y a point selle et que les points (y, (,p)) le réalisant sont complétement
caractérisés par le systéme d'équations suivant
-Ay+y=fdans Q , dy/oan=0 sur T (17

Hg=Sany + oxg o Voe M , Q5={xeQ :yx =0} (18)

-Apy +P g +Hy=0dans Q , dpfon =0 sur I. (19)
Pour cet exemple le point selle n'est pas unique, mais les constructions et la théorie précédente
demeurent vraies. L'expression finale est

dJ(; V(0))
= Sup IQ. {ngy div V(0) + AY0) Vy = Vp +div V(0) y py, - [div V(0) f + VI« V(0)] Pot dx (20)
aeM

6.4. Problémes avec contrainte sur ['état

Une autre classe de problémes que F'on peut aborder par la méthode du MiniMax est celle des
problémes avec contrainte sur la variable d'état. On trouvera de nombreux exemples pour les problémes
de forme en mécanique des fluides dans la thése de A. SOUISSI [1]. Il calcule le "gradient de forme” du
rendement d'une turbine ol I'état est solution des équations de Stokes en pression-vitesse. La
contrainte est que fe divergent de la vitesse est nul.

En introduisant un multiplicateur, on peut alors montrer que la vitesse u et la pression p sont
solutions du probléme mixte

a(u,v) +b(v,p)=0 , Vve Vy

b(u,q)=0 , VqeQ

(21)
(22)
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pour des espaces fonctionnels Vg et Q apréciser et les formes bilinéaires a et b. En introduisant la
fonctionnelle d'énergie augmentée

E(Q v.q)=1/2a{v,v) +blv,qQ), 23)
le couple {u, p) est la solution du probiéme {avec point selle)
E(, u,p) = Inf {SUp[E(Q, v,Q) : qe Q] : ve V} (24)

pour un espace fonctionnel adéquat V.

La méthode d'augmentation de I'état pour tenir compte de contraintes du type égalité est tout a fait

naturelie dans ce contexte. On peut I'appliquer aussi & I'exemple plus simple du probléme de Dirichlet
non homogéne: ’

-Ay+y=fdans Q , y=gsurr , geHVZ(D,

(25)
qui est équivalent au probléme de MiniMax

Min (Max [E(Q, o 1) : pe HV2(D)] : g HY@} = E@Q v, N (26)
ou

E( ¢, 1) = Iy 122 [1V912 + ¢ - 2tq] dx + <pt, g - glp> HYA(D) . (27)

On montre facilement que y est fa solution (25) et que le multiplicateur A est la dérivée normale de y.

7. CONCLUSIONS

Les méthodes décrites dans cet article combinées aux théorémes de dérivabilité d'un MiniMax par
rapport & un parameétre fournissent un outil puissant pour 'Analyse de sensitivité par rappon & la forme
sans faire appel & I'é¢tude et a la caractérisation de ia dérivée de I'état par rappont a la forme. On obtient
aussi une justification mathématique précise a de nombreux calcuis formels ou rapides rencontrés dans la
littérature. De plus certaines classes de non-ditférentiabilités dans la fonction codt et de contraintes de
type égaiité sur I'état peuvent se traiter de la méme fagon en augmentant I'état ou 'état adjoint.
Finalement on a'montré {par exemple au paragraphe 5.2) comment utiliser la régularité additionnelle de la
solution réalisant fe point selle pour passer de I'expression "intégrale de volume" a I'expression sous
forme d™intégrale de surface” pour le gradient de forme.

Il est bien évident que Tintroduction d'un MiniMax n'est pas 1a seule fagon de justifier 1a construction
et I'utilisation d'une formulation Lagrangienne. Dans ce contexte DELFOUR et ZOLESIO [4,5] ont aussi
utilisé une méthode de pénalisation pour traiter certaines classes d'équations d'état non-linéaire et des
situations oU I'état est la solution d'une inéquation variationnelle. Finalement tout ceci n'est évidemment

pas limité au cas statique et le cas ol I'état est solution d'équations d'évolution parabolique ou
hyperbolique se traite de la méme tagon.
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