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RESUME. - En reponse a un probleme pose par Nirenberg, sur la

sphere Sn de dimension n > 2 munie de sa metrique riemannienne clas-
sique g, on decrit une classe de fonctions qui sont des courbures scalaires
correspondant a des metriques g’ conformes a g.

ABSTRACT. - In answer to a Nirenberg problem, on the sphere Sn
of dimension n > 2 with its classical riemannian metric g, we describe
a class of functions which are scalar curvature corresponding to metrics g’
conformal to g.

Transformations conformes, courbures scalaires, metriques riemanniennes
sur la sphere.

INTRODUCTION

Soit R’ une fonction numerique de classe CX définie sur la sphere Sn
munie de sa metrique classique g. Quelle condition doit verifier la fonc-
tion R’ pour etre la courbure scalaire de la sphere Sn relativement a une
nouvelle metrique g’ conforme a g. Ce probleme pose par Nirenberg L.,
n’a jusqu’a present que des reponses partielles : Kazdan-Warner [4 ] ont
montre, que R’ ne peut repondre au probleme que si la fonction V 
n’est pas de signe constant sur Sn, et ceci quelle que soit la fonction propre F
de la premiere valeur propre non nulle du laplacien Aubin T. [2], dans
un theoreme non lineaire de Fredholm montre qu’il existe une fonction
propre de la premiere valeur propre non nulle du laplacien, F, telle que
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56 M. VAUGON

la fonction R" = R’ - F reponde au probleme, mais on ne connait pas
de condition sur R’ pour que F soit nulle. Si R’ prend la meme valeur en
deux points diametralement opposes sur Sn, on peut montrer en utilisant
les resultats de Aubin [2] ] sur les meilleures constantes dans les inegalites
de Sobolev et en se plaçant sur l’espace projectif reel, que sous une condi-
tion supplementaire, R’ repond au probleme. Dans cet article on generalise
ce dernier resultat en decrivant une classe de fonctions R’ invariantes par
une isometrie de Sn qui repondent au probleme. Les resultats obtenus
sont enonces dans le theoreme et les corollaires 1 et 2, ces derniers donnent
des resultats directement utilisables.

NOTATIONS. - Sur la sphere Sn de dimension n  3, munie de sa

metrique riemannienne classique g, on note :

l’intégrale sur Sn de la fonction ~p pour la mesure associee à la

metrique g

Q 03C6: 1’integrale de la fonction 03C6 sur une partie integrable Q de Sn

Lp : l’espace des fonctions definies sur Sn a valeurs reelles, dont la puis-
sance pieme du module est integrable, la norme dans Lp est notée ~ ~p

H i : l’espace de Sobolev sur Sn, le complete pour la norme

le Fespace des fonctions de classe 
Sur la sphere Sn on utilisera la meilleure constante dans les inegalites

le Sobolev : C = n(n - 2) 03C92/nn, pour tout E H21,

ici ccy est l’aire de la sphere de rayon 1 de dimension n et le volume de Sn
est suppose egal a 1.

.5 : le groupe des isometries de la sphere S~.
On peut faire operer naturellement a gauche le groupe f sur l’ensemble ff

des fonctions numeriques sur Sn en posant pour 
On dira qu’une fonction f E ff est invariante par 03C3~J si af = f

Si a E J on pose :

Dans la suite on considere sans restreindre la generalite la sphere nor-

mee vol(Sn) = 1 = 1. La courbure scalaire est alors R = n(n - 
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Soit K’ une tonction numenque ae ciasse  sur Sn, positive e F on note :

~~6 = Inf( )) + sur l’ensemble des fonctions de H i verifiant
/* A / .of ’B

THEOREME. - Soit K’ une tonctlon numenque positive, oe classe
sur Sn

(i ) Si R’ est invariante par une isométrie 03C3 de Sn, Id.

(it) S1 pour tout x E Sn 
n - 2 4(n-1)(03BD03C3 C)n n-2 

R’(x)  2(x), Ou C, 03BD03C3,

sont definis ci-dessus. 4(n - 1) C /

Alors il existe une metrique g’ conforme a la metrique classique g de Sn
telle que R’ soit la courbure scalaire de Sn relativement a g’.

COROLLAIRE 1. - Soit R’ une fonction numerique positive de classe C °°
sur Sn

(i ) Si R’ est invariante par une isometrie a de Id.
n-2

(ii ) Si pour tout x E Sn (R’(x) /R’)
Alors il existe une metrique g’ conforme a la metrique classique g de Sn

telle que R’ soit la courbure scalaire de Sn relativement a g’.

COROLLAIRE 2. - Si Sn est de dimension paire. Si R’ est une fonction
positive de classe Ceo sur Sn, radiale de pole P.

Si f R’ r et R’(P’)   R’ ou P’ est Ie point diamétralement oppose
a P sur la sphere Sn.
Alors il existe une metrique g’ conforme a la metrique classique g de Sn

telle que R’ soit la courbure scalaire de Sn relative a g’. De plus la fonction
qui définit le changement de metrique conforme est une fonction radiale
de pole P.

Demonstration du théorème. L’existence d’une métrique g’ conforme à g
telle que R’ soit la courbure scalaire, equivaut a l’existence d’une fonc-
tion 03C6 de classe Cx sur Sn, qJ > 0, solution de 1’equation differentielle

2
ou R est la courbure scalaire de la sphere Sn (normee) : R = n(n - 
Voir par exemple : Aubin [1], Kazdan [7].
Vol. 3, n° 1-1986.



58 M. VAUGON

- Pour simplifier les notations on va etudier 1’equation différentielle

.a methode que l’on va utiliser pour etudier 1’equation (2) est a rapprocher
le la methode utilisee dans Vaugon [6] ] pour l’équation de Yamabe.
i h est une fonction C x sur il est facile de montrer, par exemple par
~. methode variationnelle, que 1’equation l1cp + C~p = h admet une unique
olution (p de classe Si de plus h > 0 alors w > 0. On definit alors la
uite de fonctions ~p~ de classe Cx, ~pi > 0 par :

03C60 etant choisie de classe Cx, qJo > 0 et f03C6n-10 = 1, 03BBi > 0 etant choisi

pour que = 1 pour tout i.

LEMME 1. - De la suite on peut extraire une sous-suite qui
converge faiblement dans H i , fortement dans L2 et presque partout vers

n+2

une solution qJ de classe Cx, 03C60, de 1’equation 039403C6 + C03C6 = 
ou E, est un reel strictement positif.

Demonstration. - Pour tout 1> et 03C8 E H i on pose
/~ /*

b est une forme bilineaire sur H i , symetrique, positive puisque C > 0,
de plus il existe deux reels strictement positifs a et 03B2 tels que, pour tout 1> E H i

notons  = Inf b( ql, Ø) lorsque f03C6n-2 = 1 ,u > 0, car d’après les inégalités
de Sobolev 

ou K est une constante strictement positive.
Si l’on multiplie les deux membres de la relation (3) par et si l’on

integre sur Sn on obtient : ~.
Si l’on fait la meme operation avec ~pi on obtient :
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puisque d’apres 1’inegalite de Holder,

de plus

il s’ensuit

On en deduit

La suite est alors bornee dans on peut en extraire une sous-suite
qui converge faiblement dans H i , fortement dans L2 et presque partout

vers une fonction qJ ~ 0.
D’autre part, des relations (5) et (6) on deduit

alors d’apres (4) |03C6i 2014 03C6i-1 ~H21 == 0.
La suite (03C6k-1) converge donc, comme la suite (03C6k) faiblement dans 

fortement dans L2 et presque partout vers la fonction 03C6. Pour tout 03C6 e H i
on peut écrire :

/ /* /* *. -L ~

En passant a la limite lorsque k tend vers + 00 on obtient :

Les theoremes de régularité classiques terminent la demonstration du
lemme 1.

2-n

- Si l’on pose 03C6’ = 03BBn+203C6, 03C6’ 0 est alors solution de l’équation (2).
mais ~p’ peut etre identiquement nulle sur Sn, c’est d’ailleurs necessairement
le cas lorsque, d’apres Kazdan-Wamer [4 ], VifViF est de signe constant
sur Sn pour une fonction propre F de la premiere valeur propre non nulle
du laplacien ; et ceci quel que soit le choix de 
Toute la suite de cette etude va donc consister a montrer que sous les

hypotheses du theoreme, on peut choisir correctement qJo de sorte que
la fonction cp, limite des ne soit pas identiquement nulle, le principe
du maximum nous dit qu’alors 03C6 > 0.

Vol. 3. n° 1-1986.
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- Soit 03C3 ~ Id l’isométrie qui laisse fixe f Choisissons 03C60 invariante

par 6 verifiant = 1 et v6 + E, E sera choisi suffisamment

petit (voir (10)).

LEMME 2. - Il existe xo E Sn et une boule B(5) de centre xo de rayon 6
tels que pour toute boule B(5’) de centre xo contenue dans B(5)

= si m03C3(x0) est fini, et où m > 6 4 f ’ 2 (xo) si m03C3(x0) = + 00.

Demonstration. Montrons par recurrence que pour tout i, 03C3(03C6i) =
n+2

H = on peut ecrire mais comme

rest une isometrie = 03C303C6i est donc, tout comme solution
n+2

ie 1’equation Compte tenu de 1’unicite de la solution
l’une telle equation = ~pi,
. Montrons qu’il existe un point Xo E Sn tel que pour toute boule B(3)

le centre xo, lim > 0 : Supposons que pour tout x E Sm il existe

me boule B(5) de centre x de rayon ð > 0 telle que lim = 0.

omme Sn est compacte, il existe p boules qui recouvrent Sn et telles

ue pour 1kp, lim B(03B4k,xk) f03C62n n-21=0 alors 1= f03C62n n-2i 03A3B(03B4k,xk)f03C62n n-2i
B(03B4k,xk)f03C62n n-2i03A3 lim B(03B4k,xk)f03C62n n-2i=0 ce qui est absurde

.oient alors les in points xo, 6(xo), ... , OÙ 111 = si est

.ni et m> (03BD03C3 C)n 2 f(x0)n-2 2 si m03C3(x0) = + oo. Soit ð > 0 tel que les m boules

!(5, soient disjointes lorsque k varie de 1 a m. Comme la fonction j’
t les fonctions cpi sont invariantes par a : pour tout k de 1 a m

il s’ensuit :
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r tn de La demonstration du theoreme. - SOlt d’ ~ ð tel que
~.~~ w~~B ~ ~/~. B I -,

ou B’ > U est choisi suffisamment petit (voir (iU)). Soit q une fonction de
classe C% à support contenu dans la boule B(3’) de centre xo, 0 K q ~ 1

telle que q = 1 sur la boule B(§). n 2
Multiplions les deux membres de la relation (3) par of 1 ~ k # 

’~ ~ ~

et intégrons sur Sn.
r r r n+ 2

Par des integrations par parties sur le premier membre de cette egalite
on obtient : .

r~ r AL k+ 1 k+1 1 k+1 1

Utimsons ies megames ae Holder pour ie aeuxieme memore 

l’ n + 2

On note (a) Ie deuxième membre de l’inégalité précédente, et dans toute la
suite les Cp sont des constantes indépendantes des fonctions Comme

~ + 2
~ ~ n - 2 Hi 

c Lk+ 1 et l’inclusion est continue.

On en déduit :

J, 11 1-170U.
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element on peut ecrire :

nais d’après (6) 03C60)  v6 + E, de plus sup f(x) 6 f (xo) + E’.
xeB(5Bjco)

Jtilisons alors la meilleure constante dans les inegalites de Sobolev sur

a sphère Sn, Aubin [1 ] : 
1 

22n  
1 

~( ~03C6k+1 2i

1 

2 + 

1 

( ( 2 . De

es dernieres inegalites et du lemme 2 on deduit

;’ensuit

D’apres Fhypothese (ii ) du theoreme, on peut toujours choisir ko > 1, E > 0
~t E’ > 0 de sorte que : 

’"

ko+ 1

lors d’apres (9) et (10) : ~ Cy, ce qui entraine :

?uisque lin

On peut extraire de la suite (qJi) une sous-suite telle que pour tout j :

eci en utilisant l’inégalité de Holder.
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Posons ki = , Ie choix de ko donne : 1  k 1  201420142014 il s’ensuit :
nko - 2 n - 2

~ C9 > o.

On sait que la suite (cpj) est bornee dans H i, on peut donc en extraire
une sous suite qui converge faiblement dans Hi, fortement dans Lkl
et presque partout. On precede alors comme pour la fin de la demonstration
du lemme 1 : La suite (CPk) et la suite convergent vers une solution qJ
de classe C x de (2) > 0 car qJ ne peut etre identiquement nulle puisque

C9 > 0. Ceci termine la demonstration du theoreme.

Demonstration du corollaire 1. Comme, par definition,

sur l’ensemble des fonctions de Hf verifiant 03C303C6=03C6 et f03C6n-2 = 1, en

2-n 2-n

2n n

choisissant 03C6=Cte = 
/ f on C , f ’ .

Si 03BD03C3  C f on applique directement le theoreme.

/r n /f n
Si v=C f , en choisissant (~o = f dans la relation (3)

on obtient : pour tout i, 03BBi=b(03C6i, 03C6i)=b(03C6i-1, 03C6i-1)=03BD03C3=C( /) 
n 

de la

relation (5) on deduit 03C6i-03C6i-1)=0 alors 03C6i=03C6i-1 pour tout f
2-n

/f 2n
et 03C6 = CtQ = f est solution de 1’equation (2).

Demonstration du corollaire 2. - Une fonction radiale de pole P est inva-
riante par toute isometrie laissant fixe le point P. Sur la sphere cette pro-
priete caracterise les fonctions radiales.

Si la sphere Sn est de dimension paire montrons qu’il existe toujours une
isométrie 03C3 qui a comme seuls points fixes P et son point diametralement
oppose P’ et telle que soit aussi grand que l’on veut P et ,v # P’.

Dans considerons la droite D passant par P et P’. [R"~ pour n pair,
~ ~ 2 se decompose en somme directe orthogonale : D 0 ~i 0 ... 0 ~ ou
les 7r~ sont des plans. Considerons Fisometrie de (~"+1: ~ = 0 ri 0 r2 ... 0 ~
of f est Fidentite sur D et les r~ sont des rotations d’ordre m sur 7r~. Si m > 1,
~ a comme sous espace invariant la droite D, et est d’ordre m. La restriction

3. n° 1-19~6. 3
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a la sphere Sn est une isometrie a de Sn telle que ma(x) = m P

P’ et n’a que P et P’ comme points invariants. Si R’ est une fonc-
:ion radiale de pole P il suffit alors d’appliquer le corollaire 1 pour (7 cons-

n-2

[ruit precedemment lorsque l’on a choisi m > (sup R’(x)/R’) n . De plus

es fonctions 03C6i de la relation (3) avec 03C60 = 
2n 

sont invariantes par

:outes les isometries laissant fixe le point P, la fonction qJ a alors la meme
ropriété, ce sont donc des fonctions radiales de pole P.

REMARQUE 1. - Si la sphere est de dimension impaire, toute isometrie
aissant fixe P et P’ admet necessairement des points x distincts de P et P’
:els que 2. Pour pouvoir appliquer le corollaire 1 il faudrait donc

.ajouter une hypothese.

REMARQUE 2. - Si on utilise les memes méthodes, non sur la sphere Sn,
nais sur une variété riemannienne compacte quelconque V de dimension
1 > 2, de metrique g, on montre le resultat suivant : Soit le groupe des
sométries de V, opere sur V, on note m(V) = inf (card orbite de x) et R

xeV

a courbure scalaire de V (sans restreindre la generalite on suppose

dV = 1 Si RdV  n(n-1)(m(V)03C9n)2/n alors V à la propriété de

amabé : il existe une metrique g’ conforme a g telle que la courbure sca-
aire associee a g’ soit constante.
Dans le cas ou m(V) = 1, on retrouve ainsi un resultat de Aubin [1 ].

Demonstration. 2014 Il s’agit de montrer l’existence d’une fonction 03C6 de
dasse sur V, strictement positive verifiant 1’equation :

La fonction courbure scalaire R est evidemment invariante par toutes les
isometries de (V, g). Le schema de la demonstration est alors identique a
celui du theoreme sur la sphere. On considere la suite de fonctions 03C6i défi-
nies par :

ou l’on a choisi qJo =1 et /~ de sorte que =1. Les fonctions ~pi sont
n-2

invariantes par toutes les isometries de (V, g).
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On obtient ensuite une relation analogue a la relation (9) :
/~ ,

s positi pouvanL cnoisi aussi pe que i on veuL
n - ? r

Comme si pour assez grand /.;2014201420142014 Rd V,
on peut choisir G > 0 et k > 1 pour que 03BBi  1, on conclut

alors comme précédemment sur la sphère. Si 03BBi = 
n - 2) RdV pour

tout i, on precede comme pour la demonstration du corollaire 1 et qJ = 1
est solution de 1’equation (11).
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