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RESUME. - Les notions de derivations issues de l’analyse fonctionnelle
classique ne conviennent pas toujours a une evolution dynamique. Nous
montrons qu’une derivation, introduite par R. Ree a propos des intégrales
iterees de K.-T. Chen, possede une interpretation innnitesimale qui prend
naturellement en compte la causalite. Pour cette derivation. le developpe-
ment en serie generatrice non commutative apparait comme un developpe-
ment taylorien.

ABSTRACT. - The notions of derivatives stemming from classical
functional analysis do not always mesh well with dynamic evolution. We
show here that a derivative, which was introduced by R. Ree in relation
with K.-T. Chen’s iterated integrals, possesses an infinitesimal interpreta-
tion that takes most naturally causality into account. For this derivation,
the non-commutative generating power series expansions are the corres-
ponding Taylor series expansions.

INTRODUCTION

Volterra [26 ] [27] ] est a l’origine des notions aujourd’hui classiques de
derivees de Frechet et Gateaux ( 1 ). Il avait ete conduit a la generalisation

e) On trouvera une interessante etude historique des debuts de l’analyse fonctionnelle
chez Siegmund-Schultze [24].
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M. FLIESS

uivante des developpements de Taylor

t/U

IU :

- u : [0,1 ] -~ R est une fonction,
- les noyaux ks : [O? 1 ]~ - R sont les analogues des derivees usuelles.

)epuis une trentaine d’annees, pour tenir compte de 1’evolution dynamique,
igenieurs et physiciens ont introduit des developpements de type (1)
vec la difference essentielle d’une borne d’intégration superieure variable

Les buts poursuivis ont ete des plus varies. Les references sont innom-
brables. En ingenierie, contentons-nous de citer l’article deja ancien de
Barrett [7 ] et les livres plus recents de Schetzen [23 ] et Rugh [21 ]. Pour la
mecanique des milieux continus, renvoyons a Findley, Lai et Onaran [7].
En physique statistique et quantique, les fonctionnelles revetent, notamment
a travers l’intégrale de Feynman, un caractere probabiliste non aborde ici.
Mentionnons cependant les livres de Rzewuski [22] et Rosen [l9 ].
Depuis une douzaine d’annees, a la suite de travaux en theorie des auto-

mates et langages (cf. Berstel et Reutenauer [2 ]), l’auteur (cf. [8 ] [9] ] [11 [12])
;’est fait l’avocat d’un nouveau developpement fonctionnel (2) utilisant
ndéterminées non commutatives et intégrales iterees, introduites par
~hen (cf. [6 ]) pour des etudes de topologie. Des proprietes algebriques
.emarquables des intégrales iterees, degagees pour la premiere fois par
~ee [17 ], on deduit qu’il s’agit d’un developpement taylorien naturel par
apport a une derivation qu’il convient de nommer causale. Cela est d’autant
~lus interessant qu’il a souvent ete affirme, par analogie avec (1), que (2) est
mssi un developpement de Taylor, sans que rien ne permette de justifier
me telle assertion. Se trouvent ainsi poses les lineaments d’une analyse
onctionnelle non lineaire et causale.
Une version preliminaire a ete presentee en [10 ].

(2) Grace a ce developpement, on peut calculer avec la plus extreme precision les noyaux
le (2) (cf. [8] [11 ]).
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69DERIVATION FONCTIONNELLE CAUSALE

I. PROLÉGOMÈN ES ALGEBRIQUES

1 ) Operations sur les polynomes et les series formels.

Soit X ..., xm }, m > 0, un ensemble fini, non vide. On designe
par Mo (X) le monoïde libre engendré par X (cf. Bourbaki [3 ]). Un élément
de Mo (X) est un mot, c’est-a-dire une suite x.iv ... v ~ 0, ..., E X.
Le mot vide est la suite vide notee 1. Le produit est la juxtaposition :

t 1L~* ~/’ 1~ v~ ~~ 1 - - ~~ ~~ -

m esi associtif, U element neutre ie mot vide.

K étant un corps commutatif de caractéristique nulle, définissons les
ensembles K  X > et K « X » des polynômes et series formels en les
indéterminées non commutatives xj E X, à coefficients dans K. Un élément
S E K « X » est noté

_.... . - - ;- -......... .. , --

Un polynôme est une série avec au plus un nombre fini de coefficients non
uls. L’addition est donnée par

. ~ ! ri /" . ’" , I ..... iim 1

Le produit est le mélange (3), note w, introduit il y a près de trente ans
par Ree [17 ]. Definissons-le par recurrence sur la longueur des mots :

2014VweMo(X), lujw = w1 = w,
- Vw, W’ e Mo(X), x, x’ e X,

Exemples.

Pour s e K « X x>, il vient
2014 ~ ~ ~ ~

Avec une seuie maetermmee xo, on a

n

( ) En anglais, shuffle product.
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70 t. FLIESS

)n retrouve l’algèbre des series generatrices exponentielles de la combi-
Latoire (cf. Riordan [18 ]).
Avec l’addition et ce produit, K  X > et K « X » sont des K-algebres

ommutatives, uniferes, d’element unite 1. Comme le montre Ree [17],
e melange est intimement lie au produit, sans doute plus usuel, dit de juxta-
>osition ou de Cauchy :

In explicite cela a travers le langage des algebres de Hopf (cf. Bourbaki [3 ],
weedler [25]). Les polynomes K  X > forment une K-bigèbre par rapport
la juxtaposition et a la comultiplication

a K-algebre duale de K  X > relativement a la structure de cogebre
identifie a K « X » munie du produit de melange (cf. Chen [5 ], Swee-
per [25 ]).

Remarque. D’apres les calculs de Ree [17], ces opérations ont une
mnexion profonde avec les crochets de Lie, c’est-a-dire la K-algebre de
ie libre engendree par X. Cette relation s’eclaire par la theorie des groupes
rmels (cf. Oberst [16 ]).

2) Derivations et developpements de Taylor.

Rappelons que, pour une K-algebre un endomorphisme D : ~ -~ aa~
t une K-derivation si, et seulement si, il est K-lineaire et vérifie

(ab) = D(a)b + aD(b), a, Pour tout j = 0, 1, ..., m, introduisons
pplication K-lineaire Sj : K « X » ~ K « X » definie, pour tout

eMo(X). par

1 , ’

rec s e K « X », il vient

~e [1 7] a remarque que Sj est une derivation.

PROPOSITION I .1. - S~ est une derivation de K  X > et de K « X »

nsidérés comme K-algebres par rapport au melange.

Démonstration. - (3) conduit à = + sl

e K « X » . .
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71DERIVATION FONCTIONNELLE CAUSALE

Le terme constant  ae la est te coemcieni au mot

... dans s. On obtient ainsi l’analogue d’un developpement de Tay-
lor (Ree [17]).

PROPOSITION 1.2. - Pour tout s E K « X », il vient
H

Notons ie sens coniraire aes smtes X.iv ... Xjo ... 

Remarques. - (i) On obtient des résultats identiques avec les dériva-
y *

Derivations gauches et droites commutent : SR, = Par contre,
pour j ~ j’, Sj et Sj , Rj et Rj’ ne commutent pas.

(ii ) Avec la structure de K-algebre non commutative due a la juxtapo-
sition, il est beaucoup plus delicat d’ecrire dans K « X » une formule
de Taylor (Hausdorff [14 ], Magnus, Karrass et Solitar [15 ], Rota, Sagan
et Stein [20 ]).

II. FONCTIONNELLES CAUSALES

1 ) Intégrales iterees.

Considerons un ..., Çn(T) I 0 ~ T ~ 1 } de Rm + 1,

suppose continu a variation bornee. L’intégrale itérée L d03BEjv ... 

introduite par Chen [4 ], se definit par recurrence sur la longueur :
r .....,...,. - ,

rautre par translation. Comme deja dit dans l’introduction, ces integrales
jouent un role important en topologie.

(4) Par analogie avec ranalyse classique. le ternte constant s(0) est le coefficient du mot
vide.
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72 M. FLIESS

Remarque. - En stochastique, on rencontre des chemins, la trajectoire
d’une particule brownienne par exemple, a variation non bornee. Il est
neanmoins possible de définir les intégrales iterees (voir [13 ] et les refe-
rences citees).

2) Fonctionnelles analytiques de chemins.

Soit ~ l’ensemble des chemins de Rm+ 1 verifiant les deux conditions
suivantes :

- Tout chemin est issu de l’origine. Cette condition n’est pas restrictive
pour les integrales iterees. rt

..., Çm sont C1 par morceaux. Posons çlr) = où

les u J sont continues par morceaux. Soit 

~ = 0,1, ..., ~ }.
Desormais K sera le corps R des reels (5). Soit 9 E R «-X », 

~i.....~}. une serie telle qu’il existe une constante C > 0 verifiant :

Remplaçons dans g le mot ... xjo par I’integrale iteree correspondante

Le resultat suivant est immediat :

LEMME II.1. - Pour M suffisamment « petit », la serie numerique (6)
est absolument convergente.
Une fonction de chemins, ou, comme disait Volterra [26 ], de lignes

sera dite analytique si, et seulement si, elle provient d’une série formelle g
par la formule (6), avec un second membre absolument convergent. La
reciproque de (5) se deduit immediatement du lemme d’Abel.

Il importe de comprendre que les fonctionnelles precedentes generalisent
les fonctions analytiques ordinaires. Pour cela, rappelons qu’une serie g
de R « X » est dite échangeable [8] si deux mots différant uniquement par
l’ordre des lettres ont meme coefficient. 6B, designant le groupe symétrique
sur { 0, 1,..., v }, il vient, pour tout a E xw .. ~o)-

(5) On pourrait prendre aussi le corps C des complexes.
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73DERIVATION FONCTIONNELLE CAUSALE

D’apres i identitc, qu’on verme par mtegration par parties,
v~ ~

une serle echangea ble, qm est un etre « taussement » non commutatif,
définit une fonction « ordinaire » de la seule extremite du chemin. Concluons
de façon imagee en ecrivant que le caractere fonctionnel est « mesure »
par la non-commutativite de la serie generatrice.

3) Derivations causales.

A 1’extremite d’un chemin L = { 03BE0(03C4), 03BE1(03C4), ..., çm(-r) } E 0152, traçons un
segment de droite L~) = { ~k(6) _ ~(1), ~I~(6) _ ~~(1) + j, 0 ~ 6  1 }.
Soit le chemin obtenu par juxtaposition :

Le resultat smvant est lacile.

LEMME II. 2.

r r

M et h etant suffisamment petits, (6) converge absolument pour 
L’application de ce qui precede terme a terme foumit une traduction infini-
tesimale de la proposition I.1.

1:.

Le terme constant g(U) = ( g, 1 ) est ia valeur numenque de la tonction-
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ielle pour le chemin reduit a 1’origine. Voici la version analytique du
léveloppement de Taylor formel de la proposition 1.2.

PROPOSITION 11.4. - Pour M suffisamment petit, il vient

Les derivees et, donc, le developpement de Taylor etant uniques, on
btient le resultat suivant dont la demonstration en [8 n’etait pas satis-
iisante.

COROLLAIRE II . 5. - Deux fonctionnelles de chemins definies par des
eries non commutatives sont egales si, et seulement si, les series le sont.
La serie est dite génératrice de la fonctionnelle (cf. [8 ]). En Automatique,
n rencontre un autre parametrage des chemins. Les ..., Çm :
), t ] - R sont definies sur un segment a extremite droite variable, et
o(r) = T est le temps. Alors, les u;, i = 1, ..., m, sont les commandes,
u entrées, ou contrôles. La construction précédente des dérivées se traduit
ar un accroissement At > 0 du temps. C’est pourquoi les derivations et le
eveloppement taylorien qui en decoulent seront dits causaux.

4) Quelques commentaires.

(i ) Il existe une analogie etroite entre derivations causales et derivations
Le Lie par rapport a des champs de vecteurs. A l’image de l’automatique,
onsiderons le systeme

L’état q appartient à une variété R-analytique Q, de dimension finie.
Les champs de vecteurs Ao, Ai, ...,A~ : Q - TQ (fibré tangent) et la
fonction de sortie h : Q ~ R sont analytiques dans un voisinage de l’état
nitial q(0). D’apres la formule fondamentale [8] ] [11 ], la sortie y est une
’onctionnelle analytique de serie generatrice

~~" ... est la derivee de Lie iteree de h par rapport aux champs de
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75DERIVATION FONCTIONNELLE CAUSALE

vecteurs. Il est alors clair que la definition innnitesimale de S~(g) correspond
a celle de la derivee de Lie par rapport a A~. Le systeme de serie generatrice
S/g) a meme dynamique que (8) et comme fonction de sortie.

(ii ) Supposons les u J, j = 0, 1, ... , m, continues. Nos fonctionnelles ont
alors pour source et but les espaces de Banach C°( [0, 1 ]m + 1, R) et C~([0,1 ], R)
des fonctions continues munies de la topologie de la convergence uniforme.
II n’est pas difficile de vérifier que

»

est la derivee de Fréchet d’ordre v + i Ge la fonctionnelle g. Derivations

causales et derivations fonctionnelles usuelles ne sont donc pas sans rapport.
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