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ABSTRACT. – We propose a geometric sufficient criterium “à la Furstenberg” for the exis
of non-zero Lyapunov exponents for certain linear cocycles over hyperbolic transforma
non-existence of probability measures on the fibers invariant under the cocycle and un
holonomies of the stable and unstable foliations of the transformation. This criterium app
locally constant and to dominated cocycles over hyperbolic sets endowed with an equil
state.

As a consequence, we get that non-zero exponents exist for an open dense subset
cocycles, which is also of full Lebesgue measure in parameter space for generic param
families of cocycles.

This criterium extends to continuous time cocycles obtained by lifting a hyperbolic flo
a projective fiber bundle, tangent to some foliation transverse to the fibers. Again, no
Lyapunov exponents are implied by non-existence of transverse measures invariant un
holonomy of the foliation.

We apply this last result to a natural geometric context: the geodesic flow tangent
leaves of a foliation obtained as the suspension of a representationρ :π1(S) → PSL(2,C) of
the fundamental group of a hyperbolic compact surface. We prove the existence of no
Lyapunov exponents for the corresponding cocycle, forρ in a dense open subset of all t
representations. As a consequence we get that this foliated geodesic flow has a uniqu
Ruelle–Bowen measure.
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RÉSUMÉ. – Pour garantir l’existence d’exposants de Lyapunov non-nuls pour certains co
linéaires au-dessus de dynamiques hyperboliques, nous proposons un critère géomé
la Furstenberg” : la non-existence d’une famille de probabilités dans les fibres, inva
par l’action du cocycle et par les holonomies de feuilletages stable et instable. Ce
s’applique quand le cocycle est localement constant ou dominé, et quand la base est un e
hyperbolique muni d’un état d’équilibre.

En conséquence nous montrons l’existence d’exposants non-nuls pour un ouvert dense
semble de ces cocycles, qui a mesure de Lebesgue totale dans l’espace des paramètres
famille générique de tels cocycles.

Ce critère s’adapte aux cocycles en temps continu obtenus en relevant un flot hyperbol
les feuilles d’un feuilletage transversalement projectif, transverse aux fibres d’un fibré pro
De nouveau, l’existence d’exposants non-nuls est impliquée par la non-existence d’une
transverse invariante par les holonomies du feuilletage.

Nous appliquons ce dernier résultat au contexte géométrique suivant : le flot géodésique
aux feuilles d’un feuilletage obtenu par suspension d’une représentationρ :π1(S)→ PSL(2,C)
du groupe fondamental d’une surface compacte hyperboliqueS. Nous montrons l’existen
ce d’exposants non-nuls pour le cocycle correspondant, pour un ouvert dense de to
représentationsρ. En conséquence nous obtenons que le flot géodésique feuilleté possè
unique mesure de Sinaï–Ruelle–Bowen.

Mots Clés:Cocycle linéaire; Exposants de Lyapunov; Fibré vectoriel; Fibré projectif;
Feuilletage holomorphe; Representation de groupes

0. Introduction

Ce travail a deux motivations très différentes, qui proviennent de deux projetsa priori
indépendants :

1. Feuilletages holomorphes: d’une part, on aimerait comprendre le comportem
statistique des feuilles des feuilletages holomorphes, en commençant p
feuilletages les plus simples : les feuilletages définis comme lasuspensiond’une
représentation d’holonomie à valeurs dansSL(k,C).

2. Dynamiques partiellement hyperboliques: d’autre part, l’une des difficultés pou
comprendre le comportement statistique d’une dynamique partiellement h
bolique est le contrôle des exposants de Lyapunov dans la direction ce
Plus précisément on aimerait montrer que, génériquement, ces exposan
non-nuls.

Le lien entre ces deux sujets provient de ce que, pour les feuilletages que nou
considérés, le flot géodésique tangent au feuilletage est hyperbolique le long des f
la direction transverse faisant office de “direction centrale”, et les exposants de Lya
dans cette direction centrale permettront de caractériser le comportement asymp
des feuilles du feuilletage.

© 2003 L'Association Publications de l'Institut Henri Poincaré. Published by Elsevier B.V. All rights reserved
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Dans ces deux contextes, le comportement dans la direction centrale est
par un produit d’applications linéaires, ce produit n’étant pas aléatoire indépe
puisque donné par une dynamique déterministe, mais gardant cependant un certa
d’indépendance, due au caractère chaotique de la dynamique de la base.

Pour les produits aléatoires et indépendants de matrices deSL(k,C), un célèbre
travail de Furstenberg (voir [10]) montre que, ou bien l’action de ces matrice
l’espace projectif laisse invariante une même probabilité (ce qui est une conditio
forte), ou bien pour presque tout tirage la norme du produit croit exponentiellem
en d’autres termes, presque tout tirage possède un exposant de Lyapunov non
travail complétait de façon très satisfaisante le résultat fondamental d’Oseledets [
assurait que les exposants de Lyapunov étaient bien définis.

Depuis, de nombreux auteurs ont proposé des généralisations du travail de F
berg. Par exemple, Guivarc’h et Raugi [11] montrent que, génériquement, chaque
sant de Lyapunov est de multiplicité 1. Dans [23,18,17], Royer et Ledrappier affa
sent l’hypothèse d’indépendance du tirage des matrices.

On pourrait espérer que ces résultats se généralisent au cas des cocycles à
dansSL(k,C) au-dessus d’une dynamique hyperbolique, c’est-à-dire que l’on mul
des matrices dont le tirage est donné par une dynamique hyperbolique. Cepend
théorème récent de Bochi [3] montre que l’existence d’exposants de Lyapuno
est générique pour les cocycles continus à valeurs dansSL(2,C), non uniformémen
hyperboliques, au-dessus d’une dynamiquef munie d’une mesure ergodique no
atomiqueµ quelconque. En fait, il obtient ce résultat aussi dans le cadre, bea
plus délicat, du cocycle donné par la différentielle d’un difféomorphisme de classC1,
préservant l’aire, sur une surface.

Ces théorèmes de Bochi montrent que les résultats sur les produits aléato
peuvent pas s’adapter au cas de produits déterministes sans hypothèses supplém
Nos conditions portent, d’une part sur la dynamique déterministe qui dirige le co
que nous supposerons uniformément hyperbolique, et d’autre part sur la régula
cocycle : il pourra être localement constant, ou bien Hölder continu etdominé. Cette
dernière propriété veut dire que la dilatation et la contraction dans les fibres
strictement moins fortes que celles de la dynamique de la base.

Les versions complètes de nos résultats sur les cocycles apparaîtront dans les
qui suivent. Ici nous présentons leurs conséquences géométriques sur les deux s
nous avaient motivés.

0.1. Dynamiques partiellement hyperboliques

Pour des dynamiques partiellement hyperboliques dont l’action dans la dire
centrale définit un cocycle, nous montrons que les exposants de ce cocycl
génériquement non-nuls. Avant d’énoncer nos résultats de façon précise, rap
les notions d’hyperbolicité uniforme et partielle, decocycle linéaire et projectif, e
d’exposants de Lyapunov.

Soit f un difféomorphisme d’une variétéM . Étant donné un ensemble compactf -
invariantK , on dit qu’une décompositionTKM =E1⊕E2 de l’espace tangent au-dess
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deK en deux sous-fibrés continus etDf -invariants estdominées’il existeN � 1 tel que

‖DfN(x)v2‖
‖v2‖ � 1

2

‖DfN(x)v1‖
‖v1‖ (1)

pour toutx ∈K et tous vecteurs non-nulsv1 ∈E1
x et v2 ∈E2

x .
On dit queK estuniformément hyperboliques’il admet une décomposition domin

de l’espace tangent telle queE1 soit uniformément dilatant etE2 soit uniformémen
contractant. C’est à dire que, quitte à augmenterN , on a

∥∥Df −N(x)v1
∥∥� 1

2
‖v1‖ et

∥∥DfN(x)v2
∥∥� 1

2
‖v2‖ (2)

pour toutv1 ∈E1
x , v2 ∈E2

x etx ∈K .
Plus généralement, on dit queK est partiellement hyperboliques’il admet une

décomposition dominée de l’espace tangent telle queE1 soit uniformément dilatant, o
queE2 soit uniformément contractant. Dans le premier cas on noteE1 =Euu et, d’après
la théorie de l’hyperbolicité normale (voir [9,13]), il existe alors un unique feuille
f -invariantFuu tangent àEuu en tout point deK , et appelé feuilletage instable-fo
Dans le deuxième cas on parle du feuilletage stable-fortF ss .

On dit queK estfortement partiellement hyperboliques’il admet une décompositio
Df -invariante en trois sous-fibrés continusTK = Euu ⊕ Ec ⊕ Ess telle queEuu est
uniformément dilatant,Ess est uniformément contractant, et les deux décompositio

(
Euu ⊕Ec)⊕Ess et Euu ⊕ (

Ec ⊕Ess)
sont dominées. On appelleEc la direction centrale.

Un ensemblebasique hyperboliqueK est un ensemble uniformément hyperboliq
transitif (existence d’orbites denses) et qui est l’ensemble maximal invariant da
voisinage. On munit la restriction def àK de la classe desétats d’équilibreassociés à
des potentiels Hölder continus (voir [7] pour une définition précise et les propriété
états d’équilibre). Ce sont des mesures de probabilitéf -invariantes et ergodiques, do
le support coïncide avecK .

Étant donné un homéomorphismef :M →M d’un espace topologiqueM , on appelle
cocycle(continu) linéaire (respectivementprojectif) au-dessus def , la donnée de :

1. un fibré continu localement trivialπ :E → M de fibre C
k (respectivemen

CP
k−1), k � 2 ;

2. un homéomorphismeF :E → E tel queπ ◦ F = f ◦ π et dont la restrictionFx
à toute fibreEx = π−1(x), x ∈M est un isomorphisme linéaire (respectivem
projectif) surEf (x).

Les itérésFn d’un cocycleF : E → E au-dessus d’un homéomorphismef sont des
cocycles au-dessus desf n définis par

Fnx = Ff n−1(x) · · · · · Fx et F−n
x = F−1

f−n(x) · · · · · F−1
f−1(x)

pour chaquen ∈ N.
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Si f laisse invariante une mesure de probabilitéµ telle que les deux fonction
x �→ log‖Fx‖ etx �→ log‖F−1

x ‖ sontµ-intégrables, alors le Théorème d’Oseledets [
affirme que, pourµ-presque tout pointx dansM , il existe une décomposition de
fibre Ex = E1

x ⊕ · · · ⊕El(x)x en des sous-espaces linéaires, et il existe des nombres
λ1(x), . . . , λl(x)(x) tels que

lim
n→±∞

1

n
log
∥∥Fnx v∥∥= λj (x) (3)

pour tout vecteur non-nulv ∈ Ejx . On appelle lesλj (x) les exposants de Lyapunovdu
cocycle au pointx. De plus, si la mesureµ est ergodique les exposants de Lyapun
et leur nombrel, sont constants sur un ensemble deµ-mesure totale : on parle alo
d’exposants de Lyapunov du cocycle pour la mesureµ.

A priori la notion d’exposants de Lyapunov pour un cocycle linéaire dépend du
de métriques dans les fibres. Cependant, siM est un espace compact et si l’on
restreint à des choix continus de métriques on se convainc facilement que les ex
de Lyapunov ne dépendent pas du choix de la métrique. On peut donc parle
ambigüité des exposants de Lyapunov d’un cocycle linéaire à un point ou pou
mesure ergodique. On supposera désormais queM est compacte. Remarquons que d
ce cadre la condition d’intégrabilité dans le Théorème d’Oseledets est automatiqu
satisfaite (pour les cocycles continus).

Si π :E → M est un fibré projectif obtenu par projectivisation d’un fibré linéa
alors, par définition, les exposants de Lyapunov d’un cocycle projectifF :F → F sont
les exposants de Lyapunov d’un cocycle linéaire à valeurs dansSL(k,C) dont F soit
le projectivisé : comme la projection naturelleSL(k,C) → PSL(k,C) a son noyau
engendré par l’homothétie de rapport e2iπ/k, qui est une isométrie, la définition n
dépend pas du choix du cocycle linéaire.

Un fibré projectifπ :E →M arbitraire n’est pasa priori le projectivisé d’un fibré
linéaire : de nouveau, l’ambigüité vit dans le groupe cyclique engendré par l’homo
de rapport e2iπ/k. Voici en quelques mots comment définir les exposants de Lyap
pour un cocycle projectif en général. On considère une partition deM par un nombre
fini d’ensemblesMi d’adhérence incluse dans des ouvertsUi trivialisant la fibration
E . Au-dessus de ces ensembles le fibré est trivial, donc est le projectivisé du
linéaire trivial, que l’on munit de la norme standard. Dans ces cartesMi on peut écrire
le cocycle projectif comme le projectivisé d’un cocycle engendré par une applic
A :Mi → SL(k,C). On vérifie sans peine que les exposants de Lyapunov ne dépe
pas des choix des cartes trivialisantes (l’important étant que les ensemblesMi soient
relativement compacts dans les ouverts trivialisantsUi).

THÉORÈME 1. – Soitf :M →M un difféomorphisme de classeC1 et un ensemble
basique hyperbolique def . Soitπ :E →M un fibré projectif lisse(de classeC1) de fibre
CP

k−1 etF :E → E un cocycle projectif de classeC1 au-dessus def .
On suppose queπ−1( ) est fortement partiellement hyperbolique de direct

centrale tangente aux fibres(on parle decocycle dominéau-dessus de ). Alors :
1. ou bien le cocycle projectifF possède des exposants de Lyapunov non-nuls

tout état d’équilibreµ associé à un potentiel Hölder continu sur ,
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2. ou bien il existe une famille continue(mx)x∈ de probabilités dans les fibre
Ex qui est invariante par l’action deF et par les holonomies des feuilletag
instable et stable-forts.

La seconde possibilité dans la conclusion du Théorème 1 est très rigide et in
Cela nous permet de montrer :

THÉORÈME 2. – Dans l’espace des applicationsF vérifiant les hypothèses d
Théorème1, il existe un sous-ensemble ouvert dense pour la topologieC1 pour lesquels
le cocycle possède des exposants de Lyapunov non-nuls pour tout état d’équilibreµ d’un
potentiel hölderien pour(f, ).

Dans le Théorème 2, la conclusion reste vraie dans l’espace des applicationF de
classeCr , avecr ∈ [1,+∞], muni de la topologieCr . D’autre part on peut affaibli
l’hypothèse de régularité en supposant queF est seulement Hölder continue. Dans
cas on considère la topologieC0 dans l’espace des applications Hölder continues
les deux constantes d’Hölder fixées (voir la Remarque 2.11).

La conclusion reste vraie aussi dans le cadre des cocyclesréels, c’est à dire, quand o
prend des fibrésE de fibreRP

k−1, et qu’on suppose que l’action deF dans les fibres es
projective réel (voir le Corollaire 1.19 et la Remarque 2.12).

De plus, nous montrons que les cocycles dont les exposants de Lyapunov so
pour au moins un état d’équilibre, sont non typiques aussi d’un point de vue probab
ils correspondent à des ensembles de mesure de Lebesgue nulle dans l’esp
paramètres, pour des familles paramétrées génériques (nombre fini de paramètre

PROPOSITION 0.1. – Il existe un ouvert dense de familles paramétréest �→ Ft de
cocycles projectifs dominés de classeCr , r � 1, au dessus de(f, ) pour lesquelles
l’ensemble des paramètrest tels que les exposants de Lyapunov deFt sont nuls(pour
un état d’équilibre d’un potentiel hölderien) est discret et donc de mesure de Lebes
nulle.

0.2. Dynamiques tangentes à un feuilletage

Étant donnée une variété différentiableV munie d’un flotX = {Xt }t∈R, on appelle
cocycle projectifau-dessus deX, la donnée de :

1. un fibré projectifπ :E → V de fibreCP
k−1, k � 2 ;

2. un flotY = {Yt}t∈R surE tel que, pour toutt ∈ R, l’applicationYt est un cocycle
projectif au-dessus deXt .

Lesexposants de Lyapunovd’un pointx ∈ V , ou d’une mesure invariante ergodiq
µ, du flot X pour le cocycleY au-dessus deX sont définis de façon identique a
exposants de Lyapunov d’un cocycle projectif au-dessus d’une transformationf ; de
plus ils sont obtenus en multipliant par1

t
ceux dex ou deµ pour le cocycleYt au-dessus

deXt (ce produit ne dépendant pas det �= 0).

THÉORÈME 3. –SoitV une variété compacte munie d’un flot d’Anosov transitifX et
soit π :E → V un fibré projectif de fibreCP

k−1 admettant un feuilletageF transverse
aux fibres et transversalement projectif. NotonsY le relevé deX sur les feuilles deF .
Alors l’une des deux propriétés suivantes est vérifiée:
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• Le feuilletageF admet une mesure transverse invariante par holonomie.
• Pour tout état d’équilibreµ de X associé à un potentiel höldérien, le cocy

projectif induit parY au-dessus deX possède un exposant de Lyapunov non-n

Dans l’énoncé ci-dessus le flot deY préserve les fibres et son action dans les fibre
donnée par les holonomies deF le long des orbites deX, donc elle est projective. C’e
pourquoi on peut parler du cocycle projectif induit parY au-dessus deX.

Ici nous nous intéressons spécialement au cas des feuilletages obtenus
suspensiond’une représentationρ :π1(S)→ PSL(k,C) (morphisme contravariant) d
groupe fondamental d’une surface de Riemann compacte. C’est un feuilletaFρ
tranverse à une fibrationπρ :Mρ → S de fibreCP

k−1 et dont l’holonomie au-dessu
de chaque cheminγ est donné parρ(γ ) ; voir [16] pour une définition précise et le
propriétés fondamentales de ces feuilletages. On noteXρ le flot géodésique tangent au
feuilles du feuilletageFρ : c’est le relevé sur les feuilles deFρ du flot géodésiqueX
deS.

THÉORÈME 4. – Soit ρ :π1(S)→ PSL(k,C) une représentation du groupe fond
mental d’une surface de Riemann compacteS de genreg � 2. Alors l’une des propriété
suivantes est vérifiée:

• ou bien il existe une probabilitéθ sur CP
k−1 invariante par toutes les transforma

tions ρ(γ ), γ ∈ π1(S) : en d’autre termes, le feuilletageFρ possède une mesu
transverse invariante par holonomie,

• ou bien le cocycle projectif défini par le flot géodésique feuilletéXρ au-dessus d
X possède des exposants de Lyapunov non-nuls pour la mesure de Liouville

Le fait queS soit une surface hyperbolique n’est pas essentiel : le Théorème 4
vrai pour toute variété, de dimension quelconque, dont le flot géodésique soit d’A

Encore une fois, l’existence de probabilité invariante par toutes les transform
ρ(γ ) est très restrictive :

THÉORÈME 5. – Pour toute surface de Riemann compacteS de genreg � 2,
l’ensemble des représentationsρ :π1(S)→ PSL(2,C) ne possèdant aucune probabil
deCP

1 invariante par l’action naturelle de l’imageρ(π1(S)), est un ouvert dense da
l’ensemble des représentations.

Rappelons maintenant la notion demesure de Sinaï–Ruelle–Bowen(SRB) d’une
transformationf :M → M dans une variétéM : c’est une mesure de probabili
borélienneµ qui estf -invariante et telle que

lim
n→+∞

1

n

n−1∑
j=0

ϕ
(
f j (x)

)=
∫
ϕ dµ (4)

pour tout fonction continueϕ : M → R et pour un ensemble de pointsx ∈ M
(qu’on appelle lebassin de µ) avec mesure de Lebesgue positive dansM . Sinaï,
Ruelle et Bowen [25,24,8,7] ont montré que si est un attracteur hyperbolique d’u
difféomorphisme ou d’un flot de classeC2 alors il existe une unique mesure SRB d
le support est l’attracteur : c’est un état d’équilibre pour un choix particulier du pote
Ceci s’applique, en particulier, aux difféomorphismes et aux flots d’Anosov.
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PROPOSITION 0.2. – Sous les hypothèses du Théorème3, en supposant de plus qu
le flotX est de classeC2, notonsµ la mesure SRB deX.

Alors, si le plus grand exposant, pourµ, du cocycle projectif induit parY est de
multiplicité 1, il existe une unique mesure SRB pourY , elle se projette surµ, et son
bassin a mesure de Lebesgue totale dansE .

Remarquons que, quandk = 2, l’hypothèse de multiplicité 1 est toujours vérifiée si
exposants sont non-nuls. Pour le flot géodésique ceci reste vrai quandk = 3, parce que
les exposants de Lyapunov du flot et de son inverse sont les mêmes. Le flotXρ admet
alors une unique mesure SRB dont le bassin d’attraction est de mesure de Le
totale dans le fibré unitaire tangent du feuilletageFρ . (Voir également [4], qui démontr
la Proposition 0.2 dans le cadre des surfaces hyperboliques de volume fini, et cara
la validité du Théorème d’Oseledets dans ce cadre non-compact.) On obtient don

COROLLAIRE 0.3. –Soit S une surface compacte hyperbolique. Il existe un ou
dense dans l’ensemble des représentationsρ :π1(S)→ PSL(2,C) formé de représenta
tions pour lesquelles le flot géodésique feuilletéXρ (tangent au feuilles du feuilletag
suspensionFρ ) possède une unique mesure SRB, dont le bassin a mesure de Le
totale.

Finalement, [5] montre que, pour les représentationsρ :π1(S)→ PSL(2,C) dont le
cocycle induit a un plus grand exposant de multiplicité 1, il existe une unique m
de probabilitéν sur la variétéMρ qui décrit le comportement statistique de toutes
feuilles deFρ : la mesure de probabilité naturelle portée par de grands disquesD(xn, rn)

dans les feuilles deFρ converge (faiblement) versν quand le rayonrn tend vers+∞,
indépendamment du centrexn et de la feuille deFn contenant le disqueD(xn, rn).

Cet article est organisé de la façon suivante. Dans la Section 1 nous obten
résultats techniques qui sont à la base de nos théorèmes principaux. Ils sont fo
pour des cocycles, ou bien localement constants ou bien dominés, au dessus d’u
shift de type fini.

Dans la Section 2 nous traduisons ces résultats dans le cadre des cocycles
au-dessus d’une dynamique hyperbolique, pour démontrer les Théorèmes 1 et
Proposition 0.1.

Dans la Section 3 nous considérons les cocycles obtenus par relèvemen
flot d’Anosov, tangent à un feuilletage. Nous réduisons ces systèmes à des c
localement constants et, en utilisant des résultats de la Section 1, nous en dédu
Théorème 3. De plus, nous obtenons la Proposition 0.2.

Dans la Section 4 nous rappelons la notion de suspension d’une représentatio
PSL(k,C) du groupe fondamental d’une surface, et nous déduisons le Théorè
du Théorème 3. Ensuite nous montrons que les exposants de Lyapunov non-nu
génériques parmi les représentations dansPSL(2,C), comme l’affirme le Théorème 5.

1. Cocycles au-dessus d’un sous-shift de type fini

Dans cette section nous considérons des cocycles linéaires et projectifsF :E → E au-
dessus d’un sous-shift de type finif :-T → -T bilatère àn symboles associé à un
matriceT ∈ M(n,R) à coefficients dans{0,1}.
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Dans ce cadre on peut toujours supposer que le fibréπ :E → -T est trivial, c’est à
dire queE = -T × C

k (respectivementE = -T × CP
k−1 dans le cas projectif). Alor

pour chaque cocycleF :E → E on peut trouver une applicationA :-T → SL(k,C)
(respectivementA :-T → PSL(k,C)) telle que le cocycle s’écrit sous la forme

F(x,u)= fA(x,u)= (
f (x),A(x)u

)
.

On appelle l’applicationfA :-T × C
k →-T × C

k (respectivementfA :-T × CP
k−1 →

-T × CP
k−1) le cocycle linéaire(respectivementprojectif) engendré parA.

Pour chaquen� 1, on noteraAn(x)= A(f n−1(x)) · · · ·A(f (x)) ·A(x) etA−n(x)=(
An(f −n(x))

)−1.
On dira qu’une applicationg :X→ Y entre deux espaces métriquesX etY est(C, ν)-

Hölder continue, pourC > 0 et ν ∈ ]0,1], si d(f (x1), f (x2)) � Cd(x1, x2)
ν pour tout

x1, x2 dansX. On dira queg est ν-Hölder continue s’il existeC > 0 tel queg soit
(C, ν)-Hölder continue.

1.1. Sous-shifts de type fini et mesures ayant la propriété de produit local

Rappelons que-T est un compact de{1, . . . , n}Z. On munit-T de la famille de
métriquesdθ définies, pour chaqueθ ∈ (0,1), par

dθ(x, y)= θD(x,y), (5)

oùD(x, y) est le plus grand entier non-négatif tel quexj = yj pour tout|j | �D(x, y)
(si x0 �= y0 on prendD(x, y)= 0). Ces distances sont toutes équivalentes entre elle
des homéomorphismes Hölder continus. On peut donc parler de fonctionϕ :-T → C

Hölder continue, la définition ne dépendant pas du choix deθ (même si les constantes
Hölder en dépendent). On dira qu’une métriqued quelconque est dans la classe Höl
des métriquesdθ si elle est équivalente à ces métriques par des homéomorphism
sont Hölder continus, ainsi que leurs inverses.

Pour toutx = (. . . , x−j , . . . , x0 , x1, . . . , xk, . . .) ∈-T on appellevariété stable locale
dex et on noteWs

loc(x) l’ensemble desy = (. . . , y−j , . . . , y0 , y1, . . . , yk, . . .) ∈ -T tels
que xk = yk pour toutk � 0. On définit de même lavariété instable localeWu

loc(x)

comme l’ensemble desy tels quexk = yk pour toutk � 0.
On appellecylindre de-T tout sous-ensemble donné en prescrivant un nombre

de coordonnées. Pour toutj � 0 � k et toute familleaj , . . . , ak ∈ {1, . . . , n} on note
[j ;aj , . . . , ak] le cylindre donné parxi = ai pout touti ∈ [j, k]. Un sous-ensembleE de
[j ;aj , . . . , ak] est appelés-saturé si pour toutx ∈ E l’ensemble desy tels queyi = xi
pour touti � j , est inclus dansE. On définit de même les sous-ensemblesu-saturés de
[j ;aj , . . . , ak].

DÉFINITION 1.1. – Une mesure de probabilitéµ sur -T a la propriété de produi
local si pour toutx ∈ -T il existe un cylindre[j ;aj , . . . , ak] contenantx tel que
µ(E ∩F) > 0, pour toute partie mesurables-saturéeE ⊂ [j ;aj , . . . , ak] et toute partie
mesurableu-saturéeF ⊂ [j ;aj , . . . , ak] telles queµ(E) > 0 etµ(F) > 0.
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La définition revient à dire que la mesure produitµu × µs est absolument continu
par rapport àµ dans le cylindre, oúµs est la projection deµ dans l’espace des variét
unstables locales etµu est la projection deµ dans l’espace des variétés stables local

Cette propriété est vérifiée par tout état d’équilibre d’un potentiel Hölder continu
le sous-shift(-T , f ), voir [2,12,19].

Quitte à raffiner l’alphabet des symboles{1, . . . , n}, on peut toujours prendrej = 0 =
k dans la définition ; dans la suite nous supposerons que c’est le cas.

Nous commençons par montrer que le support d’une mesure avec la propr
produit local est toujours un sous-shift de type fini (contenu dans-T ).

LEMME 1.2. – Soit µ une mesure de probabilitéf -invariante dans-T ayant la
propriété de produit local, et soitN ∈ M(n,R) la matrice définie par

Ni,j = 1 siµ
([0; i] ∩f −1([0; j ]))> 0 et Ni,j = 0 siµ

([0; i] ∩f −1([0; j ]))= 0.

Alors le support deµ coïncide avec le sous-shift de type fini-N ⊂-T associé àN .

Démonstration. –Il nous suffit de montrer queµ([j ;aj , . . . , ak]) > 0 pour tout suite
N -admissibleaj , . . . , ak , c’est à dire, telle queNai,ai+1 = 1 pour toutj � i < k. De
plus, commeµ est invariante, on peut supposerj = 0. Nous raisonnons par inductio
en k. Le cask = 1 (ou k = 0), est une conséquence immediate de la définition
N . Pour le cas général, supposons quek � 1 et queµ([0;a0, . . . , ak]) > 0. Alors
f k([0;a0, . . . , ak]) est un sous-ensembleu-saturé du cylindre[0;ak] avecµ-mesure
positive. D’autre part,[0;ak] ∩ f −1([0;ak+1]) est un sous-ensembles-saturé de[0;ak]
aussi avecµ-mesure positive. La propriété de produit local entraine que laµ-mesure de
f k([0;a0, . . . , ak])∩ f −1([0;ak+1]) est positive. Comme[0;a0, . . . , ak, ak+1] est la pre-
image parf k de ce dernier ensemble, on conclut que saµ-mesure est positive, comm
on l’avait annoncé. ✷

Cela veut dire que, quitte à remplacerT parN , on peut supposer que le support
µ est tout le sous-shift-T . Remarquons que certains symbolesa ∈ {1, . . . , n} peuvent
devenir superflus, parceNa,i = 0 pour touti ouNi,a = 0 pour touti : dans ce cas, on le
enlève de l’alphabet, réduisant donc le nombren des symboles.

Désormais,pour une mesure invariante avec la propriété de produit local,
suppposera toujours qu’elle est de support total.

Voici encore une conséquence directe de la Définition 1.1 :

LEMME 1.3. – Soitµ une mesure de probabilité dans-T avec la propriété de produ
local. Alors, pour tout ensembleE ⊂ [0; i] deµ-mesure totale dans un cylindre[0; i]
et pour presque tout pointx ∈ E on a queEx = ⋃{Wu

loc(y): y ∈Ws
loc(x) ∩ E} a aussi

µ-mesure totale dans[0; i].
Démonstration. –Soit µu, respectivementµs , la projection de(µ | [0; i]) dans

l’espace des variétés stables locales, respectivement instables locales, dan[0; i].
Remarquons que ces espaces peuvent être identifiés à la variété instable, respec
stable, d’un point fixé quelconque. Supposons que l’ensembleB des pointsx tels que
µs(Ws

loc(x)∩Ec) > 0 aitµ-mesure positive. Comme il s’agit d’un ensembles-saturé, il
s’en suit queµu(B) > 0. Alors, intégrant sur l’espace des variétés instables locale



C. BONATTI ET AL. / Ann. I. H. Poincaré – AN 20 (2003) 579–624 589

u
ec

m 1] qui
matrices

e

re

ble,

sure

ent

o-
.

obtient que

(
µu ×µs)(Ec)� ∫

B

µs
(
Ws

loc(x)∩Ec)dµu(x) > 0.

La propriété de produit local veut dire que le produitµu × µs est absolument contin
par rapport àµ. Donc, on conclut queµ(Ec) est positif, ce qui est en contradiction av
l’hypothèse. Ceci montre queµs(Ws

loc(x)∩Ec)= 0 pourµ-presque toutx ∈ [0; i]. Pour
un tel pointx l’ensembleu-saturéEx aµ-mesure totale dans le cylindre.✷
1.2. Un résultat de Ledrappier sur les cocycles linéaires

Ce paragraphe est une traduction, dans notre cadre, du résultat de [17, Theore
adapte le Théorème de Furstenberg mentionné ci-dessus au cas des produits de
dont les tirages ne sont pas indépendants.

On appelleracocycle projectif mesuréla donnée de(-T , f,µ,A,fA,m), où
1. f :-T → -T est le sous-shift bilatère de type fini àn symboles associé à un

matriceT ∈ M(n,R) à coefficients dans{0,1} ;
2. µ est une mesure de probabilité boréliennef -invariante ergodique ;
3. A :-T → SL(k,C) est une application continue ;
4. fA :-T × CP

k−1 → -T × CP
k−1 est le cocycle projectif engendré parA au-

dessus def , etπ :-T × CP
k−1 →-T la projection canonique ;

5. m est une mesure de probabilité boreliennefA-invariante sur-T × CP
k−1 telle

queπ∗(m)= µ.
On définit de même la notion decocycle linéaire mesuré.

Remarque1.4. – SifA :-T ×CP
k−1 →-T ×CP

k−1 est continue, pour toute mesu
de probabilitéf -invarianteµ il existe des mesuresfA-invariantesm se projettant surµ :
il suffit de prendre pourm un point d’accumulation quelconque, pour la topologie fai
de la suite

1

n

n−1∑
j=0

(f
j
A)∗(µ× ν),

où ν est une probabilité quelconque dansCP
k−1.

Nous noterons(mx)x∈M une désintégration, au sense de Rokhlin [22], de la me
m le long des fibres{x} × CP

k−1. Rappelons que chaquemx est une probabilité
conditionnelle dem sur la fibre au-dessus dex, et qu’elle est essentiellement uniquem
définie : deux désintégrations coïncidentµ-presque partout.

Le résultat suivant est un corollaire direct de [17, Theorem 1] :

COROLLAIRE 1.5. – Soit (-T , f,µ,A,fA,m) un cocycle projectif mesuré. Supp
sons que les exposants de Lyapunov du cocyclefA pour la mesureµ sont tous nuls
Supposons, de plus, queA(x), x ∈ -T , ne dépend que de la variété stable locale dex,
c’est à dire,A(x)=A(y) si y ∈Ws

loc(x).
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Alors les mesures conditionnellesmx ne dépendent que de la variété stable locale
x : il existeE ⊂-T , tel queµ(E)= 1 et tel que

mx =my si x ∈E, y ∈E et y ∈Ws
loc(x).

Démonstration. –NotonsB la famille des boréliens de-T tels que pour toutB ∈ B et
pour toutx ∈ B on aWs

loc(x)⊂ B. La démonstration consiste à voir que le cocycleA et
la tribuB vérifient les hypothèses de [17, Theorem 1] :

Pour toutx ∈ -T l’image f −1(Ws
loc(x)) est une union de variétés stables loca

On en déduit que pour toutB ∈ B on af −1(B) ∈ B. Ceci montre que la tribuB est
décroissante :f −1(B)⊂ B.

Par hypothèse le cocycleA est constant sur les variétés stables locales. L’applica
x �→A(x) est doncB-mesurable : suivant les notations de [17], la tribuσ (A) engendrée
parA vérifieσ (A)⊂ B.

La tribuB−∞ engendrée par l’union des itérésf n(B), n ∈ Z est la tribu des borélien
de-T . On en déduit que l’applicationx �→mx estB−∞-mesurable.

Theorem 1 dans [17] assure alors que l’applicationx �→ mx estB-mesurable. C’es
à dire que, modulo un ensemble de mesure 0 pourµ, elle est constante sur les varié
stables locales : c’est ce que le corollaire annonçait.✷

Remarque1.6. – Même si le Corollaire 1.5 peut paraître naturel, il faut remarque
la conclusion est fausse, en général, si l’on enlève l’hypothèse de nullité des expos
Lyapunov. Par exemple, s’il existe un plus grand exposant de multiplicité 1, la dire
correspondante n’est pas, en général, constante le long de variétés stables loc
mesurem dont les conditionnelles sont les mesures de Dirac aux points représ
cette direction fournit un contre-exemple.

1.3. Cocycles localement constants

Dans ce paragraphe nous donnons quelques conséquences du Corollaire 1.5
cas où l’applicationx �→ A(x) est localement constante, et où la mesureµ possède la
propriété de produit local.

Une applicationx �→ A(x) est localement constante si pour toutx ∈ -T il existe
un cylindre qui le contient et tel la valeur deA est constante sur ce cylindre. Com
avant, quitte à raffiner l’alphabet on peut supposer que ce cylindre est de la forme[0; i].
Désormais, nous fixons l’alphabet, et nous ne considérons que les cocycles const
chaque cylindre[0; i].

COROLLAIRE 1.7. – Soit (-T , f,µ,A,fA,m) un cocycle projectif mesuré. O
suppose de plus queµ a la propriété de produit local et que l’applicationx �→ A(x)

est constante sur chaque cylindre[0; i].
Si les exposants de Lyapunov du cocyclefA par rapport àµ sont tous nuls, alors

l’application x �→mx est constante sur un sous-ensemble deµ-mesure totale de chaqu
cylindre [0; i].

Démonstration. –L’hypothèse implique queA est constante sur les variétés stables
instables locales ; on peut donc appliquer àfA et àf −1

A le Corollaire 1.5. On conclut qu
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les mesures conditionnellesmx sont constantesµ-presque partout le long des varié
stables et instables locales. En utilisant la propriété de produit local on obtien
mx est constanteµ-presque partout sur les cylindres[0;a0] : sinon il existerait dan
[0;a0] deux ensembles mesurablesE0 etF0 de mesure positive et une fonction contin
φ :CP

k−1 → R telle que
∫
φ dmx − ∫

φ dmy > 0 pour toutx ∈ E0 et tout y ∈ F0.
Soit E le saturé deE0 par les variétés stables locales etF le saturé deF0 par les
variétés instables locales. La propriété de produit local deµ assure queµ(E ∩ F) > 0.
D’autre part, pourµ-presque tout pointz ∈ E ∩ F il existe x ∈ E0 et y ∈ F0 tels que∫
φ dmz = ∫

φ dmx et
∫
φ dmz = ∫

φ dmy , contredisant le choix deE0 etF0. ✷
Voici une version globale du Corollaire 1.7 :

COROLLAIRE 1.8. – Sous les hypothèses du Corollaire1.7, il existe un changeme
de coordonnées linéaires dans les fibres, constant sur chaque cylindre[0; i], de façon
que dans les nouvelles coordonnées la mesuremx soit constanteµ-presque partout
Notonsm0 cette probabilité. De plus,̂A(x) preservem0 pour toutx ∈-T , où Â(x) est
l’expression du cocycle dans les nouvelles coordonnées.

Démonstration. –D’après le Corollaire 1.5, les mesures conditionnellesmx sont
constantesµ-presque partout sur chaque cylindre[0; i]. Soit mi la valeur correspon
dante. Commeµ est ergodique, pour toutj ∈ {1, . . . , n} il existe l tel queµ

([0; 1] ∩
f −l([0; j ]))> 0. On considèrej > 1 et on choisitl minimal avec cette propriété. Po
µ-presque toutx ∈ [0; 1] ∩ f −l([0; j ]) on a :Al(x)∗(m1) = mj . Ceci est une consé
quence de l’invariance de la mesurem et de l’unicitéµ-presque partout des mesur
conditionnelles.

On choisit un pointxj ∈ [0; 1] ∩ f −l([0; j ]) satisfaisantmxj = m1 etmf l(xj ) = mj ,
et tel queAl(xj )∗(m1) = mj . On change les coordonnées dans les fibres de[0, j ] par
une application linéaire constante sur ce cylindre, de façon que dans ces coord
Al(xj ) soit la matrice de l’identité. Dans ces coordonnées, la probabilitémj est égale à
m1. Nous avons donc obtenu un changement de coordonnées linéaires dans le
constant sur les cylindres, dans lequel les probabilités conditionnellesmx sont égales à
m1 pourµ-presque toutx ∈-T .

Comme on l’avait remarqué ci-dessus les probabilités conditionnelles sont prés
µ-presque partout par l’action deA(x). Nous avons doncA(x)∗(m1) = m1 pour µ-
presque tout point. Les changements de coordonnées ayant été choisis constants
cylindres, le cocycle reste constant sur chaque[0; i], donc continu, après changement
coordonnées. Par continuité, la relationA(x)∗(m1)=m1 reste valable sur tout le suppo
de la mesure, ce qui conclut.✷

Ceci veut dire, en particulier, quem0 est invariante parAp(x) pour tout point
périodiquex de périodep � 1. Cela nous permet de montrer, dans le prochain coroll
que les cocycles localement constants génériques ont des exposants de Lyapun
nuls.

On munit de la topologieC0 l’espace des applicationsA :-T → SL(k,C) constantes
sur chaque cylindre[0; i]. Pour une telle application, on noteAi sa valeur sur chaqu
[0; i].
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COROLLAIRE 1.9. – Soitf :-T →-T un sous-shift de type fini, muni d’une mes
de probabilité ergodique avec structure de produit local.

Il existe un sous-ensemble ouvert dense d’applicationsA :-T → SL(k,C) constantes
sur chaque cylindre[0; i] telles que le cocyclefA engendré parA possède des exposan
de Lyapunov non-nuls.

Démonstration. –Le cas oùµ est une mesure de Dirac sur une orbite périodique
une simple conséquence du fait que les matrices génériques (ouvert dense) en dim
quelconque sont hyperboliques. On va donc supposer que-T = supp(µ) est infini.

Alors, on peut choisir un point périodiquep ∈ -T et un point homoclineq ∈ -T
associé àp : c’est à dire, un point non-périodique dont l’orbite passe, à la fois,
la variété stable locale et la variété instable locale dep. On va supposer d’abord qu
p est un point fixe def et ensuite on expliquera comment l’argument s’adapte
cas général. Écrivonsp = (. . . , a0, . . .) etq = (. . . , a0, . . . , a0, a1, . . . as, a0, . . . , a0, . . .),
avecai ∈ {1, . . . , n}. Nous supposons queq a été choisi de façon ques soit minimal.
Remarquons que dans ce cas les symbolesa0, a1, . . . , as sont nécéssairement to
différents.

Supposons que les exposants de Lyapunov deA pourµ sont tous nuls. On commen
par remplacerAa0 par une matriceÃa0 arbitrairement proche, telle que ses vale
propres soient toutes de multiplicité 1 et de modules différents. AlorsÃa0 n’admet
comme probabilités invariantes dansCP

k−1 que les combinaisons convexes des mes
de Diracδξl correspondant aux directions propresξ1, . . . , ξk. Ensuite, on remplace l
valeurAas deA sur le cylindre[0;as ] par une matricẽAas , arbitrairement proche deAas ,
telle que l’ensemble

{ÃasAas−1 · · ·Aa1 · ξl: l = 1, . . . , k}
des images des directions propres soit disjoint de l’ensemble{ξl: l = 1, . . . , k} des
directions propres elles-mêmes. De cette façon, en gardant les valeurs deA sur tous
les autres cylindres, on obtient une nouvelle applicationB de -T dans SL(k,C),
arbitrairement proche deA et qui est aussi constante sur chaque cylindre[0; i]. On
note fB le cocycle correspondant. On va montrer, par l’absurde, quefB a au moins
un exposant de Lyapunov non-nul.

En effet, d’après la Remarque 1.4, on peut toujours choisir une probabilitéfB -
invariantem se projettant surµ. D’après le Corollaire 1.9, il existe un changement
coordonnées constant sur les cylindres dans le quel les mesures conditionellesmx dem
peuvent être choisies constantes (partout). De plus, si on notem0 cette constante et̂B(x)
l’expression deB dans les nouvelles coordonnées, alorsm0 est invariante par̂B(x) pour
tout pointx. En particulier,m0 est une probabilité invariante parB̂(p) (qui est conjugué a
Ãa0). Donc, elle doit être une combinaison convexe des mesures de Dirac corresp
aux directions propres dêB(p). D’autre part,m0 doit être invariante aussi par̂B(f n(q))
pour toutn ∈ Z. Ceci contredit le choix dẽAas , ce qui démontre l’énoncé de densité.

Maintenant, soitC : -T → SL(k,C) une application quelconque, constante sur
cylindres et suffisament proche deB. Alors, les valeurs propres deCa0 sont aussi de
multiplicité 1, et leur modules sont encore tous différents. De plus, l’ensembl
images de ses directions propres par la transformationCas · · ·Ca1 reste disjoint de
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l’ensemble des directions propres. Cela veut dire que l’argument précédent reste
pourC : les exposants de Lyapunov du cocycle engendré parC ne sont pas tous nul
Ceci montre que l’ensemble des cocycles dont les exposants de Lyapunov ne s
tous nuls contient un sous-ensemble ouvert dense de l’espace des cocycles cons
les[0; i].

Finalement, supposons que-T ne contient pas de point fixe. Comme on suppose a
que-T n’est pas juste une orbite périodique, il existe au moins un point périod
dont l’itinéraire n’utilise pas tous les symboles de l’alphabet. De plus, il existe un
homoclineq associé ap qu’on peut choisir de façon que la partie non-périodique
son itinéraire (un interval) n’utilise pas les symboles qui sont dans l’itinéraire dp.
L’argument se termine en utisant les mêmes idées qu’avant.✷

Remarque1.10. – L’énoncé d’ouverture est probablement faux si l’on consi
l’espace de tous les cocycles localement constants (sans fixer la partition sur la
l’applicationA est constante).

L’ensemble ouvert dense que nous avons construit dans la preuve du Corolla
est indépendent de l’état d’équibre que l’on considère.

1.4. Cocycless-dominés : cadre abstrait

Les résultats dans ce paragraphe sont en rapport avec la théorie de la cohom
pour les cocycles dans des groupes non-abéliens au dessus d’un système hyper
voir par exemple [21,15].

DÉFINITION 1.11. – Soit(-T , f,A,fA) un sous-shift de type fini muni d’un cocyc
linéaire ou projectif. On dira que le cocyclefA estdominé dans la direction stable (ou,
simplement,s-dominé)s’il existe une métriqued sur -T , et il existe des constante
τ < 1, ν ∈ ]0,1], N ∈ N et θ1, . . . , θn < 1 telles que:

1. d(f N(x), f N(y))� θid(x, y) pour tousx, y ∈ [0; i] tels quey ∈Ws
loc(x) ;

2. L’application x �→AN(x) estν-Hölder continue par rapport àd ;
3. ‖AN(x)‖‖AN(x)−1‖θ νi < τ pour toutx ∈ [0; i].

On définit de façon analogue la notion decocycle dominé dans la direction instab
(ou u-dominé). Quitte à remplacerf par f N , on peut supposer queN = 1, et nous le
ferons désormais.

Remarquons que la troisième condition est robuste pour lesC0 perturbations de
applications Hölder continues :l’ensemble des cocycless-dominés est ouvert pour l
C0 topologie dans l’espace des cocyclesν-Hölder continus(par rapport à une distanc
d fixée)avecν fixé.

LEMME 1.12. – Soit (-T , f,A,fA) un sous-shift de type fini muni d’un cocyc
linéaire ou projectif dominé dans la direction stable. Alors il existe une famille con
bornée de transformations projectives inversiblesφ(x, y) :CP

k−1 → CP
k−1, définies

pour toutx, y ∈-T tels quey ∈Ws
loc(x), satisfaisant

1. φ(x, x)= id etφ(y, z) · φ(x, y)= φ(x, z) ;
2. φ(f (x), f (y))−1 ·A(y) · φ(x, y)=A(x) ;

pour toutx, y, z ∈-T dans une même variété stable locale.
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Démonstration. –Consideronsx, y dans une même variété stable locale et définis

φn(x, y)=An(y)−1 ·An(x)

pour chaquen� 1. Rappelons qued(f n(x), f n(y))� θa0 · · ·θan−1d(x, y) oùa0, . . . , an−1

sont determinés parx, y ∈ [0;a0, . . . , an]. Rappelons aussi qu’il existeC1 > 0 tel que
‖A(ξ)−A(η)‖ � C1d(ξ, η)

ν pour toutξ, η ∈ -T . Nous allons montrer que la suiteφn
est uniformément convergente. En effet,

φn+1(x, y)− φn(x, y)=An(y)−1A
(
f n(y)

)−1[
A
(
f n(x)

)−A(f n(y))]An(x)
et donc

∥∥φn+1(x, y)−φn(x, y)
∥∥� C1d(x, y)

ν
∥∥A(f n(y))−1∥∥ n−1∏

j=0

∥∥A(f j (y))−1∥∥∥∥A(f j (x))∥∥ θνaj .
Fixons τ < τ̂ < 1. CommeA est uniformément continue, et que des points dans
même variété stable locale sont uniformément asymptotiques, la dernière conditio
la Définition 1.11 nous permet de trouverj0 � 1, indépendent dex ety, tel que

∥∥A(f j (y))−1∥∥∥∥A(f j (x))∥∥θνaj < τ̂ (6)

pour toutj � j0. L’inégalité précédente implique donc qu’il existe des constantesC2 et
C3 telles que ∥∥φn+1(x, y)− φn(x, y)

∥∥� C2τ̂
nd(x, y)ν � C3τ̂

n. (7)

Ceci implique queφ est une suite de Cauchy, uniformément en(x, y). Elle est donc
uniformément convergente, comme on l’avait annoncé. On noteraφ(x, y) la limite,
dans l’espace des transformations linéaires deC

n. Il s’agit d’une application (Hölder
continue et donc bornée : l’ensemble des paires de points dans une même variét
locale est compacte.

On vérifie à présent les propriétés annoncées. Remarquons qu’on aφn(y, z) ·
φn(x, y) = φn(x, z) et φn(x, x) = id pour toutn � 1 et tout triplet de pointsx, y, z
appartenant à une même variété stable locale. Ceci montre l’item 1. Il s’en suit
queφ(x, y) est inversible, d’inverseφ(y, x). Elle définit donc bien une transformatio
projective deCP

k−1, qu’on note encoreφ(x, y). Finalement, la définition deφn(x, y)
entraîne la relationφn+1(x, y) = A(y)−1 · φn(f (x), f (y)) ·A(x). En passant à la limit
quandn→ ∞, on obtient l’item 2 du lemme. ✷

Remarque1.13. – En sommant les inégalités (7) sur tous lesn� l on obtient :

∥∥φ(x, y)− φl(x, y)
∥∥� C4τ̂

ld(x, y)ν

pour toutl � 1 et tout(x, y) dans le domaine de définition deφ, avecC4 = C2
∑∞
j=0 τ̂

j .
Ceci reste vrai pourl = 0, si on définitφ0 = id : ‖φ(x, y)− id ‖ � C4d(x, y)

ν .
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On munit l’ensemble des applications(C, ν)-Hölder continues, avecC > 0 et ν ∈
]0,1] fixés, de laC0 topologie.

LEMME 1.14. – La famille d’applicationsφ construite dans le Lemme1.12 varie
continûment avec l’applicationA, par rapport à laC0 topologie dans l’ensemble de
applications(C, ν)-Hölder continues, avecC > 0 et ν ∈ ]0,1] fixés.

Démonstration. –Les constantesC2 et C3 dans l’inégalité (7) ne dépendent que
la norme deA et de l’ordrej0 à partir duquel l’inegalité (6) est vraie, etj0 ne dépend
que d’un module de continuité de l’applicationA. Comme nous fixons les constantes
Hölder, il s’en suit quej0 peut être choisi constant dans le voisinage de toute applic
A, et de même pourC2 etC3. On en déduit que la convergence est (localement) unifo
aussi enA, donc la limiteφ dépend continûment deA. ✷

COROLLAIRE 1.15. – Dans les conditions du Lemme1.12, le cocyclefA est
conjugué à un cocycle constant sur des variétés stables locales: il existe une
transformation continueh :-T × CP

k−1 → -T × CP
k−1 se projetant sur l’identité de

-T et projective dans les fibres, telle que le cocycleh−1 ◦ fA ◦ h est constant sur tout
variété stable locale.

Démonstration. –Pour chaquei dans{1, . . . , n} on fixe une variété instable loca
Wu
i dans le cylindre[0; i]. Pour chaquey dans le cylindre il existe un uniquex

appartenant à l’intersection deWs
loc(y) avecWu

i . Avec ces notations, on définith(y, ξ)=
(y,φ(x, y)ξ). Alors, en utilisant l’item 2 du lemme,

h−1 ◦ fA ◦ h(y, ξ)= h−1 ◦ fA(y,φ(y, x)ξ)= h−1(f (y),A(y)φ(x, y)ξ)
= h−1(f (y),φ(f (x), f (y))A(x)ξ).

Notonsx1 le point d’intersection entre la variété stable locale def (x) et la variété
instableWu

j correspondant au cylindre[0; j ] qui contientf (x). La définition deh donne
donc que

h−1 ◦ fA ◦ h(y, ξ)= (f (y),φ(f (y), x1
)
φ
(
f (x), f (y)

)
A(x)ξ

)
= (f (y),φ(f (x), x1

)
A(x)ξ

)
.

Ceci démontre que le cocycle conjugué est bien constant sur la variété stable lo
tout pointx. ✷

Dans la suite on noterah(y, ξ)= (y, hy(ξ)).
PROPOSITION 1.16. – Soit (-T , f,µ,A,fA,m) un cocycle projectif mesuré tel qu

fA est dominé dans la direction stable.
Si les exposants de Lyapunov du cocycle sont nuls, il existe un ensembleE ⊂-T avec

µ(E)= 1 tel queφ(x, y)∗mx =my pour toutx, y ∈ E appartenant à une même varié
stable locale.

Démonstration. –On considère le cocycle conjugué̃fA = h−1 ◦ fA ◦ h donné par le
Corollaire 1.15. On considère aussi la mesuref̃A-invariantem̃= h∗m. Comme l’appli-
cationφ(·, ·) est bornée, le cocyclẽfA vérifie toujours les conditions d’intégrabilité d
Théorème d’Oseledets, et ses exposants de Lyapunov pour la mesureµ sont les même
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que ceux defA, c’est à dire, nuls. D’après le Corollaire 1.7, les mesures conditionn
m̃x de m̃ sont constantes sur les variétés stables locales, sur un ensembleE de mesure
µ(E)= 1. En remarquant quẽmy = (hy)∗my , on obtient que(hy)∗my = (hx)∗mx , c’est
à dire,my = (h−1

y · hx)∗mx pour toutx, y ∈ E dans une même variété stable locale.
définition deh, on ah−1

y · hx = φ(x, y), ce qui démontre la proposition.✷
1.5. Cocycles dominés : cadre abstrait

On dit qu’un cocycle estdominés’il est à la foiss- et u-dominé.

LEMME 1.17. –Soit (-T , f,µ,A,fA,m) un cocycle projectif mesuré. On suppo
queµ a la propriété de produit local, que le cocyclefA est dominé et que ses exposa
de Lyapunov pourµ sont tous nuls.

Alors il existe un changement de coordonnées linéaires dans les fibres, conti
que dans les nouvelles coordonnées la mesure conditionnellemx estµ-presque partou
constante sur chaque cylindre[0; i].

Démonstration. –On considère les familles continuesφs(x, y) etφu(x, z) construites,
respectivement, pourfA et pourf −1

A , au Lemme 1.12 et au Corollaire 1.15. Rappel
que ces transformations sont définies pour tout pointx ∈-T et pour touty ∈Ws

loc(x) et
tout z ∈Wu

loc(x). Pour toute paire(x, z) de points dans un même cylindre, il existe
seuly dans le cylindre, tel quey ∈Ws

loc(x) et z ∈Wu
loc(y). Ceci nous permet de défin

ψ(x, z)= φu(y, z) · φs(x, y).
NotonsEs ⊂ [0; i] un sous-ensemble deµ-mesure totale (donné par la Propo

tion 1.16) tel quemy = φs(x, y)∗(mx) pour toutx, y ∈Es appartenant à la même varié
stable locale. De même, soitEu ⊂ [0; i] un sous-ensemble deµ-mesure totale tel qu
mz = φu(y, z)∗(my) pour touty, z ∈ Eu appartenant à la même variété instable loc
On noteE =Eu ∩Es : c’est un sous-ensemble de[0; i] deµ-mesure totale.

D’après le Lemme 1.3 il existe doncxi ∈ [0; i] tel queE1 = E ∩ ⋃{Wu
loc(y): y ∈

Ws
loc(xi) ∩ E} soit de mesure totale dans-T . L’ensemble des pointsxi avec cette

propriété est même deµ-mesure totale. Remarquons que, par définition, pour
z ∈ E1 il existe y ∈ E1 ∩ Ws

loc(xi) tel que z ∈ Wu
loc(y). On en déduit quemz =

φu(y, z) · φs(xi, y)∗(mxi ) = ψ(xi, z)∗(mxi ). Les applicationsψ(xi, ·) ainsi construites
sont le changement de coordonnées annoncé.✷

COROLLAIRE 1.18. – Dans les conditions du Lemme1.17, il existe un changeme
de coordonnées linéaire dans les fibres, continu, tel que dans les nouvelles coord
la mesure conditionnellemx estµ-presque partout constante.

Notonsm0 cette probabilité deCP
k−1. Pour toutx ∈ -T , la matriceÂ(x) préserve

m0, où Â(x) est la valeur du cocycle enx dans les nouvelles coordonnées.

Démonstration. –D’après le Lemme 1.17 on peut supposer que les mesures c
tionnellesmx sont constantesµ-presque partout sur chaque cylindre[0; i]. Soitmi la
valeur correspondante. Commeµ est ergodique, pour toutj ∈ {1, . . . , n} il existe l tel
queµ

([0; 1] ∩ f −l([0; j ])) > 0. On considèrej > 1 et on choisitl minimal avec cette
propriété. Pourµ-presque toutx ∈ [0; 1] ∩ f −l([0; j ]) on a :Al(x)∗(m1)=mj . Ceci est
une conséquence de l’invariance de la mesurem et de l’unicitéµ-presque partout de
mesures conditionnelles.
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On choisit un pointxj ∈ [0; 1] ∩ f −l([0; j ]) satisfaisantmxj = m1 et mf l(xj ) =
mj , et tel queAl(xj )∗(m1) = mj . On change les coordonnées dans les fibres
[0, j ] par une application linéaire constante sur ce cylindre, de façon que da
nouvelles coordonnéesAl(xj ) devienne la matrice de l’identité. Dans ces coordonn
la probabilitémj est égale àm1. Nous avons donc obtenu un changement de coordon
linéaires dans les fibres, continu, dans lequel les probabilités conditionnellesmx sontµ-
presque partout égales àm1.

Comme on l’avait remarqué ci-dessus les probabilités conditionnelles sont prés
µ-presque partout par l’action deA(x). Nous avons doncA(x)∗(m1) = m1 pour µ-
presque tout point. Les changements de coordonnées ayant été choisis de façon c
le cocycle reste continu après changement de coordonnées, la relationA(x)∗(m1)=m1

reste valable sur tout le support de la mesure, ce qui conclut.✷
Le même genre d’arguments nous donne aussi le

THÉORÈME 6. – Soit (-T , f,µ,A,fA,m) un cocycle projectif mesuré. On suppo
queµ a la propriété de produit local, que le cocyclefA est dominé et que ses exposa
de Lyapunov pourµ sont tous nuls.

Alors il existe une désintegration(m̄x)x de la mesurem telle que
• m̄x varie continûment avec le pointx ∈-T ;
• A(x)∗m̄x = m̄f (x) pour toutx ∈-T ;
• ψ(x, y)∗m̄x = m̄y pour toutx ety appartenant à un même cylindre[0; i].
Démonstration. –Pour chaquei nous fixonsxi ∈ [0; i] comme dans le Lemme 1.1

et nous définissons̄mx = ψ(xi, x)∗mxi pour toutx dans ce cylindre. Commeψ est une
fonction continue, il est clair quēmx dépend continûment dex. De plus,m̄x =mx pour
µ-presque toutx. Donc, la famille(m̄x)x est encore une désintégration de la mes
fA-invariantem et, par conséquence, on aA(x)∗m̄x = m̄f (x) pourµ-presque toutx. Par
continuité, ceci reste vrai pour tout pointx ∈-T = supp(µ). De même, comme on l’a v
au Lemme 1.17, il existe un ensemble de mesure totale de pointsxi ∈ [0; i] tels que pour
µ-presque toutz ∈ [0; i] on aψ(xi, z)∗m̄xi = m̄z. Par continuité deψ et de la famille
m̄x , cela reste vrai pour toute paire(xi, z) de points dans un même cylindre.✷

Finalement, on peut montrer que les cocycles avec exposants de Lyapunov n
sont génériques parmi les cocycles dominés au-dessus d’un sous-shift de type fin

THÉORÈME 7. – Pour chaqueC > 0 et ν ∈ ]0,1], il existe un sous-ensemble ouv
dense pour la topologieC0 dans l’espace des applications(C, ν)-Hölder continues
x → A(x) engendrant un cocycle dominéfA au-dessus d’un shiftf :-T → -T , telles
que les exposants de Lyapunov du cocycle engendré ne sonts pas tous nuls, po
mesure de probabilitéf -invariante etf -ergodique avec la propriété de produit local.

Démonstration. –Si -T est réduit à une orbite périodique, l’ennoncé est
conséquence directe du fait que les matrices génériques sont hyperboliques
considerons donc le cas oú-T contient aussi des points homoclinesq associés à u
point périodique quelconquep. Supposons quep est un point fixe, le cas périodique e
analogue. Nous choisissonsq comme dans la preuve du Corollaire 1.9 : il existel � 1 tel
queq ∈Wu

loc(p), f
l(q) ∈Ws

loc(p), et aucun itéréf i(q), 0< i < l, n’est dans le cylindre
[0;a0] qui contientp.
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L’ensemble ouvert dense dans l’ennoncé du théorème sera donné par deux co
sur l’applicationA, que nous ennonçons dans la suite. Premièrement, on suppo
A(p) n’a que des valeurs propres de multiplicité 1 et modules tous différents, ce q
vrai pour un ensemble ouvert dense d’applications. Soientξj , 1 � j � k les points de
CP

k−1 représentant les directions propres deA(p).
Dans la deuxième condition, on utilise la famille de transformationsψ(x, z) =

φu(y, z) · φs(x, y) construite dans la démonstration du Lemme 1.17 : on demande

{
Al(q)ψ(p, q)ξj : 1 � j � k

}∩ {ψ(p,f l(q))ξj : 1� j � k
}= ∅. (8)

Les directions propresξj dépendent continûment de l’applicationA et, d’après le
Lemme 1.14, le même est vrai pour les transformationsψ . On en déduit que l
condition (8) est ouverte.

Remarquons que, pour tout pointz dans la variété stable locale dep, ψ(p, z) =
φs(p, z) ne dépend que de la restriction deA à la variété stable locale dep. De même,
pour toutz dans la variété instable locale dep, ψ(p, z)= φu(p, z) ne dépend que de
restriction deA à la variété instable locale dep. En particulier,ψ(p,q) etψ(p,f l(q))
ne change pas si l’on modifie le cocycle en dehors du cylindre[0;a0]. On peut donc
perturber toute applicationA telle que les valeurs propres deA(p) soient de multiplicité
1, dans un voisinage def l−1(q) disjoint de[0;a0], de façon à avoir (8). Ceci montre q
la condition (8) est aussi dense.

Soit A une application satisfaisant ces deux conditions et engendrant un c
dominéfA. Nous allons montrer que les exposants de Lyapunov defA ne sont pas
tous nuls, pour n’importe quelle mesure de probabilitéf -invariante et ergodique ave
la propriété de produit local. Cela conclura la démonstration du théorème.

En effet, supposons que les exposants de Lyapunov defA pour une telle mesureµ
sont tous nuls. Alors, d’après le Théorème 6, il existe une famille continue de me
de probabilité(m̄x)x qui sont invariantes par l’action du cocycle, c’est à dire que

A(x)∗(m̄x)= m̄f (x)
pour toutx ∈ -T , et telles quem̄x = ψ(p,x)∗(m̄p) pour tout pointx dans[0;a0]. En
particulier, la mesurēmp est invariante parA(p). Comme les valeurs propres deB(p)
ont multiplicité 1 et sont de modules distincts,m̄p doit être supporté dans l’ensemble d
directions propres{ξj : 1� j � k}. De ce fait,m̄q est supporté dans{ψ(p,q)ξj : 1� j �
k} alors que la mesurēmf l(q) est supporté, à la fois, dans{ψ(p,f l(q))ξj : 1 � j � k}
et dans{Al(q)ψ(p, q)ξj : 1 � j � k}. Ceci n’est pas possible parce que, d’aprè
condition (8), les deux derniers ensembles sont disjoints. Nous sommes donc
à une contradiction, ce qui démontre que les exposants de Lyapunov du cocyclefA pour
µ ne sont pas tous nuls.✷

Théorème 7 reste vrai dans le cadre ses cocycles dominés réels :

COROLLAIRE 1.19. – Pour chaqueC > 0 et ν ∈ ]0,1], il existe un sous-ensemb
ouvert dense pour la topologieC0 dans l’espace des applications(C, ν)-Hölder
continuesx → A(x) à valeurs dans SL(k,R) engendrant un cocycle dominéfA au-
dessus d’un shiftf :-T → -T , telles que les exposants de Lyapunov du coc
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engendré ne sont pas tous nuls, pour toute mesure de probabilitéf -invariante etf -
ergodique avec la propriété de produit local.

Démonstration. –C’est une variation des arguments utilisés dans la preuv
Théorème 7. Nous pouvons supposer que-T contient plus qu’une orbite. Soitp un point
fixe (ou périodique) def etq un point homocline associé àp, comme précédemment

Nous considerons l’ensemble ouvert dense des applicationsA telles que toutes le
valeurs propres deA(p) aient multiplicité 1 et, sauf pour les paires de valeurs pro
complexes conjuguées, tous les modules soient distincts. Soientξi , 1� i � r les points
deCP

k−1 représentant les espaces propres des valeurs propres réelles, etηj , 1� j � s,
les sous-espaces projectifs de dimension 1 représentant les espaces caractérist
valeurs propres complexes. Alors le support de toute mesure de probabilité inv
parA(p) est contenue dans l’union(

⋃
i ξi)∪ (⋃j ηj ) de ces sous-espaces invariants.

Pour ces applications, nous demandons, de plus, que les imagesAl(q)ψ(p, q)ξi ,
Al(q)ψ(p, q)ηj soient en position générale par rapport àψ(p,f l(q))ξi ,ψ(p,f l(q))ηj .
Ceci défini un sous-ensemble ouvert d’applicationsA :-T → SL(k,R), et on vérifie
aisément que ce sous-ensemble est dense : on peut toujours perturber une ap
A donnée, dans un voisinage def l−1(q) disjoint du cylindre[0;a0] qui contientp, de
façon que cette deuxième condition soit satisfaite.

Si la dimension deCP
k−1 est au moins 3, cela signifie que tous ces sous-esp

projectifs sont disjoints. De même si toutes les valeurs propres sont réelle
démonstration est alors analogue à celle du Théorème 7. Il nous reste à con
deux cas seulement :k = 3 etA(p) a une valeur propre réelle et deux valeurs prop
complexes, ouk = 2 etA(p) a deux valeurs propres complexes.

Considérons d’abord le cask = 3, avec une valeur propre réelle et deux vale
propres complexes. Nous allons voir que pour ce sous-ensemble ouvert dense
cationsA, les exposants de Lyapunov du cocyclefA ne sont pas tous nuls. Comm
Al(q)ψ(p, q)η1 etψ(p,f l(q))η1 sont en position générale, ils s’intersectent en un
point ξ̃ . Supposons qu’il existe une mesure de probabilitémp invariante parA(p) et par
les holonomies stable et instable. Alors son image parψ(p,f l(q)) doit être supporté
par ξ̃ , donc la mesuremp doit être une mesure de Dirac sur un point deη1. Ceci n’est
pas possible, carA(p) n’a pas de point fixe surη1 : ses valeurs propres sont complex
non réelles.

Quandk = 2 et queA(p) a deux valeurs propres complexes, notre construc
doit être légerement modifiée. Nous considérons l’ensemble dense (non-ouvert)A
tels que les arguments des valeurs propres deA(p) soient irrationnels. Alors,A(p)
a une seule mesure invarianteλ sur la fibre {p} × CP

1 de p, et c’est une mesur
lisse. Comme les holonomies stable et instable sont des transformations proje
λ1 = Al−1(q)ψ(p, q)∗λ et λ2 = ψ(p,f l(q))∗λ sont aussi des mesures lisses sur
fibres def l−1(q) etf l(q), respectivement.

Quitte à multiplierA(f l−1(q)) par une transformation hyperbolique (qui ne prése
aucune mesure lisse dansCP

1) proche de l’identité, on peut supposer queA(f l−1(q))

n’envoie pasλ1 sur λ2. Ceci montre que l’ensemble des applicationsA telles que les
matricesA(p) etψ(p,f l(q))−1Al(q)ψ(p, q) n’ont pas de mesure invariante commu
est dense.
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D’autre part, l’ensemble des transformations dans la fibre dep préservant une
probabilitéA(p)-invariante est fermé, parce que l’espace des probabilités dans la
est un compacte. Comme les holonomies varient continûment avec l’applicatiA,
d’après le Lemme 1.14, on en déduit que l’ensemble des cocycles pour lesqu
matricesA(p) etψ(p,f l(q))−1Al(q)ψ(p, q) n’ont pas de mesure invariante commu
est aussi ouvert.

Pour ce sous-ensemble ouvert dense d’applicationsA que nous venons de construi
les exposants de Lyapunov du cocylefA sont non-nuls. Ceci conclut.✷
1.6. Mesure totale d’exposants non-nuls, dans les familles à paramètres

Nous allons à présent voir que l’ensemble des cocycles ayant tous leurs exp
nuls est contenu dans un ensemble fermé qui est une union finie de sous-vari
codimension positive (1 ou plus). Nous en déduisons que, pour un ouvert de
familles à un paramètret �→ At à valeurs dans l’espace des cocycles, l’ensemble
valeurs det pour lesquels les exposants sont nuls est discret, donc de mesure de Le
nulle. Ceci reste vrai pour des familles génériques àl paramètres,l ∈ N : le phénomène
“exposants de Lyapunov nuls” est de codimension infinie.

On considère l’espaceAν , ν ∈ ]0,1], des applicationsA :-T → SL(k,C) qui sont
ν-Hölder continues : c’est une sous-variété de l’espace de Banach des applicatν-
Hölder continues à valeurs dans l’espace vectorielM(k,C), muni de la normeν-Hölder
‖A‖ν = ‖A‖0 +Hν(A), où‖A‖0 est la normeC0 etHν(A) est la plus petite constanteC
pour laquelle l’applicationA est(C, ν)-Hölder continue.

PROPOSITION 1.20. – L’ensemble des applicationsA ∈ Aν dont les exposants d
Lyapunov sont nuls, pour au moins une mesure de probabilité invariante ergodiqu
structure de produit local, est contenu dans un sous-ensemble fermé qui est unio
de sous-variétés de codimension positive.

Démonstration. –NotonsN ⊂ SL(k,C) l’ensemble des matrices deSL(k,C) possé-
dant au moins deux valeurs propres de même module. C’est un fermé qui est un
finie de sous-variétés de codimension positive. En remarquant que l’application
une familleA associe sa valeurA(p) en un pointp ∈-T est une submersion, on obtie
que l’ensemble

M1(p)= {
A ∈ A: A(p) ∈ N

}
est un sous-ensemble fermé qui est une union finie de sous-variétés de codim
positive. L’union des sous-variétés de codimension au moinss est aussi un fermé, pou
tout entiers � 1.

On suppose à présent quep est un point fixe (ou périodique) de-T et q un point
homocline associé au pointp, tel qu’on l’a choisi dans la démonstration du Théorèm
dont nous gardons les notations.

NotonsAν(p)= Aν \M1(p). C’est un ouvert dense dansAν . Pour chaque 1� j � k
on considère l’applicationξj :Aν(p) → CP

k−1 qui à A ∈ Aν(p) associe lajème
direction propre de la matriceA(p). Ces applications sont différentiables, de classeC∞.

On considère aussi les applications d’holonomie instableφu = φu(p, q) :Aν →
SL(k,C) et stableφs = φs(p,f l(q)) :Aν → SL(k,C), qui à un cocycle dominéA
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associent ses holonomies le long des feuilletages instable et stable. Le lemme
sera démontré à la fin de la section :

LEMME 1.21. – Les applicationsφs etφu sont de classeC1.

On en déduit que, pour toutj , l’application qui àA ∈ Aν(p) associe@j(A) =
(φs)−1Al(q)φu ·ξj est de classeC1. On vérifie aisément que, pour touti etj l’application
(@j , ξi) :Aν(p)→ (CP

k−1)2 est une submersion : pour cela, il suffit de remarquer
l’on peut perturber l’applicationAl(q) sans perturberA(p) ni les holonomiesφs etφu.
On en déduit que l’ensemble

M2(p, q)= {
A ∈ Aν(p): il existe i, j tels que@i(A)= ξj (A)}

est un fermé deAν(p) qui est une union finie de sous-variétés de codimensionk−1 � 1.
D’après le Théorème 6, l’ensemble des applications telles que le cocycle eng

fA sont nuls est inclus dans le ferméM1(p)∪M2(p, q). Ceci conclut la démonstratio
de la Proposition 1.20. ✷

COROLLAIRE 1.22. – Il existe un ouvert dense de familles à un paramètret �→At ∈
Aν de classeCr , 1 � r � ∞, pour lesquelles l’ensemble des valeur det telles que les
exposants de Lyapunov sont nuls, pour au moins une mesure de probabilité inv
ergodique avec structure de produit local, est discret, donc de mesure de Lebesgu

Démonstration. –On considère l’union des sous-variétés de codimension au mo
contenues dansM1(p) ∩ M2(p, q). C’est un fermé, et l’ensemble des familles à
paramètre qui ne le rencontrent pas forme un ouvert dense. Parmis ces familles,
à considérer celles qui sont transverses aux sous-variétés de codimension 1 co
dansM1(p)∩ M2(p, q) ; d’après la théorie de la transversalité, c’est encore un ou
dense, ce qui conclut.✷

Remarque1.23. – L’ensemble des applicationsA ∈ Aν pour lesquelles tous le
exposants de Lyapunov sont nuls, pour une mesure de probabilité invariante erg
avec structure de produit local, est en fait contenu dans l’intersection

⋂
p(M1(p) ∪

M2(p, q)), où p parcours l’ensemble des points périodiques de-T . Cet ensemble
est contenu dans des fermés de codimension arbitrairement grande. Il s’en suit
Corollaire 1.22 reste vrai pour les familles al paramètres, pour toutl ∈ N.

1.7. Démonstration du Lemme 1.21

Démonstration. –La démonstration consiste à présenter explicitement l’expres
des dérivées de ces applications. Nous traitons le cas deφs , l’argument pourφu

est analogue. Nous supposerons quep est un point fixe, dans un cylindre[0;a] ;
le cas périodiquep ∈ [0;a0, . . . , as−1] est analogue : il suffit de remplacerθ ia par
(θa0 · · · θas−1)

[i/s] dans les arguments.
Rappelons queφs est la limite uniforme des applicationsφn(p,f l(q))=An(f l(q))−1

× An(p). Notonsu = f l(q), et pi = f i(p) et ui = f l+i (q) pour i � 1. On vérifie
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facilement que chaque applicationφn est de classeC1, et un calcul directe donne

Dφn(A)H =
n−1∑
i=0

αi,n − βi,n (9)

αi,n =Ai(u)−1φn−i (pi, ui)A(pi)−1H(pi)A
i(p) et

βi,n =Ai(u)−1A(ui)
−1H(ui)φn−i (pi, ui)Ai(p),

pour pointA ∈ Aν et tout vecteur tangentH . Soit

L(A)H =
∞∑
i=0

αi − βi (10)

αi =Ai(u)−1φ(pi, ui)A(pi)
−1H(pi)A

i(p) et

βi =Ai(u)−1A(ui)
−1H(ui)φ(pi, ui)A

i(p).

Nous allons montrer queL(A)H est bien définie (convergente) et queL(A) est un
opérateur linéaire borné. De plus,Dφn(A) converge localement uniformément ve
L(A), par rapport à la norme des opérateurs linéaires. Nous en déduirons queL(A)

est la dérivée deφs à chaque pointA.
Commençons par rappeler que, d’après la Remarque 1.13, la norme deφ(pi, ui)-

id est bornée parC4d(pi, ui)
ν . Commeu = f l(q) est dans la variété stable loca

de p, cette distance est bornée parθ ia . Alors la condition de domination (6) impliqu
que si on remplaceφ(pi, ui) par l’identité dansαi , la norme n’en est affectée que p
une constante additive bornée parC0C4τ̂

i‖A−1‖0‖H‖0. La constanteC0 correspond à
l’ordre k à partir de laquelle (6) est valable ; elle ne dépend que de la norme e
module de continuité de l’applicationA et peut donc être choisie constante dans
voisinage deA. Dans la suite nous notonsC5 = C0C4‖A−1‖0. De même, si l’on remplac
φ(pi, ui) par l’identité dansβi la norme n’en est affectée que par une constante bo
parC5τ̂

i‖H‖0 � C5τ̂
i‖H‖ν .

Cela implique que la série dans (10) converge si et seulement si l’expression

∞∑
i=0

Ai(u)−1A(pi)
−1H(pi)A

i(p)−Ai(u)−1A(ui)
−1H(ui)A

i(p) (11)

converge. Pour montrer que c’est bien le cas, remarquons que
∥∥A(pi)−1H(pi)−A(ui)−1H(ui)

∥∥�
∥∥A−1∥∥

ν
‖H‖νd(pi, ui)ν �

∥∥A−1∥∥
ν
‖H‖νθ iνa .

Si on combine cette borne avec la condition de domination (6), on obtient que le
général de la série (11) est borné parC6τ̂

i‖H‖ν , oùC6 = C0‖A−1‖ν . Ceci montre que
cette série converge, et définit bien un opérateur linéaire borné. Il en est alors de
pour la définition deL(A). De plus, comme les constantesC5 etC6 sont bornées dans u
voisinage deA, la convergence est localement uniforme. Il s’en suit queL(A) dépend
continûment deA.
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Montrons queDφn(A) converge uniformément versL(A) quandn tend vers l’infini.
D’après la Remarque 1.13, pour tout 0� i � n− 1,

∥∥φn−i (pi, ui)− φ(pi, ui)
∥∥�C4τ̂

n−id(pi, ui)ν �C4τ̂
n−iθ iνa .

En utilisant la condition (6) une fois encore, on conclut que la différenceαi,n − αi est
bornée parC4τ̂

n−iC0τ̂
i‖H‖0‖A−1‖0 � C7τ̂

n‖H‖ν , oùC7 = C0C4‖A−1‖0. La différence
βi,n − βi admet la même borne. D’autre part, nous avions démontré que la norm
terme généralαi − βi de la série (10) est bornée par(2C5 +C6)τ̂

i‖H‖ν pour touti � 0.
Ceci montre que

‖Dφn(A)H −L(A)H‖ �
(
n−1∑
i=0

2C7τ̂
n +

∞∑
i=n
(2C5 +C6)τ̂

i

)
‖H‖ν .

L’expression à droite converge vers zéro, uniformément dans un voisinageA,
quandn tend vers l’infini. C’est à dire queDφn(A) converge versL(A) localement
uniformément, en tant qu’opérateurs linéaires.

Nous avions montré que(φn)n converge versφ, et nous venons de voir que la su
des dérivées(Dφn)n converge versL. Dans les deux cas la convergence est localem
uniforme. Il s’en suit que la limiteφ est une application différentiable, et que sa déri
coïncide avecL. Ceci conclut la démonstration du lemme.✷

Remarque1.24. – La démonstration reste valable si l’on remplace la normeν-Hölder
par une norme‖ · ‖ plus fine (c’est à dire‖ · ‖ � c‖ · ‖ν ). Ceci nous permet d’applique
le Lemme 1.21 dans le cadre des cocycles de classeCr que nous étudions à la Section

2. Cocycles au-dessus d’une dynamique hyperbolique

Dans cette section, nous traduisons les principaux résultats de la Section 1 p
cocycles au-dessus d’une dynamique hyperbolique.

2.1. Cocycless-dominés : cadre géométrique

Dans la suite on appelleracocycle projectif mesuréla donnée de(M,f,µ,E,F,m)
vérifiant

1. f :M →M est un difféomorphismeC1 d’une variété Riemanniene compacteM ,
et est un ensemble basique hyperbolique def ;

2. µ est l’état d’équilibre d’un potentiel Hölder continu à support dans ;
3. π :E →M est un fibré projectif surM etF :E → E est un cocycle projectifC1

au-dessus def ;
4. m est une mesure de probabilité borelienneF -invariante danŝ = π−1( ) telle

queπ∗(m)= µ.
Comme précédemment on note(mx)x∈M une désintégration de la mesurem le long des
fibresEx = π−1(x).

Remarque2.1. – Dans la définition ci-dessus, il suffit de supposer queµ est une
mesure borélienne de probabilité,f -invariante ergodique, dont le support coïncide a
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 , et dont le relevé sur les sous-shifts de type fini, via une partition de Markov
ci-dessous), possède la propriété de produit local. C’est le cas pour tout état d’éq
d’un potentiel Hölder continu, voir [2,12,19].

On noteraT M = Eu ⊕ Es la décomposition invariante correspondant à l’ensem
hyperbolique def . Le fibré dilatantEu sera aussi appelé direction instable, alors
le fibré contractantEs sera appelé direction stable. On suppose que la variétéE est auss
munie d’une metrique Riemanniene.

DÉFINITION 2.2. –On dit que le cocycleF :E → E est dominé dans la directio
stable, ous-dominé, au-dessus de si l’ensemble ̂ est partiellement hyperboliqu
pourF avec décomposition invarianteT ̂E =Ecu ⊕Ess telle que

Ecu =Dπ−1(Eu) et Dπ
(
Ess
)=Es.

On définit de même un cocycledominé dans la direction instable, ou u-dominé, au-
dessus de .

D’après la théorie de l’hyperbolicité normale, [9,13], siF est s-dominé, il admet
un seul feuilletage invariantF ss partout tangent au fibré stableEss . Les feuilles de
ce feuilletage stable-fortF ss sont des sous-variétésC1 immergées dansE et elles se
projettent sur les variétés stables des points de . Le but de ce paragraphe est
démontrer le

THÉORÈME 8. – Soit (M,f,µ,E,F,m) un cocycle projectif mesuré tel que
cocycleF ests-dominé et tous ses exposants de Lyapunov pourµ sont nuls.

Alors les mesures conditionelles(mx)x dem sontµ-presque partout preservées p
l’holonomie du feuilletage stable-fort: il existe un ensembleE ⊂ avecµ(E)= 1 tel
que, pourx, y ∈ E dans une même variété stable def , la projection deEx à Ey le long
des feuilles deF ss envoiemx surmy .

La démonstration de ce résultat sera donnée à la fin du paragraphe.
Le premier lemme est une traduction de la notion des-domination, afin de la rendr

compatible avec la notion des-domination de la Section 1. On noteFx :Ex → Ef (x)
l’action (projective) deF dans la fibre d’un pointx. On note ‖Fx‖ la norme de
n’importe quelle réalisation deFx par une application linéaire de déterminant 1 (v
les commentaires précédant le Théorème 1).

LEMME 2.3. – Le cocycleF :E → E ests-dominé au-dessus de si et seulement s
il existeL ∈ N et τ < 1 tels que, pour toutx ∈ ,

∥∥FLx ∥∥∥∥(FLx )−1∥∥∥∥DfL |Esx
∥∥� τ. (12)

Démonstration. –Supposons que le cocycleF est dominé. Alors, d’après les dé
nitions, il existeN � 1 et une décomposition invarianteT ̃M = Ecu ⊕ Ess telle que
Ecu =Dπ−1(Eu), Ess se projette sur la direction stableEs def , et on a

sup
z∈ ̂

∥∥DFN |Essz
∥∥∥∥(DFN |Ecuz

)−1∥∥� 1

2
.
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Remarquons qu’il existe une constanteC1 > 0, qui ne dépend que deF et du choix
deEss , telle que ∥∥Df jN |Esπ(z)

∥∥� C1
∥∥DFjN |Essz

∥∥
pour toutj � 1 et toutz ∈ E . En effet, ces deux transformations linéaires sont conjug
par la dérivée de la projection qui envoieEssz isomorphiquement surEsπ(z). D’autre part,
Ecu contient le fibréEc =Dπ−1(0) tangent aux fibres deE . En particulier,

∥∥(DF l |Ecz)−1∥∥�
∥∥(DF l |Ecuz )−1∥∥

à tout pointz ∈ E et pour toutl � 1. De plus, comme la restriction deF l à chaque
fibreEx = π−1(x) est le projectivisé d’une application linéairêF lx et que, par définition
‖F lx‖ = ‖F̂ lx‖,

sup
z∈Ex

∥∥(DF l |Ecz)−1∥∥= ∥∥F lx∥∥∥∥(F lx)−1∥∥
pour toutx ∈M et l � 1.

Les relations que nous venons d’obtenir entrainent que

∥∥FjNx ∥∥∥∥(FjNx )−1∥∥′∥∥Df jN |Esx
∥∥� sup

z∈Ex

∥∥(DFjN |Ecuz
)−1∥∥C1

∥∥DFjN |Essz
∥∥� C12

−j

pour toutj � 1 et toutx ∈M . Maintenant, pour avoir la relation (12) il suffit de fix
j � 1 suffisament grand pour queC12−j soit plus petit que 1, et de prendreτ = C12−j
etL= jN .

La réciproque, c’est à dire, le fait que (12) implique que le cocycle ests-dominé, se
démontre de façon similaire. Comme nous n’aurons pas l’occasion de l’utiliser da
article, nous laissons la démonstration pour le lecteur.✷

Remarquons que l’énoncé du Théorème 8 ne change pas si on remplacef par un
itéré positif : le feuilletage stable-fort def l’est aussi pour tous lesf j avecj � 1. Nous
pouvons donc supposer queN = L = 1 dans les relations (1), (2) et (12), et nous
ferons dans la suite.

Nous allons utiliser le fait suivant, dont la démonstration peut être trouvée dan
pour tout ensemble basique hyperbolique et toutε > 0 il existe un sous-shift transit
de type finiσ :-T →-T et une application continue surjectiveP :-T → telle que

1. P est une semi-conjugaison entref etσ , c’est à dire,P ◦ σ = f ◦ P ;
2. P est injective au-dessus d’un sous-ensembleGδ dense de ;
3. ce sous-ensembleGδ dense est de mesureµ totale;
4. le diamètre de tous lesrectangles de MarkovRi = P([0; i]) est borné parε.

On appellerapartition de Markovà la fois l’applicationP et la famille des rectangle
Ri .

Remarquons que siε > 0 est choisi suffisament petit, en utilisant le Lemme 2.
la continuité dey �→ ‖DF | Esy‖ on peut trouverτ < τ̂ < 1 et des majorantsθi pour
‖DF |Esy‖ dans le voisinage de rayonε autour de chaqueRi , tels que

‖Fx‖
∥∥(Fx)−1∥∥θi < τ̂ (13)
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pour toutx ∈ Ri et i ∈ {1, . . . , n}. Dans la suite nous supposerons qu’une partition
Markov a été fixée vérifiant (13).

La propriété 3 de la partition de Markov nous permet de releverµ en une
probabilitéσ -invarianteµ̃ dans-T , qui est aussi ergodique. Dans quelques instants
expliquerons comment on peut aussi associer au fibréE , au cocycleF et à la mesureF -
invariantem des objets correspondants au-dessus de-T , σ et µ̃.

LEMME 2.4. – Avec les notations ci-dessus, il existe une distanced- sur le sous-shif
-T , dans la classe Hölder des distancesdθ , telle que

• d-(σ (p), σ (q))� θid-(p, q) pour toutp,q ∈ [0; i] tels queq ∈Ws
loc(p) ;• P est Lipschitz continue par rapport à la distanced- .

Démonstration. –Pourp = (pj )j et q = (qj )j dans un cylindre[0; i], définissons
Du(p, q) etDs(p, q) comme étant les plus grands entiers (non-négatifs, eventuelle
infinis) tels que

pj = qj pour tout−Ds(p, q)� j �Du(p, q).

Soient θ1, . . . , θn < 1 les constantes dans (13) et fixons aussi un majorantθ0 < 1
quelconque pour‖(Df |Eu)−1‖. Alors, définissons

du(p, q)= θDu(p,q)0 , ds(p, q)=
Ds(p,q)∏
j=1

θp−j , et

d-(p, q)= max
{
du(p, q), ds(p, q)

}
.

Si p et q ne sont pas dans un même cylindre, on prend simplementd-(p, q) =
ds(p, q)= du(p, q)= 1.

Remarquons quedu(p, q) = 0 si et seulement siDu(p, q) = ∞, c’est à dire, si e
seulement sip et q sont dans la même variété stable locale. De même pourds(p, q),
Ds(p, q) et la variété instable locale. En particulier,d-(p, q) = 0 si et seulement s
p = q. Il est aussi facile de voir qued-(p, q) = d-(q,p). Finalement,D∗(p, r) �
min{D∗(p, q),D∗(q, r)} pour toutp,q, r et∗ = u et ∗ = s. En conséquence,d∗(p, r)�
max{d∗(p, q), d∗(q, r)} pour∗ = u et ∗ = s, et donc

d-(p, q)� max
{
d-(p, q), d-(q, r)

}
.

Ceci montre qued- est une métrique (il s’agit même d’une ultra-métrique).
Vérifions à présent les propriétés annoncées. Fixonsθ ∈ ]0,1[ et ν ∈ ]0,1] tels que

θ1/ν � θi � θν , pour touti. On vérifie aisément que l’identité est un homéomorphis
Hölder continu, d’inverse continu, entre(-T , dθ) et (-T , d-). Donc, la distanced- est
dans la classe Hölder des distancesdθ .

Comme on l’a remarqué auparavant, siq appartient à la variété stable locale dep on a
Du(p, q)= ∞ etdu(p, q)= 0. De plus,σ (p) etσ (q) sont aussi dans une même vari
stable locale, etDs(σ (p), σ (q))=Ds(p, q)+ 1. Ceci donne la première propriété :

d-
(
σ (p),σ (q)

)= ds(σ (p),σ (q))=
Ds(p,q)∏
j=0

θp−j = θp0

Ds(p,q)∏
j=1

θp−j
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Pour avoir la deuxième propriété, il suffit de montrer que la restriction deP à chaque
variété stable locale et instable locale est Lipschitz avec constante de Lipschitz un
C0. En effet, supposons que ceci est connu. Pour toute paire de pointsp et q dans un
même cylindre[0; i] considérons le pointr d’intersection entre la variété stable loca
dep et la variété instable locale deq. Alors,

d(P (p),P (q))� C0d-(p, r)+C0d-(r, q)= C0ds(p, q)+C0du(p, q)� 2C0d-(p, q).

Ceci donne la propriété de Lipschitz pour des points dans un même cylindre. D
part, sip et q ne sont pas dans un même cylindre, on ad-(p, q) = 1 et la propriété
de Lipschitz est automatique : il suffit qu’on prenne la constante de Lipschitz
grande que le diamètre de l’image de l’applicationP . Nous avons donc bien réduit
démonstration du lemme à montrer queP est uniformément Lipschitz continue sur l
variétés stables locales et instables locales.

Soit p,q ∈ -m tels queq ∈Ws
loc(q), et notonsx = P(p) et y = P(q). Le choix de

P implique que la distance entref j (x) = P(σ j(x)) et f j (y) = P(σ j (y)) est borné
par ε pour toutj � 0. C’est à dire,y appartient à laε-variété stableWs

ε (x) dex. Pour
les mêmes raisons, on a quef −j (y) est dansWs

ε (f
−j (x)) pour tout 1� j �Ds(p, q).

D’autre part, notre choix des constantesθi implique que

d
(
f −j+1(x), f −j+1(y)

)
� θp−j d

(
f −j (x), f −j (y)

)
pour tout 1� j �Ds(p, q). En conséquence

d(x, y)�
(
Ds(p,q)∏
j=1

θp−j

)
d
(
f −Ds(p,q)(x), f −Ds(p,q)(y)

)
� d-(p, q)ε. (14)

(Pour être complètement rigoureux, on devrait considérer des distances le lo
variétés stables (longueurs des courbes les plus courtes joignant deux points
sous-variété) au lieu de la distanced dans l’ambiantM . Cependant, lesε variétés stable
locales forment une famille continue de disques petitsC1 plongés dansM . Les deux
sortes de distances ne diffèrent donc que d’un facteur proche de 1, ce qui veut d
l’estimé final (14) ne change que par un facteur aussi proche de 1 que l’on veut.)

La relation (14) montre queP est bien Lipschitz sur les variétés stables locales
démonstration pour les variétés instables locales est analogue, en utilisant le fait
choisitθ0< 1 majorant le taux de contraction def −1 dans la directionEu. ✷

Remarque2.5. – Si le cocycle est simultanéments-dominé etu-dominé, on peu
construired- de façon que la propriété de contraction donnée par le Lemme 2.
valable simultanément dans les directions stable et instable.

Plus précisement, comme on l’avait fait pour (13), on peut choisir des majo
θsi < 1 et θui < 1 pour, respectivement,‖Df | Es‖ et ‖Df | Eu‖ dans chaque rectang
Ri , tels que

‖Fx‖
∥∥(Fx)−1∥∥θsi < τ̂ < 1 et

∥∥(Fx)−1∥∥‖Fx‖ θui < τ̂ < 1
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pour tout x ∈ [0; i] et tout symbolei. Alors, en remplaçant la distancedu dans la
démonstration du Lemme 2.4 par

du(p, q)=
Du(p,q)∏
j=1

θpj ,

on obtient une distanced- telle queP soit Lipschitz et qu’on ait les deux relations
contraction

d-
(
σ (p),σ (q)

)
� θsi d-(p, q) et d-

(
σ−1(p), σ−1(r)

)
� θui d-(p, r)

pour toutp ∈-T , q ∈Ws
loc(p) et r ∈Wu

loc(p).

NotonsẼ le fibré projectif au dessus de-T obtenu commepull-backparP du fibré
E aud dessus de : rapplelons queẼ est l’ensemble des(p, e) ∈ -T × E tels que
P(p)= π(e). La fibreẼp est canoniquement identifiée à la fibreEx où x = P(p).

Ceci permet de relever le cocycleF de façon canonique en un cocycleF̃ : Ẽ → Ẽ au-
dessus du sous-shift-T : on définitF̃p : Ẽp → Ẽσ(p) comme étant la même applicatio
queFx :Ex → Ef (x), x = P(p), modulo l’identification des fibres̃Ep et Ẽσ(p) avec les
fibresEx etEf (x). Ceci a un sens parce queP(σ (p))= f (x).

L’application F̃ ainsi défini est clairement continue. Comme le fibréE est localemen
trivial, le fibré Ẽ est lui aussi localement trivial. Comme-T est totalement discontinu
on peut choisir de façon continue des bases orthonormées dans les fibres, ce qu
une trivialisation deẼ qui induit une isométrie dans chaque fibre. On écrira d
Ẽ = -T × CP

k−1. On peut donc trouver une application continueA :-T → SL(k,C)
telle queF̃ coïncide avec le cocyclefA engendré parA. En particulier, les fonction
log‖A‖ et log‖A−1‖ sontµ̃-intégrables.

Finalement, le fait que le lieu d’injectivité deP soit deµ-mesure totale impliqu
que l’on peut aussi releverm en une mesure de probabilité̃m dansẼ se projettant su
µ̃ et dont les mesures conditionnelles sont données parm̃p = mx avecx = P(p), via
l’identification deẼp et deEx .

Ceci nous ramène dans le cadre de la Section 1 : nous avons expliqué commen
cocycle projectif mesuré(M,f,µ,E,F,m) au-dessus d’une dynamique hyperboliq
on peut associer un cocycle projectif mesuré(-T , σ, µ̃,A, F̃ , m̃) au-dessus d’un sou
shift de type fini. Il est facile de voir que les exposants de Lyapunov deF̃ pour µ̃ et de
F pourµ sont les mêmes. Dans la suite, nous supposerons que ces exposants s
nuls, et utiliserons les résultats de la Section 1.4 pour en déduire le Théorème 8.

Nous avons besoin de savoir que le relèvement préserve la propriété des-domination :

LEMME 2.6. – Si F :E → E est s-dominé au-dessus de , le relevéF̃ : Ẽ → Ẽ est
s-dominé.

Démonstration. –Prennonsd = d- , ν = 1,N = 1, et des constanteŝτ , θ1, . . . , θn < 1
satisfaisant l’inégalité (13). La première condition dans la Définition 1.11 est do
par le Lemme 2.4. De la même façon, le fait queP soit Lipschitz par rapport à l
métriqued = d- implique que l’applicationp �→ F̃p l’est aussi : en effet le cocycleF
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a été pris différentiable, donc Lipschitz et, comme on l’a expliqué précédem
le relevé est donné, simplement, parA(p) = F̃p = Fx où x = P(p). Ceci donne
la deuxième condition. Finalement, en remarquant que‖A(p)‖ = ‖Fx‖, la troisième
condition,‖A(p)‖ ‖A(p)−1‖ θi < τ̂ , dans la définition est une conséquence direct
l’inégalité (13). ✷

Nous pouvons donc appliquer le Lemme 1.12 et la Proposition 1.16 au co
projectif mesuré(-T , σ, µ̃,A, F̃ , m̃) pour obtenir une famille de transformatio
inversiblesφ(p, q) :CP

k−1 → CP
k−1, définies pour toutp et q dans une même varié

stable locale, qui préservent les mesures conditionelles dem̃ :

φ(p, q)∗ m̃p = m̃q (15)

pour toutp et q dans un sous-ensemblẽE de µ̃-mesure totale de-T . Nous allons
montrer que ces applications correspondent aux transformations d’holonomie
(projection le long des feuilles) du feuilletage stable-fort du cocycleF :E → E .

LEMME 2.7. – Soit p et q deux points dans une même variété stable locale d
-T , et soitx = P(p) ety = P(q). Soith(x, y) :Ex → Ey la transformation d’holonomie
locale associé au feuilletage stable-fort du cocycleF .

Alors,φ(p, q)= h(x, y).
Démonstration. –Le feuilletage stable-fort est caractérisé par le fait que l’imageη =

h(x, y)ξ d’un point quelconqueξ ∈ Ex = Ẽp = CP
k−1 par l’holonomie du feuilletage es

le seul pointη de la fibreEy = Ẽq dont l’orbite se rapproche de celle deξ strictement
plus vite que la contraction maximale obtenu dans la direction centrale : il existeC > 0
etα < 1 tel que

d
(
Fnx (ξ),F

n
y (η)

)
�Cαn

∥∥(Fny )−1∥∥−1∥∥Fny ∥∥−1
(16)

pour toutn� 1. Il nous suffit donc de montrer que (16) est vraie pourη= φ(x, y)ξ .
Pour cela, commençons par rappeler que, d’après la deuxième partie du Lemm

Fny φ(p, q)ξ = φ(σ n(p), σ n(q))Fnx ξ.
En utilisant la Remarque 1.13 pourl = 0 etν = 1, on en déduit que

d
(
Fnx ξ,F

n
y φ(p, q)ξ

)
� Cd-

(
σ n(p), σ n(q)

)
,

où la constanteC > 0 ne dépend ni den ni des pointsp etq. Commep etq ont été pris
dans une même variété stable locale, Lemme 2.4 implique

d-
(
σ n(p), σ n(q)

)
�
n−1∏
j=0

θpj .
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Rappelons aussi que les constantesθi ont été choisies satisfaisant (13) : c’est à d
‖Fz‖‖F−1

z ‖θi < τ̂ pour toutz dans chaque cylindre[0; i]. Ces inégalités entrainent

d
(
Fnx ξ,F

n
y φ(p, q)ξ

)
� C

n−1∏
j=0

τ̂‖Ff j (y)‖−1∥∥F−1
f j (y)

∥∥−1 � Cτ̂n
∥∥Fny ∥∥−1∥∥(Fny )−1∥∥−1

.

Il suffit donc de prendreα = τ̂ . ✷
Remarque2.8. – Voici deux conséquences immediates du Lemme 2.7 (qui pe

être démontrées aussi directement) :
1. L’holonomie du feuilletage stable-fort du cocycleF est projective.
2. Si P(p) = P(p′) et P(q) = P(q ′) avecp ∈ Ws

loc(p) et q ′ ∈ Ws
loc(p

′), alors
φ(p, q)= φ(p′, q ′).

Maintenant nous pouvons compléter la démonstration du Théorème 8 :

Démonstration. –Rappelons qu’on considère la désintegration(m̃p)p de la mesurẽm
décrite parm̃p =mP(p) pour toutp. D’après la Proposition 1.16, il existe un ensemblẼ
deµ̃-mesure totale tel queφ(p, q)∗m̃p = m̃q pour toutp etq dansẼ. NotonsU un sous-
ensembleGδ dense de deµ-mesure totale au-dessus duquel la partition de Ma
est injective. SoitR l’ensemble des points réguliers deµ (qui est aussi deµ-mesure
totale, carµ est ergodique). Notons encoreI l’ensemble des pointsx ∈  tels que
mf(x) = (Fx)∗mx : commem est invariante et quef est inversible, il s’agit encore d’u
ensemble deµ-mesure totale. SoitE0 un sous-ensemble mesurable deµ-mesure totale
contenu dansU ∩ R ∩ I et dont la pré-imageP−1(E0) est contenue dans̃E. Apellons
E l’intersection de tous les itérésf n(E0) avecn ∈ Z. C’est encore un ensemble deµ-
mesure totale qui est, cette fois, invariant parf . Nous allons montrer queE satisfait la
conclusion du théorème.

Étant donnés deux pointsx, y ∈ E dans une même variété stable on peut trou
n � 1 tel quef n(x) et f n(y) soient dans l’intérieur d’un même rectangleRi . En
effet, commex est un point générique pourµ et queµ charge tout ouvert, l’orbite
future dex passe un nombre infini de fois à une distance des bords des rect
plus grande qu’un certainδ fixé. D’autre part la distance entre les itérés dex et y tend
vers zero quand le temps tend vers l’infini. D’après (15) et le Lemme 2.7, on
h(f n(x), f n(y))∗mfn(x) =mfn(y). L’invariance du feuilletage stable-fort implique alo
h(f n(x), f n(y)) ◦ Fnx = Fny ◦ h(x, y). Comme tous les itérés dex et y sont contenus
dansI , ceci implique queh(x, y)∗mx =my . ✷
2.2. Cocycles dominées : cadre géométrique

Nous conservons les notations de la section précédente.

DÉFINITION 2.9. –On dit que le cocycleF :N → N est dominé au-dessus de 
si l’ensemble ̂ est fortement partiellement hyperbolique pourF avec décompositio
T ̂N =Euu ⊕Ec ⊕Ess telle que

Dπ
(
Euu

)=Eu, Ec =Dπ−1(0) et Dπ
(
Ess
)=Es.
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D’après la théorie de l’hyperbolicité normale, [9,13], il existe alors deux feuillet
invariantsFuu etF ss partout tangents aux fibrésEuu etEss , respectivement. Les feuille
se projettent, respectivement, sur les variétés instables et stables des points de .

Pour toutx, y ∈  dans la même variété stable, on notehs(x, y) :Ex → Ey l’appli-
cation d’holonomie du feuilletage stable-fortF ss . On note de mêmehu(x, z) :Ex → Ez
l’application d’holonomie du feuilletage instable-fort, pour toutz ∈Wu(x).

Rappelons que pour un cocycle continuF au-dessus d’une transformationf : (X,µ)→
(X,µ) on peut toujours trouver des mesuresF -invariantes se projettant surµ (voir la
Remarque 1.4).

Notre premier but ici est de démontrer le Théorème 1 qui, avec les notations ci-d
s’exprime de la façon suivante :

THÉORÈME 9. – Soit (M,f,µ,E,F,m) un cocycle projectif mesuré tel que
cocycleF est dominé et tous ses exposants de Lyapunov pourµ sont nuls.

Alorsm admet un désintegration(m̄x)x telle que
• m̄x dépend continûment du pointx ∈ ;
• pour tous pointsx, y, z ∈ tels quey ∈Ws(x) et z ∈Wu(x) on ahs(x, y)∗m̄x =
m̄y ethu(x, z)∗m̄x = m̄z ;

• (Fx)∗m̄x = m̄f (x) pour toutx ∈ .

Pour tout pointx dans un ensemble basique hyperbolique on peut trouver de
voisinagesRu etRs dex, respectivement dans la variété stable et dans la variété ins
de x, et un voisinageR de x dans qui est homéomorphe au produitRu × Rs, les
verticales correspondant aux variétés stables locales et les horizontales aux
instables locales. On peut alors définir, pour une mesure quelconque dansR, ses
projections surRu et surRs .

Dans la démonstration du théorème on utilisera le fait que tout état d’équilibµ
d’un potentiel Hölder continu a lapropriété de produit local: pour toutx ∈ λ on peut
trouverR tel queµ ! µu × µs , où µu et µs sont les projections deµ | R surRu et
Rs, respectivement. C’est à dire,µ(A × B) > 0 pour toutA ⊂ Ru et B ⊂ Rs tels que
µu(A) > 0 etµs(B) > 0. Voir [2,12,19].

Les mêmes arguments qu’on a utilisés pour le Lemme 1.3 nous donnent

LEMME 2.10. – Avec les notations ci-dessus, pour tout ensembleE ⊂R deµ-mesure
totale dansR il existex ∈ E tel queEx =⋃{Wu

loc(y): y ∈Ws
loc(x)∩E} a aussiµ-mesure

totale dansR.

À présent nous démontrons le Théorème 9 :

Démonstration. –D’après le Théorème 8, apliqué àf et àf −1, il existe un ensembl
E ⊂ deµ-mesure totale tel que

1. my = hs(x, y)∗mx etmz = hu(x, z)∗mx pour toutx, y, z ∈E tels quey ∈Ws(x)

et z ∈Wu(x) ;
2. (Fx)∗mx =mf(x) pour toutx ∈E.

Pour un pointw quelconque dans considérons un voisinageR homéomorphe à u
produitRu × Rs comme dans la définition de la propriété de produit local. D’aprè
Lemme 1.3, on peut trouverx ∈ E ∩ R tel queEx = ⋃{Wu

loc(y): y ∈ Ws
loc(x) ∩ E} a

µ-mesure totale dansR. Au-dessus deEx les mesures conditionelles sont préservées



612 C. BONATTI ET AL. / Ann. I. H. Poincaré – AN 20 (2003) 579–624

t

ent
e
artout.

és 1
r

ctes

tient le

nse
s
s-

xiste

ec

e

mêmes
ontrer

ocycles.
arient
que le

et 2.7.
e

ie de
ψ(x, z)= hu(y, z) ◦ hs(x, y). On peut alors prolonger(mz)z∈Ex de façon continue à tou
le voisinageR, par l’expressionm̄z,R =ψ(x, z)∗mx .

De cette façon, nous pouvons construire un recouvrement de par des ouvertsR
et des applications continuesz �→ m̄z,R définies sur chacun des ouverts, qui coïncid
avec la désintégrationmx sur un sous-ensemble deµ-mesure totale. Ceci implique qu
surR1∩R2 ces applications continues coïncident sur un ensemble dense, et donc p
On noteram̄z = m̄z,R pour toutz ∈ et n’importe quelR contenantz. La famille (m̄z)z
est donc une désintégration continue pour la mesurem.

Commehs(x, y), hu(x, z) et Fx dépendent continûment des points, les propriét
et 2 ci-dessus se prolongent à tous les points de , ce qui démontre l’invariance pa
holonomie et par itération. ✷

On munit l’ensemble des cocycles projectifs de classeC1 au-dessus def :M →M de
la topologieC0. Fixons un atlas deM par des cartes locales avec domaines compa
et au-dessus desquelles le fibréE est trivial. Pour toute constanteC > 0, on dira quela
normeC1 deF est bornée parC si dans chaque carte la dérivée de l’applicationx �→ Fx
est bornée parC en norme.

Dans ce qui reste de cette section nous démontrons le résultat suivant, qui con
Théorème 2 :

THÉORÈME 10. – Pour chaqueC > 0 fixé, il existe un sous-ensemble ouvert de
par rapport à la topologieC0, de l’espace des cocycles de classeC1 dominés au-dessu
de f : →  dont la normeC1 est bornée parC, tel que tout cocycle dans ce sou
ensemble a des exposants de Lyapunov non-nuls pour tout état d’équilibreµ def d’un
potentiel hölderien.

Démonstration. –Commençons par remarquer que la conclusion est vraie s’il e
un point fixe (ou périodique)p ∈ et un point homoclineq ∈ dep tels que

1. toutes les valeurs propres deFp est hyperbolique sont de multiplicité 1 et av
modules différents ;

2. l’ensemble des directions propres{ξ1, . . . , ξk} deFp est disjoint de l’ensembl
{hu(p, q)hs(p, q)ξi: 1� i � k} de leurs images.

Ceci est un conséquence directe du Théorème 9, en utilisant exactement les
arguments que pour la démonstration du Théorème 7. Ils nous suffit donc de dém
que la condition ci-dessus est satisfaite par un sous-ensemble ouvert dense de c

Pour l’ouverture il suffit de remarquer que les holonomies stable et instable v
continûment avec le cocycle dans la topologie considèrée. En effet, d’autant
cocycle reste Lipschitz avec constante de Lipschitz bornée, le cocycle relevéF̃ au-dessus
du sous-shift est aussi uniformément Lipschitz. On conclut par les Lemmes 1.14

Finalement, pour avoir la densité il suffit de perturberF , d’abord dans un voisinag
du pointp, pour avoir la condition 1 surFp, puis dans un voisinage du pointq qui évite
tous les autres itérés deq, pour avoir la condition sur les holonomies.✷

Remarque2.11. –
(a) La densité dans le Théorème 10 est valable dans toute topologieCr , 1� r � ∞.
(b) Ces arguments se généralisent de façon immédiate au cas des cocycles(C, ν)-

Hölder, avec constantes de Hölder fixés. Dans ce contexte la théor



C. BONATTI ET AL. / Ann. I. H. Poincaré – AN 20 (2003) 579–624 613

rmet

cycles

rme la
ondent
, pour un

esgue

fit de

alable
stration
e plus,

ueront
de type
riété
à une

ux
utes
el fibré

nte à

de
l’hyperbolicité normale ne s’applique plus, mais le Lemme 2.7 nous pe
quand même de construire les holonomies stable et instable-forte.

(c) Théorème 10 reste valable si on permet de plus que la dynamiquef de la base
varie dans la topologieC1.

Remarque2.12. – Théorème 10 reste valable aussi dans le cadre des co
dominées réels, c’est à dire que l’action dans les fibres vit dansPSL(k,R). La
démonstration est analogue a celle du Corollaire 1.19.

Les mêmes arguments que dans la Section 1.6 montrent que, comme l’affi
Proposition 0.1, les cocycles dont les exposants de Lyapunov sont nuls corresp
à un sous-ensemble de mesure de Lebesgue zéro dans l’espace des paramètres
ouvert dense de familles paramétrées dans l’espace des cocycles dominés :

PROPOSITION 2.13. – Il existe un ouvert dense de familles àl ∈ N paramètres
t �→ Ft de cocycles projectifs de classeCr , r � 1 dominés au dessus def : →  ,
pour lesquelles l’ensemble dest tels que les exposants de Lyapunov deFt sont nuls pour
un état d’équilibre d’un potentiel hölderien est discret, donc de mesure de Leb
nulle.

Démonstration. –La démonstration est analogue à celle du Corollaire 1.22. Il suf
remarquer que, comme les normesCr sont plus fines que les normesν-Hölder (voir la
Remarque 1.24) l’énoncé de différentiabilité donné par le Lemme 1.21 reste v
dans le cadre présent. En conséquence, les conditions 1 et 2 dans la démon
du Théorème 10 correspondent à un sous-ensemble de codimension positive. D
comme dans la Remarque 1.23, si l’on fait varier le point périodiquep on obtient un
sous-ensemble de codimension arbitrairement grande.✷

3. Cocycles projectifs tangents à un feuilletage, au dessus d’un flot d’Anosov

Dans cette section nous allons donner un cadre géométrique naturel où s’appliq
les résultats sur les cocycles localement constants au-dessus d’un sous-shift
fini : il s’agit des cocycles obtenus en relevant un flot d’Anosov transitif d’une va
compacteM sur les feuilles d’un feuilletage transversalement projectif, transverse
fibrationπ :E →M de fibreCP

k−1.

3.1. Cocycles projectifs au dessus d’un flot

Soit V une variété et soitπ :E → V un fibré projectif admettant un feuilletageF
surE dont la dimension est égale à celle deV , et dont les feuilles sont transverses a
fibres. On suppose de plus queF est transversalement projectif c’est à dire que to
les holonomies d’une fibre sur une autre sont des tranformations projectives. Un t
s’appelle un fibré projectif plat.

Rappelons que la donnée d’un fibré plat et d’un tel feuilletage est équivale
la donnée d’un homomorphisme contravariantρ :π1(V ) → PSL(k,C) (c’est à dire
que ρ(γ1γ2) = ρ(γ2) · ρ(γ1)) : en effet, ρ est la représentation d’holonomie
F ; réciproquement étant donnéeρ on construit(E,F) comme la suspension deρ
(voir [16]) ; le fibré et le feuilletage sont alorsC∞.
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Maintenant, à tout flotX surV on peut associer son relevéY sur le feuilletageF :
c’est l’unique flot dans les feuilles deF , dont les trajectoires se projettent sur celles
X, en préservant le temps.

En résumé, à tout flotX deV et à toute représentationρ :π1(V )→ PSL(k,C) nous
avons associé un cocycle projectifY au dessus deX. Nous rappelons à présent l’énon
du Théorème 3, dont la démonstration est l’objet de cette section :

THÉORÈME 11. –SoitV une variété compacte, munie d’un flot d’Anosov transitiX
et soitπ :E → V un fibré projectif plat de fibreCP

k−1. SoitF un feuilletage transvers
aux fibres et transversalement projectif. NotonsY le relevé deX sur les feuilles deF .
Alors l’une des deux propriétés suivantes est vérifiée:

• Le feuilletageF admet une mesure transverse invariante par holonomie.
• Pour tout état d’équilibreµ de X associé à un potentiel höldérien, le cocy

projectif induit parY au dessus deX possède un exposant de Lyapunov non-nu

3.2. Dynamique symbolique et états d’équilibre d’un flot d’Anosov

Cette section rappelle le formalisme symbolique introduit dans [6,8] pour les
vérifiant l’Axiome A.

Soitσ :-T →-T un sous-shift de type fini associé à une matriceT à coefficients dan
{0,1}. Soit ψ :-T → ]0,+∞[ une fonction continue. On noteG = {Gt : (T,ψ) →
 (T,ψ)}t∈R, le flot obtenu comme suspension deσ avec temps de retour égal àψ .

SoitX un flot d’Anosov transitif d’une variété compacteV . Il existe une matriceT
et une fonction Hölder continueψ :-T → ]0,+∞[ et une surjection Hölder continu
P : (T,ψ)→ V telle que:

• P réalise une semi-conjugaison entre le flotG et le flotX.
• Chaque cubeCi = P({(x, t), x ∈ [0; i], t ∈ [0,ψ(x)]}) est l’adhérence de so

intérieur.
• P est injective au dessus d’un sous-ensemble résiduel invariant deV qui, de plus,

a mesure totale pour toute probabilité invariante ergodique qui charge les ouv
On appellepartition de Markovune telle application, etrectangletoute imageRi =
P([0; i] × {0}).

Étant donnée une partition de MarkovP : (T,ψ) → V , on peut en construir
d’autres par les procédures de raffinement suivantes : soits ∈ N

• raffinement de l’alphabet: on prend comme nouveaux symboles lesξ = (i1, . . . , is)
tels queTij ,ij+1 = 1. La nouvelle matrice d’incidence est définie parT̃ξ,η = 1 si et
seulement siξ et η s’écriventξ = (i1, . . . , is) et η = (i2, . . . , is+1). L’application
ξ = (i1, . . . , is)→ i1 induit une conjugaison entre les sous-shifts associés àT et T̃ ,
et l’on définitψ̃ comme la composée deψ par l’homéomorphisme de conjugaiso

• dédoublement de rectangles: les nouveaux symboles sont lesξ = (i, t) avec
t ∈ {0, . . . , s − 1} et la matriceT̃ est définie parT̃ξ,η = 1 si et seulement siξ et
η s’écriventξ = (i, t) etη= (j, r) avec

(
i = j et r = t + 1

)
ou

(
t = s − 1, r = 0, etTi,j = 1

)
.
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LEMME 3.1. – Pour tout recouvrement finiUl de V par des ouverts, il exist
un sous-shift de type finiσ :-T → -T , une fonctionψ et une partition de Markov
P : (T,ψ)→ V deX tels que:

1. Pour tout cubeCj il existeI (j) tel queCj ⊂UI(j).
2. Pour tout j , il existeL(j) tel que, pour toutk vérifiant Tj,k = 1, on a I (k) =
L(j).

Démonstration. –Pour construire une partition de Markov vérifiant la condition
on choisit une partition de Markov quelconqueP0 et on choisit un raffinemen
P1 : (T1,ψ1)→ V de cette partition de façon que le diamètre de chaque cube so
petit que le nombre de Lebesgue du recouvrementUl. Chaque cubeCj est donc inclus
dans un ouvertUI1(j).

Soient [0; i] les cylindres élémentaires deP1. Notons P2 : (T2,ψ2) → V le
raffinement deP1 consistant à prendre comme cylindres élémentaires les cylin
[0; i, j ] de P1. Pour chaque nouveau symboleξ = (i, j) on note I (ξ) = I1(i) et
L(ξ) = I1(j). Par définitionTξ,η = 1 si et seulement siξ et η s’écrivent de la forme
ξ = (i, j) etη= (j, k) ce qui impliqueI (η)= L(ξ). ✷

Soitφ :V → R une fonction Hölder continue. Rappelons que la construction de
d’équilibre du potentielφ pour le flotX est faite dans [8] de la façon suivante :

SoitP : (T,ψ)→ V une partition de Markov. La fonctioñφ :-T → R définie par

φ̃(x)=
ψ(x)∫
0

φ ◦ P(x, t) dt

est encore Hölder continue. Il existe donc un unique état d’équilibreµσ du potentiel
φ̃ pour le sous-shiftσ :-T → -T . Alors µG = (1/ ∫ ψ dµσ )(µσ × dt) est une mesur
de probabilité invariante pour le flotG sur (T,ψ). L’état d’équilibre surV est défini
commeµX = P∗(µG).

On conclut ce paragraphe en remarquant que tout cocycle projectifY au dessus d
flot d’AnosovX induit un cocycle projectif̃Y au dessus du flotG : le fibré Ẽ est le pull-
back parP du fibré projectifE et Ỹs : Ẽ(x,t) → ẼGs(x,t) est (via l’identification canonique
l’applicationYs :EP(x,t) → EXs(P (x,t)), pour touts ∈ R.

On noteEσ la restriction deẼ au dessus de-T "-T × {0}, etY σ le cocycle obtenu
comme application de premier retour deỸ surEσ . En d’autres termesY σx :Eσx → Êσσ(x)
coïncide avec la restriction dẽYψ(x) à Ẽ(x,0).

Remarque3.2. – Pour tout cocycle projectif(E, Y ) surV à valeurs dansSL(k,C), et
tout état d’équilibreµX, l’existence d’exposants non-nuls est équivalente pour(Y,µX),
pour(Ỹ ,µG) et pour(Y σ ,µσ ) ; de plus les multiplicités des exposants sont les mêm

3.3. Preuve du Théorème 11

Soit V une variété différentiable compacte munie d’un flot d’Anosov transitifX.
Soit π :E → V un fibré projectif muni d’un feuilletageF transverse aux fibres
transversalement projectif. SoitY le cocycle projectif au dessus deX obtenu en relevan
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X sur les feuilles deF . SoitµX un état d’équilibre d’un potentiel hölderien pour le fl
X. On suppose que les exposants de Lyapunov du cocycleY pourµX sont nuls et on
montrera que les holonomies du feuilletageF laissent invariante une famille continu
de probabilités dans les fibres.

On choisit un système de cartesUl ⊂ V couvrantV de façon que lesπ−1(Ul) soient
des cartes trivialisant le feuilletageF : il existe un difféomorphismeψl :π−1(Ul) →
Ul × CP

k−1 se projetant parπ sur l’identité deUl et qui est projectif dans les fibre
tel queψl(F) est le feuilletage horizontal. Quitte à raffiner ce recouvrement, on
supposer que pour tout couplel1, l2 l’intersectionUl1 ∩ Ul2 soit connexe. Alors, pou
tout l1, l2 tels queUl1 ∩ Ul2 soit non-vide, il existe une matriceAl1,l2 ∈ PSL(k,C) telle
que le changement de carteψl2 ◦ψ−1

l1
:Ul1 ∩Ul2 ×CP

k−1 →Ul1 ∩Ul2 ×CP
k−1 soit défini

par(x, z) �→ (x,Al1,l2(z)).
NotonsP : (T,ψ)→ V une partition de Markov associée par le Lemme 3.1

recouvrement. Remarquons que pour tout cylindre[0; i], l’intersectionUI(i) ∩UL(i) est
non-vide, carUL(i) contient l’extrémité d’un segment d’orbite inclus dansUI(i).

LEMME 3.3. –Avec les notations ci-dessus, le cocycleY σ , exprimé dans les carte
trivialisantes, est constant sur chaque cylindre[0; i] de-T .

Démonstration. –Voyons queAI(i),L(i) est la valeur du cocycle au-dessus de[0; i]. En
effet, soitx ∈ [0; i]. Le pointP(x) appartient donc àUI(i) et cet ouvert contient tout l
segment d’orbite deP(x) pour les tempst ∈ [0,ψ(x)]. Dans la carteψI(i) le feuilletage
est horizontal et l’expression du cocycle est donnée par l’identité sur les fibres
dessus du pointYψ(x)(P (x)), la carte trivialisante de référence estψL(i). L’expression du
cocycle dans les deux cartes de référence est doncAI(i),L(i). ✷

Notonsµσ l’état d’équilibre deσ correspondant àµX. Comme, par hypothèse, to
exposant de Lyapunov du cocycleY par rapport àµX est nul, il en est de même pour
cocycleY σ par rapport àµσ , d’après la Remarque 3.2. Comme on vient de le mon
Y σ , exprimé dans les cartes trivialisantes(Ul,ψl), est localement constant, engen
par lesAi = AI(i),L(i). D’après les Corollaires 1.7 et 1.8, il existe alors des probab
{θ1, . . . , θn} sur CP

k−1 telles que(Ai)∗(θi) = θj pour touti, j tels queTi,j = 1. On en
déduit qu’il existe une famille{θξ }ξ∈ (T ,ψ) de probabilités sur les fibres dẽE , invariante
par l’action deỸ et coïncidant avecθi sur[0; i] × {0} (dans les cartes(UI(i),ψI(i))).

Dans le prochain énoncé on noteWcs(x) la variété centre-stable dex, c’est à dire,
l’ensemble des points dont les orbites positives sont asymptotiques à l’orbite p
dex. D’autre part, on noteWs(x) la variété stable dex, définie comme l’ensemble de
points let-ème iteré est asymptotique aut-ème iteré dex quandt → +∞. Rappelons
que ces ensembles sont des sous-variétés immergées, aussi differentiables queX,
et queWcs(x) est l’union des variétés stables des points de l’orbite dex. De plus, tout
chemin dansWcs(x) joignantx à un pointy est homotope, dansWcs(x) et à extrémités
fixées, au produit d’un chemin sur l’orbite dex et un chemin sur la variété stable dey.

La famille des variétés centre-stables, respectivement stables, forme le feui
centre-stableF cs , respectivement, stableF s , du flotX. On définit de même les variété
et les feuilletages centre-instables ou instables.
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LEMME 3.4. – Il existe un ensembleE ⊂ V invariant par le flotX et deµX-mesure
totale, et il existe une famille(θx)x∈E de probabilités dans les fibresEx , telle que

• la famille est invariante par l’action du flotY dans les fibres;
• pour tout x, y ∈ E tels quey ∈ Wcs(x) (respectivementy ∈ Wcu(x)), et pour

tout cheminγ joignant x et y dansWcs(x) (respectivement dansWcu(x)) on a
(Hγ )∗(θx)= θy , oùHγ est l’holonomie du feuilletageF au-dessus deγ .

Démonstration. –NotonsW ⊂ V le lieu d’injectivité de la partition de MarkovP .
Rappelons qu’il est invariant parX et deµX-mesure totale. On peut alors définir u
famille de probabilités{θx}x∈W sur les fibresEx invariante par l’action du flot deY : il
suffit de prendreθx = θξ où ξ = P−1(x) (modulo l’identification canonique des fibr
Ex et Ẽξ ).

De plus par construction, six, y ∈W sont dans un même cubeCi , pour tout cheminγ
joignantx ày dans l’ouvertUI(i) l’image deθx par l’holonomieHγ du feuilletageF au
dessus deγ estθy . En effet, ceci revient à dire que la famille(θz)z est constante surCi
dans la carte(UI(i),ψI(i)). Sur le rectangleRi c’est une conséquence de la construc
dans le paragraphe précédent : dans la carte trivialisanet la probabilité est donnéeθi .
Cela se prolonge àCi par invariance par le flotY .

Nous définissonsE comme l’ensemble des points deW dont les orbites positive
et négatives sont denses dans . Clairement, il s’agit d’un ensemble invariant parX
et, commeµX est ergodique et charge les ouverts,E a µ-mesure totale. Il nous res
à montrer que la famille(θx)x∈E est invariante par holonomie au-dessus des che
inclus dans des variétés centre-stables (ou centre-instables). La preuve est ana
celle du Théorème 8.

Soit x, y ∈ E tels quey ∈Wcs(x), et soitγ ⊂Wcs(x). Si γ est inclus dans l’orbite
de x, l’invariance par holonomie le long deγ découle de l’invariance par le flotY .
L’holonomie ne dépendant que de la classe d’homotopie du chemin, d’après la rem
précédant le lemme on peut maintenant supposer queγ est inclus dans la variété stab
dex. Comme la famile(θz)z est invariante par le flot, on a le droit de remplacerγ , x,
y par des itérés quelconques. Comme l’orbite positive dex est dense dans , et que la
longueur des itérés deγ tend vers zéro, on peut trouver des itérés inclus dans l’inté
d’un même cubeCi . On conclut alors par l’invariance par holonomie au dessus de ch
cubeCi : voir le deuxième paragraphe de cette preuve.✷

Dans la suite on utilisera le fait que tout état d’équilibreµX d’un flot d’Anosov a la
propriété de produit local: pour toute sectionS transverse au flot, la mesureµS induite
parµX dansS a la propriété de produit local pour les feuilletagesF sS etFuS induits sur
S par intersection des feuilletages centre-stable et centre-instable du flot. Voir [2,1

Le prochain corollaire conclut la démonstration du Théorème 11 :

COROLLAIRE 3.5. – Il existe une famille continue de probabilités(θ̄x)x∈V sur les
fibresEx , définie sur toute la variétéV , et coïncidant avec la famille(θx)x∈E sur un sous-
ensemble deµX-mesure totale. De plus, la famille(θ̄x)x∈V est invariante par l’action du
flot Y et de l’holonomie du feuilletageF .

Démonstration. –Pour tout pointz ∈ V on fixe une petite section transverseS du flot
X au pointz. CommeE est un ensembleX-invariant deµx -mesure totale, il intersect
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S dans un ensemble deµS -mesure totale. Comme dans la preuve du Théorème
peut alors trouver une famille continue(θ̄x)x∈S définie sur toute la section transver
S et coïncidant avec la famille(θx)x∈E∩S sur un sous-ensemble deµS -mesure totale
Ce prolongement est unique ce qui permet de montrer qu’il est invariant pour
holonomie des feuilletagesF sS et FuS . On prolonge alors(θ̄x)x∈S à un voisinage du
point z, par invariance sous l’action du flotX. Ceci définit un prolongement contin
qui coïncide avec la famille(θx)x∈E sur un sous-ensemble deµX-mesure totale de c
voisinage. Ce prolongement est donc unique. On en déduit l’existence d’une f
continue(θ̄x)x∈V définie sur toute la variétéV , et coïncidant avec(θx)x∈E sur un sous
ensemble deµX-mesure totale.

D’après le Lemme 3.4, la famille(θx)x∈E est invariante par l’action du flot et par l
holonomies deF au-dessus des feuilles centre-stables et centre-instables. On en
par continuité, que ces propriétés restent vraies pour(θ̄x)x∈V : elle est invariante pa
toutes les holonomies du feuilletageF au-dessus des chemins inclus dans des var
centre-stables ou centre-instables. Tout chemin étant homotope au produit de c
inclus, respectivement, dans des feuilles des feuilletagesF cs et F cu, ceci montre que
(θ̄x)x∈V est invariante par toute holonomie deF . ✷
3.4. Mesures SRB pour le flot relevé

Le but de ce paragraphe est de montrer la Proposition 0.2.
Notonsµ la mesure SRB du flot d’AnosovX. On suppose que le plus grand expos

de Lyapunov pour la mesureµ du cocycle défini par le flotY est de multiplicité 1
Soit x un point générique pourµ. On noteσ (x) le point de l’espace projectifEx qui
représente la droite qui est l’espace de Lyapunov correspondant au plus grand e
deµ, et-x ⊂ Ex l’hyperplan projectif correspondant aux autres exposants de Lyap
Remarquons queσ :M → E est une section mesurable invariante par l’action des
X etY . De plus, on vérifie facilement que, pour tout pointξ ∈ Ex \-x la distance

d
(
Yt(ξ), σ

(
Xt(x)

))→ 0 (17)

quandt tend vers+∞.
Notonsν = σ∗(µ) ; c’est une mesure de probabilité invariante ergodique pourY . La

Proposition 0.2 est une conséquence immédiate de

PROPOSITION 3.6. –Avec les notations ci-dessus,ν est une mesure SRB pour le fl
Y et son bassin d’attraction est de mesure de Lebesgue totale dansE .

Démonstration. –Il nous suffit de montrer qu’il existe un sous-ensembleB ⊂ E , de
mesure de Lebesgue totale, tel que

lim
T→∞

1

T

T∫
0

ϕ
(
Yt(ξ)

)
dt =

∫
ϕ dν (18)

pour ξ ∈ B et pour un ensemble dénombrable dense de fonctions continuesϕ. Nous
fixons un tel ensemble{ϕl :E → R}.
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Comme les fonctionsϕl ◦ σ sont bornées, donc intégrables, le théorème ergodiqu
Birkhoff assure que, pour toutl ∈ N, il existe un sous-ensembleDl ⊂M deµ-mesure
totale tel que

lim
T→+∞

1

T

T∫
0

(ϕl ◦ σ )(Xt(x))dt =
∫
(ϕl ◦ σ ) dµ

pour toutx ∈Dl . SoitD = ⋂
l Dl etA l’union desEx \-x pourx ∈D. Le choix deD

et la propriété (17) impliquent queA est contenu dans le bassin d’attraction deν : pour
tout l et toutξ ∈A on a

lim
T→+∞

1

T

T∫
0

ϕl
(
Yt(ξ)

)
dt = lim

T→+∞
1

T

T∫
0

ϕl
(
σ
(
Xt
(
π(ξ)

)))
dt =

∫
(ϕl ◦ σ ) dµ=

∫
ϕl dν.

Maintenant, pour chaque pointξ ∈ A, considérons le relèvementW(ξ) de la variété
stable du pointx = π(ξ) à la feuille du feuilletageF qui passe parξ . NotonsB l’union
desW(ξ) sur tous les pointsξ ∈ A. Il est clair queB est encore inclus dans le bas
d’attraction deν : les orbites positives de tous les points dans un mêmeW(ξ) sont
asymptotiques, elles ont donc les mêmes moyennes de Birkhoff pour toute fo
continue.

Remarquons que la projection deB contient l’unionC des variétés stables des poi
deD. Nous utilisons la propriété suivante des mesures SRB des systèmes d’Anoso
[7]) : pour tout ensemble deµ-mesure totale, l’union des variétés stables de ses p
a mesure de Lebesgue totale dansM . Il s’en suit queC a mesure de Lebesgue tota
dansM . D’autre part, commeEx \ -x a mesure de Lebesgue totale dans la fibreEx et
que le feuilletageF est projectif, l’ensembleB contient un sous-ensemble de mesure
Lebesgue totale dans la fibre au-dessus de tout point deC. On en déduit queB a mesure
de Lebesgue totale dansE , ce qui conclut. ✷
4. Feuilletages définis comme suspension : généricité des exposants de Lyapun

non-nuls

4.1. Suspension d’une représentation

Nous rappelons ici brièvement la contruction des feuilletages définis pa
suspension (voir [16]) :

Soit V une variété compacte etP : Ṽ → V son revêtement universel. Noto
ρ0 :π1(V )→ Aut(P ) la représentation (covariante) canonique dans le groupe de
tomorphismes du revêtement. Soitρ :π1(V )→ PSL(k,C) une représentation contrav
riante. On considère le quotient dẽV × CP

k−1 sous l’action du groupe fondamen
π1(S) définie par(z,w) �→ (ρ0(γ ) · z, ρ(γ )−1 ·w). Le quotient deṼ × CP

k−1 par cette
action est un fibré projectifπρ :Vρ → V de fibreCP

k−1, la projection étant induite pa
la projection naturelle dẽV × CP

k−1 sur le premier facteur. Enfin le feuilletage ho
zontal deṼ × CP

k−1 dont les feuilles sont les̃V × {w} passe au quotient surVρ en un
feuilletageFρ transverse aux fibres et transversalement projectif, dont la représen
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d’holonomie (sur la fibre au dessus du point base deV ) est exactementρ. Remarquons
que chaque feuille deFρ est un revêtement deV et, par construction, admet̃V comme
revêtement universel.

On suppose à présentV muni d’une métrique riemannienne‖ · ‖ et on munit les
feuilles deFρ de la métrique qui fait de la projectionπρ une isométrie locale : e
particulier toute géodésique d’une feuille deFρ se projette parπρ sur une géodésiqu
deV .

NotonsT1(V ) et T1(Fρ) ⊂ T1(Vρ) le fibré unitaire tangent àV et le fibré unitaire
tangent du feuilletageFρ , respectivement. La différentielle de la projectionπρ induit
une projection naturelle(πρ)∗ :T1(Fρ) → T1(V ) de fibre CP

k−1. De plus les fibrés
unitaires tangents des feuilles deFρ sont les feuilles d’un feuilletagẽFρ sur T1(Fρ)
dont les feuilles sont transverses aux fibres de(πρ)∗. Pour chaque feuille deFρ , son
flot géodésique est un flot, sur la feuille correspondante deF̃ρ , qui se projette sur le flo
géodésique deV par(πρ)∗. On a donc montré :

Remarque4.1. – Le flot géodésique tangent aux feuilles deFρ est le relevéY = Xρ
sur les feuilles deF̃ρ du flot géodésiqueX deV . En particulier c’est un cocycle projec
au dessus deX.

On suppose à présent que le flot géodésiqueX de V est un flot d’Anosov transiti
surT1(V ) qui laisse alors invariante la mesure de Liouvilleµ, celle-ci ergodique (cett
mesure est de plus un état d’équilibre pourX). Pour cela il suffit que la métrique‖ · ‖
soit à courbure sectionnelle strictement négative [14,1].

Nous pouvons à présent conclure la démonstration du Théorème 4 qui est
particulier du résultat suivant :

THÉORÈME 12. – Avec les hypothèses surV ci-dessus, soitρ :π1(V )→ PSL(k,C)
un morphisme contravariant du groupe fondamental. Alors l’une des propr
suivantes est vérifiée:

• ou bien il existe une probabilitéθ sur CP
k−1 invariante par les transformation

ρ(γ ), pour toutγ ∈ π1(V ),
• ou bien le cocycle projectif défini parXρ au-dessus deX possède des exposants

Lyapunov non-nuls pour la mesure de Liouville.

Démonstration. –D’après le Théorème 11, si tous les exposants de Lyapunov
mesure de Liouville sont nuls pour le cocycleY alors il existe une mesure de probabil
invariante par le groupe d’holonomie du feuilletageF̃ρ . Ce groupe d’holonomie est
même que celui deFρ , ce qui conclut. ✷
4.2. Généricité de l’absence de mesures transverses invariantes

Le Théorème 11 dit que siV est une variété compacte portant un flot d’AnosovX et
si ρ :π1(V )→ PSL(k,C) est une représentation alors :

1. ou bien l’action naturelle deρ(π1(V )) surCP
k−1 laisse invariante une probab

lité,
2. ou bien tout état d’équilibre deX possède des exposants de Lyapunov non-

pour le cocycle projectif au dessus deX obtenu en relevantX sur les feuilles du
feuilletageFρ , suspension deρ.
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matrice.
Dans cette section nous cherchons à comprendre en quelle mesure la po
décrite dans l’item 1 est rare, est donc en quelle mesure l’existence d’exposa
Lyapunov non-nuls est générique. On est donc amené à perturber les représentρ
afin d’interdire l’existence de probabilité invariante. La principale difficulté du probl
est contenue dans les propriétés algébriques du groupeπ1(V ).

Nous présentons ici un exemple simple, où nous savons perturber la représenta
s’agit du cadre du Théorème 4, quand la base est une surface compacteS de genreg � 2
et que la fibre estCP

1. On veut montrer que l’on peut perturber toute représenta
ρ :π1(S)→ PSL(2,C) de façon que le feuilletageFρ suspension deρ n’admette pas d
mesure transverse invariante par holonomie.

On rappelle que la topologie naturelle sur l’espace des représentations con
dire que deux représentations sont proches si les matrices associées aux éléme
système fini de générateurs sont proches. Plus précisément, fixons(α1, β1, . . . , αg, βg)

une famille génératrice du groupe fondamentalπ1(S) de la surfaceS de genreg � 2,
telle queπ1(S) soit le quotient du groupe libre engendré par les(αi, βi) par l’unique
relation[α1, β1] · · · [αg,βg] = 1. Posons

Vg : = {
ρ = (A1,B1, . . . ,Ag,Bg) ∈ SL(2,C)2g | [A1,B1] . . . [Ag,Bg] = ±Id

}
. (19)

C’est une sous-variété algébrique complexe deSL(2,C)2g, qui paramétrise toutes le
représentationsρ :π1(S)→ PSL(k,C), et la topologie naturelle de cette variété coïnc
avec la topologie naturelle des représentationsρ.

Le but de cette partie est de montrer le Théorème 5 qui, avec les notations ci-d
s’exprime de la façon suivante :

THÉORÈME 13. –L’ensemble des représentationsρ ∈ Vg ne laissant invariante
aucune probabilité deCP

k−1 forme un ouvert dense dansVg, pourg � 2.

Démonstration. –L’ensembleR des représentations qui laissent invariante une
babilité deCP

k−1 est fermé dansVg (car l’ensemble des probabilités deCP
k−1 est com-

pact pour la topologie faible) ; nous avons donc juste besoin de montrer la den
l’ensemble des représentations ne laissant invariante aucune probabilité surCP

1.
Notons K ⊂ SL(2,C)2g l’ensemble des 2g-uples de matrices tels qu’il exis

deux droites (éventuellement confondues) dont l’union est invariante par chacu
matrices. Cet ensemble est fermé dansSL(2,C)2g, car l’ensemble des couples de droi
est compact.

Notons NonHyp la sous-variété analytique réelle deSL(2,C) formée des matrice
dont les valeurs propres sont de module 1. On vérifie queA /∈ NonHyp est équivalen
à ce que l’application induiteA :CP

1 → CP
1 ait deux points fixes hyperboliques, l’u

attracteur et l’autre répulseur.

LEMME 4.2. –R est inclus dansK∪ NonHyp2g.

Démonstration. –Si ρ ∈ R et ρ /∈ NonHyp2g, alors l’une des composantesAi ou
Bi de ρ est hyperbolique, et les seules probabilités deCP

1 invariantes parρ sont des
barycentres des mesures de Dirac correspondant aux directions propres de cette
Alors, ou bien l’une des directions propres est laissée invariante par chacun desAj,Bj ,
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ou bien l’union des directions propres est laissé invariant par lesAj,Bj : dans chacun
de ces casρ ∈K. ✷

Pour montrer queR est d’intérieur vide dansVg, il suffit donc de montrer queVg ∩K
etVg ∩ NonHyp2g sont d’intérieur vide dansVg (l’union de deux fermés d’intérieur vid
est d’intérieur vide).

SoitW une composante irréductible deVg. La variétéVg est définie par 3 équation
et donc chacune des composantes irréductiblesW deVg est de codimension (complex
au plus 3 dansSL(2,C)2g, donc de dimension supérieure à 6g − 3.

LEMME 4.3. – L’ensembleK est un sous-ensemble algébrique de dimension
rieure à4g + 1, etK ∩ Vg est de dimension inférieure à4g < 6g − 3. En conséquence
K∩ Vg est d’intérieur vide dansVg.

Démonstration. –Remarquons d’abord queK est la projection surPSL(2,C)2g du
sous-ensemble deCP

1 × CP
1 × PSL(2,C)2g défini par le fait que les matrices doive

préserver l’union des deux droites. C’est donc une projection propre d’un ens
algébrique, donc un ensemble algébrique.

On écritK=K1 ∩K2 oùK1 est l’ensemble des 2g-uples de matrices préservant u
droite, et oùK2 est l’ensemble des 2g-uples de matrices préservant l’union de de
droites distinctes.

Pour tout coupleD1,D2 de droites deC2 distinctes, notonsK(D1,D2) l’ensemble
des matrices préservant l’union de ces droites : on vérifie simplement que
un sous-ensemble algébrique deSL(2,C) de dimension 1. Remarquons queK2 =⋃
(D1 �=D2)

(K(D1,D2)
2g). Son adhérence est donc un ensemble algébrique deSL(2,C)2g

de dimension 2g+2 qui contient l’ensemble des représentationsρ possédant une matric
hyperbolique et préservant une mesure non-réduite à une mesure de Dirac. Sa dim
est 2g + 2< 6g − 3� dimW .

Pour toute droiteD, notonsKD l’ensemble des matrices deSL(2,C) laissantD
invariante. C’est un espace de dimension 2. On en déduit que l’ensembleK1 des
représentationsρ qui préservent une même droite est inclus dans un sous-espaceKg ⊂
SL(2,C)2g de dimension 4g+ 1 qui est l’union sur les droitesD deK2g

D .

LEMME 4.4. –Pour toute droiteD, Vg ∩K2g
D est d’intérieur vide dansK2g

D .

Démonstration. –Pour cela il suffit de remarquer que, pour tout coupleA= ( α δ

0 α−1 )

etB = ( β γ

0 β−1 ), on peut trouver un couplẽA= ( α̃ δ̃

0 α̃−1 ) et B̃ = ( β̃ γ̃

0 β̃−1 ), aussi proche

que l’on veut deA et deB, tel que[AB] �= [ÃB̃]. En effet ce commutateur est de la form
C = ( 1 ω

0 1 ) oùω est une fonction rationnelle non constante deα,β, δ, γ .
Ceci montre que l’on peut changer le commutateur[A1,B1] tout en gardant l’inva

riance de la droiteD. Ceci permet de briser la relation[A1,B1]−1 =∏g
2[Ai,Bi]. ✷

On en déduit queVg ∩ K1 est d’intérieur vide dansK1, donc est de dimensio
inférieure à 4g < 6g − 3, ce qui conclut la preuve du Lemme 4.3.✷

Considérons les projectionsπj : SL(k,C)2g → SL(2,C) qui associent à tout 2g-uples
de matrices sajème-composante.
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LEMME 4.5. –Pour toute composante irréductibleW deVg, et tout ouvertU deW
il existe une projectionπi(U) qui n’est pas incluse dansNonHyp.

Démonstration. –Soit p ∈ U un point générique. L’espace tangentTp(W) est de
même dimension queW , donc de codimension au plus 3. Comme 2gest plus grand
que 3, il existei telle queπi soit une submersion au pointp. On en déduit queπi(U)
n’est pas inclus dans NonHyp car celui-ci est d’intérieur vide dansSL(2,C). ✷

Nous avons montré queVg∩K etVg ∩ NonHyp2g sont d’intérieur vide, ce qui conclu
la preuve du Théorème 13.✷
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