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ABSTRACT. — We propose a geometric sufficient criterium “a la Furstenberg” for the existence
of non-zero Lyapunov exponents for certain linear cocycles over hyperbolic transformations
non-existence of probability measures on the fibers invariant under the cocycle and under th
holonomies of the stable and unstable foliations of the transformation. This criterium applies tc
locally constant and to dominated cocycles over hyperbolic sets endowed with an equilibriurr
state.

As a consequence, we get that non-zero exponents exist for an open dense subset of the
cocycles, which is also of full Lebesgue measure in parameter space for generic parametrize
families of cocycles.

This criterium extends to continuous time cocycles obtained by lifting a hyperbolic flow to
a projective fiber bundle, tangent to some foliation transverse to the fibers. Again, non-zerc
Lyapunov exponents are implied by non-existence of transverse measures invariant under tt
holonomy of the foliation.

We apply this last result to a natural geometric context: the geodesic flow tangent to the
leaves of a foliation obtained as the suspension of a representations) — PSL(2, C) of
the fundamental group of a hyperbolic compact surface. We prove the existence of non-zer
Lyapunov exponents for the corresponding cocycle,ddn a dense open subset of all the
representations. As a consequence we get that this foliated geodesic flow has a unique Sine
Ruelle—Bowen measure.
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RESUME. — Pour garantir I'existence d’exposants de Lyapunov non-nuls pour certains cocycles
linéaires au-dessus de dynamiques hyperboliques, nous proposons un critere géométrique
la Furstenberg” : la non-existence d’'une famille de probabilités dans les fibres, invariante
par I'action du cocycle et par les holonomies de feuilletages stable et instable. Ce critére
s’applique quand le cocycle est localement constant ou dominé, et quand la base est un ensem
hyperbolique muni d’un état d’équilibre.

En conséquence nous montrons I'existence d’exposants non-nuls pour un ouvertdense de I'e
semble de ces cocycles, qui a mesure de Lebesgue totale dans I'espace des parametres pour
famille générique de tels cocycles.

Ce critére s’adapte aux cocycles en temps continu obtenus en relevant un flot hyperbolique s
les feuilles d’un feuilletage transversalement projectif, transverse aux fibres d’un fibré projectif.
De nouveau, I'existence d’exposants non-nuls est impliquée par la non-existence d’'une mesu
transverse invariante par les holonomies du feuilletage.

Nous appliquons ce dernier résultat au contexte géométrique suivant : le flot géodésique tange
aux feuilles d’un feuilletage obtenu par suspension d’une représentatiofnis) — PSL(2, C)
du groupe fondamental d’une surface compacte hyperbolfjudous montrons I'existen-
ce d’exposants non-nuls pour le cocycle correspondant, pour un ouvert dense de toutes I
représentationg. En conséquence nous obtenons que le flot géodésique feuilleté posséde ur
unigue mesure de Sinai—Ruelle—Bowen.
© 2003 L'Association Publications de I'Institut Henri Poincaré. Published by Elsevier B.V. All rights reserved
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0. Introduction

Ce travail a deux motivations tres différentes, qui proviennent de deux paqpeisri
indépendants :

1. Feuilletages holomorphesd’'une part, on aimerait comprendre le comportement
statistique des feuilles des feuilletages holomorphes, en commencant par le
feuilletages les plus simples : les feuilletages définis comreadpensiom’'une
représentation d’holonomie a valeurs d&isk, C).

2. Dynamiques partiellement hyperboliquesautre part, I'une des difficultés pour
comprendre le comportement statistique d’'une dynamique partiellement hyper-
bolique est le contrdle des exposants de Lyapunov dans la direction centrale
Plus précisément on aimerait montrer que, génériquement, ces exposants so
non-nuls.

Le lien entre ces deux sujets provient de ce que, pour les feuilletages que nous avol
considérés, le flot géodésique tangent au feuilletage est hyperboligue le long des feuille
la direction transverse faisant office de “direction centrale”, et les exposants de Lyapuno
dans cette direction centrale permettront de caractériser le comportement asymptotiqt
des feuilles du feuilletage.
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Dans ces deux contextes, le comportement dans la direction centrale est donr
par un produit d’applications linéaires, ce produit n'étant pas aléatoire indépendan
puisque donné par une dynamique déterministe, mais gardant cependant un certain de
d’'indépendance, due au caractére chaotique de la dynamique de la base.

Pour les produits aléatoires et indépendants de matriceSLde C), un célébre
travail de Furstenberg (voir [10]) montre que, ou bien I'action de ces matrices sur
I'espace projectif laisse invariante une méme probabilité (ce qui est une condition tre:
forte), ou bien pour presque tout tirage la nhorme du produit croit exponentiellement :
en d'autres termes, presque tout tirage possede un exposant de Lyapunov non-nul. (
travail complétait de fagon tres satisfaisante le résultat fondamental d’Oseledets [20] gt
assurait que les exposants de Lyapunov étaient bien définis.

Depuis, de hombreux auteurs ont proposé des généralisations du travail de Furste
berg. Par exemple, Guivarc’h et Raugi [11] montrent que, génériquement, chaque expc
sant de Lyapunov est de multiplicité 1. Dans [23,18,17], Royer et Ledrappier affaiblis-
sent I'hypothése d'indépendance du tirage des matrices.

On pourrait espérer que ces résultats se généralisent au cas des cocycles a vale
dansSL(k, C) au-dessus d’une dynamique hyperbolique, c’est-a-dire que I'on multiplie
des matrices dont le tirage est donné par une dynamique hyperbolique. Cependant, |
théoréeme récent de Bochi [3] montre que I'existence d’exposants de Lyapunov nuls
est générique pour les cocycles continus a valeurs 8a(® C), non uniformément
hyperboliques, au-dessus d’'une dynamigfienunie d’'une mesure ergodique non-
atomigueu quelconque. En fait, il obtient ce résultat aussi dans le cadre, beaucour
plus délicat, du cocycle donné par la différentielle d’un difféomorphisme de doasse
préservant l'aire, sur une surface.

Ces théorémes de Bochi montrent que les résultats sur les produits aléatoires 1
peuvent pas s’adapter au cas de produits déterministes sans hypothéses supplémentai
Nos conditions portent, d’'une part sur la dynamique déterministe qui dirige le cocycle,
gue nous supposerons uniformément hyperbolique, et d’autre part sur la régularité d
cocycle : il pourra étre localement constant, ou bien Holder contirdoetiné Cette
derniere propriété veut dire que la dilatation et la contraction dans les fibres son
strictement moins fortes que celles de la dynamigue de la base.

Les versions complétes de nos résultats sur les cocycles apparaitront dans les sectic
qui suivent. Ici nous présentons leurs conséquences géométriques sur les deux sujets
nous avaient motivés.

0.1. Dynamiques partiellement hyperboliques

Pour des dynamiques partiellement hyperboliques dont l'action dans la direction
centrale définit un cocycle, nous montrons que les exposants de ce cocycle sol
génériquement non-nuls. Avant d’énoncer nos résultats de facon précise, rappelor
les notions dhyperbolicité uniforme et partielle, decocyclelinéaire et projectif, et
d’exposants de Lyapunov.

Soit f un difféomorphisme d’'une variét®. Etant donné un ensemble compaet
invariantk , on dit qu'une décompositiofiy M = E1@ E? de I'espace tangent au-dessus
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de K en deux sous-fibrés continus®f -invariants estominées’il existe N > 1 tel que

IDFY (x)va|l 1 IDFY (vl
loall -~ 2 ol

(1)

pour toutx € K et tous vecteurs non-nulg € E! etv, € E2.

On dit queK estuniformément hyperboligugil admet une décomposition dominée
de I'espace tangent telle qu&' soit uniformément dilatant eE? soit uniformément
contractant. C'est a dire que, quitte a augmenteon a

1 1
||Df—N(x>v1||<§||v1|| et ||DfN(x)v2||<§|Ivzll (2)

pour toutv; € EL, v, € E2etx e K.

Plus généralement, on dit qu€ est partiellement hyperboliques’il admet une
décomposition dominée de I'espace tangent telle Gtisoit uniformément dilatant, ou
que E? soit uniformément contractant. Dans le premier cas on Abte E““ et, d’aprés
la théorie de I'hyperbolicité normale (voir [9,13]), il existe alors un unique feuilletage
f-invariant 74* tangent a£"* en tout point dek, et appelé feuilletage instable-fort.
Dans le deuxieme cas on parle du feuilletage stable#Aétt

On dit quek estfortement partiellement hyperboliqél admet une décomposition
Df-invariante en trois sous-fibrés continlig = E“* @& E° @ E* telle que E** est
uniformément dilatantE** est uniformément contractant, et les deux décompositions

(Euu @ Ec) @ Ess et Euu @ (Ec @ Ess)

sont dominées. On appellef la direction centrale.

Un ensembléasique hyperboliqu&k est un ensemble uniformément hyperbolique
transitif (existence d’orbites denses) et qui est 'ensemble maximal invariant dans ur
voisinage. On munit la restriction déa K de la classe deftats d'équilibreassociés a
des potentiels Hélder continus (voir [7] pour une définition précise et les propriétés de:
états d’équilibre). Ce sont des mesures de probabkjflildvariantes et ergodiques, dont
le support coincide avek.

Etant donné un homéomorphisnfe M — M d’'un espace topologiqué, on appelle
cocycle(continyg linéaire (respectivemenprojectif) au-dessus d¢, la donnée de :

1. un fibré continu localement triviat :£ — M de fibre C* (respectivement
CPFY, k> 2;
2. un homéomorphismg& : £ — £ tel quer o F = f o et dont la restrictionF,
a toute fibreS, = 7 ~1(x), x € M est un isomorphisme linéaire (respectivement
projectif) suré ).
Les itérésF” d'un cocycle F : £ — £ au-dessus d’un homéomorphisnfesont des
cocycles au-dessus d¢g définis par

— -1 -1
Fi=Fpoag-Feo et B =Fpog o Frog,

pour chaque: € N.
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Si f laisse invariante une mesure de probabilitételle que les deux fonctions
x > log || F, || etx — log | F || sontu-intégrables, alors le Théoréme d’Oseledets [20]
affirme que, poum-presque tout poink dansM, il existe une décomposition de la
fibre&, = Er @ --- @ E!™) en des sous-espaces linéaires, et il existe des nombres réel;
A1(x), ..., Ao (x) tels que

1
nﬂry@;log”F;’vH =2;(x) (3)
pour tout vecteur non-nul € E/. On appelle les.;(x) lesexposants de Lyapunaiu
cocycle au pointc. De plus, si la mesurg est ergodique les exposants de Lyapunov,
et leur nombré, sont constants sur un ensemble genesure totale : on parle alors
d’exposants de Lyapunov du cocycle pour la megure

A priori la notion d’exposants de Lyapunov pour un cocycle linéaire dépend du choix
de métriques dans les fibres. Cependant)sist un espace compact et si I'on se
restreint a des choix continus de métriques on se convainc facilement que les exposar
de Lyapunov ne dépendent pas du choix de la métrique. On peut donc parler sar
ambiguité des exposants de Lyapunov d'un cocycle linéaire a un point ou pour une
mesure ergodique. On supposera désormaisfjest compacte. Remarquons que dans
ce cadre la condition d’intégrabilité dans le Théoréme d’Oseledets est automatiquemel
satisfaite (pour les cocycles continus).

Sin:& — M est un fibré projectif obtenu par projectivisation d’'un fibré linéaire
alors, par définition, les exposants de Lyapunov d'un cocycle projgctif — F sont
les exposants de Lyapunov d’'un cocycle linéaire a valeurs 8a¢s C) dont F soit
le projectivisé : comme la projection naturel® (k, C) — PSLk,C) a son noyau
engendré par 'homothétie de rappof™&, qui est une isométrie, la définition ne
dépend pas du choix du cocycle linéaire.

Un fibré projectifz : £ — M arbitraire n'est pas priori le projectivisé d'un fibré
linéaire : de nouveau, 'ambigité vit dans le groupe cyclique engendré par ’lhomothétie
de rapport &7/*_ \oici en quelques mots comment définir les exposants de Lyapunov
pour un cocycle projectif en général. On considére une partitiod qer un nombre
fini d’'ensemblesM; d’adhérence incluse dans des ouvdristrivialisant la fibration
£. Au-dessus de ces ensembles le fibré est trivial, donc est le projectivisé du fibre
linéaire trivial, que I'on munit de la norme standard. Dans ces cafftesn peut écrire
le cocycle projectif comme le projectivisé d’'un cocycle engendré par une application
A:M; — SlL(k,C). On vérifie sans peine que les exposants de Lyapunov ne dépenden
pas des choix des cartes trivialisantes ('important étant que les ensempksient
relativement compacts dans les ouverts trivialiséhs

THEOREME 1. — Soit f : M — M un difféomorphisme de clas€é et A un ensemble
basique hyperbolique dg. Soitr : £ — M un fibré projectif liss¢de classeC!) de fibre
CP1et F:£ — £ un cocycle projectif de classe! au-dessus dg .

On suppose quer '(A) est fortement partiellement hyperbolique de direction
centrale tangente aux fibréen parle decocycle domineau-dessus da). Alors:

1. ou bien le cocycle projectif posséde des exposants de Lyapunov non-nuls pour
tout état d’équilibrey associé a un potentiel Holder continu siir
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2. ou bien il existe une famille continugn,),., de probabilités dans les fibres
&, qui est invariante par l'action d&" et par les holonomies des feuilletages
instable et stable-forts.

La seconde possibilité dans la conclusion du Théoréme 1 est trés rigide et instable
Cela nous permet de montrer :

THEOREME 2. — Dans l'espace des applicationg vérifiant les hypothéses du
Théorémd, il existe un sous-ensemble ouvert dense pour la topol@gigour lesquels
le cocycle posséde des exposants de Lyapunov non-nuls pour tout état d’équidibre
potentiel hdlderien poutf, A).

Dans le Théoreme 2, la conclusion reste vraie dans I'espace des appliEatien
classeC’, avecr € [1, +oc], muni de la topologieC”. D’autre part on peut affaiblir
I'hypothése de régularité en supposant quest seulement Holder continue. Dans ce
cas on considére la topolog®& dans I'espace des applications Holder continues avec
les deux constantes d’Holder fixées (voir la Remarque 2.11).

La conclusion reste vraie aussi dans le cadre des coagsss c’est a dire, quand on
prend des fibrég de fibreRP*—2, et qu'on suppose que I'action dedans les fibres est
projective réel (voir le Corollaire 1.19 et la Remarque 2.12).

De plus, nous montrons que les cocycles dont les exposants de Lyapunov sont nul
pour au moins un état d’équilibre, sont non typiques aussi d’un point de vue probabiliste
ils correspondent a des ensembles de mesure de Lebesgue nulle dans I'espace «
parameétres, pour des familles paramétrées génériques (nombre fini de parametres) :

PropPosITION 0.1. — Il existe un ouvert dense de familles paramétrées F; de
cocycles projectifs dominés de clasSg r > 1, au dessus déf, A) pour lesquelles
'ensemble des paramétredels que les exposants de LyapunovRiesont nuls(pour
un état d’équilibre d’un potentiel hélderigrest discret et donc de mesure de Lebesgue
nulle.

0.2. Dynamiques tangentes a un feuilletage

Etant donnée une variété différentiaifemunie d’un flotX = {X,},cr, on appelle
cocycle projectifau-dessus d&, la donnée de :
1. un fibré projectifr : £ — V de fibreCP*1, k > 2;
2. unflotY ={Y,},cr suré tel que, pour tout € R, I'application ¥; est un cocycle
projectif au-dessus dg;.

Lesexposants de Lyapunaun pointx € V, ou d’'une mesure invariante ergodique
u, du flot X pour le cocycleY au-dessus d& sont définis de facon identique aux
exposants de Lyapunov d’'un cocycle projectif au-dessus d’'une transformatiale
plus ils sont obtenus en multipliant pl,alceux dex ou deu pour le cocycleY, au-dessus
de X, (ce produit ne dépendant pasidg 0).

THEOREME 3. —SoitV une variété compacte munie d'un flot d’Anosov tranaitiét
soit : £ — V un fibré projectif de fibreCP*—! admettant un feuilletagér transverse
aux fibres et transversalement projectif. Notdhse relevé deX sur les feuilles defF.
Alors I'une des deux propriétés suivantes est vérifiee
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e Le feuilletageF admet une mesure transverse invariante par holonomie.
e Pour tout état d’équilibrex de X associé a un potentiel héldérien, le cocycle
projectif induit parY au-dessus d& posséede un exposant de Lyapunov non-nul.

Dans I'’énoncé ci-dessus le flot depréserve les fibres et son action dans les fibres est
donnée par les holonomies dele long des orbites d&, donc elle est projective. C’est
pourquoi on peut parler du cocycle projectif induit paau-dessus d& .

Ici nous nous intéressons spécialement au cas des feuilletages obtenus comrn
suspensiord’une représentatiop : 71(S) — PSL(k,C) (morphisme contravariant) du
groupe fondamental d’'une surface de Riemann compacte. C'est un feuill&age
tranverse a une fibration,: M, — S de fibore CP*~! et dont I'nolonomie au-dessus
de chaque chemip est donné pap(y); voir [16] pour une définition précise et les
proprietés fondamentales de ces feuilletages. OnXipte flot geodésique tangent aux
feuilles du feuilletageF, : c’est le releve sur les feuilles d&, du flot geodésiqueX
des.

THEOREME 4. — Soit p:m1(S) — PSL(k,C) une représentation du groupe fonda-
mental d’'une surface de Riemann compattie genreg > 2. Alors I'une des propriétés
suivantes est vérifiée

e ou bien il existe une probabilité sur CP*~! invariante par toutes les transforma-

tions p(y), y € m1(S) : en d’autre termes, le feuilletagé, possede une mesure
transverse invariante par holonomie,

e 0u bien le cocycle projectif defini par le flot geodésique feuilletéau-dessus de

X posséde des exposants de Lyapunov non-nuls pour la mesure de Liouville.

Le fait que S soit une surface hyperbolique n’est pas essentiel : le Théoréme 4 reste
vrai pour toute variété, de dimension quelconque, dont le flot géodésique soit d’Anosov

Encore une fois, I'existence de probabilité invariante par toutes les transformations
o (y) est trés restrictive :

THEOREME 5. — Pour toute surface de Riemann compadiede genreg > 2,
'ensemble des représentatiops1(S) — PSLE, C) ne possédant aucune probabilité
de CP! invariante par I'action naturelle de I'image (71(S5)), est un ouvert dense dans
I'ensemble des représentations.

Rappelons maintenant la notion deesure de Sinai—Ruelle-BowéBRB d'une
transformation f : M — M dans une variété4 : c’est une mesure de probabilité
borélienneu qui est f-invariante et telle que

1 n—1 '
i _ J —
m 3ol @) = [ vdu (@)

pour tout fonction continuep : M — R et pour un ensemble de poinise M
(qu'on appelle lebassinde ©) avec mesure de Lebesgue positive daifis Sinar,
Ruelle et Bowen [25,24,8,7] ont montré que/siest un attracteur hyperbolique d'un
diffeomorphisme ou d’un flot de clasg® alors il existe une unique mesure SRB dont
le support est I'attracteur : c’est un état d’équilibre pour un choix particulier du potentiel.
Ceci s’applique, en particulier, aux difffomorphismes et aux flots d’Anosov.
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PrROPOSITION 0.2. — Sous les hypothéses du Théorénen supposant de plus que
le flot X est de class€?, notonsu la mesure SRB d¥.

Alors, si le plus grand exposant, powr, du cocycle projectif induit pal’ est de
multiplicité 1, il existe une unique mesure SRB padurelle se projette suj, et son
bassin a mesure de Lebesgue totale dans

Remarquons que, quakd= 2, I'hypothése de multiplicité 1 est toujours veérifiée si les
exposants sont non-nuls. Pour le flot géodésique ceci reste vrai guaid parce que
les exposants de Lyapunov du flot et de son inverse sont les mémes. Kg #olmet
alors une unique mesure SRB dont le bassin d'attraction est de mesure de Lebesg
totale dans le fibré unitaire tangent du feuilletee (Voir également [4], qui déemontre
la Proposition 0.2 dans le cadre des surfaces hyperboliques de volume fini, et caractéri
la validité du Théoréme d'Oseledets dans ce cadre non-compact.) On obtient donc :

CoRoLLAIRE 0.3.—-Soit S une surface compacte hyperbolique. Il existe un ouvert
dense dans I'ensemble des représentatjons; (S) — PSL(2, C) formé de représenta-
tions pour lesquelles le flot geodésique feuill&te (tangent au feuilles du feuilletage
suspensiorF,) possede une unique mesure SRB, dont le bassin a mesure de Lebesgt
totale.

Finalement, [5] montre que, pour les représentations,(S) — PSLE, C) dont le
cocycle induit a un plus grand exposant de multiplicité 1, il existe une unique mesure
de probabilitév sur la variétéM, qui décrit le comportement statistique de toutes les
feuilles deF, : la mesure de probabilité naturelle portée par de grands diga(esr,)
dans les feuilles d&F, converge (faiblement) vens quand le rayom, tend verst-oo,
indépendamment du centtg et de la feuille deF,, contenant le disqu® (x,,, r,,).

Cet article est organisé de la fagon suivante. Dans la Section 1 nous obtenons le
résultats techniques qui sont a la base de nos théorémes principaux. lls sont formule
pour des cocycles, ou bien localement constants ou bien dominés, au dessus d’un sol
shift de type fini.

Dans la Section 2 nous traduisons ces résultats dans le cadre des cocycles domir
au-dessus d'une dynamique hyperbolique, pour démontrer les Théorémes 1 et 2 et
Proposition 0.1.

Dans la Section 3 nous considérons les cocycles obtenus par relevement d'u
flot d’Anosov, tangent a un feuilletage. Nous réduisons ces systémes a des cocycle
localement constants et, en utilisant des résultats de la Section 1, nous en déduisons
Théoréme 3. De plus, nous obtenons la Proposition 0.2.

Dans la Section 4 nous rappelons la notion de suspension d’une représentation da
PSL(k, C) du groupe fondamental d’'une surface, et nous déduisons le Théoréme ¢
du Théoréme 3. Ensuite nous montrons que les exposants de Lyapunov non-nuls so
génériques parmi les représentations dd8k, C), comme I'affirme le Théoreme 5.

1. Cocycles au-dessus d’'un sous-shift de type fini

Dans cette section nous considérons des cocycles linéaires et prajedifs- £ au-
dessus d’'un sous-shift de type fifii. ©; — X7 bilatére an symboles associé a une
matriceT € M(n, R) a coefficients danf0, 1}.
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Dans ce cadre on peut toujours supposer que le fibi& — X est trivial, c'est a
dire que& = X7 x C* (respectivemenf = X; x CP¢~! dans le cas projectif). Alors
pour chaque cocyclé :£ — £ on peut trouver une applicatioa : Xy — SlL(k, C)
(respectivementt : X — PSL(k,C)) telle que le cocycle s’écrit sous la forme

Fx,u) = falx,u) = (f(x), Ax)u).

On appelle l'applicationf, : £ x CF — 2, x C* (respectivemenf, : £ x CPF! —
7 x CP*~1) le cocycle linéairg(respectivemenprojectif) engendré par.

Pour chaque: > 1, on noteraA” (x) = A(f"1(x)) - --- A(f(x)) - A(x) et A" (x) =
(A"(f o) ™

Ondira qu’une applicatiog : X — Y entre deux espaces métriquegtY est(C, v)-
Holder continue, pouC > 0 etv €10, 1], si d(f(x1), f(x2)) < Cd(x1, x2)” pour tout
X1, x2 dansX. On dira queg estv-Holder continue s'il existaC > O tel queg soit
(C, v)-Holder continue.

1.1. Sous-shifts de type fini et mesures ayant la propriété de produit local

Rappelons ques; est un compact dél, ..., n}%. On munit X, de la famille de
métriquesd, définies, pour chagug e (0, 1), par

d@ (xv y) = 9D(X,)r’)7 (5)

ou D(x, y) est le plus grand entier non-négatif tel que= y; pour tout|j| < D(x, y)
(sixg # yo on prendD (x, y) = 0). Ces distances sont toutes équivalentes entre elles, par
des homéomorphismes Holder continus. On peut donc parler de forctibRn — C
Holder continue, la définition ne dépendant pas du choik @leéme si les constantes de
Hoélder en dépendent). On dira qu’'une métriguguelconque est dans la classe Hdolder
des métriqued, si elle est équivalente & ces métriques par des homéomorphismes qu
sont Hoélder continus, ainsi que leurs inverses.

Pour toutx = (..., x_j,..., X0, X1,..., X, ...) € Xy on appellevariété stable locale
dex et on noteW;.(x) I'ensemble dey = (..., y_j,..., Y0, Y1, .--s Yk, ...) € X tels
que xx = y; pour toutk > 0. On définit de méme laariété instable localeW s (x)
comme I'ensemble destels quex; = y, pour toutk < 0.

On appellecylindre deX; tout sous-ensemble donné en prescrivant un nombre fini

de coordonnées. Pour toyt< 0 < k et toute famillea;, ..., a, € {1,...,n} on note
[j;aj,...,a]lecylindre donné pat; = a; pout touti € [, k]. Un sous-ensembl& de
[j:aj, ..., a] est appelé-saturé si pour tout € E 'ensemble desg tels quey; = x;

pour touti > j, estinclus dang. On définit de méme les sous-ensemhlesaturés de
jsaj, ..., al

DEFINITION 1.1.— Une mesure de probabilite sur £ a la propriété de produit
local si pour toutx € X il existe un cylindre[j;a;,...,a] contenantx tel que
w(ENF) >0, pour toute partie mesurablesaturéeE C [j; a;, ..., a;] et toute partie
mesurabla:-saturéeF C [j; aj, ..., a;] telles queuw(E) > O et u(F) > 0.
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La définition revient a dire que la mesure produft x u* est absolument continue
par rapport q dans le cylindre, ow* est la projection dew dans I'espace des variétés
unstables locales eit* est la projection de dans I'espace des variétés stables locales.

Cette propriété est vérifiée par tout état d’équilibre d’'un potentiel Holder continu pour
le sous-shift =, f), voir [2,12,19].

Quitte a raffiner 'alphabet des symbolgs . . ., n}, on peut toujours prendrg= 0=
k dans la définition ; dans la suite nous supposerons que c’est le cas.

Nous commencons par montrer que le support d’'une mesure avec la propriété d
produit local est toujours un sous-shift de type fini (contenu dagns

LEMME 1.2.— Soit © une mesure de probabilit¢-invariante dansx; ayant la
propriété de produit local, et soiV € M (n, R) la matrice définie par

Nij=1 siu([0ilnf1(0; D) >0 et N ;=0 siu([0;ilNf71(0; j]) =0.

Alors le support de: coincide avec le sous-shift de type fil)y C X7 associé av.

Démonstration. -H nous suffit de montrer quge([j; a;, ..., ax]) > O pour tout suite
N-admissibleq;, ..., a;, c’est a dire, telle quev,, .., =1 pour toutj <i < k. De
plus, commeu est invariante, on peut supposge 0. Nous raisonnons par induction
enk. Le cask =1 (ou k = 0), est une conséquence immediate de la définition de
N. Pour le cas général, supposons qug 1 et queu([0;aq,...,ar]) > 0. Alors
F¥(0; ap, ..., ar]) est un sous-ensemblesaturé du cylindrgQ; a;] avec u-mesure
positive. D’autre part{0; a;] N f~1([0; ax+1]) est un sous-ensembiesaturé dg0; ;]
aussi avegi-mesure positive. La propriété de produit local entraine quetaesure de
FR(0; ag, ..., ax]) N £F~1(0; ar,1]) est positive. CommgD; a, . . ., ax, ax,1] est la pre-
image parf* de ce dernier ensemble, on conclut que.smesure est positive, comme
on l'avait annoncé. 0O

Cela veut dire que, quitte a remplacBmar N, on peut supposer que le support de
w est tout le sous-shifE;. Remarquons que certains symbates {1, ..., n} peuvent
devenir superflus, parc€, ; = 0 pour touti ou N; , = 0 pour touti : dans ce cas, on les
enléve de 'alphabet, réduisant donc le nombies symboles.

Désormais,pour une mesure invariante avec la propriété de produit local, on
suppposera toujours qu’elle est de support total.

Voici encore une conséquence directe de la Définition 1.1 :

LEMME 1.3.— Soitu une mesure de probabilité dads avec la propriété de produit
local. Alors, pour tout ensemblE c [0; i] de u-mesure totale dans un cylind{e; i]
et pour presque tout point € E on a queE, = (J{Wi.(y): y € Wi .(x) N E} a aussi
u-mesure totale dan@; i].

Démonstration. -Soit u*, respectivementu®, la projection de(u | [0;i]) dans
l'espace des variétés stables locales, respectivement instables localeq0:dans
Remarquons que ces espaces peuvent étre identifiés a la variété instable, respectivem
stable, d'un point fixé quelconque. Supposons que I'enseBldes pointsy tels que
w' (Wi .(x) N E€) > 0 ait u-mesure positive. Comme il s’agit d’'un ensembisatureé, il
s’en suit queu”(B) > 0. Alors, intégrant sur I'espace des variétés instables locales, on
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obtient que

(W % 1) (E) > [ 0 (W) N E) da () = 0,
B

La propriété de produit local veut dire que le produit x u* est absolument continu
par rapport . Donc, on conclut que (E€) est positif, ce qui est en contradiction avec
I'hypothése. Ceci montre que’(Wi.(x) N E€) = 0 pourp-presque tout < [0; i]. Pour
un tel pointx 'ensemblex-saturéE, a u-mesure totale dans le cylindre

1.2. Un résultat de Ledrappier sur les cocycles linéaires

Ce paragraphe est une traduction, dans notre cadre, du résultat de [17, Theorem 1]
adapte le Théoreme de Furstenberg mentionné ci-dessus au cas des produits de matri
dont les tirages ne sont pas indépendants.

On appelleraocycle projectif mesur& donnée déXr, f, u, A, fa, m), oU

1. f:37 — X7 est le sous-shift bilatére de type finihasymboles associé a une
matriceT € M(n, R) a coefficients danf), 1} ;

2. 1 est une mesure de probabilité borélienfvnvariante ergodique ;

3. A: Xy — Sl(k, C) est une application continue;

4. f4:3p x CPF1 — = x CP*! est le cocycle projectif engendré parau-
dessus def, et : £ x CP1 — %, la projection canonique ;

5. m est une mesure de probabilité borelienfieinvariante surs; x CPF* telle
quern,(m) = .

On définit de méme la notion dmcycle linéaire mesuré

Remarquel.4. — Sif,: X7 x CP*1 — ¥, x CP*~* est continue, pour toute mesure
de probabilitéf-invarianten il existe des mesureg, -invariantesn se projettant sug :
il suffit de prendre pout: un point d’accumulation quelconque, pour la topologie faible,
de la suite

n—1

1 .
=3 ()i x v),
ni0

oliv est une probabilité quelconque dafiB .

Nous noterongm,),cy une désintégration, au sense de Rokhlin [22], de la mesure
m le long des fibres{x} x CP*~1. Rappelons que chaque, est une probabilité
conditionnelle dexn sur la fibre au-dessus deet qu’elle est essentiellement uniquement
définie : deux désintégrations coinciderpresque partout.

Le résultat suivant est un corollaire direct de [17, Theorem 1] :

COROLLAIRE 1.5.— Soit (X7, f, u, A, f4, m) un cocycle projectif mesuré. Suppo-
sons que les exposants de Lyapunov du cocygleour la mesureuw sont tous nuls.
Supposons, de plus, quex), x € X7, ne dépend que de la variété stable localexde
c'estadire,A(x) = A(y) Siy € Wi (x).
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Alors les mesures conditionnelles, ne dépendent que de la variété stable locale de
x :ilexiste E C Xr, tel queu(E) = 1 et tel que

my=m, SixeE, yeE et yeWix).

Démonstration. -Notonsp la famille des boréliens dE; tels que pour touB € 5 et
pour toutx € B on aW;{.(x) C B. La démonstration consiste a voir que le cocytlet
la tribu B vérifient les hypothéses de [17, Theorem 1] :

Pour toutx € X7 I'image f_l(Wl‘f)C(x)) est une union de variétés stables locales.
On en déduit que pour tolt € B on a f~1(B) e B. Ceci montre que la tribi8 est
décroissante f~%(B) C B.

Par hypothése le cocyclé est constant sur les variétés stables locales. L'application
x = A(x) est dond3-mesurable : suivant les notations de [17], la tidéld) engendrée
par A vérifieo (A) C B.

La tribu B_., engendrée par I'union des itér¢é(5), n € Z est la tribu des boréliens
de X7. On en déduit que I'application — m, estB_,,-mesurable.

Theorem 1 dans [17] assure alors que l'applicatiton- m, est3-mesurable. C’est
a dire que, modulo un ensemble de mesure 0 pouglle est constante sur les variétés
stables locales : c’est ce que le corollaire annongait.

Remarquel.6. — Méme sile Corollaire 1.5 peut paraitre naturel, il faut remarquer que
la conclusion est fausse, en général, sil’'on enléve I'hnypothése de nullité des exposants
Lyapunov. Par exemple, s'il existe un plus grand exposant de multiplicité 1, la direction
correspondante n’est pas, en général, constante le long de variétés stables locales :
mesurem dont les conditionnelles sont les mesures de Dirac aux points représentan
cette direction fournit un contre-exemple.

1.3. Cocycles localement constants

Dans ce paragraphe nous donnons quelques conséquences du Corollaire 1.5 dan:
cas ou l'applicationt — A(x) est localement constante, et ou la mesurposséde la
propriété de produit local.

Une applicationx — A(x) est localement constante si pour tout X il existe
un cylindre qui le contient et tel la valeur de est constante sur ce cylindre. Comme
avant, quitte a raffiner I'alphabet on peut supposer que ce cylindre est de la[f@rihe
Désormais, nous fixons I'alphabet, et nous ne considérons que les cocycles constants ¢
chaque cylindrg0; i].

COROLLAIRE 1.7.— Soit (7, f, u, A, f4, m) un cocycle projectif mesuré. On
suppose de plus que a la propriété de produit local et que I'application — A(x)
est constante sur chaque cylindf& i].

Si les exposants de Lyapunov du cocyglepar rapport a e sont tous nuls, alors
I'application x — m, est constante sur un sous-ensemble:.elaesure totale de chaque
cylindre [0; {].

Démonstration. +’hypothese implique qud est constante sur les variétés stables ou
instables locales ; on peut donc appliquet,&et a £, * le Corollaire 1.5. On conclut que
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les mesures conditionnelles, sont constanteg-presque partout le long des variétés
stables et instables locales. En utilisant la propriété de produit local on obtient que
m, est constantgc-presque partout sur les cylindréd; aq] : sinon il existerait dans

[0; ag] deux ensembles mesurablEget Fy de mesure positive et une fonction continue
¢:CP*-1 — R telle que [¢dm, — [¢pdm, > 0 pour toutx € Eo et touty € Fo.

Soit E le saturé deE, par les variétés stables locales fetle saturé deFy par les
variétés instables locales. La propriété de produit local dssure qued(E N F) > 0.
D’autre part, pour-presque tout point € E N F il existex € Eg ety € Fy tels que
Jodm,= [¢pdm, et [¢pdm,= [ ¢dm,, contredisant le choix d&; et Fp. O

Voici une version globale du Corollaire 1.7 :

COROLLAIRE 1.8. — Sous les hypothéses du Corollaire, il existe un changement
de coordonnées linéaires dans les fibres, constant sur chaque cylihdie de facon
que dans les nouvelles coordonnées la mesuresoit constanteu-presque partout.
Notonsmg cette probabilité. De pIusA(x) preservemg pour toutx € X7, ou A(x) est
I'expression du cocycle dans les nouvelles coordonnées.

Démonstration. -D'aprés le Corollaire 1.5, les mesures conditionnelies sont
constantegu-presque partout sur chaque cylind@i]. Soit m; la valeur correspon-
dante. Comme est ergodique, pour toyt € {1,...,n} il existe! tel queu([0; 1] N
£71(0; j1)) > 0. On considérg > 1 et on choisit minimal avec cette propriété. Pour
p-presque toute € [0; 11 N £7/([0; j]) on a : A'(x).(m1) = m,. Ceci est une consé-
guence de linvariance de la mesureet de l'unicité w-presque partout des mesures
conditionnelles.

On choisit un pointy; € [0; 1] N £7HI0; 7D satisfaisantn,, = m; etmyi;) =mj,
et tel queA!(x;).(m1) = m;. On change les coordonnées dans les fibrefdgl par
une application linéaire constante sur ce cylindre, de facon que dans ces coordonné
Al(x;) soit la matrice de l'identité. Dans ces coordonnées, la probabhilitést égale a
m1. Nous avons donc obtenu un changement de coordonnées linéaires dans les fibre
constant sur les cylindres, dans lequel les probabilités conditionnelle®nt égales a
my pour u-presque touk € Xr.

Comme on l'avait remarqué ci-dessus les probabilités conditionnelles sont préservée
u-presque partout par I'action dé(x). Nous avons donci (x).(m1) = m1 pour u-
presque tout point. Les changements de coordonnées ayant été choisis constants dans
cylindres, le cocycle reste constant sur chagie], donc continu, aprés changement de
coordonnées. Par continuité, la relatidtx)..(m1) = m, reste valable sur tout le support
de la mesure, ce qui concluto

Ceci veut dire, en particulier, quey est invariante parA?(x) pour tout point
périodiquex de périodep > 1. Cela nous permet de montrer, dans le prochain corollaire,
gueles cocycles localement constants génériques ont des exposants de Lyapunov nc
nuls.

On munit de la topologi€® I'espace des applications: £, — SL(k, C) constantes
sur chaque cylindrgQ; i]. Pour une telle application, on note sa valeur sur chaque
[0;7].
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COROLLAIRE 1.9.— Soit f: 7 — X7 un sous-shift de type fini, muni d’'une mesure
de probabilité ergodique avec structure de produit local.

Il existe un sous-ensemble ouvert dense d’applicatibns; — SL(k, C) constantes
sur chaque cylindr¢0; (] telles que le cocyclg, engendré pai posséde des exposants
de Lyapunov non-nuls.

Démonstration. e cas ouu est une mesure de Dirac sur une orbite périodique est
une simple conséquence du fait que les matrices génériques (ouvert dense) en dimensi
guelcongue sont hyperboliques. On va donc supposekgue supai) est infini.

Alors, on peut choisir un point périodique € X7 et un point homocling; € X1
associé gp : c'est a dire, un point non-périodique dont I'orbite passe, a la fois, par
la variété stable locale et la variété instable localepd®©n va supposer d'abord que
p est un point fixe def et ensuite on expliquera comment lI'argument s’adapte au
cas général. Ecrivons= (..., aq,...) etq=(...,ao,...,do, ax, ...ds, dg, ..., do, ...),
aveca; € {1,...,n}. Nous supposons quga été choisi de facon quesoit minimal.
Remarquons que dans ce cas les symbalgg;, ..., a; sont nécéssairement tous
différents.

Supposons que les exposants de Lyapunad geur i sont tous nuls. On commence
par remplacerd,, par une matricefia0 arbitrairement proche, telle que ses valeurs
propres soient toutes de multiplicité 1 et de modules différents. A&;gsn’admet
comme probabilités invariantes dafiB*—* que les combinaisons convexes des mesures
de Diracd;, correspondant aux directions prop@s. .., &. Ensuite, on remplace la
valeurA,, de A sur le cylindre[0; a,] par une matricel,_, arbitrairement proche de,_,
telle que I'ensemble

{AgAu_ - Ag & 1=1,... k)

des images des directions propres soit disjoint de I'enserffblel = 1,...,k} des
directions propres elles-mémes. De cette fagon, en gardant les valedrsutetous
les autres cylindres, on obtient une nouvelle applicatbrde X dans SLk, C),
arbitrairement proche dd et qui est aussi constante sur chaque cylin@e]. On
note fp le cocycle correspondant. On va montrer, par I'absurde, fua au moins
un exposant de Lyapunov non-nul.

En effet, d’'aprés la Remarque 1.4, on peut toujours choisir une probalfjité
invariantem se projettant sup. D'aprés le Corollaire 1.9, il existe un changement de
coordonnées constant sur les cylindres dans le quel les mesures conditianedies:
peuvent étre choisies constantes (partout). De plus, si onmatette constante et(x)
I'expression deB dans les nouvelles coordonnées, alggsest invariante paﬁ(x) pour
tout pointx. En particulier;ng est une probabilité invariante pBX p) (qui est conjugué a
Aao). Donc, elle doit étre une combinaison convexe des mesures de Dirac corresponda
aux directions propres d&(p). D'autre part;ug doit étre invariante aussi p&( /" (g))
pour toutn € Z. Ceci contredit le choix dd, , ce qui démontre I'énoncé de densité.

Maintenant, soitC : X — SlL(k, C) une application quelconque, constante sur les
cylindres et suffisament proche di Alors, les valeurs propres d€,, sont aussi de
multiplicité 1, et leur modules sont encore tous différents. De plus, I'ensemble des
images de ses directions propres par la transformafign--C,, reste disjoint de
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'ensemble des directions propres. Cela veut dire que I'argument précédent reste valab
pour C : les exposants de Lyapunov du cocycle engendrépae sont pas tous nuls.
Ceci montre que I'ensemble des cocycles dont les exposants de Lyapunov ne sont p
tous nuls contient un sous-ensemble ouvert dense de I'espace des cocycles constants
les[O; i].

Finalement, supposons gz ne contient pas de point fixe. Comme on suppose aussi
gue 7 n'est pas juste une orbite périodique, il existe au moins un point périodique
dont l'itinéraire n'utilise pas tous les symboles de I'alphabet. De plus, il existe un point
homoclineg associé g qu’on peut choisir de fagon que la partie non-périodique de
son itinéraire (un interval) n'utilise pas les symboles qui sont dans l'itinérairp.de
L'argument se termine en utisant les mémes idées qu’avant.

Remarquel.10. — L'énoncé d'ouverture est probablement faux si I'on considére
'espace de tous les cocycles localement constants (sans fixer la partition sur laquell
I'application A est constante).

L'ensemble ouvert dense que nous avons construit dans la preuve du Corollaire 1.
est indépendent de I'état d’équibre que I'on consideére.

1.4. Cocycles-dominés : cadre abstrait

Les résultats dans ce paragraphe sont en rapport avec la théorie de la cohomolog
pour les cocycles dans des groupes non-abéliens au dessus d’'un systéme hyperboliqt
voir par exemple [21,15].

DEFINITION 1.11. —Soit(Z7, f, A, f4) un sous-shift de type fini muni d’'un cocycle
linéaire ou projectif. On dira que le cocyclg, estdominé dans la direction stabley,
simplements-dominé) s'il existe une métriquel sur X7, et il existe des constantes
t<1,ve]0,1],NeNetb,,...,0, < ltelles que

1. d(fN(x), f¥(y)) <6:d(x,y) pour tousx, y € [0; i] tels quey € WS (x);
2. L’application x — A" (x) estv-Holder continue par rapport & ;
3. [[AN (0)[[|AY ()76, < = pour toutx € [0; i].

On définit de fagon analogue la notion decycle dominé dans la direction instable
(ou u-domingd. Quitte a remplacey par £V, on peut supposer queé = 1, et nous le
ferons désormais.

Remarquons que la troisiéme condition est robuste poucfeperturbations des
applications Holder continuesl’'ensemble des cocyclesdominés est ouvert pour la
C° topologie dans I'espace des cocyclesilder continugpar rapport a une distance
d fixée)avecv fixé.

LEMME 1.12. - Soit (Z7, f, A, f4) un sous-shift de type fini muni d'un cocycle
linéaire ou projectif dominé dans la direction stable. Alors il existe une famille continue
bornée de transformations projectives inversibies, y) : CP*~1 — CP*1, définies
pour toutx, y € X7 tels quey € Wi .(x), satisfaisant

1 ¢(x,x)=id etg(y,z2) - d(x,y) =¢(x,2);
2. (f (), fFONTFAQY) - p(x,y) = AWx) ;

pour toutx, y, z € X7 dans une méme variété stable locale.
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Démonstration. -€onsiderons, y dans une méme variété stable locale et définissons
-1
Gn(x,y) = A"(y) " A"(x)

pour chaque > 1. Rappelons qué(f” (x), f"(y)) <64, - 04, ,d(x,y) Olag, ..., a1
sont determinés par, y € [0; ao, ..., a,]. Rappelons aussi qu'il exist€; > 0 tel que
IAE) — A(n)| < C1d (&, )Y pour touté, n € Z7. Nous allons montrer que la suigg

est uniformément convergente. En effet,

Bur1 (6. ¥) — du (. y) = A" A" D)) T A(F ) = A(F ()] A" (x)

et donc

n—1
|fns1@x. y) = w0 < Cadta, ) AL ) I TIIAG ) A @) 62

j=0

Fixonst < 7 < 1. CommeA est uniformément continue, et que des points dans une
méme variété stable locale sont uniformément asymptotiques, la derniére condition dar
la Définition 1.11 nous permet de trouvr> 1, indépendent de et y, tel que

1A ) TNAF )6y < ¢ (6)

pour tout; > jo. L'inégalité précédente implique donc qu'il existe des constafitest
Cs telles que

Hd)n-i-l(x’ y) - ¢n(xv y)” < C2f"d(x, y)v < C3fn~ (7)

Ceci impligue quep est une suite de Cauchy, uniformément(eny). Elle est donc
uniformément convergente, comme on l'avait annoncé. On n@téray) la limite,

dans I'espace des transformations linéaire<tlell s’agit d’une application (Holder)
continue et donc bornée : 'ensemble des paires de points dans une méme variété stal
locale est compacte.

On vérifie a présent les propriétés annoncées. Remarquons qu@nyaz) -
¢n(x,y) = ¢p(x,2) et ¢,(x,x) =id pour toutn > 1 et tout triplet de points, y, z
appartenant & une méme variété stable locale. Ceci montre Iitem 1. Il s’en suit auss
que ¢ (x, y) est inversible, d'inverseé(y, x). Elle définit donc bien une transformation
projective deCP*~1, qu’on note encore (x, y). Finalement, la définition de, (x, y)
entraine la relatiog, 1 (x, y) = A(y) ™ - ¢, (f (x), f()) - A(x). En passant & la limite
guandn — oo, on obtient I'item 2 du lemme. O

Remarquel.13. — En sommant les inégalités (7) sur tous:les! on obtient :

¢ Cx, y) — di(x, y)|| < Catld(x, y)"

pour tout/ > 1 et tout(x, y) dans le domaine de définition ge avecC, = C, Z?‘;O 7/,
Ceci reste vrai pour= 0, si on définitpg =id : ||¢(x, y) —id || < Cad(x, y)".
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On munit 'ensemble des applicatiori€’, v)-Holder continues, ave€ > 0 etv €
10, 1] fixés, de laCP topologie.

LEMME 1.14. — La famille d’applications¢ construite dans le Lemmk12 varie
continiment avec I'applicatiom, par rapport a laC® topologie dans I'ensemble des
applications(C, v)-Holder continues, ave€ > 0 etv € ]0, 1] fixés.

Démonstration. Les constante€’; et C3 dans l'inégalité (7) ne dépendent que de
la norme deA et de l'ordre jy a partir duquel I'inegalité (6) est vraie, ¢t ne dépend
gue d’'un module de continuité de I'applicatign Comme nous fixons les constantes de
Holder, il s’en suit quep peut étre choisi constant dans le voisinage de toute application
A, et de méme pout, et C3. On en déduit que la convergence est (localement) uniforme
aussi end, donc la limiteg dépend continment dé. O

COROLLAIRE 1.15. - Dans les conditions du Lemmk12, le cocyclef, est
conjugué a un cocycle constant sur des variétés stables localesxiste une
transformation continué: : ¥ x CP** — ¥, x CP*! se projetant sur l'identité de
Y; et projective dans les fibres, telle que le cocyeté o f4 o h est constant sur toute
variété stable locale.

Démonstration. Pour chaque dans{l,...,n} on fixe une variété instable locale
W! dans le cylindre[O;i]. Pour chaquey dans le cylindre il existe un unique
appartenant a l'intersection dig;.(y) avecW; . Avec ces notations, on défirtity, £) =
(y, o (x, ¥)&€). Alors, en utilisant I'item 2 du lemme,

h Yo faoh(y,€)=h"Yo fa(y,p(y, 0)E) =h 1 f (), AD)P(x, y)§)
=hH(F), d(f), FO))AX)E).

Notons x; le point d'intersection entre la variété stable locale fi&) et la variété
instableW} correspondant au cylind(®; j] qui contientf (x). La définition de: donne
donc que

h™o faoh(y. &)= (£, (F(). x1)¢(f (). F())AX)E)
= (), ¢(f (), x2) AXE).

Ceci démontre que le cocycle conjugué est bien constant sur la variété stable locale
tout pointx. O

Dans la suite on notera(y, &) = (v, hy(£)).

PROPOSITION 1.16. — Soit (X7, f, u, A, f4, m) un cocycle projectif mesuré tel que
fa est dominé dans la direction stable.

Si les exposants de Lyapunov du cocycle sont nuls, il existe un enderaliz- avec
w(E) = 1tel queg(x, y).m, =m, pour toutx, y € E appartenant a une méme variété
stable locale.

Démonstration. -On considére le cocycle conjugyg =i o f4 o h donné par le
Corollaire 1.15. On considére aussi la mesyireinvariantes = h,m. Comme l'appli-
cation¢ (-, -) est bornée, le cocyclé, vérifie toujours les conditions d'intégrabilité du
Théoreme d’'Oseledets, et ses exposants de Lyapunov pour la mesong les mémes
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gue ceux defy, c’est a dire, nuls. D’apres le Corollaire 1.7, les mesures conditionnelles
m, dem sont constantes sur les variétés stables locales, sur un enserdblenesure
w(E) = 1. En remarquant qué, = (h,).m,, on obtient qu&h,),m, = (h,).m,, c'est

a dire,m, = (hy‘l - h,).m, pour toutx, y € E dans une méme variété stable locale. Par
définition deh, on ah;l -h, = ¢(x,y), ce qui démontre la proposition.co

1.5. Cocycles dominés : cadre abstrait

On dit qu'un cocycle eslominés’il est a la foiss- et u-dominé.

LEMME 1.17. =Soit (X7, f, 1, A, fa,m) un cocycle projectif mesuré. On suppose
queu a la propriété de produit local, que le cocycfa est dominé et que ses exposants
de Lyapunov poup sont tous nuls.

Alors il existe un changement de coordonnées linéaires dans les fibres, continu, te
gue dans les nouvelles coordonnées la mesure conditionnelést .-presque partout
constante sur chaque cylindfg; i].

Démonstration. -On considére les familles continug&(x, y) et¢” (x, z) construites,
respectivement, pouf, et pourfA‘l, au Lemme 1.12 et au Corollaire 1.15. Rappelons
que ces transformations sont definies pour tout poiats; et pour touty € Wi (x) et
tout z € W.(x). Pour toute pairéx, z) de points dans un méme cylindre, il existe un
seuly dans le cylindre, tel que € Wi .(x) etz € W .(y). Ceci nous permet de définir
Y(x,2) =9"(y,2) - ¢*(x, y).

Notons E* C [0;i] un sous-ensemble de-mesure totale (donné par la Proposi-
tion 1.16) tel quen, = ¢*(x, y).(m,) pour toutx, y € E* appartenant a la méme variété
stable locale. De méme, sdit* C [0; ] un sous-ensemble ¢e-mesure totale tel que
m; = ¢"(y,2)«(m,) pour touty, z € E* appartenant a la méme variété instable locale.
On noteE = E* N E*: c’est un sous-ensemble @& /] de u-mesure totale.

D’aprés le Lemme 1.3 il existe dong € [0;i] tel que E; = E N Wi (y): y €
Wi.(xi) N E} soit de mesure totale daris;. L'ensemble des points; avec cette
propriété est méme dg-mesure totale. Remarquons que, par définition, pour tout
z € Eq il existe y € E1 N Wi (x;) tel quez € W§.(y). On en déduit quen, =
D" (¥, 2) - ¢ (xi, ¥)u(my,) = ¥ (x;, 2)5(my,). Les applications) (x;, -) ainsi construites
sont le changement de coordonnées annonce.

COROLLAIRE 1.18. — Dans les conditions du Lemniel?, il existe un changement
de coordonnées linéaire dans les fibres, continu, tel que dans les nouvelles coordonné
la mesure conditionnelle:, estu-presque partout constante.

Notonsm cette probabilité deCPP*—. Pour toutx € 27, la matrice A (x) préserve
mo, OU A(x) est la valeur du cocycle endans les nouvelles coordonnées.

Démonstration. -D’apres le Lemme 1.17 on peut supposer que les mesures condi-
tionnellesm, sont constanteg-presque partout sur chaque cylindfei]. Soitm; la
valeur correspondante. Commeest ergodique, pour toyte {1,..., n} il existe! tel
quew([0; 11 N £~([0; j1)) > 0. On considérg > 1 et on choisit minimal avec cette
propriété. Poup.-presque tout € [0; 11N £~([0; j]) on a: A (x).(m1) = m;. Ceci est
une conséquence de l'invariance de la mesuret de I'unicité u-presque partout des
mesures conditionnelles.
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On choisit un pointx; € [0; 1] N £~([0; j]) satisfaisantm,, = m; et M iy =
m;, et tel queA’(xj)*(ml) = mj. On change les coordonnées dans les fibres de
[0, j] par une application linéaire constante sur ce cylindre, de fagcon que dans le
nouvelles coordonnéesl(xj) devienne la matrice de l'identité. Dans ces coordonnées,
la probabilitém ; est égale a1. Nous avons donc obtenu un changement de coordonnees
linéaires dans les fibres, continu, dans lequel les probabilités conditionmeleent .-
presque partout égalesig.

Comme on l'avait remarqué ci-dessus les probabilités conditionnelles sont préservée
u-presque partout par lI'action dé(x). Nous avons don@& (x).(m1) = my pour u-
presque tout point. Les changements de coordonnées ayant été choisis de fagon contin
le cocycle reste continu aprés changement de coordonnées, la relétinrim,) = m1
reste valable sur tout le support de la mesure, ce qui conctut.

Le méme genre d’arguments nous donne aussi le

THEOREME 6. — Soit(Z7, f, u, A, fa, m) un cocycle projectif mesuré. On suppose
gueu a la propriété de produit local, que le cocycfg est dominé et que ses exposants
de Lyapunov poup sont tous nuls.

Alors il existe une désintegratiof, ), de la mesuren telle que

e m, varie continlment avec le pointe X7 ;

o A(x).m, :I’l_’lf(x) pour toutx € X7 ;

o Y (x,y).m, =m, pour toutx ety appartenant a un méme cylindi@; i].

Démonstration. Pour chaqué nous fixonsy; € [0; i] comme dans le Lemme 1.17,
et nous définisson&, = v (x;, x).m,, pour toutx dans ce cylindre. Commg est une
fonction continue, il est clair qu&, dépend continiment de De plusm, = m, pour
u-presque toutc. Donc, la famille(m,), est encore une désintégration de la mesure
fa-invariantem et, par conséquence, Omdx), /i, = i () POUr u-presque touk. Par
continuité, ceci reste vrai pour tout point X7 = supp). De méme, comme on l'avu
au Lemme 1.17, il existe un ensemble de mesure totale de ppiat®; i] tels que pour
n-presque tout € [0;i] on ay (x;, z).m,, = m,. Par continuité dey et de la famille
m,, cela reste vrai pour toute pai(g;, z) de points dans un méme cylindrer

Finalement, on peut montrer que les cocycles avec exposants de Lyapunov non-nu
sont génériques parmi les cocycles dominés au-dessus d’'un sous-shift de type fini.

THEOREME 7. — Pour chaqueC > 0 etv € 10, 1], il existe un sous-ensemble ouvert
dense pour la topologie’® dans I'espace des application&, v)-Holder continues
x — A(x) engendrant un cocycle domin@ au-dessus d’'un shiff : X — X7, telles
gue les exposants de Lyapunov du cocycle engendré ne sonts pas tous nuls, pour tol
mesure de probabilité -invariante etf-ergodique avec la propriété de produit local.

Démonstration. -Si X7 est réduit a une orbite périodique, I'ennoncé est une
conséquence directe du fait que les matrices génériques sont hyperboliques. Nol
considerons donc le cas di; contient aussi des points homoclingsassociés a un
point périodique quelconque. Supposons qug est un point fixe, le cas périodique est
analogue. Nous choisissopgomme dans la preuve du Corollaire 1.9 : il existe 1 tel
queq € WE.(p), fl(q) € Wi.(p), etaucun itéréfi(q), 0 < i <1, n'est dans le cylindre
[0; ap] qui contientp.
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L'ensemble ouvert dense dans I'ennoncé du théoréme sera donné par deux conditiol
sur I'application A, que nous ennongons dans la suite. Premierement, on suppose qu
A(p) n'a que des valeurs propres de multiplicité 1 et modules tous différents, ce qui es
vrai pour un ensemble ouvert dense d'applications. Sdignt < j < k les points de
CP*~! représentant les directions propresAlg).

Dans la deuxiéme condition, on utilise la famille de transformatigns, z) =
d"(y,z) - ¢°(x, y) construite dans la démonstration du Lemme 1.17 : on demande que

{A DY (p, & 1< j<k}n{Y(p, fl(@)E: 1< j<k}=0. (8)

Les directions propreg; dépendent continment de l'applicatioh et, d'apres le
Lemme 1.14, le méme est vrai pour les transformatignsOn en déduit que la
condition (8) est ouverte.

Remarquons que, pour tout pointdans la variété stable locale ge v (p,z) =
¢*(p, z) ne dépend que de la restriction dea la variété stable locale ge De méme,
pour toutz dans la variété instable locale ge v (p, z) = ¢*(p, z) ne dépend que de la
restriction deA a la variété instable locale ¢e En particulier,y(p, ¢) etv (p, f'(q))
ne change pas si 'on modifie le cocycle en dehors du cylifidreg]. On peut donc
perturber toute applicatioA telle que les valeurs propres dé€p) soient de multiplicité
1, dans un voisinage d&~1(g) disjoint de[0; ao], de fagon a avoir (8). Ceci montre que
la condition (8) est aussi dense.

Soit A une application satisfaisant ces deux conditions et engendrant un cocyle
dominé f4. Nous allons montrer que les exposants de Lyapunoy dae sont pas
tous nuls, pour n'importe quelle mesure de probabifitihvariante et ergodique avec
la propriété de produit local. Cela conclura la démonstration du théoreme.

En effet, supposons que les exposants de Lyapunofdeour une telle mesurg
sont tous nuls. Alors, d’'apres le Théoréme 6, il existe une famille continue de mesure
de probabilité(m, ), qui sont invariantes par I'action du cocycle, c'est a dire que

AX)(my) =m gy

pour toutx € X7, et telles quen, = ¥ (p, x).(m,) pour tout pointx dans[0; ag]. En
particulier, la mesure:, est invariante paA(p). Comme les valeurs propres @gp)

ont multiplicité 1 et sont de modules distinc#s, doit étre supporté dans I'ensemble des
directions propre¢t;: 1< j < k}. De ce faitn, est supporté dans/(p, ¢)é;: 1< j <

k} alors que la mesure ., est supporté, a la fois, dag (p, FigNE;: 1< j <k}

et dans{A'(¢)¥ (p, q)&;: 1< j < k}. Ceci n'est pas possible parce que, d'aprés la
condition (8), les deux derniers ensembles sont disjoints. Nous sommes donc arrivé
a une contradiction, ce qui démontre que les exposants de Lyapunov du cficycar

w1 ne sont pas tous nuls.O

Théoréme 7 reste vrai dans le cadre ses cocycles dominés réels :

COROLLAIRE 1.19. — Pour chaqueC > 0 etv € ]0, 1], il existe un sous-ensemble
ouvert dense pour la topologi€® dans I'espace des application&, v)-Holder
continuesx — A(x) a valeurs dans Sk, R) engendrant un cocycle doming au-
dessus d'un shiftf: ¥y — X7, telles que les exposants de Lyapunov du cocycle
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engendré ne sont pas tous nuls, pour toute mesure de probapiiit@ariante et f-
ergodique avec la propriété de produit local.

Démonstration. -€’est une variation des arguments utilisés dans la preuve du
Théoréme 7. Nous pouvons supposer ggecontient plus qu’une orbite. Sqgitun point
fixe (ou périodique) dg etg un point homocline associéa comme précédemment.

Nous considerons I'ensemble ouvert dense des applicatiotadles que toutes les
valeurs propres dd(p) aient multiplicité 1 et, sauf pour les paires de valeurs propres
complexes conjuguées, tous les modules soient distincts. Spjdn i < r les points
de CP*~! représentant les espaces propres des valeurs propres réejles], €t <s,
les sous-espaces projectifs de dimension 1 représentant les espaces caracteristiques
valeurs propres complexes. Alors le support de toute mesure de probabilité invariant
par A(p) est contenue dans l'uniait); &) U (U, n;) de ces sous-espaces invariants.

Pour ces applications, nous demandons, de plus, que les inddges/ (p, ¢)&;,
Al(q)¥ (p, q)n; soient en position générale par rappott @, f'(9))&, ¥ (p, f'(g))n;-

Ceci défini un sous-ensemble ouvert d’applicatiehsz; — SL(k, R), et on vérifie
aisément que ce sous-ensemble est dense : on peut toujours perturber une applicat
A donnée, dans un voisinage @& (g) disjoint du cylindre[0; ag] qui contientp, de
facon que cette deuxiéme condition soit satisfaite.

Si la dimension deCP¥~! est au moins 3, cela signifie que tous ces sous-espaces
projectifs sont disjoints. De méme si toutes les valeurs propres sont réelles. Le
démonstration est alors analogue a celle du Théoréme 7. Il nous reste a considér
deux cas seulementk:= 3 et A(p) a une valeur propre réelle et deux valeurs propres
complexes, ok = 2 et A(p) a deux valeurs propres complexes.

Considérons d’abord le cds= 3, avec une valeur propre réelle et deux valeurs
propres complexes. Nous allons voir que pour ce sous-ensemble ouvert dense d’app
cations A, les exposants de Lyapunov du cocyglg ne sont pas tous nuls. Comme
ALV (p, g)ni ety (p, f'(g))n1 sont en position générale, ils s'intersectent en un seul
point €. Supposons qu'il existe une mesure de probabilifénvariante patA(p) et par
les holonomies stable et instable. Alors son imageyp@r, f'(g)) doit étre supportée
paré, donc la mesuren,, doit étre une mesure de Dirac sur un pointrideCeci n’est
pas possible, cat(p) n'a pas de point fixe suf; : ses valeurs propres sont complexes
non réelles.

Quandk = 2 et queA(p) a deux valeurs propres complexes, notre construction
doit étre légerement modifiée. Nous considérons I'ensemble dense (non-ouvett) des
tels que les arguments des valeurs propresA@e) soient irrationnels. AlorsA(p)

a une seule mesure invariantesur la fibre{p} x CP! de p, et c’est une mesure
lisse. Comme les holonomies stable et instable sont des transformations projective
2= ATY QU (p, @)k et Ay = Y (p, f1(g)).1 sont aussi des mesures lisses sur les
fiores def'~1(q) et f'(q), respectivement.

Quitte a multiplierA(f'~1(¢)) par une transformation hyperbolique (qui ne préserve
aucune mesure lisse da@®?!) proche de l'identité, on peut supposer quef'~1(g))
n'envoie pasi; suri,. Ceci montre que I'ensemble des applicatiohgelles que les
matricesA(p) ety (p, f'(¢)) A (¢)¥ (p, g) n'ont pas de mesure invariante commune
est dense.
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D’autre part, I'ensemble des transformations dans la fibrepderéservant une
probabilité A(p)-invariante est fermé, parce que I'espace des probabilités dans la fibre
est un compacte. Comme les holonomies varient continbment avec I'applicition
d'aprés le Lemme 1.14, on en déduit que I'ensemble des cocycles pour lesquels le
matricesA(p) ety (p, f'(¢)) A (¢)¥ (p, g) n'ont pas de mesure invariante commune
est aussi ouvert.

Pour ce sous-ensemble ouvert dense d’applicatibgsie nous venons de construire,
les exposants de Lyapunov du cocylesont non-nuls. Ceci conclut.

1.6. Mesure totale d’exposants non-nuls, dans les familles a parametres

Nous allons a présent voir que I'ensemble des cocycles ayant tous leurs exposan
nuls est contenu dans un ensemble fermé qui est une union finie de sous-variétés
codimension positive (1 ou plus). Nous en déduisons que, pour un ouvert dense d
familles a un paramétre— A, a valeurs dans I'espace des cocycles, I'ensemble des
valeurs de pour lesquels les exposants sont nuls est discret, donc de mesure de Lebesg
nulle. Ceci reste vrai pour des familles génériquéparametres, € N : le phénomene
“exposants de Lyapunov nuls” est de codimension infinie.

On considére l'espacdl,, v € 10, 1], des applicationsA : 7 — SlL(k, C) qui sont
v-Holder continues : c’est une sous-variété de I'espace de Banach des applications
Holder continues a valeurs dans I'espace vectavigk, C), muni de la norme-Holder
lAll, = || Allo+ H,(A), oU||Allo est la normec® et H,(A) est la plus petite constane
pour laquelle I'applicatiom est(C, v)-Hélder continue.

PropPoOsSITION 1.20. — L'ensemble des applications € A, dont les exposants de
Lyapunov sont nuls, pour au moins une mesure de probabilité invariante ergodique ave
structure de produit local, est contenu dans un sous-ensemble fermé qui est union fini
de sous-variétés de codimension positive.

Démonstration. Notons N C SL(k, C) 'ensemble des matrices & (k, C) possé-
dant au moins deux valeurs propres de méme module. C’est un fermé qui est une unic
finie de sous-variétés de codimension positive. En remarquant que I'application qui :
une familleA associe sa valeut(p) en un pointp € X7 est une submersion, on obtient
que I'ensemble

Mi(p)={A e A A(p) e N'}

est un sous-ensemble fermé qui est une union finie de sous-variétés de codimensi
positive. L'union des sous-variétés de codimension au mog® aussi un ferme, pour
tout entiers > 1.

On suppose a présent ggeest un point fixe (ou périodique) d8r et g un point
homocline associé au poipt tel qu’on I'a choisi dans la démonstration du Théoreme 7,
dont nous gardons les notations.

NotonsA,(p) = A, \ M1(p). C'est un ouvert dense dagk . Pour chaque ¥ j <k
on considere l'applicatiort;: A,(p) — CP*"1 qui a A € A,(p) associe lajéeme
direction propre de la matricé(p). Ces applications sont différentiables, de clas%e

On considere aussi les applications d’holonomie instale= ¢"(p,q): A, —
Sl(k, C) et stableg® = ¢*(p, f'(¢)): A, — SlLk,C), qui a un cocycle dominé
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associent ses holonomies le long des feuilletages instable et stable. Le lemme suiva
sera démontreé a la fin de la section :

LEMME 1.21. — Les applicationsp® et¢* sont de class€™.

On en déduit que, pour tout, 'application qui aA € A,(p) associed;(A) =
(¢*)"tAl(q)¢" -&; estde class€l. On vérifie aisément que, pour taut j I'application
(®;,&):A,(p) > (CP*12 est une submersion : pour cela, il suffit de remarquer que
I'on peut perturber I'applicatiom!(g) sans perturbeA(p) ni les holonomieg® et ¢*.

On en déduit que I'ensemble

My(p.q) ={A € A,(p): il existei, j tels qued; (A) =&;(A)}

estun fermé ded, (p) qui est une union finie de sous-variétés de codimenisie > 1.
D’apres le Théoréme 6, 'ensemble des applications telles que le cocycle engendr’

fa sont nuls estinclus dans le fermd,(p) U Ma(p, ¢). Ceci conclut la démonstration

de la Proposition 1.20. O

COROLLAIRE 1.22. — Il existe un ouvert dense de familles a un parametre A, €
A, de classeC”, 1 < r < oo, pour lesquelles 'ensemble des valeur:delles que les
exposants de Lyapunov sont nuls, pour au moins une mesure de probabilité invariant
ergodique avec structure de produit local, est discret, donc de mesure de Lebesgue zér

Démonstration. -On considére 'union des sous-variétés de codimension au moins 2
contenues dand;(p) N Ma(p,q). C'est un fermé, et 'ensemble des familles a un
parameétre qui ne le rencontrent pas forme un ouvert dense. Parmis ces familles, il res
a considérer celles qui sont transverses aux sous-variétés de codimension 1 content
dansMi(p) N Max(p, q) ; d'aprés la théorie de la transversalité, c’est encore un ouvert
dense, ce qui conclut.O

Remarquel.23. — L'ensemble des applications € A, pour lesquelles tous les
exposants de Lyapunov sont nuls, pour une mesure de probabilité invariante ergodigL
avec structure de produit local, est en fait contenu dans l'intersefligoMi(p) U
Moa(p,q)), ou p parcours I'ensemble des points périodiques3je Cet ensemble
est contenu dans des fermés de codimension arbitrairement grande. Il s’en suit que
Corollaire 1.22 reste vrai pour les familleg paramétres, pour todte N.

1.7. Démonstration du Lemme 1.21

Démonstration. +a démonstration consiste a présenter explicitement I'expression
des dérivées de ces applications. Nous traitons le cag*ddargument pour¢*
est analogue. Nous supposerons guest un point fixe, dans un cylindr®; ] ;
le cas périodiquep € [0; ao, ..., a,_1] est analogue : il suffit de remplacéf par
(Bag - - - 64, _)'/s! dans les arguments.
Rappelons qué*® est la limite uniforme des applicatiogs (p, f'(q)) = A"(f'(¢))*
x A"(p). Notonsu = f'(q), et p; = fi(p) etu; = f'*(g) pouri > 1. On vérifie
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facilement que chaque applicatigp est de class€, et un calcul directe donne

n—1

D¢ (AH = in — Bin 9)
=0

iy = A () i (piy u) A(p) TH(p))A'(p) et
Bin = A ) AG;) T H i) i (pis ui) A (p),
pour pointA € A, et tout vecteur tangerff . Soit

LAH =) a;— B (10)

i=0

a; = A"w)p(pi, u)A(p) T H (p) Al (p) et
Bi = Al ()T Au) T H (i) ¢ (pi, ui) AN (p).

Nous allons montrer qué (A)H est bien définie (convergente) et qli€A) est un
opérateur linéaire borné. De plud¢,(A) converge localement uniformément vers
L(A), par rapport a la norme des opérateurs linéaires. Nous en déduirons(gue
est la dérivée de* a chaque poina.

Commencons par rappeler que, d'aprés la Remarque 1.13, la norgépdey;)-
id est bornée pacCyd(p;,u;)". Commeu = f'(g) est dans la variété stable locale
de p, cette distance est bornée p#r Alors la condition de domination (6) implique
gue si on remplacé (p;, u;) par l'identité dansy;, la norme n’en est affectée que par
une constante additive bornée g&yC47!||A~|ol| H |lo. La constanteCy correspond a
l'ordre k a partir de laquelle (6) est valable ; elle ne dépend que de la horme et d'un
module de continuité de I'applicatioA et peut donc étre choisie constante dans un
voisinage ded. Dans la suite nous notoii = CoCal|A~1|o. De méme, sil'on remplace
¢ (p;, u;) par l'identité danss; la norme n’en est affectée que par une constante bornée
parCst'||Hllo < Cst' | Hl,-

Cela implique que la série dans (10) converge si et seulement si I'expression

S A W) A(p) T H (p) AN (p) — A'(w) TN AGu) TTH (ui) A (p) (11)
i=0

converge. Pour montrer que c’est bien le cas, remarquons que
|ACp) T H (pi) = Aw) " H )| < [A7H IH Lbd (pi, un)” < AT IH L6

Si on combine cette borne avec la condition de domination (6), on obtient que le terme
général de la série (11) est borné @&’ || H||,, ol Cg = Col|A72||,. Ceci montre que
cette série converge, et définit bien un opérateur linéaire borné. Il en est alors de mén
pour la définition dd.(A). De plus, comme les constani€set Cs sont bornées dans un
voisinage ded, la convergence est localement uniforme. Il s’en suit fjga) dépend
continlment deA.
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Montrons queD¢, (A) converge uniformément verds(A) quandn tend vers l'infini.
D’aprés la Remarque 1.13, pour touxQ <n — 1,

| bn—i (Pivui) — d(pi,ur)|| < Cat" ' d(piyu;)” < Cat" 62"

En utilisant la condition (6) une fois encore, on conclut que la différenge— «; est
bornée paCst" " Cot ||H ||oll A" Yo < C72" | H||», 0UC7 = CoCal|A71|o. La différence

Bin — Bi admet la méme borne. D’autre part, nous avions démontré que la norme dt
terme générak; — B; de la série (10) est bornée p&Cs + Ce)7!|| H ||, pour touti > 0.

Ceci montre que

n—1 oo
1D, (AVH — LIAYH|| < (ZZCﬁ” +3(2Cs + Ceﬁ") IH],.
i=0

i=n

L'expression a droite converge vers zéro, uniformément dans un voisinage, de
guandrn tend vers l'infini. C’est a dire qué¢,(A) converge verd.(A) localement
uniformément, en tant qu’'opérateurs linéaires.

Nous avions montré quep,), converge verg, et nous venons de voir que la suite
des dérivéesD¢,), converge verd.. Dans les deux cas la convergence est localement
uniforme. Il s’en suit que la limite est une application différentiable, et que sa dérivée
coincide aved.. Ceci conclut la démonstration du lemmez

Remarquel.24. — La démonstration reste valable siI'on remplace la noriHélder
par une normd - || plus fine (c’'est a dird| - | > ¢|| - ||,). Ceci nous permet d'appliquer
le Lemme 1.21 dans le cadre des cocycles de cldsspie nous étudions a la Section 2.

2. Cocycles au-dessus d’'une dynamique hyperbolique

Dans cette section, nous traduisons les principaux résultats de la Section 1 pour de
cocycles au-dessus d’'une dynamique hyperbolique.

2.1. Cocycles-dominés : cadre géométrique

Dans la suite on appelle@cycle projectif mesuria donnée d&M, f, u, &, F,m)
vérifiant
1. f:M — M estun difféomorphismé&? d’une variété Riemanniene compadte
et A est un ensemble basique hyperboliquefde
2. n estI'état d’équilibre d’'un potentiel Hélder continu a support dans
3. m:£ — M est un fibré projectif suM et F:£ — £ est un cocycle projectif’*
au-dessus d¢ ;
4. m est une mesure de probabilité borelierfénvariante dang\ = 7 ~1(A) telle
quern,(m) = u.
Comme précédemment on ndig, ).y une désintégration de la mesutide long des
fibres€, = 7~ 1(x).

Remarque2.1. — Dans la définition ci-dessus, il suffit de supposer guest une
mesure borélienne de probabilité;invariante ergodique, dont le support coincide avec
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A, et dont le relevé sur les sous-shifts de type fini, via une partition de Markov (voir
ci-dessous), possede la propriété de produit local. C’est le cas pour tout état d’équilibr
d’'un potentiel Holder continu, voir [2,12,19].

On noteraly, M = E" & E* la décomposition invariante correspondant a I'ensemble
hyperboliqueA de f. Le fibré dilatantE* sera aussi appelé direction instable, alors que
le fibré contractank* sera appelé direction stable. On suppose que la vdtiégt aussi
munie d’une metrigue Riemanniene.

DEFINITION 2.2.-On dit que le cocycleF:& — £ est dominé dans la direction
stable, ous-dominé, au-dessus d& si 'ensembleA est partiellement hyperbolique
pour F avec décomposition invarian® & = E“ @ E** telle que

E“=Dr*(E") et Drn(E*)=E"

On définit de méme un cocyctiominé dans la direction instahleu x-dominé au-
dessus de\.

D’aprés la théorie de I'hyperbolicité normale, [9,13], Biest s-dominé, il admet
un seul feuilletage invarianf** partout tangent au fibré stable’*. Les feuilles de
ce feuilletage stable-fort7** sont des sous-variétés' immergées dang et elles se
projettent sur les variétés stables des pointsAdeLe but de ce paragraphe est de
démontrer le

THEOREME 8. — Soit (M, f, u, &, F,m) un cocycle projectif mesuré tel que le
cocycleF ests-dominé et tous ses exposants de Lyapunov paaont nuls.

Alors les mesures conditionellés:, ), dem sontu-presque partout preservées par
I'holonomie du feuilletage stable-fortil existe un ensembl& C A avecu(E) =1 tel
que, pourx, y € E dans une méme variété stable figla projection def, a &, le long
des feuilles deF** envoiem, surm,.

La démonstration de ce résultat sera donnée a la fin du paragraphe.

Le premier lemme est une traduction de la notiors-@®mination, afin de la rendre
compatible avec la notion dedomination de la Section 1. On nofg : &, — &)
'action (projective) deF dans la fibre d’'un pointc. On note | F,| la norme de
n'importe quelle réalisation dé&, par une application linéaire de déterminant 1 (voir
les commentaires précédant le Théoréeme 1).

LEMME 2.3.— Le cocycleF: £ — & ests-dominé au-dessus de si et seulement si
il existeL e N ett < 1tels que, pour tout € A,

IFEI(FE) M| Dt 1 ES|| < = (12)

Démonstration. -Supposons que le cocycleé est dominé. Alors, d'aprés les défi-
nitions, il existeN > 1 et une décomposition invarian®& M = E< @ E** telle que
E®“ = Dx~Y(E"), E** se projette sur la direction stabi de 1, eton a

41
sup| DFY | EX|||(DFY | E&) 7 < 2.
ek 2
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Remarquons qu'il existe une constarite > 0, qui ne dépend que dé et du choix
de E**, telle que

1D Er [l < Gl DFY L EY|

pour toutj > 1 ettoutz € £. En effet, ces deux transformations linéaires sont conjuguées
par la dérivée de la projection qui envdi€* isomorphiquement sut;, ,. D'autre part,

m(z)"

E“ contient le fibréE = D —1(0) tangent aux fibres d&. En particulier,

[(DF T E) T <[[(DF' 1 EX) 7
a tout pointz € £ et pour tout/ > 1. De plus, comme la restriction d€ a chaque
fibre £, = 7 ~1(x) est le projectivisé d’une application linéaifé et que, par définition,
I = ILE,
-1 -1
supl|(DF' | E2) || = | Felll (F7)
Zng
pour toutx € M etl > 1.
Les relations que nous venons d’obtenir entrainent que

IR0 1B < sup(DF™) £ GIDF™ 1 £2] < iz
I€Cx

pour toutj > 1 et toutx € M. Maintenant, pour avoir la relation (12) il suffit de fixer
j > 1 suffisament grand pour qu& 2~/ soit plus petit que 1, et de prendre= C;27/
etL=jN.

La réciproque, c'est a dire, le fait que (12) implique que le cocycle-glstming, se
démontre de fagon similaire. Comme nous n'aurons pas I'occasion de l'utiliser dans ce
article, nous laissons la démonstration pour le lectewr.

Remarquons que I'énoncé du Théoréme 8 ne change pas si on renfptareun
itéré positif : le feuilletage stable-fort del'est aussi pour tous leg’/ avec;j > 1. Nous
pouvons donc supposer qué= L = 1 dans les relations (1), (2) et (12), et nous le
ferons dans la suite.

Nous allons utiliser le fait suivant, dont la démonstration peut étre trouvée dans [7] :
pour tout ensemble basique hyperbolighest toute > 0 il existe un sous-shift transitif
de type finio : X7 — X7 et une application continue surjective: ; — A telle que

1. P estune semi-conjugaison entfeeto, c'estadire,P oo = fo P;

2. P estinjective au-dessus d’'un sous-ensendhl@élense de\ ;

3. ce sous-ensembl&; dense est de mesugetotale;

4. le diamétre de tous legctangles de Marko®; = P([0; i]) est borné pak.
On appellergartition de Markova la fois I'applicationP et la famille des rectangles
Ri-

Remarquons que si > 0 est choisi suffisament petit, en utilisant le Lemme 2.3 et
la continuité dey > ||DF | E| on peut trouverr < 7 < 1 et des majorants; pour
IDF | E}|l dans le voisinage de rayenautour de chaque;, tels que

Il (F) 726 < £ (13)
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pour toutx € R; eti € {1,...,n}. Dans la suite nous supposerons qu’une partition de
Markov a été fixée vérifiant (13).

La proprieté 3 de la partition de Markov nous permet de releveen une
probabilitéo -invarianteii dansXr, qui est aussi ergodique. Dans quelques instants nous
expliguerons comment on peut aussi associer au fipagél cocycleF et a la mesuré -
invariantem des objets correspondants au-dessuE geo et fi.

LEMME 2.4. — Avec les notations ci-dessus, il existe une distalkcsur le sous-shift
¥r, dans la classe Hdlder des distanegs telle que

e dx(o(p),o(q) <bidx(p,q) pourtoutp, g € [0;i] tels queg € Wc(p) ;
e P est Lipschitz continue par rapport a la distangg.

Démonstration. Pour p = (p;); et g = (¢;); dans un cylindrg0; /], définissons
D,(p,q) et Dy(p, q) comme étant les plus grands entiers (non-négatifs, eventuellement
infinis) tels que

pj=4q; pourtout—D;(p,q) < j < Du(p.q).

Soient6,,...,6, < 1 les constantes dans (13) et fixons aussi un majafgnrt 1
quelconque poul(Df | E*)~1|. Alors, définissons

) Ds(p.q)
d(p, ) =00, &(p.qy= ][ 6,, et
j=1
ds(p,q) =max{d"(p,q),d*(p.q)}.

Si p et g ne sont pas dans un méme cylindre, on prend simplenigtp, g) =
ds(p,q) =du(p,.q) =1.

Remarquons qué“(p,g) = 0 si et seulement sb,(p, g) = oo, c’est a dire, si et
seulement sp et g sont dans la méme variété stable locale. De méme @, g),
D(p, q) et la variété instable locale. En particuliek; (p, g) = 0 si et seulement si
p = q. |l est aussi facile de voir qués(p, ¢) = ds(q, p). Finalement,D.(p,r) >
min{D.(p, q), D.(q, r)} pour toutp, g, r etx =u et =s. En conséquencd,.(p, r) <
max{d,(p, q),d.(q,r)} pourx =u etx =s, et donc

ds(p,q) <max{ds(p,q),ds(q.r)}.

Ceci montre qués est une métrique (il s’agit méme d’une ultra-métrique).

Vérifions a présent les propriétés annoncées. Fi¥oad0, 1[ etv € 10, 1] tels que
0V < 6; < 0", pour touti. On vérifie aisément que l'identité est un homéomorphisme
Hdélder continu, d’inverse continu, ent(&r, dy) et (X7, ds). Donc, la distancdsy, est
dans la classe Holder des distandgs

Comme on I'a remarqué auparavanty sippartient a la variété stable localegen a
D,(p,q) =00 etd,(p,q) =0. De pluso (p) eto(g) sont aussi dans une méme variété
stable locale, eD; (o (p), 0 (¢)) = Ds(p, g) + 1. Ceci donne la premiere propriété :

Ds(p.q) Ds(p.q)

ds(o(p).o(@)=d(c(p).o@)= ] 0o, =60 [[ 9,
j=0 j=1
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= eliods (pv Q) = epodZ (P» q)

Pour avoir la deuxiéme propriété, il suffit de montrer que la restrictioR dechaque
variété stable locale et instable locale est Lipschitz avec constante de Lipschitz uniform
Co. En effet, supposons que ceci est connu. Pour toute paire de poéttg dans un
méme cylindrg0; i] considérons le point d’'intersection entre la variété stable locale
de p et la variété instable locale de Alors,

d(P(p), P(q)) < Codz(p,r) + Cods (1, q) = Cods(p, q) + Codu(p, q) < 2Codx (p, q).

Ceci donne la propriété de Lipschitz pour des points dans un méme cylindre. D’autre
part, sip et g ne sont pas dans un méme cylindre, oiisdp, g) = 1 et la propriété
de Lipschitz est automatique : il suffit qu'on prenne la constante de Lipschitz plus
grande que le diamétre de I'imagdede I'applicationP. Nous avons donc bien réduit la
démonstration du lemme a montrer gBeest uniformément Lipschitz continue sur les
variétés stables locales et instables locales.

Soit p, q € %, tels queg € Wi (q), et notonsx = P(p) ety = P(g). Le choix de
P implique que la distance entrg/ (x) = P(c/(x)) et f/(y) = P(c/(y)) est borné
pare pour toutj > 0. C’est a direy appartient a la-variété stableW; (x) dex. Pour
les mémes raisons, on a qyie’ (y) est dansw:(f~/(x)) pour tout 1< j < Dy(p, q).
D’autre part, notre choix des constangesmplique que

d(f770, FHW) <60, ,d(f 00, FI )
pour tout 1< j < Dg(p, ¢). En conséquence

Ds(p.q)

d(x,y><< 11 9p,»)d(f_D"(p’q)(x),f_D“(p’q)(y))gdz(P’CI)S- (14)
j=1

(Pour étre completement rigoureux, on devrait considérer des distances le long de
variétés stables (longueurs des courbes les plus courtes joignant deux points dans
sous-variété) au lieu de la distantéans I'ambiantv/. Cependant, les variétés stables
locales forment une famille continue de disques pefitsplongés dansg/. Les deux
sortes de distances ne difféerent donc que d'un facteur proche de 1, ce qui veut dire gL
I'estimé final (14) ne change que par un facteur aussi proche de 1 que I'on veut.)

La relation (14) montre qué est bien Lipschitz sur les variétés stables locales. La
démonstration pour les variétés instables locales est analogue, en utilisant le fait qu'on
choisitfy < 1 majorant le taux de contraction gie’* dans la directiorE*. O

Remarque2.5. — Si le cocycle est simultanémesrdominé etu-dominé, on peut
construireds, de fagcon que la propriété de contraction donnée par le Lemme 2.4 soit
valable simultanément dans les directions stable et instable.

Plus précisement, comme on l'avait fait pour (13), on peut choisir des majorants
0 <1 etd" < 1 pour, respectivement,Df | E°|| et |Df | E*|| dans chaque rectangle
R;, tels que

IE(F)TH6s <t <1 et ||(Fo Y IFN6 < <1
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pour toutx € [0;i] et tout symbolei. Alors, en remplagant la distaneg dans la
démonstration du Lemme 2.4 par

Dy (p,q)

d(p. )= [ 0

j=1

on obtient une distancés, telle que P soit Lipschitz et gu’on ait les deux relations de
contraction

ds (o (p),o(q)) <6ids(p,q) et ds(o™*(p),o t(r)) <6'ds(p,r)

pour toutp € X7, g € Wi (p) etr € Wis.(p).

Notonsé le fibré projectif au dessus d&; obtenu commeull-back par P du fibré
€ aud dessus d@ : rapplelons quet est I'ensemble desp,e) € Xy x £ tels que
P(p) =m(e). Lafibre&, est canoniquement identifiee a la filskeou x = P(p).

Ceci permet de relever le cocyctede fagon canonique en un cocydie £ — £ au-
dessus du sous-shift; : on définitF,:&, — &,(, comme étant la méme application
que Fy : &, = &, x = P(p), modulo l'identification des flbreg,, et 8(,(,,) avec les
fibres&, et&y (.. Ceciaun sens parce qio (p)) = f(x).

L'application F ainsi défini est clairement continue. Comme le fifrést localement
trivial, le fibré £ est lui aussi localement trivial. Comme; est totalement discontinu,
on peut choisir de fagon continue des bases orthonormées dans les fibres, ce qui don
une trivialisation de£ qui induit une isométrie dans chaque fibre. On écrira donc
& =37 x CPF1, On peut donc trouver une application contindeX; — SlL(k, C)
telle queF commde avec le cocycl¢, engendré pad. En particulier, les fonctions
log||A|| et log||A~1| sontji-intégrables.

Finalement, le fait que le lieu d'injectivité d soit de u-mesure totale implique
que I'on peut aussi releven en une mesure de probabili#@ dansé se projettant sur
it et dont les mesures conditionnelles sont donnéesnpat m, avecx = P(p), via
lidentification de&, et de&,.

Ceci nous raméne dans le cadre de la Section 1 : nous avons expliqué comment, a tc
cocycle projectif mesuréM, f, u, &, F,m) au-dessus d’une dynamique hyperbolique,
on peut associer un cocycle projectif mes(gy, o, i, A, F, m) au-dessus d’'un sous-
shift de type fini. Il est facile de voir que les exposants de Lyapunaol geur i et de
F pour i sont les mémes. Dans la suite, nous supposerons que ces exposants sont tc
nuls, et utiliserons les résultats de la Section 1.4 pour en déduire le Théoréme 8.

Nous avons besoin de savoir que le relévement préserve la propriét#odanation :

LEMME 2.6.— Si F:& — &£ ests-dominé au-dessus dg, le relevéF : € — £ est
s-dominé.

Démonstration. Prennons! =ds, v=1, N = 1, et des constanteés 64, ...,0, <1
satisfaisant I'inégalité (13). La premiére condition dans la Définition 1.11 est donnée
par le Lemme 2.4. De la méme fagon, le fait gBesoit Lipschitz par rapport a la
métriqued = dx. implique que I'applicationp > F, I'est aussi : en effet le cocyclg
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a été pris différentiable, donc Lipschitz et, comme on I'a expligué précédemment,
le relevé est donné, simplement, pafp) = ~,, = F, ou x = P(p). Ceci donne

la deuxieme condition. Finalement, en remarquant fdép)| = || F ||, la troisieme
condition, |A(p)| |A(p)~Y|16; < %, dans la définition est une conséquence directe de
linégalité (13). O

Nous pouvons donc appliquer le Lemme 1.12 et la Proposition 1.16 au cocycle
projectif mesuré(ZT,a,;l,A,F,nﬁ) pour obtenir une famille de transformations
inversiblesy (p, ¢) : CP*~1 — CP*—1, définies pour toup et ¢ dans une méme variété
stable locale, qui préservent les mesures conditionelles de

¢(vaI)*n~’lp:n~’lq (15)

pour tout p et ¢ dans un sous-ensemble de ji-mesure totale d&;. Nous allons
montrer que ces applications correspondent aux transformations d’holonomie local
(projection le long des feuilles) du feuilletage stable-fort du cocyci€ — £.

LEMME 2.7.— Soit p et g deux points dans une méme variété stable locale dans
Y7, etsoitx = P(p) ety = P(gq). Soith(x, y): £, — &, latransformation d’holonomie
locale associé au feuilletage stable-fort du cocykle

Alors,¢(p,q) =h(x, y).

Démonstration. +e feuilletage stable-fort est caractérisé par le fait que I'image
h(x, y)& d’'un point quelconqué € &, = 5,, = CP*~1 par I'holonomie du feuilletage est
le seul pointy de la fibre&, = Sq dont I'orbite se rapproche de celle destrictement
plus vite que la contraction maximale obtenu dans la direction centrale : il €xist®
eta < 1tel que

d(FI), FIn) < Ca|[ (1) o)~ (16)

pour toutn > 1. Il nous suffit donc de montrer que (16) est vraie poe ¢ (x, y)&.
Pour cela, commencons par rappeler que, d’aprés la deuxiéme partie du Lemme 1.1

Fl¢(p, @) =¢(a"(p),a" (@) F&.

En utilisant la Remarque 1.13 pols= 0 etv = 1, on en déduit que

d(Fl&, Fl¢(p.q)§) < Cds (" (p).o"(q)).

ou la constant&€ > 0 ne dépend ni de ni des pointsp etg. Commep etg ont été pris
dans une méme variété stable locale, Lemme 2.4 implique

n—1

ds (6" (p). " (@) <[] 65,-
=0
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Rappelons aussi que les constariesnt été choisies satisfaisant (13) : c’est a dire,
I Fl ||FZ‘1||0i < T pour toutz dans chaque cylindri@; i]. Ces inégalités entrainent

n—1
d(F'&, Fl¢(p. )€) < C T 21 Fpn Y F, I < el Eo ) (En 7~
j=0

Il suffit donc de prendre =7. O

Remarque2.8. — Voici deux conséquences immediates du Lemme 2.7 (qui peuvent
étre démontrées aussi directement) :
1. L’holonomie du feuilletage stable-fort du cocydieest projective.
2. Si P(p) = P(p') et P(q) = P(q') avecp € Wji.(p) etq' € Wj.(p), alors
¢(p.q)=9(p'.q").

Maintenant nous pouvons compléter la démonstration du Théoréme 8 :

Démonstration. -Rappelons qu’on considere la désintegrati@n ), de la mesure:
décrite pavn, = m p(, pour toutp. D’apres la Proposition 1.16, il existe un ensemble
deji-mesure totale tel qug(p, ¢).m, = m, pour toutp etg dansE. NotonsU un sous-
ensembleG; dense deA de u-mesure totale au-dessus duquel la partition de Markov
est injective. SoitR I'ensemble des points réguliers ge(qui est aussi dec-mesure
totale, caru est ergodique). Notons encofel’'ensemble des points € A tels que
m i) = (Fy).m, : commem est invariante et qug est inversible, il s’agit encore d’un
ensemble de.-mesure totale. Soikg un sous-ensemble mesurabledenesure totale
contenu dang/ N R N I et dont la pré-image®~1(Ey) est contenue dans. Apellons
E l'intersection de tous les itérég’ (Ep) avecn € Z. C’est encore un ensemble ge
mesure totale qui est, cette fois, invariant gaNous allons montrer quE satisfait la
conclusion du théoreme.

Etant donnés deux points, y € E dans une méme variété stable on peut trouver
n > 1 tel que f"(x) et f"(y) soient dans lintérieur d'un méme rectangke. En
effet, commex est un point générique pour et queu charge tout ouvert, I'orbite
future dex passe un nombre infini de fois a une distance des bords des rectangle
plus grande qu’un certaif fixé. D’autre part la distance entre les itérésxdet y tend
vers zero quand le temps tend vers l'infini. D’aprés (15) et le Lemme 2.7, on a que
h(f"(x), f"(y))«m gy = m (5. Linvariance du feuilletage stable-fort implique alors
h(f"(x), f"(y)) o F}! = F} o h(x,y). Comme tous les itérés deet y sont contenus
dansl, ceci implique qué:(x, y).m, =m,. O

2.2. Cocycles dominées : cadre géométrique

Nous conservons les notations de la section précédente.

DEFINITION 2.9.-On dit que le cocycle”:N — N est dominé au-dessus de
si I'ensembleA est fortement partiellement hyperbolique pddravec décomposition
TiN =E" ® E° @ E* telle que

Dr(E")=E", E‘=Dmn*0) et Dn(E®)=E"’.
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D’aprés la théorie de I'hyperbolicité normale, [9,13], il existe alors deux feuilletages
invariantsF"* et 7** partout tangents aux fibrég" et E**, respectivement. Les feuilles
se projettent, respectivement, sur les variétés instables et stables des paints de

Pour toutx, y € A dans la méme variété stable, on nétéx, y): &, — &, 'appli-
cation d’holonomie du feuilletage stable-fgft*. On note de méme” (x,z): &, — &,
I'application d’holonomie du feuilletage instable-fort, pour taut W* (x).

Rappelons que pour un cocycle contifiau-dessus d’une transformatign (X, u) —
(X, ) on peut toujours trouver des mesugnvariantes se projettant swr (voir la
Remarque 1.4).

Notre premier but ici est de démontrer le Théoreme 1 qui, avec les notations ci-dessu:
s’exprime de la facon suivante :

THEOREME 9. — Soit (M, f, u, €, F,m) un cocycle projectif mesuré tel que le
cocycleF est dominé et tous ses exposants de Lyapunovpsont nuls.
Alors m admet un désintegratiotn, ), telle que
e i1, dépend continlment du pointe A ;
e pour tous pointse, y, z € A tels quey € W¥(x) etz € W¥(x) on ah®(x, y).m, =
my eth"(x, z)m, =m;;
o (F,)uii, =1 4 (y) POUr toULx € A.

Pour tout pointx dans un ensemble basique hyperboliqueon peut trouver des
voisinagesk” et R* dex, respectivement dans la variété stable et dans la variété instable
de x, et un voisinageR de x dansA qui est homéomorphe au prodwtt’ x R, les
verticales correspondant aux variétés stables locales et les horizontales aux variét
instables locales. On peut alors définir, pour une mesure quelconqueRjasess
projections sulR" et surr®.

Dans la démonstration du théoréme on utilisera le fait que tout état d'équilibre
d’'un potentiel Holder continu a lpropriété de produit local pour toutx € A on peut
trouver R tel quep > u" x u*, ou u* et u* sont les projections dg | R sur R* et
R®, respectivement. C’est a dirg(A x B) > 0 pour toutA C R* et B C R* tels que
u"(A) > 0etu’(B) > 0. Voir [2,12,19].

Les mémes arguments qu'on a utilisés pour le Lemme 1.3 nous donnent

LEMME 2.10. —Avec les notations ci-dessus, pour tout enserBlbfe R de u-mesure
totale dansr il existex € E tel queE, = [J{W.(y): y € Wi .(x)N E} aaussiu-mesure
totale dansR.

A présent nous démontrons le Théoréme 9 :

Démonstration. -D’aprés le Théoréme 8, apliquéfaet a f 1, il existe un ensemble
E C A deu-mesure totale tel que
1. my,=h*(x,y).m, €tm,=h"(x,z).m, pour toutx, y, z € E tels quey € W*(x)
etze W(x);
2. (Fy)xmy =m g pour toutx € E.

Pour un pointw quelconque dana considérons un voisinage homéomorphe a un
produit R* x R* comme dans la définition de la propriété de produit local. D’apres le
Lemme 1.3, on peut trouver € E N R tel que E, = [J{Wi.(»): y e Wi .(x) N E} a
u-mesure totale dan®. Au-dessus dé&, les mesures conditionelles sont préservées par
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Y(x,z) =h"(y, z) oh*(x,y). On peut alors prolongdr: )., de facon continue a tout
le voisinager, par I'expressionn, g = ¥ (x, z).m,.

De cette fagon, nous pouvons construire un recouvrement gar des ouvert®
et des applications continues— i, x définies sur chacun des ouverts, qui coincident
avec la désintégratiom, sur un sous-ensemble gemesure totale. Ceci implique que
sur R, N R, ces applications continues coincident sur un ensemble dense, et donc partot
On noteram, = m, g pour toutz € A et n'importe quelR contenant. La famille (i),
est donc une désintégration continue pour la mesure

Commerh®(x, y), h*(x, z) et F, dépendent continOment des points, les propriétés 1
et 2 ci-dessus se prolongent a tous les points\dee qui démontre l'invariance par
holonomie et par itération. O

On munit 'ensemble des cocycles projectifs de classau-dessus d¢: M — M de
la topologieCP. Fixons un atlas dé/ par des cartes locales avec domaines compactes
et au-dessus desquelles le filsrést trivial. Pour toute constante > 0, on dira quda
normeC? de F est bornée pac si dans chaque carte la dérivée de I'application F,
est bornée paf en norme.

Dans ce qui reste de cette section nous démontrons le résultat suivant, qui contient
Théoreme 2 :

THEOREME 10. — Pour chaqueC > 0 fixé, il existe un sous-ensemble ouvert dense
par rapport a la topologieC?, de I'espace des cocycles de claggedominés au-dessus
de f:A — A dont la normeC? est bornée pacC, tel que tout cocycle dans ce sous-
ensemble a des exposants de Lyapunov non-nuls pour tout état d'équildee d’'un
potentiel holderien.

Démonstration. €ommengons par remarquer que la conclusion est vraie s'il existe
un point fixe (ou périodiquep € A et un point homocling € A de p tels que
1. toutes les valeurs propres #g est hyperbolique sont de multiplicité 1 et avec
modules différents ;
2. 'ensemble des directions proprgs, ..., &} de F, est disjoint de I'ensemble
{h"(p, q)h* (p, q)&: 1 <i <k} deleursimages.
Ceci est un conséquence directe du Théoreme 9, en utilisant exactement les mém
arguments que pour la démonstration du Théoréme 7. lls nous suffit donc de démontre
gue la condition ci-dessus est satisfaite par un sous-ensemble ouvert dense de cocycle
Pour I'ouverture il suffit de remarquer que les holonomies stable et instable varient
continlment avec le cocycle dans la topologie considerée. En effet, d'autant que I
cocycle reste Lipschitz avec constante de Lipschitz bornée, le cocycle felawélessus
du sous-shift est aussi uniformément Lipschitz. On conclut par les Lemmes 1.14 et 2.7
Finalement, pour avoir la densité il suffit de perturligrd’abord dans un voisinage
du pointp, pour avoir la condition 1 suF,, puis dans un voisinage du poipigui évite
tous les autres itérés @e pour avoir la condition sur les holonomiest

Remarque2.11. —

(a) Ladensité dans le Théoréme 10 est valable dans toute topalogle< r < oo.

(b) Ces arguments se généralisent de facon immédiate au cas des co€ycles
Holder, avec constantes de Holder fixés. Dans ce contexte la théorie de
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I'hyperbolicité normale ne s’applique plus, mais le Lemme 2.7 nous permet
guand méme de construire les holonomies stable et instable-forte.

(c) Théoréme 10 reste valable si on permet de plus que la dynanfigigela base
varie dans la topologi€™.

Remarque2.12. — Théoréme 10 reste valable aussi dans le cadre des cocycle
dominées réels, c'est a dire que l'action dans les fibres vit d@8k(k,R). La
démonstration est analogue a celle du Corollaire 1.19.

Les mémes arguments que dans la Section 1.6 montrent que, comme l'affirme |
Proposition 0.1, les cocycles dont les exposants de Lyapunov sont nuls corresponde
a un sous-ensemble de mesure de Lebesgue zéro dans I'espace des parametres, poL
ouvert dense de familles paramétrées dans I'espace des cocycles dominés :

PROPOSITION 2.13. — Il existe un ouvert dense de familles/& N paramétres
t — F, de cocycles projectifs de class&, r > 1 dominés au dessus dé: A — A,
pour lesquelles I'ensemble detels que les exposants de Lyapunovgsont nuls pour
un état d’équilibre d’'un potentiel hélderien est discret, donc de mesure de Lebesgue
nulle.

Démonstration. ta démonstration est analogue a celle du Corollaire 1.22. |l suffit de
remarquer que, comme les norm@&ssont plus fines que les normegHélder (voir la
Remarque 1.24) I'énoncé de différentiabilité donné par le Lemme 1.21 reste valable
dans le cadre présent. En conséquence, les conditions 1 et 2 dans la démonstrati
du Théoréme 10 correspondent a un sous-ensemble de codimension positive. De plt
comme dans la Remarque 1.23, si I'on fait varier le point périodigum obtient un
sous-ensemble de codimension arbitrairement grande.

3. Cocycles projectifs tangents a un feuilletage, au dessus d’'un flot d’Anosov

Dans cette section nous allons donner un cadre géométrique naturel ou s'appliquero
les résultats sur les cocycles localement constants au-dessus d’'un sous-shift de ty
fini : il s’agit des cocycles obtenus en relevant un flot d’Anosov transitif d’'une variété
compacteM sur les feuilles d’'un feuilletage transversalement projectif, transverse a une
fibrations : £ — M de fibreCP* 1.

3.1. Cocycles projectifs au dessus d'un flot

Soit V une variété et soitr : £ — V un fibré projectif admettant un feuilletagé
sur & dont la dimension est égale a celle deet dont les feuilles sont transverses aux
fibres. On suppose de plus geest transversalement projectif c’est a dire que toutes
les holonomies d’une fibre sur une autre sont des tranformations projectives. Un tel fibr
s’appelle un fibré projectif plat.

Rappelons que la donnée d'un fibré plat et d'un tel feuilletage est équivalente &
la donnée d’'un homomorphisme contravariartr, (V) — PSlLk, C) (c'est a dire
que p(y1y2) = p(y2) - p(y1) : en effet, p est la représentation d’holonomie de
F; réciproguement étant donngeon construit(£, 7) comme la suspension de
(voir [16]) ; le fibré et le feuilletage sont alots™.
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Maintenant, a tout flo& sur V on peut associer son relevesur le feuilletageF :
c’est I'unique flot dans les feuilles dg, dont les trajectoires se projettent sur celles de
X, en préservant le temps.

En résumé, a tout flat de V et a toute représentatigm: 7, (V) — PSLk, C) nous
avons associé un cocycle projedtifau dessus d&. Nous rappelons a présent I'énoncé
du Théoreme 3, dont la démonstration est I'objet de cette section :

THEOREME 11. —Soit V une variété compacte, munie d'un flot d’Anosov tranitif
et soitw : £ — V un fibré projectif plat de fibre€€P*—*. SoitF un feuilletage transverse
aux fibres et transversalement projectif. Notdhge relevé deX sur les feuilles deF.
Alors I'une des deux propriétés suivantes est vérifiée

o Le feuilletageF admet une mesure transverse invariante par holonomie.

e Pour tout état d’équilibrex de X associé a un potentiel héldérien, le cocycle

projectif induit parY au dessus d& posséde un exposant de Lyapunov non-nul.

3.2. Dynamique symbolique et états d’équilibre d’un flot d’Anosov

Cette section rappelle le formalisme symbolique introduit dans [6,8] pour les flots
vérifiant I'’Axiome A.
Soito : ¥ — X7 un sous-shift de type fini associé a une matficecoefficients dans
{0,1}. Soit ¢ : ¥y — 10, +o00[ une fonction continue. On not€ = {G,: A(T,¢) —
A(T, ¥)}ier, le flot obtenu comme suspensiondavec temps de retour égatj/a
Soit X un flot d’Anosov transitif d'une variété compacte Il existe une matrice
et une fonction Hoélder continug : X — 10, +o0o[ et une surjection Hdlder continue
P:A(T,¢)— V telle que:
e P réalise une semi-conjugaison entre le floket le flotX.
e Chaque cubeC; = P({(x,1),x € [0;i],t € [0, ¥ (x)]}) est 'adhérence de son
intérieur.
e P estinjective au dessus d'un sous-ensemble résiduel invariavitglg, de plus,
a mesure totale pour toute probabilité invariante ergodique qui charge les ouverts.
On appellepartition de Markovune telle application, etectangletoute imager; =
P([O; i] x {0}).
Etant donnée une partition de Marka®¥: A(T,v¥) — V, on peut en construire
d’autres par les procédures de raffinement suivantes s sai
o raffinement de I'alphabeton prend comme nouveaux symbolesges (iy, ..., i)
tels queT;, ;,,, = 1. La nouvelle matrice d’incidence est définie ﬁarn =1siet
seulement sk et n s’écriventé = (iq, ..., i) etn = (i, ..., i,41). L'application
& = (i1, ...,1,) — i1 induit une conjugaison entre les sous-shifts associesty,
et I'on définityy comme la composée die par 'homéomorphisme de conjugaison.
e dédoublement de rectanglesles nouveaux symboles sont lés= (i,r) avec
t €{0,...,s — 1} et la matriceT est définie paf; , = 1 si et seulement g et
n S'écriventé = (i, r) etn = (j, r) avec

(i=jetr=t+1) ou (t=s—1,r=0, etT;;=1).
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LEMME 3.1.— Pour tout recouvrement finl, de V par des ouverts, il existe
un sous-shift de type fini : X7 — X7, une fonctiony et une partition de Markov
P:A(T,y)— V deX tels que

1. Pour tout cubeC; il existe! (j) tel queC; C Ujj).
2. Pour tout j, il existe L(j) tel que, pour touk vérifiant 7, , = 1, on al (k) =
L(j).

Démonstration. Pour construire une partition de Markov vérifiant la condition 1,
on choisit une partition de Markov quelcongu® et on choisit un raffinement
Py A(T1, ¥1) — V de cette partition de facon que le diamétre de chaque cube soit plus
petit que le nombre de Lebesgue du recouvrenignChaque cub€; est donc inclus
dans un ouvert/;, ;.

Soient [0; /] les cylindres élémentaires de,. Notons P,: A(T>, ¥p) — V le
raffinement deP; consistant a prendre comme cylindres élémentaires les cylindres
[0;i, j] de P;. Pour chaque nouveau symbdje= (i, j) on note I(§) = I,(i) et
L(¢) = I1(j). Par définitionT; , = 1 si et seulement g et n s’écrivent de la forme
E=(,j)etn=(j, k) cequiimpliqguel (n) =L(¢). O

Soit¢ : V — R une fonction Holder continue. Rappelons que la construction de I'état
d’équilibre du potentiep pour le flotX est faite dans [8] de la fagon suivante :
Soit P: A(T, ) — V une partition de Markov. La fonctiog: X+ — R définie par

Y(x)
d(x) = /¢oP(x,t)dt

0

est encore Holder continue. Il existe donc un unique état d'équijirelu potentiel
¢ pour le sous-shift : &7 — 7. Alors ug = 1/ [¥dus)(us x dr) est une mesure
de probabilité invariante pour le flaét sur A(T, vr). L'état d’équilibre surV est défini
commeuy = Py(ug).

On conclut ce paragraphe en remarquant que tout cocycle projeetif dessus du
flot d’Anosov X induit un cocycle projecti’ au dessus du flag : le fibré £ est le pull-
back parP du fibré projectif€ et¥,: €., — £, .1 est (via l'dentification canonique)
lapplication Ys : Ep(x.1y = Ex,(px.0))» POUr touts € R.

On note&® la restriction de&€ au dessus d&; ~ T x {0}, etY? le cocycle obtenu
comme application de premier retour Hesur £°. En d’autres terme¥? : £7 — P54

o(x)
coincide avec la restriction d&, ) a & o).
Remarque3.2. — Pour tout cocycle projecti€, Y) surV avaleurs danSL(k, C), et

tout état d'équilibrewy, I'existence d’exposants non-nuls est équivalente PBuLx),
pour (Y, ug) et pour(Y?, u,) ; de plus les multiplicités des exposants sont les mémes.

3.3. Preuve du Théoreme 11

Soit V une variété différentiable compacte munie d'un flot d’Anosov trantif
Soit 7:£ — V un fibré projectif muni d'un feuilletager transverse aux fibres et
transversalement projectif. Saitle cocycle projectif au dessus deobtenu en relevant
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X sur les feuilles deF. Soit uy un état d’équilibre d’'un potentiel hélderien pour le flot
X. On suppose que les exposants de Lyapunov du codyqeur iy sont nuls et on
montrera que les holonomies du feuilletagdaissent invariante une famille continue
de probabilités dans les fibres.

On choisit un systéme de cart&s C V couvrantV de fagon que les ~X(U,) soient
des cartes trivialisant le feuilletagg : il existe un difféomorphismey; : 7 ~%(U;) —
U, x CP*~1 se projetant parr sur l'identité deU, et qui est projectif dans les fibres,
tel quey,(F) est le feuilletage horizontal. Quitte a raffiner ce recouvrement, on peut
supposer que pour tout couplg l» l'intersection U;, N U,, soit connexe. Alors, pour
tout /4, [, tels queU;, N U;, soit non-vide, il existe une matricé;, ;, € PSL(k,C) telle
que le changement de catg oy, * : Uj, N Uy, x CPA~1 — U, NU,, x CP*~* soit défini
par(x, z) = (x, Ay 1,(2))-

Notons P : A(T, ) — V une partition de Markov associée par le Lemme 3.1 a ce
recouvrement. Remarquons que pour tout cyliri@eé], I'intersectionU;;, N Uy est
non-vide, ca,;, contient I'extrémité d’'un segment d’orbite inclus d&is;).

LEMME 3.3. —Avec les notations ci-dessus, le cocyElg exprimé dans les cartes
trivialisantes, est constant sur chaque cylingidei] de Xr.

Démonstration. Voyons queA; ;. .. est la valeur du cocycle au-dessug@e]. En
effet, soitx € [0; i]. Le point P (x) appartient donc &, et cet ouvert contient tout le
segment d’orbite d& (x) pour les temps € [0, ¥ (x)]. Dans la carte/,; le feuilletage
est horizontal et I'expression du cocycle est donnée par l'identité sur les fibres. Au-
dessus du poirity, (P (x)), la carte trivialisante de reférence gst;,. L'expression du
cocycle dans les deux cartes de reférence est dpRc, ;). O

Notonsu, I'état d’équilibre des correspondant ay. Comme, par hypothése, tout
exposant de Lyapunov du cocydiepar rapport aux est nul, il en est de méme pour le
cocycleY? par rapport au,, d'aprés la Remarque 3.2. Comme on vient de le montrer,
Y?, exprimé dans les cartes trivialisantds;, v;), est localement constant, engendré
par lesA; = A;),Lq)- D'aprés les Corollaires 1.7 et 1.8, il existe alors des probabilités
{64, ...,0,) surCP* telles que(A;).(6;,) = 6; pour touti, j tels queZ; ; =1. On en
déduit qu'il existe une famillgd; }:cr.y) de probabilités sur les fibres de invariante
par I'action deY et coincidant aveé; sur[0;i] x {0} (dans les carte@/; ), ¥13)))-

Dans le prochain énoncé on ndé&” (x) la variété centre-stable de, c’'est a dire,
I'ensemble des points dont les orbites positives sont asymptotiques a 'orbite positive
dex. D'autre part, on notév*(x) la variété stable de, définie comme I'ensemble des
points let-éme iteré est asymptotique a@me iteré dec quand: — +oo. Rappelons
gue ces ensembles sont des sous-variétés immergées, aussi differentiables qie le flot
et queW< (x) est I'union des variétés stables des points de I'orbite.dee plus, tout
chemin dand¥v < (x) joignantx a un pointy est homotope, dang < (x) et a extrémités
fixées, au produit d'un chemin sur l'orbite dest un chemin sur la variété stable de

La famille des variétés centre-stables, respectivement stables, forme le feuilletag
centre-stableF**, respectivement, stablg®, du flot X. On définit de méme les variétés
et les feuilletages centre-instables ou instables.
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LEMME 3.4.— Il existe un ensembl& C V invariant par le flotX et deux-mesure
totale, et il existe une famill®,)..r de probabilités dans les fibreg, telle que
o la famille est invariante par I'action du flaf dans les fibres
e pour toutx,y € E tels quey € W (x) (respectivemeny € W(x)), et pour
tout cheminy joignant x et y dans W (x) (respectivement dan®“*(x)) on a
(H,).(6;) =6,, ou H, est 'holonomie du feuilletagé” au-dessus dg.

Démonstration. Notons W C V le lieu d’injectivité de la partition de Markow.
Rappelons qu'il est invariant pa¥f et deux-mesure totale. On peut alors définir une
famille de probabilitéq6,},.w sur les fibre<, invariante par I'action du flot d& : il
suffit de prendred, = 6; ol & = P~1(x) (modulo l'identification canonique des fibres
&, et&).

De plus par construction, si y € W sont dans un méme culdg, pour tout chemiry
joignantx ay dans l'ouvertU;;, I'image ded, par I'nolonomieH, du feuilletageZ au
dessus de esto,. En effet, ceci revient a dire que la famile,). est constante suf;
dans la cart&€U,;, ¥;;)). Sur le rectangl&; c’est une conséquence de la construction
dans le paragraphe précédent : dans la carte trivialisanet la probabilité est dornfée par
Cela se prolonge &; par invariance par le flat .

Nous définissong comme I'ensemble des points d& dont les orbites positives
et négatives sont denses dawsClairement, il s’agit d'un ensemble invariant par
et, commeuy est ergodique et charge les ouvelsa u-mesure totale. Il nous reste
a montrer que la famill€d,).cr est invariante par holonomie au-dessus des chemins
inclus dans des variétés centre-stables (ou centre-instables). La preuve est analogu
celle du Théoréme 8.

Soitx, y € E tels quey € W (x), et soity c W (x). Si y est inclus dans l'orbite
de x, l'invariance par holonomie le long dg découle de l'invariance par le fldt.
L’holonomie ne dépendant que de la classe d’homotopie du chemin, d'aprés la remarqu
précédant le lemme on peut maintenant supposer/ge inclus dans la variété stable
dex. Comme la familg(d,), est invariante par le flot, on a le droit de remplagerx,

y par des itérés quelconques. Comme l'orbite positive @st dense dana, et que la
longueur des itérés detend vers zéro, on peut trouver des itérés inclus dans l'intérieur
d’'un méme cub€’;. On conclut alors par I'invariance par holonomie au dessus de chaque
cubed; : voir le deuxieme paragraphe de cette preuve.

Dans la suite on utilisera le fait que tout état d’équililpre d’'un flot d’Anosov a la
propriété de produit local pour toute sectios transverse au flot, la mesugg induite
par uy danssS a la propriété de produit local pour les feuilletagéset 7§ induits sur
S par intersection des feuilletages centre-stable et centre-instable du flot. Voir [2,12,19]
Le prochain corollaire conclut la démonstration du Théoréme 11 :

COROLLAIRE 3.5.— Il existe une famille continue de probabilité8,),., sur les
fibresé,, définie sur toute la variét¥, et coincidant avec la famill®,) .z sur un sous-
ensemble d@ x-mesure totale. De plus, la famillé, ).y est invariante par I'action du
flot Y et de 'holonomie du feuilletag.

Démonstration. Pour tout point; € V on fixe une petite section transverselu flot
X au pointz. CommeE est un ensembl& -invariant dew,-mesure totale, il intersecte
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S dans un ensemble ges-mesure totale. Comme dans la preuve du Théoreme 9, on
peut alors trouver une famille continué,)..s définie sur toute la section transverse

S et coincidant avec la familléd,).cens Sur un sous-ensemble dg-mesure totale.

Ce prolongement est unique ce qui permet de montrer qu’il est invariant pour toute
holonomie des feuilletage$s et F¢. On prolonge alorgé,).cs & un voisinage du
point z, par invariance sous l'action du flaf. Ceci définit un prolongement continu

qui coincide avec la famill€d,).cx sur un sous-ensemble geg,-mesure totale de ce
voisinage. Ce prolongement est donc unique. On en déduit I'existence d’'une famille
continue(d,),.y définie sur toute la variété, et coincidant ave®, ), Sur un sous-
ensemble dex-mesure totale.

D’aprés le Lemme 3.4, la famill®, )< est invariante par I'action du flot et par les
holonomies deF au-dessus des feuilles centre-stables et centre-instables. On en dédui
par continuité, que ces propriétés restent vraies p@Urcy : elle est invariante par
toutes les holonomies du feuilletage au-dessus des chemins inclus dans des variétés
centre-stables ou centre-instables. Tout chemin étant homotope au produit de chemi
inclus, respectivement, dans des feuilles des feuillet&fést 7, ceci montre que
(0,),cv €stinvariante par toute holonomie fe O

3.4. Mesures SRB pour le flot relevé

Le but de ce paragraphe est de montrer la Proposition 0.2.

Notonsyu la mesure SRB du flot d’Anosa¥. On suppose que le plus grand exposant
de Lyapunov pour la mesure du cocycle défini par le flor est de multiplicité 1.
Soit x un point générique poyr. On noteo (x) le point de I'espace projectif, qui
représente la droite qui est I'espace de Lyapunov correspondant au plus grand expose
depu, etx, C &, 'hyperplan projectif correspondant aux autres exposants de Lyapunov.
Remarquons que : M — £ est une section mesurable invariante par I'action des flots
X etY. De plus, on vérifie facilement que, pour tout paint £, \ Z, la distance

d(Y,(§),0(X,(x))) >0 (17)

guandr tend verstoo.
Notonsv = o, (1) ; c’est une mesure de probabilité invariante ergodique polra
Proposition 0.2 est une conséquence immédiate de

PROPOSITION 3.6. —Avec les notations ci-dessusgest une mesure SRB pour le flot
Y et son bassin d’attraction est de mesure de Lebesgue totalefdans

Démonstration. - nous suffit de montrer qu'il existe un sous-ensemBle &, de
mesure de Lebesgue totale, tel que

[ %/T (Y, (§))dt = /(pdv (18)
0

pour £ € B et pour un ensemble dénombrable dense de fonctions continudsus
fixons un tel ensemblgy; : £ — R}.



C. BONATTIET AL./ Ann. I. H. Poincaré — AN 20 (2003) 579-624 619

Comme les fonctiong, o o sont bornées, donc intégrables, le théoréme ergodique de
Birkhoff assure que, pour toute N, il existe un sous-ensemble, C M de u-mesure
totale tel que

Jim /(wzoa) X, () dt = /(<pzoa)du

pour toutx € D;. Soit D = (), D; et A I'union desé&, \ X, pourx € D. Le choix deD
et la propriété (17) impliquent qué est contenu dans le bassin d’attractionvdepour
tout/ et touté € Aona

T T
1 1
Tgmm?o/wl(Y,(s>)dz ;O/ o (X, (x©))) di = [@oordu= [ pdv.

Maintenant, pour chaque poiéte A, considérons le relevemeiit(¢) de la variété
stable du poink = 7 (¢) a la feuille du feuilletageF qui passe pag. NotonsB |'union
desW (&) sur tous les point§ € A. |l est clair queB est encore inclus dans le bassin
d’attraction dev : les orbites positives de tous les points dans un m&nig) sont
asymptotiques, elles ont donc les mémes moyennes de Birkhoff pour toute fonctior
continue.

Remarquons que la projection @decontient 'unionC des variétés stables des points
de D. Nous utilisons la propriété suivante des mesures SRB des systémes d’Anosov (vo
[7]) : pour tout ensemble de-mesure totale, I'union des variétés stables de ses points
a mesure de Lebesgue totale daisll s’en suit queC a mesure de Lebesgue totale
dansM. D’autre part, comme, \ X, a mesure de Lebesgue totale dans la ffret
gue le feuilletager est projectif, 'ensembl& contient un sous-ensemble de mesure de
Lebesgue totale dans la fibre au-dessus de tout poit @n en déduit qud a mesure
de Lebesgue totale da&s ce qui conclut. O

4. Feuilletages définis comme suspension : généricité des exposants de Lyapunov
non-nuls

4.1. Suspension d’'une représentation

Nous rappelons ici brievement la contruction des feuilletages définis par une
suspension (voir [16]) :

Soit V une variété compacte eP:V — V son revétement universel. Notons

po:m(V) — Aut(P) la représentation (covariante) canonique dans le groupe des au-

tomorphismes du revétement. Spitr1(V) — PSL(k,C) une représentation contrava-
riante. On considére le quotient dée x CP*~! sous I'action du _groupe fondamental
71(S) définie par(z, w) — (po(y) - z, p(¥)~1- w). Le quotient de&V x CP*~1 par cette
action est un fibré projecti,: V, — V de fibreCP*~2, la projection étant induite par
la projection naturelle d& x CP*~! sur le premier facteur. Enfin le feuilletage hori-
zontal deV x CP*1 dont les feuilles sont le¥ x {w} passe au quotient s, en un
feuilletageF, transverse aux fibres et transversalement projectif, dont la représentatior
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d’holonomie (sur la fibre au dessus du point basé& jilest exactement. Remarquons
que chaque feuille d&, est un revétement dg et, par construction, admé&t comme
revétement universel.

On suppose a préseft muni d’'une métrique riemanniennig: | et on munit les
feuilles de 7, de la métrique qui fait de la projectiom, une isométrie locale : en
particulier toute geodésique d'une feuille & se projette parr, sur une geodésique
deV.

Notons 71 (V) et T1(F,) C T1(V,) le fibré unitaire tangent & et le fibré unitaire
tangent du feuilletager,, respectivement. La différentielle de la projectiop induit
une projection naturellgr,), : 71(F,) — T1(V) de fibre CP*1. De plus les fibrés
unitaires tangents des feuilles d¢ sont les feuilles d’un feuiIIetagép sur T1.(F,)
dont les feuilles sont transverses aux fibres(dg).. Pour chaque feuille d&,, son
flot géodésique est un flot, sur la feuille correspondant& deyui se projette sur le flot
géodeésique d& par(r,),. On a donc montre :

Remarque4.1. — Le flot géodésique tangent aux feuilles#jeest le relevél = X,

sur les feuilles dé:“p du flot géodésique de V. En particulier c’est un cocycle projectif
au dessus d¥.

On suppose a présent que le flot géodésigude V est un flot d’Anosov transitif
sur 71 (V) qui laisse alors invariante la mesure de Liouvjliecelle-ci ergodique (cette
mesure est de plus un état d’équilibre pal) Pour cela il suffit que la métriquig- ||
soit a courbure sectionnelle strictement négative [14,1].

Nous pouvons a présent conclure la démonstration du Théoréme 4 qui est un ce
particulier du résultat suivant :

THEOREME 12. — Avec les hypothéses slrci-dessus, soip : 71(V) — PSL(k,C)
un morphisme contravariant du groupe fondamental. Alors I'une des propriétés
suivantes est vérifiée
e ou bien il existe une probabilité sur CP*~! invariante par les transformations
p(y), pour touty € m1(V),
e ou bien le cocycle projectif défini p&¥, au-dessus d& possede des exposants de
Lyapunov non-nuls pour la mesure de Liouville.

Démonstration. -D’aprés le Théoreme 11, si tous les exposants de Lyapunov de la
mesure de Liouville sont nuls pour le cocydlealors il existe une mesure de probabilité
invariante par le groupe d’holonomie du feuilletagg. Ce groupe d’holonomie est le
méme que celui d&,, ce qui conclut. O

4.2. Généricité de 'absence de mesures transverses invariantes

Le Théoreme 11 dit que §i est une variété compacte portant un flot d’Anospet
si p:m1(V) — PSL(k,C) est une représentation alors :
1. ou bien I'action naturelle de(r1(V)) surCP*~! laisse invariante une probabi-
lite,
2. ou hien tout état d'équilibre d& posséde des exposants de Lyapunov non-nuls
pour le cocycle projectif au dessus Beobtenu en relevanX sur les feuilles du
feuilletageF,, suspension dg.
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Dans cette section nous cherchons a comprendre en quelle mesure la possibili
décrite dans l'item 1 est rare, est donc en quelle mesure I'existence d'exposants d
Lyapunov non-nuls est générique. On est donc amené a perturber les représeptations
afin d'interdire I'existence de probabilité invariante. La principale difficulté du probléme
est contenue dans les propriétés algébriques du groy(ps .

Nous présentons ici un exemple simple, ol nous savons perturber la représentation :
s’agit du cadre du Théoréme 4, quand la base est une surface corfiplecenreg > 2
et que la fibre esCP!. On veut montrer que I'on peut perturber toute représentation
p:m1(S) — PSLE, C) de facon que le feuilletag€, suspension dg n'admette pas de
mesure transverse invariante par holonomie.

On rappelle que la topologie naturelle sur I'espace des représentations consiste
dire que deux représentations sont proches si les matrices associées aux éléments d
systeme fini de générateurs sont proches. Plus précisément, fixorts, ..., o, B,)
une famille génératrice du groupe fondamentalS) de la surfaceS de genreg > 2,
telle quen1(S) soit le quotient du groupe libre engendré par (es 8;) par 'unique
relation[ay, B1]- - [o, Bo] = 1. Posons

Voi={p=(A1, B1,..., Ag, By) € SL2,C)% | [Ay, B1]...[A,, B,]=+Id}. (19)

C’est une sous-variété algébrique complexeSti€2, €)%, qui paramétrise toutes les
représentationg : 71(S) — PSL(k,C), et la topologie naturelle de cette variété coincide
avec la topologie naturelle des représentations

Le but de cette partie est de montrer le Théoréme 5 qui, avec les notations ci-dessu
s’exprime de la fagon suivante :

THEOREME 13. —L’ensemble des représentationse V, ne laissant invariante
aucune probabilité d€P*~* forme un ouvert dense dams, pour g > 2.

Démonstration. +'ensembleR des représentations qui laissent invariante une pro-
babilité deCP*~! est fermé dan¥, (car 'ensemble des probabilités @#~* est com-
pact pour la topologie faible) ; nous avons donc juste besoin de montrer la densité d
I'ensemble des représentations ne laissant invariante aucune probabilitsur

Notons A C SL(2,C)* l'ensemble des 2-uples de matrices tels qu'il existe
deux droites (éventuellement confondues) dont I'union est invariante par chacune de
matrices. Cet ensemble est fermé dgh&2, C)?%¢, car 'ensemble des couples de droites
est compact.

Notons NonHyp la sous-variété analytique réelleSi€2, C) formée des matrices
dont les valeurs propres sont de module 1. On vérifie gjgeNonHyp est équivalent
a ce que l'application induite : CP* — CP? ait deux points fixes hyperboliques, I'un
attracteur et I'autre répulseur.

LEMME 4.2. —R estinclus dans\ U NonHyp?.

Démonstration. Si p € R et p ¢ NonHyp®, alors I'une des composantef ou
B; de p est hyperbolique, et les seules probabilitésGi invariantes pap sont des
barycentres des mesures de Dirac correspondant aux directions propres de cette matri
Alors, ou bien I'une des directions propres est laissée invariante par chacun,des
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ou bien I'union des directions propres est laissé invariant pad les; : dans chacun
decescap e A. O

Pour montrer qué& est d’intérieur vide dang,, il suffit donc de montrer qug&, N A
et V, N NonHyp¢ sont d'intérieur vide dang, (I'union de deux fermés d'intérieur vide
est d'intérieur vide).

Soit W une composante irréductible d. La variéteV, est définie par 3 équations,
et donc chacune des composantes irréductilede V, est de codimension (complexe)
au plus 3 dans$L(2, C)%, donc de dimension supérieure &6 3.

LEMME 4.3.— L'ensembleA est un sous-ensemble algébrique de dimension infé-
rieure adg + 1, et A NV, est de dimension inférieure4g < 6g — 3. En conséquence,
ANV, estdintérieur vide dan¥/,.

Démonstration. -Remarquons d’abord qua est la projection suPSL@, C)%¢ du
sous-ensemble d&P! x CP! x PSL(2, C)% défini par le fait que les matrices doivent
préserver I'union des deux droites. C'est donc une projection propre d’'un ensemble
algébrique, donc un ensemble algébrique.

On écritA = A1 N A, ol A, est 'ensemble desg2uples de matrices préservant une
droite, et oUA; est I'ensemble desg2uples de matrices préservant I'union de deux
droites distinctes.

Pour tout coupleD,, D, de droites deC? distinctes, notons\ (D1, D,) I'ensemble
des matrices préservant l'union de ces droites : on vérifie simplement que c'es
un sous-ensemble algébrique 8&(2, C) de dimension 1. Remarquons que =
Upysn, (A (D1, D2)%). Son adhérence est donc un ensemble algébriq@t @ C)>
de dimension 2g-2 qui contient I'ensemble des représentatipmsossédant une matrice
hyperbolique et préservant une mesure non-réduite a une mesure de Dirac. Sa dimensi
estx +2<6g—3<dmWw.

Pour toute droiteD, notons A, I'ensemble des matrices del(2, C) laissantD
invariante. C’est un espace de dimension 2. On en déduit que I'ensembbies
représentationg qui préservent une méme droite est inclus dans un sous-egpace

SL(2, €)% de dimension 4g- 1 qui est I'union sur les droite® de Af)g.
LEMME 4.4. —Pour toute droiteD, V, N A% est d'intérieur vide dana%.

Démonstration. Pour cela il suffit de remarquer que, pour Fout couple (g aa_l)
etB=(§ 4-1), 0N peut trouver un couplé = (¢ 1) etB=(§ j.1), aussi proches
que I'on veut deA et deB, tel que[AB] # [AB]. En effet ce commutateur est de la forme
C= ((l) ‘) ollw est une fonction rationnelle non constantexd, 5, y.

Ceci montre que I'on peut changer le commutatids, B1] tout en gardant l'inva-
riance de la droiteD. Ceci permet de briser la relati¢a 1, B;]~* =[[5[A;, Bil. O

On en déduit queV, N A; est d'intérieur vide dans\;, donc est de dimension
inférieure a 4 < 6g — 3, ce qui conclut la preuve du Lemme 4.33

Considérons les projections; : SL(k, C)% — SL(2, C) qui associent a toutg2uples
de matrices sgéme-composante.
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LEMME 4.5. —Pour toute composante irréductibi& de V,, et tout ouverty de W
il existe une projectionr; (U) qui n’est pas incluse darsonHyp.

Démonstration. -Soit p € U un point générique. L'espace tangeh(W) est de
méme dimension qu®&, donc de codimension au plus 3. Comme &5 plus grand
que 3, il existe telle quer; soit une submersion au poipt On en déduit quer; (U)
n’est pas inclus dans NonHyp car celui-ci est d'intérieur vide &g, C). O

Nous avons montré qué N A et V, N NonHyp? sont d’intérieur vide, ce qui conclut
la preuve du Théoréme 13.0

Remerciements

Nous remercions Véronique Maume qui nous a expliqué le Théoréme de Furstenber
ainsi que ses généralisations par Guivarc’h et Royer, ainsi que Francois Ledrappier pol
les discussions qui ont permis d’affermir certains points clef de ce travail.

REFERENCES

[1] D. Anosov, Geodesic flows on closed Riemannian manifolds with negative curvature, Proc.
Steklov Inst. Math. 90 (1967).

[2] M. Babillot, F. Ledrappier, Geodesic paths and horocyclic flow on abelian covers, in: Lie
Groups and Ergodic Theory (Mumbai 1996), in : Tata Inst. Fund. Res. Stud. Math., Vol. 14,
1998, pp. 1-32.

[3] J. Bochi, Genericity of zero Lyapunov exponents, Ergodic Theory Dynamical Systems 22
(2002).

[4] C. Bonatti, X. Gbmez-Mont, R. Vila, The foliated geodesic flow of Ricatti equations, Pre-
publication Dijon.

[5] C. Bonatti, X. Gémez-Mont, Sur le comportement statistique des feuilles de certains
feuilletages holomorphes, Enseignement Mathématique 38 (2001).

[6] R. Bowen, Symbolic dynamics for hyperbolic flows, Amer. J. Math. 95 (1973) 428—-459.

[7] R. Bowen, Equilibrium States and the Ergodic Theory of Anosov Diffeomorphisms, in:
Lect. Notes in Math., Vol. 470, Springer-Verlag, 1975.

[8] R. Bowen, D. Ruelle, The ergodic theory of Axiom A flows, Invent. Math. 29 (1975) 181—
202.

[9] Ya. Brin, Ya. Pesin, Partially hyperbolic systems, Akad. Nauk SSSR 1 (1974) 170-212.

[10] H. Furstenberg, Noncommuting random products, Trans. Amer. Math. Soc. 108 (1963) 377-
428.

[11] Y. Guivarc’h, A. Raugi, Products of random matrices : convergence theorems, Contemp
Math. 50 (1986) 31-54.

[12] N. Haydn, Canonical product structure of equlibrium states, Rand. Comput. Dynam. 2
(1994) 79-96.

[13] M. Hirsch, C. Pugh, M. Shub, Invariant Manifolds, in: Lect. Notes in Math., Vol. 583,
Springer-Verlag, 1977.

[14] E. Hopf, Ergodic theory and the geodesic flow on surfaces on constante negative curvature
Bull. Amer. Math. Soc. 77 (1971) 863-877.

[15] A. Katok, V. Nitica, A. Torok, Non-abelian cohomology of abelian Anosov actions, Ergodic
Theory Dynamical Systems 20 (2000) 259-288.

[16] B. Lawson, Foliations, Bull. Amer. Math. Soc. 80 (1974) 369-418.



624 C. BONATTIET AL./ Ann. I. H. Poincaré — AN 20 (2003) 579-624

[17] F. Ledrappier, Positivity of the exponent for stationary sequences of matrices, in: Lecture
Notes in Math., Vol. 1186, 1986, pp. 56—73.

[18] F. Ledrappier, G. Royer, Croissance exponentielle de certains produits aléatoires d
matrices, C. Acad. Sci. 280 (1980) 513-514.

[19] R. Leplaideur, Local product structure for equilibrium states, Trans. Amer. Math. Soc. 352
(2000) 1889-1912.

[20] V. Oseledets, A multiplicative ergodic theorem, Trans. Moscow Math. Soc. 19 (1968) 197—
231.

[21] W. Parry, M. Pollicott, Zeta functions and the periodic orbit structure of hyperbolic systems,
Astérisque 187-188 (1990).

[22] V. Rokhlin, Sellected topics from the metric theory of dynamical systems, Amer. Math. Soc.
Transl. 49 (1966) 171-240.

[23] G. Royer, Croissance exponentielle de produits markoviens de matrices aléatoires, Anr
Inst. Henri Poincaré 16 (1980) 49-62.

[24] D. Ruelle, A measure associated with Axiom A attractors, Amer. J. Math. 98 (1976) 619—
654.

[25] Ya. Sinai, Gibbs measures in ergodic theory, Russian Math. Surveys 27 (1972) 21-69.



