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ABSTRACT. — R. DiPerna (1983) proved the convergence of the
approximate solutions given by the vanishing viscosity method, towards
an entropy solution of the underlying hyperbolic system. He used two
main assumptions: the existence of convex positively invariant domains
(in the sense of K.N. Chuey et al. (1977)) and genuine nonlinearity. We
prove below that, under the same assumptions together with the sub-
characteristic condition, the approximate solutions given by the semi-
linear relaxation converge too. Actually, our result stands for a more
general approximation, first introduced by R. Natalini (1998).
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RESUME — R. DiPerna (1983) a montré la convergence de la solu-
tion approchée fournie par la méthode de viscosité, vers une solution
entropique du systéme hyperbolique sous-jacent. Il a utilisé deux hypo-
théses fondamentales : I'existence de domaines convexes positivement
invariants (au sens de K.N. Chuey et al. (1977)) et la non-linéarité des
champs caractéristigues. Nous montrons ici que ces hypothéses, jointes

1 E-mail: serre@umpa.ens-lyon. fr.
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a la condition sous-caractéristique, assurent aussi la convergence des so-
lutions approchées fournies par la relaxation semi-linéaire. En fait, notre
analyse est valide pour une classe plus générale d'approximations, intro-
duites récemment par R. Natalini (1998).
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1. INTRODUCTION

Soit un systéme hyperboliqgue de lois de conservation, que nous
appelons “systéme a I'équilibre” :

ou+0,f(u)=0, xeR, >0, )

muni d’'une condition initialeug mesurable bornée. Etant donnés deux
nombrest > 0 (le “temps de relaxation”) et > 0 (une vitesse de
propagation), nous considérons dans un premier temps le systéme semi-
linéaire

a,uf + axvt = 0,

2 -1 @)
vt +adut =t (fWh) —v"),

gu'on appelle “relaxation semi-linéaire du systeme (1)". DansyBst
a valeurs dans un convekéde R”, d'intérieur non vide, tandis que (2)
comprend deux fois plus d’équations et d’inconnues. Le ch@rmpt de
classeC?, avec une différentielldf (x) diagonalisable a valeurs propres
réelles en tout point. Enfing(x) = v” (x, 0) est donné dans* (R"). On
dit que la condition initiale est “préparée” si de plus= f o uo.
L'approximation par relaxation, du probléeme de Cauchy pour (1), a été
envisagée par Whitham [24] puis considérée, dans un cadre plus large, par
Chen, Liu et Levermore [12,2,3]. Cependant, la relaxation semi-linéaire,
dans laquelle la partie principale est linéaire et a coefficients constants,
a été introduite par Jin et Xin [10], en vue de construire des schémas
numeériques robustes. Le lecteur intéressé par un exposé général sur la
relaxation pourra se reporter au mémoire de Natalini [15].
La question essentielle est la convergencextevers u, la solution
entropique de (1), lorsque celle-ci existe. A notre connaissance, la
plupart des réponses a ce jour concernent la relaxation d’une équation
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scalaire (le cas = 1, voir [2,14,5,17,22]), a I'exception de l'article
de Brenier et al. [1], qui traite d’'un systéeme ayant une structure
(cinétique) particulierement ricie ainsi que celui de Tzavaras [23], qui
considére (2). Ce dernier traite aussi une relaxation plus simple-o2
mais le systéme relaxé a trois équations :

a,u - 3xU = 0,
0,v — d,0 =0,

1
0;,(c — Eu) = —;(o —gu)).

La méthode de Tzavaras est basée sur la seule estimation d'énergie, de
sorte gue les solutions approchées peuvent ne pas rester bornéestorsque
tend vers zéro. Il s’ensuit que le flux du systemeq f selon le cas) doit
étreglobalementipschitzien, sans quoi I'approximation n’est pas stable
(la condition “sous-caractéristique” n’est plus vérifiée). Cette restriction
limite bien entendu la portée du résultat.

Il existe principalement deux méthodes :

— l'une repose sur une propriété de contraction dah@®), qui est

spécifique au cas scalaire car elle est liée a la théorie de Kruzkhov,
— l'autre utilise la compacité par compensation, en suivant le canevas
proposé par L. Tartar [21] et mis en ceuvre par DiPerna [6].

On peut envisager d’'étendre la seconde stratégie a des systemes de plus
grande taille, au moins ceux pour lesquels DiPerna a prouvé I'existence
d’'une solution du probleme de Cauchy pour (1). C'est la voie suivie
par Tzavaras, qui doit de plus utiliser les techniques développées par
J. Shearer et Serre [20,19]; pour cette raison, il n'atteint qu’une partie
des systémes traités par DiPerna. C'est aussi I'idée de base du présent
travail, ou I'on suit de plus prés les techniques utilisées par DiPerna, avec
des résultats de portée plus générales que dans [23]. Les théorémes de
convergence établis ici fournissent de nouvelles preuves de I'existence
d’'une solution entropique au probléme de Cauchy pour (1) sous les
mémes hypothéses que dans [6]. Le probleme de Cauchy pour des
systemes plus généraux reste cependant ouvert.

En résumé, on montre ici que, sous la condition “sous-caractéristique”
(qui exprime la stabilité uniforme des états constants), I'existence de

2 Grosso modple systéme a I'équilibre est constitué d’équations de Burgers+
u;xu; = 0, qui ne sont couplées qu’a travers les chocs, par la condition de Rankine—
Hugoniot. Un cas particulier bien connu est celui d’'un gaz isentropique de constante
y =3.
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domaines invariants convexes pour le systeme a I'équilibre entraine la
propriété analogue pour le systéeme relaxé, bien que les uns soient de
dimensionn et les autres de dimension 2kn outre, toute entropie
convexe de (1) s’étend en une entropie convexe “dissipative” de (2). Il
ne semble pas que ces deux faits aient été notés auparavant, si ce n'est
dans le cas scalaire. Par exemple, I'extension d’'une entropie convexe
n'avait été considérée qu’au voisinage de I'ensemble d’équifilarer) €
UxR";v= f(u)} (voir [3]), ou bien lorsque (1) est scalaire (voir [9,14]).

Au contraire, notre analyse est globale et valable pouirl.

Ces deux propriétés fournissent respectivement |'estimatipriori
de (u®,v") dansL>™ et celle der~Y2(f(u?) — v?) dansL?. Utilisant
alors I'estimation de la production d’entropie (comme dans [5]), ainsi
gue l'analyse de DiPerna [6] de la compacité par compensation (voir
aussi les améliorations de l'auteur [18]), on en déduit un théoréme de
convergence, quandtend vers zéro, pour des données initiales bornées
arbitraires. Ce résultat est un premier pas vers la validation des schémas
numeériques “par relaxation” de Jin et Xin, dont la convergence a été
observée sur nombre de simulation numériques. Dans un travail en cours
([11], collaboration avec C. Lattanzio), on démontre la convergence de
ces schémas sous des hypothéses analogues.

Pour des raisons historiques autant que pratiques, c’est d’'abord la
convergence de l'approximation (2) qui nous a intéressé. Cependant,
comme I'a noté Natalini [16], elle n’est qu'un cas particulier d’'une
approximation plus générale, dans le style cinétique,(iv®) est
remplacé pat® (x, t; £), solution du systeme semi-linéaire

1 T T
=;(Ms(” )—2"),

(8 +a(€)d,)z"

w0 = [ 2006 A 3)
X
Ici, 'espace de probabilitéX, 2, 1), les “Maxwelliennes™ — M; et
les vitessesi (&) sont fixés a I'avance, satisfaisant certaines conditions
simples de consistance et de stabilité. Notre analyse s'applique aussi bien
a ce type d'approximation. Le systéme (2) correspond au cas nla
gue deux éléments.

Le plan de cet article est le suivant. Connaissant des domaines inva-
riants pour le systéme al'équilibre, on en construit pour le systéme relaxé
a la Section 2. L'énoncé clé est le Lemme 2.1, dont la démonstration, as-
sez technique, est reportée a la fin de la section. On montre a la Section 3
que toute entropie convexe de (1) s'étend, de maniére unique, en une
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entropie convexe de (2) qui, de plus, est dissipative. Les Théorémes 2.1
et 3.1 sont les principaux résultats de ce travail, qui permettent de montrer
la stabilité et la consistence de la relaxation semi-linéaire lorsgead
vers zéro. La Section 4 se contente de reprendre les techniques dévelop-
pées par les auteurs précédents pour en déduire la convergence, lorsque la
stabilité et la consistance ont lieu. Quelques exemples de systémes pour
lesquels notre analyse prouve la convergence sont donnés. La derniére
partie, enfin, indique comment cette stratégie s'adapte a I'approximation
cinétique (3). On y dégage les hypothéses naturelles que doivent vérifier
(a, M, ).

Je tiens a remercier C. Lattanzio, R. Natalini, M. Rascle et particulié-
rement A. Fathi pour les discussions fructueuses que j'ai eues avec eux
sur ce sujet.

2. DOMAINES POSITIVEMENT INVARIANTS

Nous considérons des domaines convexes compactd/, qui sont
I'adhérence de leur intérieur. Le bobK est lipschitzien et on dit qu'il
estcaractéristiquesi 'espace tangerit,d K (défini en presque tout point)
est stable par la différentielléf («). La normalev(u) adK est alors une
forme linéaire propre déf (u), associée a une valeur propré:). Pour
éviter des difficultés techniques inutiles, nous supposerons toujours gue
A(u) est une valeur propre simple. Le bord Kleest alors, par morceaux,
une feuille intégrale du champ d’hyperplans- v(«)*. En particulier, il
est de class€? par morceaux. A chacune de ces feuilles correspond un
choix continu de la valeur propre

La convexité deK permet de définir, en tout poiste 9K, un cone
convexe tangent + C(s), ol C(s) est I'ensemble des dérivéas(0),
lorsqueu parcourt I'ensemble des chemins différentiables[Q, 1] —

K) tels queu(0) = s. Si 0K est caractéristique, le con&(s) est stable
pardf (s) : il suffit de le vérifier en tout point d’'une partie densead€,
par exemple aux points dlK est de class€?, ce qui est alors trivial.

L'existence de domaines convexes caractéristiques ne va pas de soi
puisqu’elle requiert la condition de Frobenidé A [ = 0, ou!/ est une
forme différentielle de degré 1, propre pody. Cette condition est
triviale pourn < 2, mais n'est que rarement satisfaitensi 3. C’est
I'une des raisons pour lesquelles I'étude du probléme de Cauchy pour les
systemes d’au moins trois équations (en particulier celui qui décrit les
ondes planes d'un gaz compressible) reste largement ouverte.
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LEMME 2.1.— SoitK un convexe caractéristique, comme ci-dessus.
On suppose que

a>max{p(dfw)); ueK}

(condition sous-caractéristigleAlors I'image K. de K par I'applica-
tionhy :u— u+%f(u) est convexe, ainsi que I'imadé_ de K par I'ap-
plication A_:u +> u — %f(u). De plus, les applicationg.: K — K.
sont bijectivegce sont donc des difftomorphismes)

Exemple. — Lorsque (1) est un systéme “de Temple” (voir [18]), ses
domaines invariants compacts sont des polytopes, intersections de 2
demi-espaces affines en général, donc affinement équivalents a des cubes.
Dans ce casK, et K_ sont encore des polytopes.

La démonstration du lemme, un peu longue, est reportée a la fin de
cette section.

LEMME 2.2.— Sous les hypothéses du Lentrik on a

1
K =2(K,+K0).

Ces deux lemmes ont les conséquences suivantes :
THEOREME 2.1. — Soit K un convexe compact, positivement inva-
riant pour (1). Supposons que

a>max{p(df(u);ueck}.

SoitKy =h4(K) avechy(u) :=u+ %f(u). Alors I'ensemble

1 1
Dk = {(u, v); u+-vek,etu——-ve K}
a a

est positivement invariant pour le systeme reléXé

COROLLAIRE 2.1.— Soit K un domaine comme au Théorethé. Si
(uo, vo) est a valeurs dan®y, alors le systeme relax®) admet une et
une seule solutioriu”, v*) définie et bornée suR, x R, qui reste a
valeurs dansDg. De plus,u” est a valeurs dank .

En particulier, siug est a valeurs dan& et sivg = f o ug (donnée
préparée) alorsu® est a valeurs dank .
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Preuve du Lemme 2.2.NotonsC le convexe compacikK, + K_)/2.
Il sufit de montrer que pour toute forme linéaire non nullsur R”,
sup-I = sup . L'inégalité sup./ > supy [ est une conséquence directe
deh_(u) + h,y (u) = 2u, qui impliquekK c C.

Par construction,

sgpl = %(supl + supl).

Ky K_

Soit (b + b_)/2 un point deC qui réalise sup/, avecb, € K. Alors
b, realise sup, [, c'est-a-dire qué est une direction d’appui (sortante)
de K. enb.. NotonsT. les hyperplans d’appui correspondantg,:=
by +1+. Soith € K tel queh, (b) = b, . La preuve du Lemme 2.1 montre
queT := b + I+ est un hyperplan d’appui K enb et aussi que (c’est le
méme argument)_(b) + [+ est un hyperplan d’appui &_. Mais il n'y

a qu’un seul hyperplan d'appuikL_, dont la normale sortante s@itOn

a donch(b) — b_ € I+. Finalement sup! est atteint enb, + h_(b))/2,
c'est-a-dire erb. Ainsi sug-/ =1(b) <supgl. O

Indiquons une autre preuve d&, + K_)/2 C K, lorsquek est de
plus invariant pour le probléme de Riemafngans lequel les chocs
éventuels satisfont la condition de Lax affaiblie (avec des notations
standard)

dX
A(ug) < I < Ap(uyg). 4)

Soit(z4+z_)/2unpointde K.+ K_)/2,aveczy = hi(uy) etuy € K.
NotonsU (x/t) la solution du probléme de Riemann de versu_, qui
est a valeurs dank.

Considérons le rectangle-Ax, Ax]x]0, Af] du planR, x R,, avec
Ax = aAr > 0. D'aprés (4) et la condition sous-caractéristiqUieyaut
u. sur les cotéss = FAx. Suivant un calcul classiqué,on intégre le
systeme (1) sur le rectangle, pour obtenir

At

SAx (fluy) = fu-))

1 1
E(Z+ +z)= E(u+ +u_)+

3 Les domaines invariants pour le probléme de Riemann ont été étudiés par Hoff [8] ;
grosso modpce sont les domaines convexes a bord caractéristiques.
4 Utilisé notamment pour justifier le schéma de Lax—Friedrichs.
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Ax
1
=— U(x, At)dx.
2Ax / x ) dx
—Ax
Comme U est a valeurs dan<(, qui est convexe, cette moyenne
appartientencore K. O

Preuve du Théoréme 2.1 Rar définition,Dx est caractéristique pour
(2), puisque c’est un produit cartésien dans les coordonnées de Riemann
u % 2v. De plus, il est convexe. Comme enfin

1 1

@0, +ai) (1w 2v) = (7@ )
a at
1 1

(3, —ad) (= v) == (fw - v).
a at

il suffit de vérifier que le champ de vecteurs
1 1
(u+ —v,u— ;v) > (f) —v,v— fw)

a

est rentrant dank, x K_. A savoir :

— pourzg=u-+ %v cdK, etzi=u— %v € K_, f(u) — v estrentrant
danskK .,
— pourz; € 0K_ etzge K., v— f(u) estrentrant dank_.

Voyons le premier cas (le second lui est symétrique). On a
1
~(f@ = v) =he( — 20

qui est bien rentrant car € K (d’aprés le Lemme 2.2);, (u) € K, et
K, est convexe. De méme pour le second cas :

1
;(U — fW) =h_(u) —z1,
qui est bien rentrant care K, h_(u) € K_ et K_ est convexe. O

Preuve du Corollaire 2.1. €ommenc¢ons par construire une solution
approchée de (2) par la méthode de viscosité :

2
Oiltg + 0,V = €07 U,

1
3 ve + a?du, = £0%v, + =(fw) —v),
T
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(U, ve) (x, 0) = (uo, vo) (X).
Ce probléme de Cauchy admet une et une seule solution locale bornée.
D’aprés la preuve du Théoreme 2.1, le domaidg est positivement
invariant pour ce systéme parabolique (voir [4]). La solutien v.) est
donc globale en temps et & valeurs ddns. En particulier,u, reste a
valeurs dan¥’ (d'aprés le Lemme 2.2), de sorte que le systéme peut étre
VU comme un systéme a non-linéarité lipschitzienne.

On établit ensuite une estimation dafig0, T'; L2 .(R)), des expres-
sionsR,w, — w, et Ryz, — z., oU R;, est une translatiom — x + & et
w,z=u+ %v. Cette estimation montre qu,w, — w, et R,z, — z,
tendent vers zéro quandtend vers zéro, uniformément par rapport a
¢. Ceci montre quéu,, v,).-o €St une suite relativement compacte dans
L{ (R x RT). Une valeur d’adhérence, quandend vers zéro, est alors
une solution bornée de (2), a valeurs d@ng (utiliser & nouveau le fait
gue f est lipschitzienne suk).

Comme (2) est semi-linéaire, I'estimation d’énergie standard montre
gue cette solution bornée est uniquea

2.1. Démonstration du Lemme 2.1

La condition sous-caractéristique assure gue K — K, est un
difffomorphisme local. En particulieg K, est inclus dans la variété
I'. .= h (0K) et celle-ci est immergée. Nous n’excluons apriori
qgue I, ait une auto-intersection, mais nous montrerons plus loin qu'il
n'en est rien, c’est-a-dire qué, est en fait plongée.

Montrons tout d’'abord que, pour toute boubeassez petite, centrée
en un pointug ded K, I'image y, de BN 4K est le bord d'un convexe,
celui-ci étant situé du méme coté que I'imageRle K .

Commencons par le cas réguliefk est de classé? au voisinage de
ug. Soit G(u) < 0 une équation locale (i.e., daly de K, G étant une
submersiondG (ug) est non nul). Le bord étant caractéristiqde€; (1)
est une forme propre dé&f le long dedK : dG(u)(df (u) — A(u)) = 0.
Enfin, la convexité d& s’exprime par

D?G,(X,X)>0, ueBNIK, VX €dGu)* . (5)

Une équation locale de, (BN K) estg(z) <0, avecG = goh . Comme
dG = (dgoh,)(I+ aldf) etdG est propre, ontirdG = udgoh,, avec
w=1+A/a > 0. Ainsi, 'espace tangent &n,(1g) a y, est paralléle a
I'espace tangent emy a 0 K. Différenciant une seconde fois le long de
9K, il vient, pour toutY € 7, 0K et X e R" :



178 D. SERRE / Ann. Inst. Henri Poincaré 17 (2000) 169-192
D?*G(X,Y)
1
=dup- Y)dgoh+-X+MD2goh+(X, <I—|— —df)Y).
a

PourX,Y € T,0K =dG(u)™*, cela se réduit a
2 2 1
a

En termes matriciels (on choisit une baseTéK), cela s’écrity =
SA, ou X et S sont symétriquesX est semi-définie positive et
est diagonalisable a valeurs propres réelles strictement positives. On en
déduit classiqguement que> 0, c’est-a-dire que la restriction de’g a
Ty, w Y+ €St semi-définie positivey,,. est donc bien le bord d’un convexe,
situé du méme coté que (BN K).

De méme, lorsqueg est un point singulier dé K, . (ug) est aussi
un point singulier de’, . Comme le c6ne convex@(u) est invariant par
df (ug), y, admet un cone tangent én (ug), égal & (ug) + C(ug), qui
est donc convexe.

Finalement, le tenseur de courbure le long/dequi peut étre a valeurs
mesures (a cause des singularités), est positif partputet bien le bord
d’'un convexe, celui-ci étant situé du méme coté fuéeB N K).

Montrons maintenant qué’, est bien le bord déK .. Celui-ci est
un compact. Etant donné une forme linéairg 0, il existe donc un
hyperplan d’appuil7; & K., dont la normale sortante estSoit zo un
point d'appui del7,. CommedK, . C Iy, on azg = hy(up) pour un
ug € K. Ce qui précede montre qieadmet enig un hyperplan d’appui
m; parallele arr;. CommeK est convexe, cette propriété caractérise
; de maniére unique. En revanchg, peut ne pas étre unique, #j
s’'appuie surK le long d’'un convexeKy; mais dans ce cas, I'image
h,(Kp) estincluse dansl,. En effet, si[ug, u1] est inclus dan, alors
I(uy — ug) =0 eth, ([ug, u1]) €st une courbe qui est partout tangente a
Finalement I, est unique lui aussi.

Cette analyse montre que I'ensemble des hyperplans d’appukKde
comprend tous les espaces tangenis,ace qui impliquel’y C 9K,
c'est-a-direl’y = 0K, . En particulier,I", n'a pas d’auto-intersection :
tous ces points sont exposés. C'est donc le bord d'un convexe, situé du
méme cO6té dd7, que K. Mais commed K, = I, ce convexe est en
fait K. Enfin, h, restreinte K, est injective (parce que localement
injective et qu'il n'y a pas d’auto-intersection).
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Il reste a montrer quér, : K — K, est bijectif. Pour cela, nous
considérons I'nomotopié, (u) := u + ¢f (1), pour 0< ¢ < 1/a. Notant
K. =h.(K), ce qui précede s'applique pour chague

(1) K, :=hy(K) est convexe et son bord d5(0K),

(2) lintérieur deK, est égal a 'image de l'intérieur dg,
(3) h.:K — K, est un difffomorphisme local,

(4) h,, restreinte dK, est injectif.

Bien entendufy/, et K1/, coincident aveé, etk .

Tout d’abord, sk € K, 'image réciproque de parh_ est contenue
dansd K, carh, est une application ouverte. D'aprés 1 et 4, I'équation
h, (1) =z admet donc une et une seule solution.

Il reste le cas olx est intérieur aK,.. D’apres 2,z = h_(ug) pour
au moins urug intérieur aK . Définissons alors la courbe (un segment,
en fait) ¢ — z(e) := h.(ug). Pour toute € [0, 1/a], z(¢) est intérieur &
K.. Commeh, n'a que des valeurs régulieres (d'aprés 3)) en est
une. Comme, de plus, I'équatidn (1) = z(¢) n'a pas de solution sur
dK (& cause de 1), le cardinal(e) de h;1(z(¢)) est constant. Ainsi,
m(1/a) = m(0), qui vaut 1 catg = idg. Ainsi k. est bijectif.

Les énoncés concernaint et K_ s’obtiennent simplement en rempla-
cant f par— f. Ceci achéve la preuve du Lemme 2.1.

3. EXTENSION DES ENTROPIES CONVEXES

Nous nous plagons dans le cadre de la section précéddénhtest un
domaine invariant pour (1) b est le domaine correspondant pour (2).
On se donne maintenant une paire entropie-fhy) pour le systéeme a
I'équilibre et on cherche une paifé&, F), entropie-flux pour le systéme
relaxé, qui coincide ave@y, ¢) sur I'ensemble d'équilibre, c’est-a-dire
qui satisfait

(E,F)(u, fw) =, ¢)w), ueck. (6)

Naturellement, nous nous sommes restreints au donfingur lequel
on peut s'assurer de la condition sous-caractéristique. En particulier,
hi:K — K. sont des homéomorphismes.

L'entropie générale de (2) est de la forme

1 1
E(u,v):e+<u+—v) +e_<u— —v),
a a

1 1
F(u,v) :ae+<u + —v> —ae_<u — —v>.
a a
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La coincidence (6) est donc réalisée si et seulement si

1 1
2e 0 hy(u)=nu)+ ~q(), 2e_oh_(u)=nu)— ~q ), Q)

ce qui définite; de maniére unigue sut.. Ainsi, le couple(E, F) est
défini de maniére unigue suiry :

ProOPOSITION 3.1. — Etant donnée une paire entropie-fluy, g):
K — R? de (1), il existe une et une seule paire entropie-fiux, F):
Dx — R? de(2) qui coincide avegn, ¢) sur I'ensemble d’équilibréle
graphe def). Cette paire est définie par les formul@s.

De plus, sin est convexgresp. strictement conveXxealors E est
convexgresp. strictement

Il reste a montrer la convexité. Pour cela, différencions (7) pour obtenir
(dey)ohy = 3dn.

Différencions encore une fois :
2 1 1 2 n
D%, ( X+ =dfw)X,Y =D n(X,Y), X,YeR"
a

En termes matriciels, cela s'éctf A = §, ou X' est symétriqgueS est
symétrique (définie) positive et est diagonalisable a valeurs propres
réelles strictement positives. Il s’ensuit gleest (définie) positive, ce
qui exprime la convexité (stricte) de., donc celle det.

THEOREME 3.1. — Si I'entropien est convexe suk, alors I'entropie
E convexe qui lui est associée dgsipativesur Dy, c’est-a-dire

dyE(u,v)- (f(u) —v) <0, V(u,v) € Dg.
En fait, siD?; > 0 sur K, il existe un nombre: > 0 tel que

dyE(u,v) - (fu) —v) < —a| f@) —v|>, V¥(u,v) e Dg.

Démonstration. -€ommeE est convexe subDg, sa différentielle est
monotone et nous avons

dyE(u, v).(f () —v) +a|| fa) —v|?
SdyE(u, f)) - (f ) —v),
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ola > 0 est tel queD?E > aly, surDg. On aa > 0 si D%y > 0 surk,
d’aprés la Proposition 3.1. ComrmdgE s’annule le long du graphe dé
le second membre est nul et on a I'inégalité annoncée.

A nouveau, voici une démonstration amusante lorskjuest invariant
pour le probléeme de Riemann. Comresst convexe, nous avons

dyE(u, v).(f () —v) + %Hf(u) —o|P< E(u, fu)) — Eu, v).

Il reste donc a montrer qugu) — E (u, v) est négatif.

Pour cela, notons, :=u & %v €Ki Onazy =hi(u,) etz_ =
h_(uq), avecu, 4 € K. SoitU (x/t) la solution du probleme de Riemann
entreu, etu,, a valeurs dank’. Intégrant l'inegalitéd, n(U) + d,q(U) <
0 sur le rectanglg—Ax, Ax]x]0, At] comme précédemmenit,nous
obtenons

Ax

/ no U, A dx < Ax(n(ug) + n(ua)) + At(qua) — q(uy)).

—Ax

Comme

1 Ax
=_— A
u ZAx/U(x’ t)dx,

—Ax

on déduit avec l'inégalité de Jenseue

1 1
n(u) < E(T’(Mg) + n(uq)) + Z(Q(”d) —q(uy)),

c'est-a-diren(u) < E(u, v).

COROLLAIRE 3.1.— On suppose que le systerfl® admet un do-
maine convexe compact invariakt et une entropie) vérifiant D%y > 0
sur K. On suppose aussi que

a>max{p(df(u); ueK}.

51ci, nous supposons que les chocs éventuels dans la solution du probléme de Riemann
satisfont I'inégalité d’entropie de Lax pour I'entropie convexe

6 Ici, nous pouvons récupérer un terme pogitiff (1) — v||2, car I'négalité de Jensen
estvraie aveay|lug —ug 12 au premier membre. Qi n'est égal arg que siv = f(u).
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Soit (ug, vg) Une donnée initiale pouf2), a valeurs dansDg. Alors la
solution(u®, v®) de(2) satisfait I'estimation

* [ vwsfwaccan

(=L,L)x(0,T)

ouC(L, T) estindépendant de> O.

Démonstration. -Soit E I'entropie associée & et soit¢ € D(R) une
fonction test positive, telle qug(x) =1 pour|x| < L. Alors

d o )
d—[R/mx)E(uf, V) dx + ;R/ @) — o7 |Pdx = R/qs Fdx.

Le second membre est majoré par une constge grace a l'estimation
L™ de (u™,v"). Il reste a intégrer su(0, T) pour obtenir I'inégalité
annoncée. O

4. CONVERGENCE

Cette section reprend sans changement les techniques développées par
les auteurs précédents [2,3,14,5].

Etant donné un domaine invariaikf pour (1), la condition sous-
caractéristique et le domairy, qui est invariant pour (2), on considére
une donnée initial€ug, vo) a valeurs dan®y. En particulier,ug est a
valeurs dan<( et, réciproquemeniug, f o ug) est a valeurs danBg si
et seulement sig est a valeurs dank .

La solution unique(u®, v*) du probléme de Cauchy pour (2) est a
valeurs dansDg. On en déduit que:™ est a valeurs dank, donc
reste dans un borné de*(R x R*) quandz tend vers zéro. De plus,
T Y2(f(u?) — v7) reste dans un borné d&(R x R*). Quitte & extraire
une sous-suite, nous supposons désormaisufuepnverge dand.*-
faible-étoile, ainsi que toute les suitgso u* pour g € C°(K). Nous
noteronsv, , la mesure de Young associée, définie par

( |irT01+g o u’) (x,1) = (Vys, 8), P-P.(x,1) eERxRF,

Considérons maintenant une paire entropie-flyxg) de (1), qu'on
étend en une paire entropie-flgk, F) de (2). Le long de la courbe
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d’équilibre, on a
1 1
dyE(u, f(u)) = =(dey ohy —de_oh_)==(dn—dn) =0,
a a

de sorte qudld, E|| < coll f(u) — v|| dansDg. La dissipation d’entropie
pouru® se décompose alors sous la forme

)+ 0xqg(u")
1
=8,(n—E)+8x(q—F)+;dvE'(f(u)—v)- 9)

Le premier membre de (9) est dans un bornéWieb >, puisqueu’
est borné dand.*. Le second membre consiste en deux types de
termes. D’'une pard,(n — E) + 9. (¢ — F) ; ces termes tendent vers zéro
dans H~t, commet%?, car il en est de méme pour— E etg — F
dansL?. En effet,n — E = E(u?, f(u")) — E®,v") et E(u, f(u)) —
E(u,v) = O(f(u) — v) uniformément sur le compady. D’autre part,
%dvE - (f(u) — v) est majoré parcor Y| f(u) — v||?, qui est borné
dansL®. Le lemme de Murat [13] assure alors que la sqitg (u7) +
d:q(u™)).~0 reste dans un compact dg,r. On peut donc appliquer le
lemme divergence-rotatiomel de la compacité par compensation, comme
dans [21].

On obtient ainsi I'identité de Tartar, pour presque touts) et pour
tout couple de paires entropie-fl@y;, g;) j=12

(v, maq2 — n2q1) = (v, n1)(v, g2) — (v, N2) (v, q1). (10)

On peut alors conclure comme DiPerna [6] a la convergence fori€ de
dansL/,., pourvu que le systéme (1) ait assez d’entropies (i.e., qu'il soit
riche) et que les champs caractéristiques soient vraiment non-linéaires,
avec éventuellement un point d'inflexion. Le théoréme final est le suivant.

THEOREME 4.1. — On suppose que le systérl® a les propriétés
requises par DiPerna pour la convergence de la méthode de viscosité
artificielle :

— il existe un domaine compact convekea bord caractéristique et
de class&? par morceaux,

— il existe une entropie telle queD?ny > 0 sur K,

— les seules probabilités, & support dans<, solutions de I'équation
de Tartar, sont les masses de Dirac.
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On impose enfin la condition sous-caractéristique
a> max{,o(df(u)); ue K}.

Alors, pour tout(uo, vo) € L*(R)?, & valeurs dang (en particulier
Si ug est a valeurs dan¥ et vg = f o ug), le systéeme relaxg) admet
une unique solution bornée, définie RKirx R*. De plus,

(1) u™ converge dang.
valeurs dansk,
(2) v* converge également, veysu).

L . fort vers une solution entropiquede (1), &

4.1. Applications

Les systémes les plus simples auquels le Théoréme 4.1 s’applique sont
ceux dits “de Temple”. Ces systémes sont munis d’invariants de Riemann
forts (satisfaisandw ; (df — 1 ;) =0), dont les ensembles de niveau sont
des hyperplans. Les domaines

Kopg:={uel; a; <w;u) <p;}

sont des compacts convexes (comme intersections de demi-espaces)
invariants (puisque caractéristiques). L'analyse de I'équation de Tartar
(10) est trées compléte, grace a I'existence d’entropies “a la Kruzkhov”
(voir [7]).

En second lieu, on peut appliquer le Théoreme 4.1 au systéeme de
I'élasticité

o;uq + dyup =0, oz + 0, p(uy) =0,

lorsquep’ > 0 etsp”(s) > 0 pours # 0. DiPerna a montré que I'équation

de Tartar n'a pas d'autres solutions que les masses de Dirac. Il utilise
en outre une famille absorbante de domaines invariants compacts, de la
forme

Kpg:={u €R? |g(uy)| + |uz — b| < R},
ou g’ =./p’. L'energie mécanique

uy
1,
no = Euz—l—/p(s)ds
0

convient pour I'estimation de la dissipation.
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5. LES MODELES CINETIQUES DE NATALINI *

Dans son article [16], Natalini propose d’approcher la solution d’'une
équation scalaire de la forme (1) par celle du systéme semi-linéaire

1
0z] +cidez; ==(Mi(u") —z]), 1<i<N, (11)
T

N
u' = sz
i=1

Les fonctionsM; sont des “Maxwelliennes”, donnéaspriori, de méme

que les vitesses;. Elles satisfont des conditions de consistance et de
stabilité que nous ne détaillerons pas puisque ce sont des cas particuliers
de ce qui suit. Le lien avec I'approximation (2) est le suivantV st 2 et

¢; = (—1)'a, la consistance implique le choidy =h_/2, My =h,/2.

Alors (11) équivaut a (2)via le changement de variable;, zo) — (u =

21+ 22, v=a(z2 — 21))-

Bien entendu, le modéle de Natalini a un intérét pour I'approximation
des systémes et pas seulement pour celle des équations scalaires. En
outre, il n'y a aucune raison de se limiter a un modéle discrét, dans
lequelz(x, t) est a valeurs dans un espace de dimension finiell y
a méme un intérét a recourir a un espace de vitesses infini : c’est dans
ce cadre que des théoréemes de compacité en moyenne sont disponibles.
Nous considérons donc le modeéle plus général

1
(8 +a(€)d,)z" = ;(Mg (u*) —z%),
W (xa1) = / 1 ) du(E). (12)

X

Ici, (X, £2, u) est un espace de probabilité etX — R est mesurable
bornée. On ne perd rien a supposer duesst le support det. Les

Maxwelliennes M; sont des fonctions de clas€® sur un domaine
convexe compacik, mesurables par rapport & Les conditions de
consistance sont

* Depuis la soumission de cet article, F. Bouchut a développé le méme formalisme
que dans cette section, mais pour des motifs différents des nétres. Voir “Construction of
BGK models with a family of kinetic entropies for a given system of conservation laws”.
J. Statist. Phys. 95 (1999) 113-170.
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H1 Pour touts dansk : [, M:(s)du(§) =s,

H2 Pour touts dansk : [y, a(§)Me(s) du(§) = f(s).

On espere que I'équilibre(x, 7, §) ~ Mg (u(x, t)) est atteint lorsque
tend vers zéro. Comme on a

Bu™ + 0, /a(é)z’(é)du(é) 0,
X

on aurad;u + 9, f (u) = 0 sila convergence a lieu dans un sens assez fort.
Les hypothéses qui permettent d’obtenir la stabilité généralisent
celles de Natalini :

H3 Le domaineK est invariant pour le systéme (1).
H4 Pour tout(s, £) dansk x X : Sp(dM;) C]0, 4-o0].

H5 Pour tout(s, &) danskK x X, le commutateufd M: (s), df (s)] est
nul.

Notonsi(s) (1< j < n) les valeurs propres def (s), qui sont simples
par hypothése. Notons (s) des vecteurs propres associéd;ét) des
formes linéaires propred; - r; = 5’;. La condition H5) permet d'écrire
dM;(s)ri(s) = p;(§,s)r;(s). Les hypothéses (H1, H2, H4mpliquent
respectivement

1) [xpjE )dué) =1,
(@) Jxa@®p;jE,s)duE)=x;(s),
(3) pj(&,5)>0.

En particulier, on en déduit la propriété “sous-caractéristique”
Vse K, Spdf(s)cC [ir;{fa, supal.
X

L'hypothése H5) est trés contraignante et on peut craindre quelle
limite le choix des Maxwelliennes a des combinaisons linéaires du
flux f et de lidentité, donnant ainsi une assez pauvre généralisation
de la relaxation. Cette crainte est justifiée pour des systémes généraux
d’au moins trois équations, en particulier pour le systétme complet de
la dynamique des gaz. Cependant, I'hnypothese) (31éja limité le
choix des exemples : essentiellement, ce sont les systémes dits “riches”,
dits aussi semi-hamiltoniens (voir [18]). Cette classe contient tous les
systemes Z 2, ainsi que nombre d’autres issus de la chromatographie, de
I'électrophorése,.. Pour cette classe, le systéeme d’EDPs sur-déterminé

7 En fait, (H3, H5) sont triviales dans le cas scalaire.
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(H5) admet un trés grand nombre de solutions, qui forment un espace
vectoriel isomorphe &%(R)". Iy a des solutions, combinaisons linéaires
de f et de l'identité, qui satisfont de plu$id) ; enfin les solutions qui
leurs sont proches satisfont encok#dy. Il y a donc une grande liberté
dans le choix de I'approximation cinétique de ces systéemes.

Remarque— Notons, ce qui sera important plus loin, que les fonctions
M:K — R" qui satisfont H5) sont les flux pour lesquels le flot du
systemed;v + 9, M (v) = 0 commute avec le flot de (1), tant que les
solutions restent de clasgé. Ce sont aussi des flux pour lesquels ces
systemes ont les mémes entropies que (1) (mais pas les mémes flux
d’entropie).

Solutions locales- Le probléme de Cauchy pour (12) est résolu par
une méthode de point fixe, en utilisant le semi-groupe de I'équation
linéaired;z +a(£)d,z = 0 et la formule de Duhamel. On obtient ainsi une
solution locale en temps, aussi réguliere(err) que la donnée initiale.
Pour que cette solution soit globale, il suffit qu’elle reste uniformément
bornée, ce qui sera le cas si on dispose d'un domaine positivement
invariant pour (12). C’est bien le cas, grace aux hypothéses ci-dessus.
En effet, le Lemme 2.1 reste valable lorsqu’on remplagepar M;, de
sorte que les domainegs;: := M;(K) sont convexes. Puis le Lemme 2.2
admet la généralisation suivante, avec une démonstration semblable :

PROPOSITION 5.1. — Si€ — w(&) est mesurable suX, avecw (&) €
K¢, alors

/w@)du@) k.

X

Le domaine utileD pour (12) est donc I'ensemble des applications
mesurables — w(§) telles quew(£) € K presque partout. Lorsque
X est fini, D est isomorphe &[;.x K:. C'est un convexe positivement
invariant pour (12) car, lorsquee D etz(&) € dKg,, le vecteur

1
;(Mgo(u) — z(50))

est rentrant. En effety € K d'aprés la Proposition 5.1, de sorte que
Mg, (1) € Ke,. On peut démontrer l'invariance de pour (12) en suivant
la stratégie de [4]. On obtient donc le résultat suivant :
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THEOREME 5.1. — Sous les hypothéséd1, H2, H3, H4, H5) et si la
condition initialezg: R — D est mesurable, le probleme de Cauchy pour
(12) admet une et une seule solution global&® x R™ — D.

Aprés la stabilitéL>, nous nous tournons vers la convergence de
M (u™) — z"(£). Pour cela, nous construisons des paires entropie-flux
(E, F) pour (12). Si(n, g) est une paire entropie-flux de (1), on désire
que(E[w], Flw]) vaille (n(u), g(u)) lorsquew(§) = M (1) pour touts.
Comme(E, F) est de la forme

Emy=/kaw@»mu9, me=/ﬁ@wgw@»du@x
X X

il suffit de poser, grace a (H1, H2
eg = C]g (e] M_l,

ou g¢ est le flux de I'entropie) pour le systéme,v + 9, M (v) = 0 (voir
la remarque ci-dessus). Ce flux est défini @ une constante additive prées.
On aalors, sw(§) = M:(u) :

Elw] = [ e o Me @) dpn(®) = [ e du(®).
X X
Cette derniere intégrale est le flux d'entropie glgpour le systéme

o;v+ d,.h(v) =0, avec

h:= /Mg du€).
X

D’aprés 1), k est l'identité, doncE[w] = n(x), & une constante prés
qu’'on peut prendre nulle par un choix convenable gleDe méme, on
obtient Flw] = g (u).

En différenciant, il vient

deg OMg :dT], (Dzeg OMg)dMg :Dzl’]

Lorsquen est convexe, nous obtenons a nouveau guest convexe
et donc E aussi. Plus précisément, comme la base proprd fdest
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orthogonale pouD?y et propre pout M;, il vient

D?n(rj(s),r;(s)) 5k
pi&,s) .

Si D%y > 0 on a donc ausgd?e; > 0. Dorénavant nous noterons

o (€)= if p;(5.5).  Bi(8) =Supp; (£, 5).

seK

D}y ez (ri(s), re(s)) =

Par continuité, nous avonsOu; (&) < B;(§) < +oo.
Faisons maintenant I'’hypothése naturelle

H6 Le systéme (1) admet une entropigui vérifie D% > 0 surk .

Nous pouvons ainsi normaliser lespar D%i(r;,r;) = 1.

On note anrsE, 13“, é: les fonctions correspondantes. Pour une
solutionz™ de (12), nous avons

R n 1
HE[Z' ]+ 0 F[z'] = ;/dég(zf) (M) = 2"(®)du®).  (13)
X

Commede: (M:(u")) =dn(u") estindépendant dg et puisque

/ (Mg (™) —z"(§)) dpu(§) =0,

X
on peut réécrire (13) sous la forme
YE[Z]+ 0, F[z7]
1
== [ (e — dée (Me (")) - (M) = 2°(6)) dia(©). (14)

X

Le second membre de (14) est négatif, puisglée est monotone
(convexite de;), mais on peut le majorer de maniere plus précise par

1 n
__/Z“j(é)df-(zf(é),Mg(uf))zdu(g),
L et
ou

1/2

1
d(a.b) := </|’.f o M (sa+ (1= s)b)- (b—“)|2‘”>
0
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est une semi-distanc@¥(a, b) := > alE (a, b) est une distance équiva-
lente & la distance usuelle skf). En mtegrant (14) suR x (0, T), on
obtient une borne indépendantedpour I'expression positive

1 n
?/Zaj(é)df(zr(é),Mg(u’))zdu(é)- (15)
x /=1

Ce calcul montre que, lorsquetend vers zéroz" — M[u*] tend vers
zéro dans un certain espace de Hilbert, en étant de I'ordre’de
L'approximation est donc consistante.

Compacité par compensation Etant donné un autre couple entropie-
flux (n, g), étendu @ en(E, F), le méme calcul fournit la majoration

18,E[z"] + 0, F[<" /ﬁym@fz@)mwwdma

X

La quantité|d, E[z7] + 3, F[z°]| reste donc bornée dals(R x (0, 7)),
sous I'hypothese supplementalre d’'uniformité :

H7 Les rapports; (£)/a;(€) sont bornés suk.

Cette condition est trivialement satisfaiteXsiest fini. Elle I'est aussi si
le choix des Maxwelliennesf; n’est pas “excentrique”.

Montrons maintenant que la dissipation d’'entrofjie(u®) + 9,.q(u")
reste dans un compact d# . C’est le méme calcul que pour (2) : cette
dissipation est dans un borné #& 1> (vu la stabilité L>°) et c’est la
somme de, E[z°] + 9, F[z"], qui est borné dank?, et de

¥ (n@") — E[Z"]) + 3, (q(") — F[2"]).

On montre a nouveau que chacune de ces deux dérivées est une suite qui
tend vers zéro dang —* fort. Par exemple,

') — E[z"]
= E[M[u*]] - E[z7]

= / {ee (Mg (u™) — e (z7) — deg (M (u™) } - (Mg (™) — 27) d e (§),
X
de sorte quen(u®) — E[z7] est un O(t¥?) dans L?, en raison de

l'estimation (15). Le lemme de Murat permet donc de conclure :
9;n(u™) + d,.q(u") reste dans un compact dﬁgcl
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La suiteu™ étant bornée dans* (elle est a valeurs dans§), on peut
lui associer au moins une mesure de Young et celle-ci satisfait, d’apres
ce qui précéde, I'équation de Tartar. Sous la méme hypothése qu’aux
paragraphes précédents, on en déduit que cette mesure de Young est,
pour presque toutx, t), une masse de Dirac : une suite extraiteu@e
converge presque partout. Notomssa limite. Sin est convexe, alors
a,mu®) + d,qu™) est la somme d'une expression négative (a savoir
0, E[z°]1 + 8, F[z7]) et d'une distribution qui tend vers zéro dafs?,
comme on I'a vu plus haut. Passant a la limite, on obtient donc I'inégalité

O (u) + 0xq(u) <0,

pour toute entropie convexe de (1), son flux étant nmptdinsi u est
solution entropique du probleme de Cauchy pour (1).
Le résultat obtenu est le suivant :

THEOREME 5.2. —On fait les hypothésebll a H7 ci-dessus et on
suppose aussi que I'équation de Tartar n'a pas d’autre solution que les
masses de Dirac.

Soitzg:R — D une fonction mesurable. Alors le probléme de Cauchy
pour (12) admet une et une seule solution a valeurs d@nsdéfinie
sur R x RT, notéez’. La suite u® est relativement compacte dans
Li (R x R™), pour tout p < oo, et toute valeur d’adhérence est une
solution entropique dél), pour la donnée initiale

o = / 20(6) du(®).
X
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