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Fibres dynamiques asymptotiquement compacts
exposants de Lyapounov.
Entropie. Dimension

par

P. THIEULLEN (*)

REsuME. — Cet article se compose de deux parties. La premiére partie
démontre un théoréme abstrait d’Oseledec [OS] en dimension infinie,
améliorant celui de Mafié [MA] (théoréme spectral pour les produits
d’opérateurs linéaires aléatoires dans un espace de Banach E : construc-
tion des exposants de Lyapounov et des sous-espaces stables associes).
La deuxiéme partie est une application de ce théoréme dans le cadre diffé-
rentiel suivant : U est un ouvert de E, ¢ : U — E est de classe C', laisse
stable un compact K = U, et préserve une mesure de probabilité u définie
sur les boréliens de K. Sous certaines hypothéses de compacité asympto-
tique sur la suite (D, ¢")u50, On démontre I'inégalité entropique de Ruelle
(majoration de l'entropie de par la somme des exposants de Lyapounov
positifs), ainsi que la majoration de la dimension capacitaire de u par la
dimension de Lyapounov du fibré. L'intérét de ces différentes notions de
dimension apparait par exemple dans I’étude des attracteurs étranges
comme l'ont montré Ruelle et Eckmann dans l'article [RE].

Je tiens a remercier Monsieur F. Ledrappier pour m’avoir guidé dans ce
travail.

ABSTRACT. — This paper is divided in tow parts. In the first, we prove
an abstract Oseledec’s theorem [OS] in infinite dimension (a spectral
theorem for random linear transformation products: construction of
Lyapounov exponents and stable associated bundles). The second part
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50 P. THIEULLEN

is an application of this theorem in a differentiable frame: E is a Banach
space, U an open set of E, ¢: U — E a C! map, K = E a compact set
such that ¢(K) <= K, and p a ¢-invariant probability on the Borel sets of K.
Using some compactness assumptions, we prove the estimation from
above of entropy of such map ¢ though the sum of its positive Lyapounov
exponents. We also give the proof of the inequality dim, (i) < dim; ()
between the two dimensions: capacity dimension and Lyapounov dimen-
sion. The interest of these two different notions of dimension appears

for example in the study of strange attractors as shown by Ruelle and
Eckmann in [RE].

Liste de mots-clés : Analyse nonlinéaire, Systémes dynamiques, Théorie ergodique.

PLAN

PREMIERE PARTIE

1. Rappels et notations . . . . . . . . . . . . . . . .. 51
2. Définition des points réguliers et énoncé des théorémes principaux. . . . 53
3. Démonstration du théoréme 2.2. . . . . . . . . . . . O . 57
4. Démonstration du théoréme 2.3. . . . . . . . . . . . . . 73
DEUXIEME PARTIE

1. Notations . . . . . . . . . . L. 77
2. Rappel sur différentes notions de dimension . . . . . . . . . . 79
3. Enoncé des théorémes principaux . . . . . . . . . . . . . 80
4. Démonstration des différentes assertions . . . . . . . . . . . 82

A. — Appendice de théorie ergodique. . . . . . . . . . . . 91

B. — Appendice sur les variétés grassmanniennes . . . . . . . . 94

Références . . . . . . . . . . . . . . . ... .. %

PREMIERE PARTIE

Cette premiére partie prolonge l'article de Mafié [MA], en améliorant
le théoréme d’existence des points réguliers pour un fibré dynamique
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FIBRES DYNAMIQUES 51

geénéral (sans hypothése de compacité). La différence avec cet article réside
dans P'introduction d’un nouvel indice (indice de compacité asymptotique)
qui représente en fait la borne inférieure des exposants de Lyapounov.
L’espace de Banach n’étant plus supposé séparable, une autre notion de
mesurabilité sera utilisée.

La théorie a été développée en dimension finie par Oseledec [OS],
Pesin [PE], Ruelle [RU];, dans les espaces de Hilbert séparables par
Ruelle [RU],, puis dans les espaces de Banach séparables par Maiié [MA].

Ce cadre infini apparait naturellement dans la théorie des équations
différentielles fonctionnelles (Hale [HA]).

1. RAPPELS ET NOTATIONS

On appellera systéme dynamique S.D. un triplet (X, 4, ¢) ou X est
un espace topologique homéomorphe a une partie borélienne d’un espace
meétrique complet séparable, ou # est la tribu des boréliensde X, et ¢p: X — X
est une application continue. Si ¢ est un homéomorphisme le systéme
dynamique sera dit inversible. On appellera fibré dynamique F.D. la
donnée d’un S.D. (X, 4, ¢) et d’un couple (E, &) ol E est un espace de
Banach quelconque (non supposé séparable et & = (T, ),.x est une famille
indexée par X d’opérateurs continus de E. Pour tout espace de Banach E,
L(E) désigne I'ensemble des opérateurs continus, G(E) ensemble des
sous-espaces vectoriels s.e.v. de E admettant un supplémentaire topo-
logique (appelé aussi variété grassmannienne de E). La définition de G(E)
et ses premieres propriétés sont rappelées dans le livre de Bourbaki [BO].
L’appendice B rassemble les résultats intuitifs et faciles 4 démontrer sur G(E)
utilisés dans le reste de larticle, tandis que 'appendice A regroupe les
théorémes classiques mais fondamentaux de théorie ergodique.

Dans la suite les conventions suivantes seront appliquées :

.81 (X, %,¢,E, &) est un F.D. on notera pour tout n >0 et xe X
T: = Typ-10...0T,.

. 8i & = (Ep)xex est un champ de s.e.v. de E, & sera dit #-invariant si
Vx e X T(E,) < E,,.

. Si ¢ est un homéomorphisme, n > 0, xe X, veE, on dira que Ty ".v
existe si v admet un antécédent par Tj_~ (il faut interpréter & comme un
morphisme de fibré)

{ XxE > XxE }

(x, 0) > (dx, Ty 0)

- Si F et G sont deux s.e. v. de E en somme topologique (F @ G =E),
TGy désignera la projection sur F paraliélement a G.
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52 P. THIEULLEN

Avant d’énoncer les résultats, il est nécessaire de donner la définition
et les propriétés de deux nouvelles notions importantes. Le théoréme de
Lusin ([PA], corollaire 24 . 22) justifie I'introduction de la notion de y-conti-
nuité, et le livre de Roseau [RO] montre I'importance de I'indice de compa-
cité dans les équations différentielles fonctionnelles.

1.1. DEFmvITION. — Soient X et Y deux espaces topologiques, %x la
tribu des boréliens de X,  une mesure de probabilité sur #x et f: X - Y

une application. On dira que f est u-continue, s’il existe une famille (A,),s o
de boréliens de X telle que :

i) u(UA,,) =1

ii) la restriction de f a A, est continue (Yn > 0).

1.2. PrOPRIETE. — Soient X un espace métrique complet séparable,
Y un espace topologique, et f : X — Y une application. Pour toute mesure
de probabilité, u sur %y, [ est p-continue si et seulement si, il existe une
suite de compacts (K,).»o deux & deux disjoints qui vérifie

a) ;(U K,,> =1

b) la restriction de f a K, est continue pour tout n > 0.

1.3. PROPRIETE. — Soient (X, &, u, ¢) un S.D. mesuré inversible, et
(K,)ns o une suite croissante de compacts telle que ,u(U K,,) = 1. Alors
nx0

il existe une suite croissante de compacts (L,),»o qui vérifie :

i) #<sz0 L,,) =1

i) Ym>=03n>0L, < K,
iii) Ym = 0 3n = 0 ¢(L,) < L,
i) Vm=03In >0 ¢ Y(L,) = L,.

1.4. AprpLicaTiON. — Soient (X, 4, i, ) un S.D. mesuré inversible
(.e.: (X, 8, ¢) est un S. D. inversible et u est une mesure de probabilité
¢-invariante sur #), Y un espace topologique, f: X — Y une application
u-continue. Alors il existe une suite croissante de compacts (L), » o telle que :

a) /‘(U Lp) =1,
p=0

L, > Y
b)VpZOVkeZ{ v

x = fo¢hx)
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FIBRES DYNAMIQUES 53

1.5. DEFmNITION. — Soit (E, d) un espace métrique. Pour toute partie
bornée A de E, on appelle indice de compacité de A, le réel (A)=inf { r > 0|A
peut étre recouvert par un nombre fini de boules ouvertes de E de rayon r }.
(o(A) est une notion relative a E et dépend de la métrique choisie).

1.6. PrOPRIETE. — Soient (E, d) un espace métrique et A, B deux parties
bornées de E. Alors :

i) AcB = (A) < «B)

ii) oA U B) = max («(A), 2(B))

iii) o(A) = a(A).

Soient (E,, d;) et (E,, d,) deux espaces métriques, E = E; x E,
d = max (dy, d,). Alors pour toute partie bornée A; de E; et A, de E,,
A1 x Az) = max (dA,), «Ay))

1.7. PrOPRIETE. — Soient (E, . |]) un espace vectoriel normé sur R,
A et B deux parties bornées de E. Alors

iy VieR" a(lA) = Ax(A) et oA + B) < A) + «B).

ii) Si E est complet alors [E est de dimension infinie <> a(Bg) = 1] ou
Bg désigne la boule unité ouverte de E.

1.8. DeFINITION. — Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé sur R.
Pour tout operateur continu T € L(E) on appelle indice de compacite de T,
le réel p(T) = A(T.Bg) = «T.Bg).

1.9. PrROPRIETE. — Soit (E, || . {| ) un espace vectoriel normé sur R. Alors
i) (S, T)eL(EY,VAeR" p(T) <||Tl|, p(AT)=2p(T), p(S+T) < p(S)+ p(T),
p(S-T) < p(S). p(T)
ii) Y(F,G)eG(E)* F @ G=E = p(T) < || ng) |l o(T | F)
+ [ tem - (T 1 G).
iii) Si E est complet et TeL(E) alors [T est un opérateur compact
< p(T) = 0).
L(E) - R*

} est Ilipschitzienne.
T — p(T)

iv) L’application {

2. DEFINITION DES POINTS REGULIERS
ET ENONCE DES THEOREMES PRINCIPAUX

La définition des points réguliers d’un F. D. est peu différente de celle
que donne Mafié et met en évidence les nouveaux résultats. Si F est un
s.e.v.de E et T un opérateur de E, on écrira alors (T | F) pour désigner la
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54 P. THIEULLEN

restriction de T 2 F. Pour tout F. D. (X, 4, ¢, E, &) on définit dans chacun
des deux cas suivants des parties de X, Z; (resp. A;) pour i € N, et on appel-
lera points réguliers dans le cas inversible (resp. dans le cas général) un
point de X = UZi (resp. A= U A,-). La seule différence avec I'article
- ieN ieN
de Mané réside dans l'introduction d’un indice de compacité asymptotique
1
x(x) = lim sup — Log p(T%), et on dira que le F. D. est asymptotiquement
n~+o0w N
compact si #(x) = — oo (Vx e X), ce qui sera réalisé¢ lorsque par exemple
T, est un opérateur compact pour tout x e X.

Premier cas : ¢ est un homoémorphisme et T, € L(E) est injectif pour
tout x e X.

ZOZ{XEX!nEEIw%LogHT;H:%(x)}
T, ={xeX|3IE, .. E,,F)eGEV"", Iy, ..., 1,)eRr:
1) A>...>4,>xux), E=E,®...®E,®F, VieN, 1 <dim E;< +
i) VieN, VUEE:’\{O}-”E{P@%LOgHT;-U“=/1i
. TS v existe pour tout n = 0
et lim lLog | T ol = — A

n—++ow N

1
iii) ¥ieN, lim -~ Log||TZE;® ... ®E, @ F| = 4,
n—+ow N
1
lim — Log || T?| F || = »(x).
n
pour tout ve F\{0} tel que T," existe pour tout n >0
1
lim sup - Log || T, ".v|| > — /lp}.
n-+w N

T = {XEXH(Ei)izu (F)i>1€G(E), IA)i»1 eR:
i) Viz 12> A >xx), 1 <dmE; < + o,
Fi = Ei @ Fi+1, Fl =E et lnf /li = %(x)

1
ii) Vi>1VoeE\{O}. li£n —Log || Tz.v|[ = 4
n—~+to N
. T, ".v existe pour tout n > 0
1
et lim —Log||T,"v|l=—A4
n—-+ow N

1
n—++wo N
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FIBRES DYNAMIQUES 55

pour tout ve Fi;\{0} tel que T, "v existe pour tout n > 0

1
lim sup — Log || T<".v || > — A,}.

n—+w HN

Deuxiéme cas : ¢ - X — X est seulement supposée continue et T, € L(E)
est quelconque

. 1
Ao = {xeXl hin ;Log | T2 |1 =x(x)}

A, ={xeX]| F, ..., Fu)€GPHUE), Ay, ..., 4 e R
iy Ay>...>4,>ux), E=FioF>...95k.,
Vie N, codim F; < codim Fj,; < +

1
i) VieN, YveF\F, lim - Log | Too || = A
1
iii) Vie N, lir+n ;Log || T2 Fi || = A

1
et lim — Log || T2|Fpst ]| = x(x)}
n—+ow N

Ao = { xeX|3(F)i»1 € G(E), IA)in:eR:
i) Vi>1 A > A4y > xx), codim F; < codim Fiyy < + <0,
Fi ) Fi+ 1s Fl = E et inf A’i = %(_x)

1
ll) Yix>1 VUEFi\FH_I 115_11 ; Log HT:U” = /{i

1
iii) lim - Log || T2|F;|| = & }
n—++ow N

Plusieurs remarques sont nécessaires pour comprendre ces ensembles
T et A. Supposons donné un F. D. (X, %, ¢, E, &) ou ¢ est un homéomor-
phisme (le F. D. sera dit inversible) et ou T, est injectif pour tout xeX.
On appellera limite de Lyapounov au point x € X, toutes les valeurs pos-

1
sibles de lim sup — Log || T2.v|| lorsque ve E\{0}. Alors chaque point
n—++o N

x e Z,(pe N) posséde p limites de Lyapounov distinctes strictement supé-
rieures a I'indice de compacité asymptotique ». On peut donc définir sur X
une famille de fonctions (4,);» 1, qui seront appelées par la suite « exposant
de Lyapounov », de la maniére suivante :

si xeXy Viz1 Alx) = xx)

si xeX, VieNAx) =24, Vizp+ 1 Alx) =xx)

Si XGZO Vl > 1 A,(X) = A’i'

Il est par ailleurs possible de voir que les sous-espaces E;, F;, F qui inter-
viennent dans T sont uniquement déterminés a partir de x. Ce qui permet
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56 P. THIEULLEN
de définir deux familles de s.e. v. (Fi(x));s; et (Ei(x));»; pour tout xeX

1
VxeX Vi1 F(x) = {veEHim sup — Log || T7.o|| < li(x)}
n—>+0o H
VxeZ si A(x) =u(x) alors Eix)= {0}, si Ax)> »(x)

1
alors Ei(x) = {0} U {veE\{0}| lim - Log | Ti.v|| = A(x)
n~+wo 1
et T, ".v existe pour tout n > 0

o1
et lim - Log|[ T, "0l = — A(x) }
n>+oc N
Les propriétés de ces exposants de Lyapounov et de ces deux champs E,,

F; découlant directement de la définition de ¥ sont regroupées dans la
proposition 2.1.

2.1. PROPOSITION. — Pour tout x e X, alors
) Viz1 A(x) 2 Aisq(x) > (x), inf A(x) = x(x),

1
A(x) = lim - Log || T2|].
n

n—+ oo
1
i) YveE\{0} ou bien lim sup — Log || T;.v|| < (x)
n~+x* p

ou bien 3i > 1 lim supl Log || Tz.v|| = A(x).
n—++woxc H
iii) Si Ai(x) > x(x), alors pour tout ve E\{0} tel que

1 , 1
lim sup— Log || T7.v || = Ai(x), < Log || Tz.v H) ,
n=>+wx pn n n>1
converge en fait vers A;(x).

iv) E = Fi(x) et pour tout i > 1 E;(x) est un espace vectoriel de dimen-
sion finie vérifiant :

Fi()=E{x)®Fis1(x) (et donc E=E,(X)®... BE(X)®Fy;(x)).

De la méme maniere, on peut définir des exposants de Lyapounov
(4:)i=1 et une suite décroissante de s. e. v. de E de codimension finie (F;);» ,
pour tout x € A dans le cas d’'un F. D. général.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer les deux plus importants
théoremes de cet article, qui montrent que Iensemble des points régu-
liers X dans le cas inversible, A dans le cas général, contient suffisamment
de points, et que les fonctions 4;, E;, F; vérifient certaines conditions de
mesurabilité.

2.2. THEOREME. — Soit (X, 8, ¢, E, &) un F. D. tel que ¢ soit un homéo-
morphisme et tel que T, soit injectif pour tout x € X. Alors pour toute
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FIBRES DYNAMIQUES 57

mesure de probabilité usur (X, %) ¢-invariante telle que (x e X — T,eL(E))

soit u-continue et telle que Log" || T || du(x) < + oo, il existe Be #
qui vérifie :

i) BC X, $(B) =B, uB)=1

- v_>1{2—>@ } {E—»G(E)} {E—»G(E) }
B VizlY a7 Ux e B | | x > Ex), Fix)

sont p-continues
i) VxeB Vi 2 1 A(¢x) = A(x) Ei(¢s) = Eix) Fi(¢x) = Fi(x).
iv) Sion appelle, pour toute > 0,i > 1, xeB

o] ’

A.ilx) = sup e~ || meomiiFe s ooy T ]
ne

1
alors lim - Log A, ;(¢%) = 0 pour tout x€B.

n++w N

2.3. THEOREME. — Soient X un espace métrique compact et (X, 4, ¢, E, @)
un F. D. quelconque. Alors pour toute mesure de probabilité u sur (X, 4)

X — L(E)

¢-invariantes telle que { } soit u-continue et telle que

X > x

f Log™ || T, |l du(x) < + oo, il existe Be # qui vérifie
X
) BoA ¢ '(B)=B, uB)=1

s A->R A - G(E) :
i) viz1 } et sont p-continues.

v

x = A(x) x — Fy(x)
i) Vi > 1 xeB A(d:) = 4(x) et Fi(¢y) = Fix).

3. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.2

Le plan de cette démonstration suit de trés prés celui de Mafié.

3.1. On montre qu’il est possible de supposer que la famille (Ty)x
est bornée dans le théoréme 2.2.
Enoncé d’un théoréme plus précis que 2.2.
Preuve du théoréme 2.2 a partir de 3.2.
Lemme important d’analyse combinatoire (Pliss).
Définition de la fonction R(T,r), Te L(E), r > 0.
Proposition géométrique dans les e.v.n. (utilise le lemme 3.4).
Preuve du point a) du théoréme 3.2 (utilise la proposition 3.6).
.8. Lemme simple sur les filtres a indice de compacité tendant vers 0.
3.9. Proposition montrant comment la notion d’indice de compacité
explique la convergence de suite dans E.

W W W W WWwWwWw
XN LR L
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3.10. Preuve du point b) du théoréme 3.2 (utilise la proposition et la
propriété 1.3).

3.11. Preuve du point ¢) du théoréme 3.2 (utilise de nouveau le lemme
3.4).

3.12. Preuve du point d) du théoréme 3.2 (utilise pour la premiére fois
la proposition A.5).

3.13. Preuve du point ¢) du théoréme 3.2 (utilise I'appendice B).

3.1. REMARQUE. — Soient (X, 4, ¢, E, @) un F. D. et u une mesure de

de . X - L(E) . .
probabilité ¢-invariante sur (X, ) telle que T soit u-continue
X = 1,

et telle JLog+ I .l du(x) < 4+ co. Pour démontrer le théoréme 2.2,

on peut supposer que la famille (T,),.x est bornee en norme dans L(E).
Sinon, on définit un nouveau F. D. (X, &, ¢, E, ’@")ou ¢ = (T x)xex en posant

T, X - R*
Hx) = max (1, | T, ||) et T)c = -~ (¥xeX). est une
r(x) x — log (r(x))
application u-intégrable et grice au théoréme de Birkhoff (A.1),
n—1

1
< Z Log r(qS"x)) converge p-presque partout vers une application
n nx1

k=0 n
r*(x) p-continue positive. Pour tout xeX et n > I’T; = __L,’
o) .. ()
pour tout n > 1 et y-presque partout #(x) = »(x) — *(x). Ainsi pour tout
peN, X =X, (& un ensemble négligeable prés), E = E, :Ii = A; — r¥
u- presquc partout sur X,
Avant d’énoncer le théoréme 3.2, introduisons plusieurs définitions.
Pour tout F.D. (X, 4, ¢, E, &) inversible et tout champ & = (E,)eex

des. e.v.de G(E) ¢-invariant tel que T, soit injective sur E, pour tout x e X,
on appelle :

* V)ER Ef = {veE,|T;".v existe dans E,_, pour tout n >0 et
lim sup- Log || To"v || <=4 (pour tout xe X, EX est un s.e.v. de E
n—+ o

qui Verlﬁe T,.E, = E; )
x* YxeX A@, &) x) = sup lim sup — Log | Tl Ege |

p=>0 n—+t

%@, &)(x) = sup lim inf — Log P(Tp | Egp)

p>0 n—+o

(M@, &) et (@, &) sont des applications ¢-invariantes qui vérifient
AT, &) < M@, &) partout).
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FIBRES DYNAMIQUES 59

Remarquons dés maintenant que, si u est une mesure de probabilite
sur (X, #) ¢-invariante et si & et & sont u-continues,

1
(f Log || T3 | Ex H) et (, Log p(T%| Ex))
n n=1 n

converge u-p. p. vers des fonctions ¢-invariantes (théoreme A.2 applique
a la relation TZ'" = Tjpo TP (Vx e X), (V(m, n)e N?)).

n>1

3.2. TutorEME. — Soient (X, 4, ¢, E, &) un F.D. inversible, x4 une
mesure de probabilité sur (X, ) ¢-invariante telle que & soit p-continue,
€ = (B, )xx un champ p-continu &-invariant de s.e.v. de G(E) tel que
la restriction de T, 4 E, soit injectif pour tout x € X et sup || T, | E, || soit

X

fini. Il existe alors Be % ¢-invariant de mesure 1 tel que :

B> R B-R .
0) et sont des applications
x = A&, &)x) x — %@, &)x)

mesurables |
VYxeB A%, &)x) = lim —Log || TZ|E,||
>+ N
o1
et %@, &)x) = lim - Log p(Ti|E,)
n>+o N

a) VieR YxeBn {3, &) < 1} dim E} < + oo.
X->R

-continue,
x — Ax) } #

b) Pour toute application {

{Bm{x(€,£)<i}—>G(E) .
est y-continue.

x — EBXx)
¢) VxeBn {x@, &) < M@, &)} dim EX®9 > 1.
d)VxeBn {x@, &) < MG, &)} YweEXSO\{0}
1
11111 — Log | Tz.v|| = 4@, &)x)
n—>+won
T, ".v existe dans E,_» pour tout n > O et

11r+n %Log I T vl = — A@, &)x).

e) 1l existe un champ F = (Fi(@, &)),x de s.e.v. de G(E) p-continu
G-invariant tel que, pour tout xe B {#(7, &) < A7, &) },

el) F(@, ) O EX®90 — E,

€2) MG, #(C, &))x) < AT, &)(x)
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e3) pour tout veF, (@, £)\{0} tel que T, ".v existe dans E,_» pour
toutn > 0

lim sup ! Log || T; 0] > — A@, &)x)

n—+oc

e4) enappelant A(x) = sup [e " || np g e, IR,z 5.6y || | Pourtoute > 0

neZ

. 1
lim — Log A.(¢}) =0 et lim — A (¢:7) =

n>+wo RN n++o N

3.3. PREUVE DU THEOREME 2.2. —— La construction des fonctions Ais
E;, F; se fait par récurrence a partir du théoréme 3.2. Soient (X, %, ¢,E, 6)
un F. D. inversible tel que sup || T, || < + oo et T, soit injectif pour tout

x€ X, p une mesure de probabilité ¢-invariante sur # telle que & soit
p-continue. On commence par appliquer le théoréme 3. 2 au champ constant
E.=E (Vxe€X), & =(E.)xx, qui assure I'existence de B, € %, uBi)=1,
#(By) = B, vérifiant les propriétés o, a, .. .,e. Cette premiére étape per-
met de définir A, E{, F; par : A,(x)=max (&, &), A&, &) (Vx e By),
Ei(x) = {0} et Fi(x) = E pour tout xe B, n {x(&, &) = X7, &) }s
E (x)=E{* ™ et Fy(x) =F,(, &,) pour tout xe B, N { (@, &,) < A7, &)}
Comme By, %(@, &), A(@, &,) sont ¢-invariants, A,, E,, F, sont aussi ¢-inva-
riants sur B; et vérifient pour tout xeB,;, E=E,(x) S@ F,(x), dim E;(x) < + 0.

Maintenant, ce qui vient d’étre dit, peut étre reproduit pour le F.D.
(B1, Bg,, ¢ | B1, E, & {By) et le champ &, = (Fy(x)),p,, €n remarquant

que x(@, &) = (€, &) sur B, (propriété 1.9, ii). Alors B = m B, convient
i1

bien et il reste a vérifier que inf Adx)=x(@, & )(x)(Vx € B,). Sinon, s’il existait
xeBm{ @, &) < 1nf/l } alors xeB;n{ @, é")<1nf/1 }vix1),

@ B} @60 = Eix) pourtoutn > 1(oul = 1nf J;), et ceci serait en contra-
i=1

diction avec le fait que dim E#*® < + co.

La suite est consacrée a la démonstration du théoréme 3.2. Le point (o)
résulte des théorémes ergodiques classiques, et 4 partir de maintenant on
peut supposer que la mesure de By n {(&, &) < A@, &) } n’est pas nulle
(ou By est un borélien ¢-invariant de mesure 1 qui satisfait aux condi-
tions (o)), sinon la démonstration de 3.2 est terminée. Quitte & définir
un nouveau F. D. (X %, ¢, E, &) ou X = By n {%(®, &) < N, &) },
B = Bz, d) ¢ | X & = (Te)xex| €t une nouvelle mesure de probabilité

HA)

qb-invariante uA) = ()N() sur %- on peut encore SUpposer que
.

#@, E)x) < M@, &)x) pour tout xeX.
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Le lemme suivant constitue la base du raisonnement des deux parties a)
et ¢).

3.4. LEMME. — Soient (a4, .. ., a,) une suite de réels majorés par une

n

1
constantevet A = — Z a. Alors pour tout réel ¥ < Aetpourtoutl <p<n,
n

1 =
—card{ie{l,...,n}
n

A—x
Vi<g<min(,pa;+ a1+ ...+ a_q01>q.x}>

v—x

Démonstration. — (Elle présente quelques analogies avec les démonstra-
tions des lemmes maximaux). On posera pour tout 1 < p < n

Al={ieN,|Vl<qg<min(,p)a; + a1 + ... + ai—g+1 > q.%}
et BZ = N,\AZ.

Le passage important de cette démonstration est I'inégalité

Z a; < ».card (B),

ieBY
car alors
1 1
,1:_2 [Za +Z }g— v card A+ (n— cardB”)]
n n
icAR ieBE
1 A—
et donc — card (AZ) > *
n v —x

Pour démontrer I'inégalité on définit une fonction g(i) sur B par :
qi)=1inf {ge{1,...,min(i,p) }la;i+... +ai—4+1 < q.x} pour tout
ie B et prouvons que la propriété * suivante est vraie pour tout ie Bf :
x1 < q(l) < min (l,p), a;+ ...+ Ai—giy+1 < q(l)%
{i—qi)+1,...,i} = BL.
Carsii —q(i)+ 1 <k <i,commea; + ... + ag+1 > (i — k) (par défi-
nition de g(i)) nécessairement a, + ... + @;_g5+1 < 2k — i + (i) et
donc ke BE. Montrons maintenant pourquoi * entraine I'inégalité. Soit

bZ = max (BE) etAz{ker,’\ Z a,~$x.card(Bf,’m[k,+oo[)}
ieBE N[k, + oo

A n’est pas vide puisque k = b2 — g(b%) + 1 €A et appelons k = inf A.

Si k > inf BZ, on pose alors I = sup (B2 n [1, k[) et on constate en appli-

quant %(I) que I — g(I) + 1€ A: ce qui est en contradiction avec la défini-

tion de k. Donc inf A < inf B2, le lemme 1 est prouvé.
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3.5. DErINITION. — Pour tout Te L(E) et » > 0 on note :

R(T, ) = sup { n > 0] il existe (wy, ..., w,) de T.Bg tels que pour i # j
de NnHWi ot W]” > r}.

Alors la fonction R vérifie les deux propriétés :

i) sir>2p(T)yalors R(T,r) < + o
et

i) { LE) x R - N

i

’ (T.7) > R(T,7)
rement (s. C. 1.).

} est une fonction semi-continue inférieu-

. . r
Démonstration. — i) Sir > 2p(T), il existe alors n boules ouvertes B(vi, i)

qui recouvrent T.Bg. Si (wy, ..., w,) sont p vecteurs de T.Bg et vérifient
pour tout i # j|| w; — w;|{| = ralors chaque boule ne contient au maximum
quun seul w;:doup <n:R(T,r) <n.

ii) Soient Ty e L(E) et ro > 0 fixés et vérifiant R(T,, o) > ngp. Il existe
U1, .- -, Un. N vecteurs de Bg tels que || To.v; — Ty.v;]| = ro pour i # .
Appelons 6 = max (] v;]||ieN,,) et choisissons p > 1 tel que p.é < 1.
p—1

Pourtout TeL(E)etreR%,si|| T — Ty || < roetr<p

Fo, alors

1
1T o — Topoyll = p I Tovs — Touv; | = 29 | T —To [ = °

Fo = T.
Comme les vecteurs pv; sont dans Bg, R(T, r) > n,.
3.6. PROPOSITION. — Soient (E;); o une suite d’e. v. n. de dimension d

(resp. de dimension o), (T;)»; des bijections linéaires continues toutes
bornées par ¢’ : T, : E; —» E;_;, A€ R tel que pour tout

1
veE\ {0} limsup-Log|| T ".r||<—4 (ouT "désigne T, > o ... T7}).
n-+o AN

n—1
1 ) R(TE, ) A—x )
Alors ¥p =1 ¥Yx< A liminf- inf| 1, p > , (respective-
n—~++w«c N —_
1
ment Vp>1 Vx <1 Vd>1liminf-card{ke{p,...,n}:
n=>+wo R /4t——}{
R(T?, &Py > d} > -- ).
(T}, e77) } v—x)

Démonstration. — Elle utilise les mémes arguments que son homologue
dans T'article de Mané. On commence par construire par récurrence une
suite (v7); <;<qa de By vérifiant || of |=1, d(1%, FO)=1 ot F?=vect (1},. . ., vP).
On pose ensuite pour tout k> 0 Ff =vect (T7*.09, ..., T *.0f) = T"*.F?,
qui vérifient T,.F¥ = F¥~! pour tout 1 < i < d. On construit enfin dans
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chaque E, une suite (vf); <;<q avec || v || = 1 et d(v}. ,, F¥) = 1 pour tout
1 < i < d. Par construction des (vf), il existe des réels non nuls (%) tels que
Ty o= T wouweF¥, L. A1n51pourtoutp>1Tk vi= Ak, ki
avec weF, P; pour tout weFtiZP | TR vf—w || = | 2. .. 272" . On a

aussi T™". l-[iﬁ. AT ol w avee weFI ¢ || T‘".v? = 1A .27~
Comme lim sup- Log | T || < — 4, liminf- ZLog’iﬂ >+ A
n—+ o n—+ o
k=1
Puisque | A¥ | < e” le lemme de Pliss peut s’appliquer :

1 , A—
lim inf - card (Al) > "

n—++wo RN y — X

)

ou on a posé A, ={ke{p,..,n}:|A .. AP > el*} pour tout
ieNget By ={ie{l,...,d}:|Af. ... 272*1| > eP*}. Par définition de
d n

ces ensembles, anrd (AL) = anrd (By) : ce qui montre donc que

i=1 k=p
.1 A—w o . .
lim inf - card (By) > d. . Etablissons maintenant le lien entre
n—++ow N y — X

k=p
R(TE, e7*) et card B,. Pour tout ie B, et we F¥_,
| TE.of = TR wl|| > | Ak ... Jkptl| > opx,
ce quimontre donc R(T, eP*) > card (By)d’ou inf [d, R(T], e?*)] > card (B,).

Pour démontrer la deuxiéme partie, on part de la relation

n

1 R(T, eP™
Jim inf - Zinf[l, MJ > 5
n>to R d

k=p

/=

). En particulier elle est vraie
vV —¥x

qui est vraie pour tout d € N* (oﬁ 0=

I\, [ R(TEe)] 1 L1
dd’. Alors — fl1, ————2 - d (CH)V+ = (n— d
pour ors Zm [ 7 ] < - [car (C)+ d(n card (C2 ))}

k=p
ou on a définit Ci={ke{p,...,n}|R(T{eP*)>d}. Et linégalité

1\ 1 .1 . R(TE, eP™ 1
précédente nous dit (1—— —card C? > — E inf] 1, ﬁe—)} —-. 11
d/n n dd’ d
k=p
suffit de faire tendre d vers + oo pour obtenir la deuxiéme partie de la

proposition.

Vol. 4, n° 1-1987. 3



64 P. THIEULLEN

3.7. PREUVE DE POINT 4) DU THEOREME. — Soient ¢’ un majorant de
[| T, || pour tout x € X, et .# la tribu des événements ¢-invariants. On peut
trouver deux suites d’applications u-continues ¢-invariantes (4,),.¢ et
(:)i»0 qui vérifient

D #@,8) <, <4
ii) lim A=u(@, &) ponctuellement (en prenant par exemple pour tout te N
t—>+x
% = Vs, ey< —Logu+1y[— Log(t + 1)]
+ Vo5, 82 ~Logu+ 1) D@, &) + Log (1 + 1)]

1 .
etd, =%, + t+—1> La démonstration sera alors terminée si on établit que

dim EX* < + oo pour tout te N et pour presque tout x. Pour simplifier
les notations introduisons la fonction f, ,(x) = R[TZ, e”*™] qui est y-conti-
nue d’apres 3.5, et remarquons dés maintenant que

{ fru=40} = {p(T) > 2P} {% Log p(T%) = x,(x)}

pour tout p > 1.

On choisit maintenant B ¢-invariant de mesure 1 tel que, pour tout ¢t > 0,
p=1l,d=1xeB

1) lim inflcard {ke{0,1,..,n—=1}| fdd78)=d }=p[{f, =d}| Flx)

n—->+ow A

2) Hm g[{ fp 2 d}1£10) = w{ fpu = + 0} A1)

1
N ul{ fru=+ o} Flx) < u[{pLog p(TE) > x,(y)Hf}(x)

S (x)

-ﬁ](x) = u[{H(T. ) = )
S)ult A, 8) 2% 71 71x) = T rsyznal¥) = 0.

4) lim u[ {; Log p(T5) = »(y) }

p—~rt+

Soient t € N et x € B fixés, si dim E** = + oo, alors la proposition 3.6
appliquée a (E}%)es 0, (Tpzx)es 15 Alx), %,(x) nous dit que : pour tout p > 1

1 Adx) —3;(x
etd>1, lim inf-card { ke N,| f(¢:*)=d} > M> 0:en
n+wo R ’ v—3,(x)

contradiction avec (1) a (5).
3.8. LeMmMe. — Soient (E, d) un espace métrique complet et % une base

de filtre sur E. Si inf { (U): Ue% } = 0 alors % possede une valeur
d’adhérence (i.e. n {U|Ue# } # O).

La démonstration de ce lemme est facile et se raméne au cas d’une suite
de parties emboitées dont le diamétre tend vers 0.
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3.9. ProprosITION. — Soient (X, %, ¢, E,#)un F. D., & =(E,),.x un champ
des.e. v.de G(E) @-invariant 1: X — Rune application, et K = X une partie
I K—»L(E)}{K—»G(E)}{K—»R }

compacte telle que { s Ty |7 x> By | X o i)
soient continues pour tout k > 0, et telle que (@, &)(x) < A(x) pour tout
x€K,k>0.8iF,={veE|IxeK:T; *.vexistedans E,_xet || T; *.v|| < e ¥
pour tout 0 <k <pj}etF, = {veE|IxeK: T, *.v existe dans E;_x« et
| T .v || < e7* pour tout k > 0} alors toute suite (v,),-0 de vecteurs
de E, telle que v, € F, pour tout p > 0, possede une valeur d’adhérence dans
F,., (ou on a posé %@, &)x)=sup |:11m inf~ Log p(Tj_n-»| Ej_n- JJ)

p20

Démonstration. — Soient (v,), o une telle suite et pour tout p > 0 x,e K
correspondant 4 v,. On suppose que x, converge vers x,, € K. Si on montre
que chaque sous-suite de la suite (T, *.v,),»x posséde une valeur d’adhé-
rence dans E, en utilisant un argument classique d’extraction de suite en
diagonal, on peut trouver ¢ : N — N 1 telle que (Tx,(,,) Us(p))p=k CONVEIgE
vers wy pour tout k > 0. Grace a la continuité de Ty_« et de E, _« sur K,
Td,;g;-l.wkﬂ = wy et wie Ey-x pour tout k > 0, et donc wy e F.

Pour ne pas compliquer les notations montrons seulement que (v,),s 0
possede une valeur d’adhérence et donc que lim o {v,:p>q})=0
(lemme 3.8). e

p2k20 v, = T:;""Tﬁ;k'up et [ T vp | < e7*20xn

V0<b</ )—%(géa)(xao) Hpe vp>ps|(p)_/( ),<F

. —ki{xa)tk k —ki{xe)tk
vp 2 p, 2k >0 v,ee Hx) ‘.T¢;£.BE+H ¢;:—T¢;£H.e Mxw)the B

1
Comme lim inf B Log p(T_« | Eg_x) < Mx.,), on peut choisir k tel que
k—+ X0 *°

exp [~ kA(xx)+kelp(T} < | By x ) soit aussi petit que 'on désire, et k étant fixé

on peut choisir p grand de maniére que exp [ —kA(x,)+ke]. || Tj_ x =T, ||
soit petit. *

3.10. PREUVE DU POINT b) DU THEOREME 3.2. — Soit4: X — Rune
application p-continue; et a condition de la modifier sur I'ensemble
{ 2 < %(@, &) }, on peut supposer qu’elle vérifie, pour tout x, A(x) > %(@, &)(x).
Quitte & diminuer X en prenant le borélien B ¢-invariant de mesure 1 du
point a) du théoréme 3.2, on peut admettre que dim E? < + oo pour tout
x € Xet A>x(@, &)(x). Etablissons d’abord la y-continuité de (x —» dim EX®),
en se servant de la proposition précédente et pour la premiére fois de la
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propriété 1.3. Pour uniformiser les convergences on introduit les notations
suivantes :

E*M={veE, | T, *. vexistedans Ey_xet || Ty *.v || <M.e ** pour tout k>0}
IM=sup {n>1|30y,...,v,€ EM:VieN, ||y =1
et dv, Ro; @ ... D Ry;_y) =1}.

Et il existe une suite de fonctions u-continues (4,),, qui vérifie

i) W@,8)< A, < A

et
ii) lim A{x) = iA(x) pour tout xeX.
t— + oo
Alors pour tout x€ X dim E2® = lim (sup I2:M),

t—=+o0 M
Il reste donc @ montrer que chaque application (x — I2"M)est y-conti-
nue. Gréce a la propriété 1.3, il existe une suite croissante de compacts
(L), telle que :

)B= U L, soit ¢-invariant de mesure 1-

p=>0
L L(E L G(E L R
2) les applications{ » U )}{ r = Gl )},{ r }
x = Ty x > By« x = A(x)
soient continues (Vk, p, ).

La proposition 3.9 permet alors de montrer que chaque application
(xeL, > IE™M)est s c.i. Eneffet, si x,, € L, et (x,)us 0 €St une suite de L,
qui tend vers x,, et satisfait I2*M > n. pour tout n > n,, on peut trouver

(v1, ..., Uh) € BEMavec || of =1 et d(v!, R} @ ... @ Rof-;) =1, et
donc extraire une sous-suite 0 : N — N 1 telle que (v§™),, o converge vers
des vecteurs w; avec || w; |l = Ldw, R,, @ ... ® Rw;_;)=1, w;e Bk M

ce qui entraine [}*=»M > n,. Pour montrer la y-continuité de (x — EX),
on reprend des compacts (L,),., vérifiant (1), (2) et (3)

Yp>03t,>03M,>0VxeL,dim B} =1®M> = dim E}»®* = constante.
Alors le raisonnement précédent et la proposition B.2.3 montrent que
L, - G(E)
x +— B}

Puisque (x — dim E®#™) est une application p-continue et ¢-
invariante, quitte a découper X en une réunion dénombrable de par-
ties boréliennes ¢-invariantes sur chacune desquelles (x — dim E}®9®)
est constante, on peut supposer a partir de maintenant que

dim EX 7)) = vy e X).

I'application { } est continue.

3.11. PREUVE DU POINT ¢) DU THEOREME 3.2. — On désigne toujours
par .# la tribu des invariants et par ¢* un majorant de || T, || pour tout x € X.
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Comme précédemment on choisit une suite de fonctions (4,),» o #-continues
¢-invariantes qui vérifient

i) %@, &)< A < M, &)
et
i) lim A(x) = A&, &)x) pour tout x € X ; et la suite consiste & montrer
t—+oc

u-presque partout que dim EX* > 1 pour tout ¢t > 0. Pour cela introdui-
sons pour tout p = 0 et t > 0 'ensemble :

p,—{xeXlﬂveEx\{O} -*.v existe dans Ey_«
t || Tk < e ® 2] o] pourtoutngSp}

et remarquons dés maintenant que

(M) LA (#E. 6) < 1} = {dim B2 > 1)

p=20

(ou (@, &) a été défini dans la proposition 3.9) en appliquant la propo-
sition 3.9 (le compact K se réduit ici 4 un singleton). Pour continuer la
démonstration, admettons pour le moment que chaque A,, est dans la
tribu complétée de # par u. Il existe alors un borélien ¢-invariant de
mesure 1 tel que pour tout x & B on ait :

D lim | Log || T2 E, | = 4@, 6)9)
2) Vp=0Vt>0 lim 1card{ze!\l | p(x)eA,, } = ulA,, | £1x)

n—+oo R
fmwwﬁﬁmt}m
p=20
4H V>0 #[ﬂ A, f}(x) < u[{dim E*® > 1 }’f](x)
p=20

5 ul{dim E}*” >1}|S)x) = ﬂ(dimﬁywwz 1(x).

V=0 hm 1Ay,

Soit x € B alors

Ing(x) ¥n=ne(x) || T2 E,|| > €™, 3w,e E,\{0}
, MG, &
[Tz wall > e 1w, | (w M=i4%iﬁ)

Vi > ng(x) ~ Z Log |]!’|I"‘ T ”“ > Aix) > Adx)

1 . )
—card {ie{l,..,n} VI <k <p A i||Tiw,]| > | Ti*  w, |}
n ’

- Ai(x) — A(x)

—y (lemme 3.4).
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Si i appartient & I'ensemble précédent en posant v = T%.w,, on a pour
tout 0 < k < p|| Ty vl < e *@||v]|, et donc ¢¥(x)€A,,. Ainsi

1 .
lim inf — card {ie N, | ¢'(x)eA,,} = §,(x) pour tout p>0, t>0, xeB

n—>+ow N

Ax) — 4
(ofl 3,(x) = t(\)x—)—,{%) et donc B = { dim E}® > 1 }.

3.12. PREUVE DU POINT d) DU THEOREME 3.2. — Rappelons qu'il existe
un réel v tel que || T, || < e’(VxeX) et un entier d > 1 tel que
dim EX®9% = d(¥x e X).
1
La convergence uniforme de la suite (— Log || T:".v|| > sur EX@6 A S,
n

n>1

résulte d’une part de Pexistence d’une base finie dans EZ 9™ (v, ..., v,)
1

qui vérifie limsup —Log || T ".v:{| < — A@, &)(x) et dautre part de la
n—++wo N

formule [|v[| <|| T5_.. | Eq, -

|| T= ™ v]| pour tout ve ¢4 car il suffit alors

1
de choisir xe X tel que lim - Log | Tj_~ | E,_»
n—»+wn

= MA@, &)(x); ce qui est
possible p-presque partout d’aprés la remarque A.3.

1 e
La convergence uniforme de la suite <— Log || Tz.v ”) sur EA@-95 ~ g
n

nxz1
est moins facile a établir car (x — Log" || T, "| EX“*™ ||) n'est plus
X - R*
x > || T EXEO |
est bien u-continue d’aprés la proposition B.3.1 et que

forcément intégrable. Remarquons d’abord que

1 e
limsup - Log || T, "| EX®4™ | < — 4@, £)x)  pourtout xeX.
n—++x R

On peut ainsi définir pour tout ¢ > 0 la fonction

A (x) = sup [ || To" | EX®9 | exp (nA(@, £)(x) — ne)] (VxeX).
n>0
Comme Log A,(x) — Log A,(¢,) < v — A&, &)x) + & pour tout xe X, on
1 .
en déduit que, p-p.p. lim — A, ($%) = 0 d’apreés la proposition A.5; et
n—»+x RN
puisque, pour tout n > 0 et xe X
| Tor | B || < A(Y) exp [— n AT, E)x) + ne],
1

lim sup ~ Log || T,y | ESF9% || < — A@, 6)(x) pour presque tout xeX.
n—++w H l

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



FIBRES DYNAMIQUES 69

La démonstration s’achéve alors de la méme maniére en utilisant les for-
mules
I —
Lol < || Ta

Bot 0@ ||| Tz o
et
[ Toof < || T2 E Mol (Foe EAEO),

3.13. PREUVE DU POINT ¢) DU THEOREME 3.2. — La démonstration
de cette derniére partie proceéde en trois étapes. On commence par construire
un champ supplémentaire & = (F,).x & (E2®?%) x dans & tel que
I 7ga ypy Il soit majorée par dim E;®9™ 4+ 1, y-presque partout. Les
détails d’une telle construction se trouvent dans I'appendice B. Dans la
deuxiéme partie on montre que I'opérateur Tx : F, —» F,_défini au moyen

des projections vérifie A(g", F) < M&, &) presque partout. La démonstra-
tion se fait par I'absurde et utilise la convergence uniforme de

1
(— Log ” T:.v ” ) pour pe BXT-6x) g
n .
et de !
1 ~ -
< LOg H T:.v “ ) pour ve Fi(g, P~ S
n n>1

Enfin dans la derniére partie, on construit (F7)..x ou F; est le noyau d’un
projecteur U,. U, est défini par une série qui enregistre a tous les instants n
le décalage entre Ty, et Ty,.
Pour alléger les notations on note pour toute la suite
A=M0,E)=n=x0,E),

un entier d = 1 tel que dim BE}® = d(vxe X) et v un réel tel que
ITll < e(Vx e X).

a) On construit d’abord un champ p-continu & = (F,),.x tel que
F. @ E}® = E, et || ngacoyr, || < d+1 p-presque partout de la maniére
' X - G(E) X — G(E)

et
x +— E, x — B}
p-continues, il existe un borélien B ¢-invariant de mesure 1 et une suite

suivante. Comme { } sont des applications

de compacts (K,),»o deux a deux disjoints tels que B = UK,, et

{KPHG(E)HKPHG(E)} p=0

) soient des applications continues. La
x = E, x — Ef

proposition B.4.4 assure alors I'existence de deux champs continus sup-
K G(E K G(E
» ~ G }et{ » > OB }telsque,

x — E. x — G,
pour tout x€ B, E, @ E{ = E, Eﬁ"‘)s@ G, =E [ tgiepeyll < d+1. Eton

plémentaires sur chaque K, : {
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définit F,=E, n G, pour x € B et F,=E pour x ¢ X\B. Ainsi F,=Im p, et
B2 @ EX = ker p, (Vx € B) ou p, est le projecteur p.=mg, ez, ° Mg, ey

avec || px| Ex Il = [l mrgeze0 | < | mg,gpze0 || < d + 2 (Yx € B). Comme
X - I(E) . . . x — G(E)
est y-continue (continue en fait sur chaque K ),
X py x—F,

est aussi g-continue.

b) On définit maintenant un nouvel opérateur Tx € L(E) pour tout xe X

. X - L(E)

tel que i) # est & -invariant (5“ = (T )xex), ii) { }est u-continue,

x - T,

iii) larestrictionde Tx aF, estinjective pour tout x € X, iv)sup || T, || < + oo,
~ N X

enprenant T, = p, o T, o p, pour tout xe Bet T, = T, pour tout x € X\ B.

Remarquons que la formule de composition des opérateurs T" s'écrit
simplement : Vn > 0 VxeX T" = Pez° Tie p, (puisque le champ (E2™)) .«
est invariant par &). L’étape importante de b) consiste 3 montrer que
/1(8:‘, F) < M@, &) p-p. p. Pour démontrer cette inégalité, on raisonne par
'absurde, et 4 condition de réduire I'espace X (la relation précédente est
invariante par ¢) on peut supposer que A(x)= A7, é’)(x):/l(%, F)(x) pour
tout x € X ; cette simplification permet alors d’appliquer le résultat a) . . . d)
du théoréme 3.2 au nouveau F. D. inversible (X, 8, ¢, E, &) et au champ 7.

Comme »(&, F) < A&, &) < /1(5“, F), 1l existe un borélien B ¢-invariant
X - G(E)
x — Fi=
(Vx € B). On note alors H, = F{* @ E}* pour tout xeB et H, = {0}
pour tout x e X\B : ce qui définit un champ # = (H,)..x p-continu de
s. €. v. de dimension finie de E, @-invariant, tel que T, soit une bijection
de H, sur Hy_ pour tout xe X, et tel que dim H, > 1 p-p. p. Montrons

de mesure 1 tel que { }soit p-continue, 1 < dim F*¥ < + «

1
maintenant que, g-p.p. limsup — Log || Ty, | Hyp
n~>+owo N x

> — A(x). Sinon, en

utilisant le méme raisonnement quen 3.12 on obtiendrait sur un ensemble
1

non négligeable limsup— Log || T;"|H.|| < — Ax) et on aurait donc
n~>+w N

Fi® < E#™ non presque sirement. Il est ainsi possible de choisir Be %#
¢-invariant de mesure 1 vérifiant les quatre conditions, pour tout x € B,

1
1) lim sup— Log || T, | Hyz || > — Ax)
n~>+w N
1
2) lm —Log || T, |FiP| = — Ax)
n—++oc N
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3) lim — Log | T 1B || = — Ax)

n—+ o0
4) lim - Log T2 Ec]| = Ax).
n>+wo N

Montrons quun point x vérifiant (1). . .(4) améne une contradiction. Choi-

1
sissons deux réels a, f tels que —lim sup — Log || Tg," | Hyy || < a0 < B < Ax).
n>+wo N
Alors il existe 0 : N — N 1 telle que :

Vn > 0 ” T¢a‘:r(|)) ‘ H¢§z""

a(n)a ” a(n) I F(;S?) H < e—a(n).ﬂ,

| Eot | Bl || < o
Pour simplifier les notations on suppose que ¢ = Id.
Yn>0 3Ju,eH, |ul] =1 et T2 u, || < €™

U, = v, + w, ou v,eE® et w, € F4®
|| T2 wall < 11 Pog | Egg ll - || Tt |
| wall < || Tpe | 2 Wall < || pgy| Egy ll.e*"* 7P
Il oall <[ Tx. vnll IIT¢: VB < [NT2ua |+ T2 wa |11 Ty
T=llu I < va [+ [ wall <e™™F™ “)[1+up¢;lEd,;n-(1+1|T2lExll-e‘"”)]-

Si on impose en plus A(x) — f < B — «, le membre de droite tend vers O.
¢) Soit B un borélien ¢-invariant de mesure 1 et (L,),- o une suite crois-
sante de compacts tels que :

L, > L(E
B:ULP, Vp > 0 szo{ » ~()},

=7 x — TE
{ L, - LE) }
x = (T |Ejp) o nlEG | Gox) )
{ L, > R } { L, > R } _
et ~ ~ , sont continues, pour tout
x — Ax) x > Alx) =A@, F)x)

xeB, Ax) < Ax),

1
— Mx)= lim - Log | Tg"

n—++towo N

~ 1 ~
A(x) = lim - Log | T=
n—»+owon

B |-

La construction d’un champ supplémentaire invariant %’ devient pos-
sible. On cherche une famille continue de projecteurs (U, ),z de L(E) qui
vérifient :

F, = ker U, < E, et Im U, = E!® D E; pour tout xe B.
Si veFy, To(v— U,w)eF5_, il existe w=T,o tel que Ty(v— U,.v)=w— U, (W)
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alors T, o U, (v)= 4o © Tu(0)+ Uy, o To(v) (01t ¢ = Id — p, pour tout x & B)
En posant S, = (T,! | E4®)g, T.p, pour tout x e B.

On a
Ux(o) = 8.(0) + (T, | E¥)U ﬁ()
= S.00) + (T, | g8, To(0) + (T2 2 | EA9)U 4 T20)

et ainsi de suite.

Finalement pour tout x € B on pose
U, =g, + Z & | BANS T

k>0 k=1 Tk
ST Z(Ta&"” |G ) o (gose Ty pgy) © Tep,

k=0

qui existe bien dans L(E)([| qgx+ 1 Toupyx | Bgr |l < €*.(d + 2)%, Vk > 0) et
L, - L(E)

} est continue. La famille (U,),_g con-
x — U,

chaque application {

vient : U, vaut lidentité sur E: @ E, = ker p, et ImU,<E,. ®F,
donc U, est un projecteur de L(E ) (Yx € B).

Tgaery = (Us | Ex), | gacone, [ <C;. Z I Thdi | Bgeer ||-]| T B |+ G,

k>0
0 Ci = sup { | gse- Toupos! B |-l po | Ecll |x€B et k> 0)
C; = ll4|E. .

Pour montrer la propriété sur les angles énoncés dans le théoréme 3. 2,
on choisit deux apphcatlons u-continues ¢-invariantes A, et /11 qui vérifient
pour tout xeB /1( ) < pi 1(x) < A1(x) < A(x), et on pose pour tout

x€B:alx) = sup [ || T, % [E,n| ]
n>0 *
; () = sup [[| T2 Fy e
n=0

Comme Log o ¢,)— Log a(x) <v— Ay (x) et Log &(x)— Log &(¢,) <v— A(x),

1
on en déduit en utilisant le corollaire A.6 que lim —Loga(¢?) = 0 et
n—>+wo RN

1
lim — Log a(¢$%) = 0 p-p. p. Mais

n—++w R

Il ey 1| < Crolx) a(x) Z e (TDHOTRLD L C) < Cha(x)a(x)B(x)
k>0
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ou f(x)= Z exp [—kA(x)+k :ll(x) ](Vx € B). Et comme pour presque tout x

1
lim — Log [sup e !#I*.o(¢2)] = 0

n=+o n pe?
.1 ~
et lim — Log [sup e 17 %(¢2)] =0, up.p.
n—>+owo N peZ

1
"_I}E_HOO ; LOg [ilsllz) e =lple H n(EMx)”F:bg) ”] =0.

4. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.3

La démonstration se fait en deux parties, dans 4.1 on conserve d’abord
I'hypothése d’injectivité des opérateurs T,, puis dans 4.3 le cas général
est traité en introduisant une extension du fibré dynamique lui-méme.
Désormais on se fixe un F. D. (X, 4, ¢, E, &) ou X est un espace métrique
compact et u une mesure de probabilité sur (X, 4) ¢-invariante telle que

& soit p-continue et telle que JLog‘r | Telldu < + oo. Et comme dans
le chapitre 3 on suppose en fait que || T, || < &' (Vx € X).

4.1. Cas ou T, EST INJECTIF POUR TOUT x€X.— L’application du théo-
réme A.7 au systéeme dynamique mesuré (X, 4, u, ¢) nous permet de suppo-
ser que ¢ est surjective et par conséquent de construire ’extension naturelle
de (X, 4, ¢, 1) notée (X gg 4) p) etn:X - Xla surjection associée. Deﬁ-
nissons le nouveau F. D. (X A, d) E, &“) par T =Ty (Vxe X) Alors @ et

Ji-continue, T"= oo (VX eX)(Vn > 0), JvLogJr I T.ldi = | Log™ || T, ]l die

Soient £ et A I'ensemble des points réguliers des deux F.D., alors
n()~:,~) c A;(VieN). 11 existe B € # réunion dénombrable de compacts de
mesure 1 pour z satisfaisant aux conditions a) ... ¢) du théoréme 2.2,
alors n(B) = Be 4, uB) =1, B = ¢ !(B), et pour chaque xeB et y un
antecedent de x par n on définit les fonctions A;, E;, F; par 4;(x) = 1,»( ¥),

E;(x) = Ei(y), Fi(x) = i( y) (indépendamment du point y). Puisque les
applications A; o w, E; o 7, F; o  sont u-continues sur T et que 4;, E;, F; sont
constantes sur B m n~}(x) pour tout x € X, les applications A;, E;, F; sont
donc, d’aprés la remarque A .9, u-continues.

Le lemme suivant permet de comparer le comportement de deux suites
lorsque 'une d’entre elles est perturbée par un coefficient qui tend vite vers O.
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4.2. LEMME. — Soient (a,),s 0 €t (7,).>0 deux suites réelles vérifiant les
propriétés suivantes :

i) Vmyn,a,,,<a,+n.v

I

ii) lm -y,=— o
n—>+w N

i) Vu<Osup { p>0]y,>(n+ pu} = o(n).

(Les deux derniéres conditions assurent la décroissance rapide de la suite
(yn)nz 0)-
Si on appelle b, = sup (a,_, + y,) (Va = 0), alors

O<p<n

. . 4, . a, b
lim - < lim = < lim = < Iim =
——n~ —n n n

L a . b L
Démonstration. — L’inégalité lim sup— < lim sup — est évidente. Pour
p
n—~++w R n—+ n

. ... . pa _
tout n > 0 a, < ao + n.v, ainsi liminf — < v. Pour tout ue R~ et n. > 0,
n—=+w AN

appelons P,(n)=sup {p>0]y,> (p+n)u }. Alorssip<0, lim P,(n)=+oo
n—+ oo

(car (pu(m)n»o est une suite croissante et si elle était bornée par P aurait

Yp+1 <(P+1+n)u (Yr>0)). Soit 1eR vérifiant lirzljxgof% <A<v+let
posons u=A—v-1 < 0. Il existe une sous-suite ¢ : N — N1 telle que
%(,? < A pour tout n > 0. Pour simplifier I'écriture on suppose que ¢ = Id.
Si 0<q<Py(n), ys+anip,m-¢<I + Pn)—gv+a, (oul = 2213 Yq)

3 ’))q+an+Pu(n)—qSF+Pu(n)'(v_)')+ [Pu(n)+n])“
Sl q > Pp(n) s ’))q + an+P“(n)—q < (q+ n)lu+ nv < (Pu(n)+ n))'

1 I'+P,m.(v—4)
Ce qui montre qu¢e —— b <—F " "4 1 et donc
qb d P,(n) + n Pulty v P,(n)+n
lim inf — < A,
n-++w R
4.3. Cas GENERAL. — Soit(a,),> o une suite strictement positive décrois-

n
sante qui tend trés vite vers O telle que (y,, = Z Log oc,,) vérifie les

n=0

- k=0
conditions du lemme 4.2. On appelle E={v=(v,),>0€ E¥|sup [|v,||< 0 }
p=0
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que 'on munit de la norme du sup ; (E, - ]]wl devignt a son tour un espace
de Banach, et on définit le nouveau F.D. & = (T,),x par

Tx(”Oa Uy, U, .. ) = (TX'005 &olg, X1V, - - ’)’

T, est bien injectif pour tout x € X majoré en norme indépendamment de x
et vérifie T" = o T" (Vn = 0), (VxeX), (ou =n: E->E désigne la pro-
jection canonique de E sur E((vg, v1, . ..) ¥ o)) Remarquons maintenant
la formule :

Tovo, 01, ) =(T2. 00, 0 T2 Ml - oy By - - 0y %olpe Xy - OBy, ),
d’ou
| ~ o1
i) liminf - Log p(T%) < lim inf — Log p(T%)
n n
1 . 1 -
< limsup — Log p(T:) < lim sup — Log p(T%)
n n
o] ~ 1 1
ii) liminf - Log || Tf|| < lim inf - Log || T?|| < lim sup -~ Log || T%||
n n n
1 ~
< lim sup — Log || T%||
n

TR | ~ .1
iii) hmmf;Log ]]T;.v“ghmmf;Log]]T:.vo]’slimsuplLog”T;.vo”
n

1 ~
<lim sup;Log [ Te.v|]

.p(i‘;) = oilig,, (AT %) o0 .. o=y ]
= sop LT ]
.HTQ.U][ = Oiugn[”TQ*".vo“aO cOmg].

Appelons A Tensemble des points réguliers du F.D. (X, 4, ¢, E, .7;’),

. . . .1 .
alors Ac A. SixeAetix>1F(x)= {veE] lim - Log|| Ts.v|| < A(x) },
alors Fy(x) o ker met nrren

- 1
Fi(x) = n(Fi(x)) = {veE [lim sup— Log || T2.v || < li(x)}
n—~+owo N
. . . . 1 ~ ~
(11 y a bien égalité car si limsup—Log || T7.v || > %(x) alors
n>+o N
li 'L 1" im inf T
im sup - Log | Tzv]|| = I,I,I_I.lfgf; Log ]]Tx.v[]).

Enfin la proposition B.3.3 montre que la p-continuité des champs
(Fi(x))yen €st conservée.
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DEUXIEME PARTIE

Dans toute la suite de cet article, on se placera sur le fibré dynamique
engendré par une application ¢ de classe C' seulement, définie sur un
ouvert U & valeurs dans un espace de Banach E laissant globalement inva-
riante une partie compacte K incluse dans U ; on pourra définir en tout
point régulier la suite des exposants de Lyapounov (4;);», associée a la
famille des dérivées (Dy@).x. Une mesure de probabilité u ¢-invariante
étant fixée, on obtiendra la majoration de I'entropie et de la dimension capa-
citaire de p, en étendant la notion d’entropie locale introduite par Brin
et Katok [BK]. Cette méthode permet d’étendre des résultats obtenus
par Ledrappier et Young [LY] concernant la minoration logarithmique
des mesures des boules en fonction de la dimension de Lyapounov dim; .
En supposant tous les opérateurs (D, ¢),.x compacts, on obtient en par-
ticulier :

* dim(K) < + o hop(@) < + o0

* h(¢) éj Edi(X)if(X)dﬂ(X)

" Log u[B(x, )]

* p-p. p. lim sup ——————— < dimy (x, ¢).
80 Loge

* Pour tout o > 0 et pour u-presque tout xe K

im lim sup — % Log #[ﬂ ¢~ B(¢(x), se_i“)] < Zdi(x) () + ]* .

te20 po+w

Takens [TA] a introduit pour la premiére fois, dans I'¢tude des attrac-
teurs étranges, la nouvelle métrique :

dpex, y) = max  {d[¢ix), #(5)le": (x, y)e K* .

Cette métrique est I'outil principal pour montrer la minoration logarith-
mique des mesures des boules en fonction de dimg (x, ¢) :

dim (x, ¢) = inf{ i Zdi(x)[ii(x) +a]" i 0<a< — x(x)}

ol %(x) désigne la borne inférieure des exposants de Lyapounov, ou bien
'indice de compacité du fibré, au point régulier x.
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I. NOTATIONS

1.. 1° CADRE DIFFERENTIABLE :

E est un espace de Banach quelconque

U est une partie ouverte de E et K est une partie compacte de U

A(K) est la tribu des boréliens de K

#k(U) est ensemble des applications (¢ : U — E) de classe C! pré-
servant K (i.e. ¢(K) < K)

g(qb)_{KxE—»KxE
L ) - (400, Dagov)
engendré par ¢ e €L(U).

} le fibré dynamique sur K

Remarquons que I’hypothése de classe C! sur ¢ ne sera utilisée que
par lintermédiaire du lemme suivant :

1.2° LEMME. — Pour tout ¢ R% on définit le module de continuité
de D¢ sur K :

Cule, ¢) = sup {[| #(x) = ¢(y) = D:p.(x = I/l x — yll:
(x,y)eK? et O<|lx—yll<e}.
Alors, (e R% — Ckle, ¢) € R) est une application décroissante de limite
nulle.

On aurait pu ainsi travailler dans un cadre plus général ou, E est un
espace de Banach, K est une partie compacte de E, ¢ : K — K est une
application continue, (xe K — T, e L(E)) est une application continue
d’opérateurs. En appelant toujours :

(Ck(e, ¢) = sup { || ¢(x) — &(y) — Tx.lx = M/ x =yl :
(x, y)eK?2 et O<|lx—yll<e}
il faudrait alors imposer : lin(} Ck(e, ¢) = 0.
Ce cadre apparait en particulier dans I'extension naturelle % du fibré

précédent # ; on aurait pu ainsi supposer J) bijective et chaque opérateur Tx
injectif.

I.3° DEFINITION DES POINTS REGULIERS DU FIBRE F(¢).— Soit ¢pe€x(U),
on appelle alors points réguliers de ¢, Uensemble Ax(¢p)={ xeK : I(F);s,
des s.e.v. fermés de E de codimension finie tels que -

o1
*+ lim — Log p(D.¢") = x

n>+wo R

« lm Log|[D.VFi| =4 (viz1)

n>+wo R

* Fl =E et Fi-+-1 e Fi (Vl g 1)
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* Sl li > X alorS li > AH'I et Inf )\/i =X
1 i1
* Yoe F\Fiy lim - Log || D ¢".v|| = A4 }.
n—>+wxo N
Dans I'ensemble Ag(¢), la notation « lim s, = I » signifie que la limite
n—+ o0
de la suite (s,) existe et vaut L Il est possible aussi de montrer que les coeffi-
cients x et 4;, les s.e.v. F; qui interviennent dans Ag(¢) sont en fait des
fonctions de x. » sappelle l'indice de compacité asymptotique et (4;);x1
s’appelle la suite des exposants de Lyapounov.

1.4° Lemve. — Sur Tensemble [ )¢ "Ag(9), on a :

n>0
w(x) < % - plx), 7i(x) £ 250 lx), D, ¢(Fi(x)) = Fie ¢(x),
di(x) < d; o d(x) (U dy(x) est la codimension de F;, 1(x) dans Fi(x)).

1.5° DEFINITIONS :

A) Nombre de recouvrement d’une partie A d’un espace métrique (E, d)

Ve > 0rAe)=inf {n=1:3(xy,...,x,)eE" Her, ..., 8,)ERY

tels que A « U Blx;, &) et g < e}.
i=1
S'il est nécessaire de préciser la métrique d on pose : r(A, &, d).
B) Nombre de recouvrement d’un opérateur T € L(E)ouEestune. v. n
Ve > 0 R(T, &) = HT(Bg), ¢).

[.6° PROPRIETES :

A) (S, T)e LE)® V(5,6)eR2 R(SoT, ) < R(S, OR(T, )

B) [(T,e)e L(E) x R%* — R(T,¢)eN] est une application s.c.s.
C) (T, &)e L(B) x RY (¢ > p(T) = R(T, &) < + o).

1.7° DEFINITIONS :

A) Indice de compacité asymptotique uniforme :
1
Vo e Gx(U) peld) = sup p(Dy¢) »x(¢) = lnflz Log pk(¢7).
B) Nombre de recouvrement asymptotique local :
. 1 _
VaeR Voebk(U)  A%x, ¢) = limsup - Log R(D,¢", e™™).
n—++ o0
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C) Nombre de recouvrement asymptotique uniforme :
V(¢, e)e Bx(U) x R%  Rx(¢,¢) = sup R(D, 4, ¢)
xeK

V(b ) e€UU) x RE  AW(®) = inf — Log R(@", ™).

nz1 N

1.8° PROPRIETES. — Pour tout ¢ e ¥x(U) et ae R%
A) {Log px(9") }nzo €t { Log Rg(¢", e™™) },> o sont sous additives

1
B) #k(¢) = "llgnw . Log px(9") < + ©

Ak(¢) = lim E Log Rg(¢", e~ ™).

n>+w A1

C) Si o < — xg(¢) alors Ak(¢) < + 0.

II. RAPPEL SUR DIFFERENTES NOTIONS
DE DIMENSION

II. 1° DIMENSION CAPACITAIRE D’UN ENSEMBLE :

Pour tout espace métrique (A, d), on définit sa dimension capacitaire
(supérieure) ou dimension fractale

. . Log r(A, ¢)
dim¢ (A) = lim suyp — ————.
£=0 Loge

II. 2° DIMENSION CAPACITAIRE D’UNE MESURE :

Pour tout compact métrique (K, d) et toute mesure de probabilité sur
la tribu (K) des boréliens de K, on définit la dimension capacitaire de u

dimc (u) = sup inf{dimc(A): Aec#(K) et pA)<d}.
0<a<1

I1.3° ProposITION. -— Soient (K, d) un espace métrique compact et
4 une mesure de probabilité sur les boréliens de K, alors :

A) [xeK — u[B(x, ¢)]eR*] est une application s. c. i.
B) Sl existe ¢ : K — K lipschitzienne préservant u alors

Lo B(x,
[xe K - lim supM 5 R+:|
e~ Loge

est ¢-sous-invariante borélienne.

1A

L B
=0

Loge
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D) Si ¢ € €%(U) et u est ¢-invariante ergodique, alors

. . Log p[B(x, ¢)]
dim¢ (@) = lim sup—————""" pu-p.p
e=0 Loge
II.4° DIMENSION DE LYAPOUNOV EN UN POINT REGULIER. - Soient

¢ € 6x(U), Fx(¢) le fibré dynamique engendré par ¢, x € Ag(¢) un point
régulier pour ¢ qui vérifie »(x) < 0. On rappelle alors dimension de Lya-
pounov au point x, le réel fini :

dim; (x, ¢) = inf{i Zdi(x)[/li(x) +al":0<a< — %(x)}.

i>1

On peut vérifier que cette définition coincide bien avec la définition clas-
sique en dimension finie, pour une mesure ergodique et en prenant
x(1) = — oo ; (par exemple dans larticle de Ruelle et Eckmann [RE]).

I1.5° REMARQUE. — Soient ¢ € ¥x(U) et u une mesure de probabilité
sur #(K) ¢-invariante. Grace au théoréme I1.3 de la premiére partie, on
peut trouver B e 4(K) tel que :

« B o (Ax(9), uB)=1, Bc ¢ '(B)

iz0
* (xeB — dimy (x, $) e R™) est mesurable ¢-invariante.
* Si de plus u est ergodique pour ¢, alors

dimy, (x, ¢) = dimy (4, ¢) p-p. p.

III. ENONCE DES THEOREMES PRINCIPAUX

III. 1° DEFINITION D’UNE NOUVELLE METRIQUE SUR K. — Pour toute
application ¢ : K — K, pour tout xe R, n = 1, on définit une nouvelle
métrique sur K par :

d*(x, y) = max {d[¢'(x), $'(y)]e™ }

O<isn—1

(ou d(x, y) = || x — y|| est la métrique induite par celle de E sur K).
Une boule ouverte de centre x et de rayon & pour cette métrique est de
n—1
la forme B&(x, &) = m ¢ Bloi(x), e ]
i=0

(ol B(x, €) est une boule ouverte de K pour la métrique d).

I11.2° THEOREME DE L’ENTROPIE LOCALE [BK]. — Soit (X, 4, u, ¢) un
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systéme dynamique mesuré, (X, d) est un espace métrique compact, ¢ :
X — X est une application mesurable préservant une mesure de pro-
babilité u sur les boréliens de K, 4).

On appelle :

1
h%(x, ¢) = lim lim Sup — - Log y[B?x, ¢)]
£~0 n-o+ n
1
h(x, ¢) = lim lim inf — — Log p[B°(x, ¢)].
e~*0 po+ oo n
Brin et Katok [BK] ont alors montré le résultat important suivant :
Bix, ¢) = hi(x, ¢)  -p.p.
et J ho(x, p)du(x) = h,(¢) (= entropie métrique de ¢).
K

III.3° EXTENSION DE LA DEFINITION DE BRIN-KATOK. — Pour toute
application ¢ : K — K borélienne préservant une mesure de probabilité y
sur B(K), pour tout € R, on appelle :

h(x, ¢) = lim lim sup — ! Log p[BI(x, &)].

£>0 gt
I11. 4°) PROPRIETES ELEMENTAIRES :
i) hio(x), 9) = Hilx, ¢)
i) Vp=1 lhﬂa(x, ¢F) = Hifx, §)
iii) Si ¢ est dl; plus lipschitzienne alors; h*(x, ¢P) = hi(x, ¢).

III.5° LemME. — Soient ¢ € €k(U), xe Ag(¢) un point régulier, un
réel o < — #(x). Alors A%x, ¢) < Zdi(x) [A4x) + a].

i>1
Ce lemme est de nature géométrique car il relie le taux de croissance
exponentielle du nombre de recouvrement d’ordre o de D, ¢"(Bg) en fonc-
tion des exposants de Lyapounov. En dimension finie, on peut montrer
Iégalité.

IIT.6° THEOREME LOCAL. — Soit ¢ € ¥x(U) préservant une mesure de
probabilité u sur Z(K) et ayant un indice de compacité uniforme strictement
négatif, alors

* VO S o< < —u(@) Hilx, §) = A”(x, $) wp.p.

Log u[B(x, ¢ ]

* Yo >0 limsup ——— < — h"(x ¢) u-p.p.
) Loge
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III.7° CorROLLAIRES. — Sous les hypothéses du théoréme précédent :

x« Si ug(¢) < 0 alors h(x, §) £ Y di(x)A7 (%)
* Si#(x) = xk(¢) w-p.p. iz0

. Log u[B(x, ¢)]
alors lim sup ——— "=
&0 Loge

Six(x)=nxk(¢$) p-p. p. et pest ergodique pour ¢ alors dime () < dimy (1, ¢).

= dimy (x, ¢) p-p.p.

I1I.8° THEOREME UNIFORME. — Soit ¢ € ¥%(U). On note pour touta € R,

1
hiop(#) = lim lim sup — Log r(K, ¢, d®).

20 po+o0 N
On peut alors montrer
* YOS a < B ho(d) < A(P)

top’

* 81 ¢(K) = K alors dim (K) < ing — Ak().
a>0 o

IV. DEMONSTRATION DES DIFFERENTES ASSERTIONS

IV.1° DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION I1.3° ¢. — La démonstra-
. . : . Log u[B(x, ¢)] -
tion de la relation entre dim¢(p) et lim sup ~Tosr pourrait étre
e=0 0g ¢

laissée en exercice car elle présente peu de difficultés. Mais la méthode
utilisée est générale : on l'applique en particulier dans la premiére étape
de la démonstration du théoréme HI.6°.

(=>) On pose pour tout n = 0¢,=e " Sid>det de 10,1[ on peut
trouver A e Z(K) tel que u(A) > 8 et dime (A) < d. Pour tout d* > d,

Zu{xeA i [Bx, )] < &} < Zr(A, 8—2">g;’,'.
0

n> n>0

1 . .
Comme r(A, 3 s,,> < 2%, 9 pour n suffisamment grand, la série converge

. o . Log u[B(x,¢)] _
et par Borel-Cantelli on en déduit que lim sup —————" "~ < d* pour

p-presque tout x sur A. e0 Loge ]
(<) (en)nzo €tant choisie comme précédemment. Pour tout d > d on

appelle Af ={xeK:Ym=n u[B(x, &,)] = g,f: }. Alors #[U 1 A":l = 1.

n>0

Pour tout m = n r(A,, 2¢,)e,2 < 1. Donc, pour tout n 2 0, dim¢(A,) < d.

IV.2° DEMONSTRATION DU LEMME IIf.5°.

Si —a > Ai(x), pour n
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suffisamment grand || D,¢"|| < e ™ et donc R(D,¢" e”™) = 1. Sinon
on peut trouver k > 1 tel que A+ (x) < o < A4(x). En choisissant successi-

vement des vecteurs linéairement indépendants dans Fi(x)\F;,(x) pour
k

i=1...k on peut trouver d = Zd,»(x) vecteurs (e;);; tels que

k i=1

o1 .
2 lim -Log|| D,¢".e|= Zdi(x)ii(x) et E=@ E;+ F avec F=F,,(x)
n—~+wo N i€
iel i=1
et E; = R.e;. Appelons =;, n les projecteurs sur E;, F associés a cette décom-
position de E ; et supposons || ¢; || = 1.

BEC”TE”'BF'}'Z“T&“‘BE,- ou Bg, = [—1,1].¢

Yvnz1 rD,¢".Bg, e ™)

e*na e*"a
<rD,¢"Bp, D,¢".Bg,—— .
—r( ¢ <d+1)nnn>Hr< ¢ '(d+1)nnin>

Pour n suffisamment grand, ||D,¢"|F|| <e ™/(d + 1)|[=}l, et donc
r(D ¢"Bg, e7™/(d + V| n H) = ” D, 4" H
x .€;
Pour tout n = 1 et iel, HD,¢".Bg, n) <
n

(Ol‘l Dx¢"‘BEi = [— ||D

Il fill = 1).

En appelant K = H max [(d + 1) || z; (|, 3], pour n suffisamment grand,
iel
on obtient R(D,¢" e™™) < K. l—[ {|| D¢ ;|| e + 13}, ce qui termine
la démonstration.

IV .3° DEMONSTRATION DU THEOREME [1I.6°, DEUXIEME PARTIE. — Quitte
a remplacer K par le support de u (qui est aussi compact) on peut sup-
poser que u[B(x, g)] > 0 pour tout xeK et e R¥%. Soit a > 0.
On voit facilement que
Log u[B(x, ¢) ]

1
lim sup —————— = lim sup — — Log u[B(x, e™™)].
£~0 Loge n—+w

I1 reste alors & montrer I'inégalité, pour u presque tout x,

1 1 .
lim sup — — Log p[B(x, e ™) ] < li"rg sup— Log u[B(¢"(x), e ™)]=/x).

n—+ o
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La technique utilisée est celle de Mané (proposition A.5). On définit
pour cela, pour tout ¢ > 0, une application A, sur K par

Addx) = sup exp (= ni(x) = ne)/u[B(¢7(x), e™™)].

Il>

Comme [ est une application sous invariante (/o ¢ < | partout), en
raisonnant sur chaque sous-espace K,, = {xeK:l{x) <m}, on peut
supposer que [ est bornée. On remarque alors, pour tout xe K,

(1) A; ¢(x) < Alx) exp (I(x) + &) < A(x) exp (m + ¢).
Soient (K, #, 11, ¢) extension naturelle de (K, 4, b @), m K > K

la surjection mesurable vérifiant y o n -1 =pet pon=mno ¢ (theoreme A.7).
EnposantA =A,0om (1 )entralneA < A,o¢p 'exp(m + ¢)sur K, et donc

1
(proposition A.5) lim — Log A,o¢p ™™ = 0 Ji-p. p. Ainsi, Ao (x )< e™

m—+ow M

pour m suffisamment grand (m = my)
UB(r(x), e ")) Z exp[—mlomod "(x)=2me] (mzmo), lem=lomod ™
H[BCx, e”™)] = exp [-ml(x)—2me]  (m=mo) (u-p.Dp.).

On termine la démonstration en remarquant que I(x) <
tout x € K.

R | =

hi(x, ¢) pour

IV.4° REMARQUE. — La suite de I'article est consacrée a la démonstra-
tion du théoréeme III.6° (premiere partie). Si la mesure u était ergodique
(toute partie ¢-invariante est de mesure 0 ou 1) la démonstration serait plus
simple, car cela reviendrait & supposer tous constants (hi(x, ¢), A%(x, ¢),...)
et a prouver le théoréme uniforme II.8°). Dans le cas général, on raisonne
sur chaque élément d’une partition, dont 'entropie peut étre aussi petite
que 'on veut, pour de nouveau supposer tout constant.

Mathématiquement, cela se traduit par la proposition suivante IV.6°

IV.5° DEFINITION : (approximation locale supérieure). — Pour toute
application f: K — R majorée uniformément, pour toute partition &

de K on note A(f, #) = Z(sgp Ny

Pe#?
On obtient alors facilement :

* A(f+¢.2 VAL 2) + Alg, 2)
« A(fod, 7' P)S A, 2)e ¢

* Si ( fp p>0 est une suite sous additive d’applications majorées alors.

( (fp,\/ ¢~ ‘9)) est aussi une suite sous additive.
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IV.6° PropPosITION. — Soient (X, 4, u, ¢)un systéme dynamique mesu-
ré (notations du théoréme II1.2°), et (f,), » o une suite sous-additive d’appli-
cations de X dans R, mesurables uniformément majorées. Il existe alors
une suite de partitions finies (% );so telle que, pour u-presque partout

im > 4= g {1 \/qs 27|
n—=+o 1 k=0
lim A (f"’\/‘l’ )}

(o0 F ={AecB:¢p "(A)=A} et (2| «) désigne I'information de 2
sachant une sous-tribu Jz! de 8).

— HV

Démonstration. — D’aprés le théoréme ergodique de Kingman (A.2),

pour toute partition 2 de X, la suite (A( f,l,\/df‘?)) converge
n>0
i=0 -

vers une application g(#) .#-mesurable u-presque partout.

g= lim ‘fnu-pp

n—+ o

g#) = lim nA<fn,\/¢ ‘?) H-p. P.

Soit (#,),»0 une suite croissante de partitions finies .#-mesurables dont

la réunion U]p engendre # aux ensembles de mesure nulle prés. On
pz0
note .#, la tribu engendrée par .#,,

I ={Ae g, yA) >0} = {Ap1s - Apnim s

Jgd#

-~ A

et on choisit E[g|.#,] = ——— 4.
on choisit E[g]|.4,] AZ‘ A A

Pour tout ¢ > 0, on définit :
B, ={xeX:Vgzpg—c¢<E[g|f]<g+e}

1
B;l,,z{xeAp,ian,: Ym = n —fm§g+8}
m

- { Bp 1,5 <« - B;,N(p),m C;Jl }
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N(p)

on C;,=V\D;,, et D}, = U B3,i.», pour tout m :
i=1

N 1 .
fm: sup fm é = lim _fm
K

m—++ow M
pour toute partition 2 : (P) = g(P) + E[I(? l\/df@’) l f}
Sur B, ;, et pour tout m = n s

J gdu
Ap,i

+ 2¢
ll(Ap,i)

L LS Elgl 4]+ 2
m

—A(fo 25 SE[g] ] + 26 < g+ 3

1 1 -
Donc — Afs P0) £ (8 +30)1pe .+ — fulee
m proom o
1
et —A<fm,\/¢ 7, ) < = Afm P50).
m
D’ou g(?; )é (g +3e)lpy + &Tce

E [inf (2,)] < E [(g+3¢)Tpe 1+2u(C ) +— H[\/ ¢ ‘9;,;\

nx1
lim H[ ¢i97;,"]_ [ ¢~ wa
n—-+ o
i=0
N(p)

o A= {A,,,l ABS,.. ., A,,,N(,,)mB;,X\U (A, n B;)}

i=1
o/} est S-invariante donc E[inf (#,)]< El(g + 3¢)1s.] + gu[K\B:]
n>1 P
et E[ inf U2p0)] < Efg].

zl,pz1l,n=2

IV.7° LeMME. — Soient ¢pe%&(U), n>0, 0 < e < dK, U, xek.
Alors = r[¢(B(x, ¢)), 2(n + Ck(e, ¢))e] < R(D, 9, ¢).

Démonstration. — Pour tout yeB(x,e) n K
| #(x) — ¢(») = Dy¢.(x — V)| < Ckle, Pe
donc d(B(x, €)) = p(x) + eD,d(Bg) + ¢Ckle, ¢)Bg.
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Mais D.¢(Bs) =\ JBm) avee m<n et n=RD., ).
i=1
En posant y; = ¢(x) + ex;
=By tr: + Cxle, 0e).
i=1

En choisissant z;e K 0 B(y;, (n; + Ckle, ¢)))

$B(x, 9) <\ _JBlzs 20m: + Cule, o)

IV. 8° DEMONSTRATION DU THEOREME II1.6°, PREMIERE PARTIE :
Premiére étape : pour toute partition # fixée et pour tout ¢ > 0, on montre
I'inégalité presque siire :

(1) limsup — — Log u[B¢ “(x, 2¢)]

n-+w

<lim sup{ — ~Log u[ ¢ P(x) :|+ Log r[ ¢ P(x), &, dP “J}

n—+ oo

Pour montrer (1), on introduit pour tout ¢ > 0 fixé, (9,, :\/ ¢*i9>’

AL = {xeK: u[BP(x, 20)] £ e ™y Pux)]/r[Pu), e, @]y
D’apres Borel-Cantelli, il suffit de montrer que Zp(A%) < + oo
HAS) =Z{ A" P): Pe?, et PnAL#0}.
On recouvre alors A " P par des boules B$%(x, 2¢) centrées sur AL, et
on peut en choisir au plus r[ P, ¢, d9*]; ce qui montre : y(A} N P) < yP)e ™.
Deuxiéme étape : soient 2 une partition finie fixée, des réels a, § tels que
pr(P) < e ? < %e’“, alors, en posant fi(x) = Log R(D, ¢, e™#), on montre

I'inégalité presque siire :
2 lim lim sup-— Log r[Za(x), €, d2*] < E[A(f1, )| #].
£+0 n—+w

Remarquons que (xe K — R(D, ¢, e #)e R, ) est une application s. c. s.
et finie partout, donc uniformément bornée. Puisque lun Ckle, ¢) =0,
il existe &¢; > O tel que :

Vee 10,e.[ rloB(x, 2¢), e %] £ fi(x) (VxeK).
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(En prenant &, tel que 4(e™? + Ckle;, ¢)) < e™%).
On démontre ensuite pour tout g€ 10, ¢, [,

n—2

[ 2.(x), 2, dP*] < r[P(x), €] HA(fl, P)o ¢’

i=0

Le principe consiste a recouvrir I'image par ¢ d’une boule B(x, ¢) par des
boules B(y, ee™*) et a recommencer ce procédé n fois

Pyx) = U {Alig) : 1 Sip < No(x)} (réunion disjointe)

avec diam (A(iy)) < 2e et No(x) = r[P(x), ¢]
Aig) = Z(x)  $(Alip)) = U {Alig, i) 1 i £ Ny(x)}
avec diam (A(iy, i;)) < 2¢.e”* et Ni(x) = A(f;, 2)(x).

On continue ainsi jusqu’a ce qu'on ait obtenu une famille
{A(i05i1"-"ik):0§k§n_la lélkéNk(X)}

de parties vérifiant pour tout0 £ k < n — 1,diam [Alio, i1, ..., )] <2ee™™
et

U{A(ZO’ ils .. '9ik): 1 é iO é NO('Y)3 . "91 é ik § Nk(x)} = (t)k[?n(x)]

On choisit arbitrairement des points x(io, . . ., i,_;) dans chaque A(l,. . ., i,;)
non vide, puis des points y(i, . . ., i,_,) dans 2,(x) tels que

[0*y(igs ire - osip- 1) €Alip, ..., 0k) pourtout 0<k<n—1.

Alors Z,(x) = U { B&*(io, - . ., ix), 26) 1 1 < i, < Ny(x) } car, si ye 2,(x),
on peut trouver iy, iy,...,i,- tels que

yEA(iO)a (t)(.‘Y)EA(iO’ i1)7 s (t)"*l( )GA(IO) ey lp— 1)
et donc y est dans la boule B&*1(iy, ..., 1,_1), 2¢).

Troisiéme étape : On vient de montrer que, pour toute partition £ finie,

1
et pour tous réels «, f vérifiant pg(¢p) < e # < 2 e~ % et pour presque tout x :

((1) + (2) + théoréme de Mc Millan A. 11)
aadid

3) hilx, ) = [ (f1, 2 <
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Soient maintenant deux réels o < f < — xx(¢) fixés. Alors pour p
suffisamment grand, et pour toute partition finie & :

1
px(@?) < e < 1 e P* (condition sur p)

hi(x, ¢7) £ E[A(fp, Z) + I(W ’\/4)_’”9’) ’ f(d)")}

(ou F(¢?) = {AeBK): ¢ " A)=A} > J(¢) =)

(et fp(x) = Log R[D,¢*, e~ P#]).
Comme (xe K — hj(x, ¢)) est une application #-invariante et

hi(x, ¢)< hE(x, ¢7) (u-p.p.).

On obtient finalement, pour p suffisamment grand (ne dépendant que de
o, f), et pour toute partition finie 2,

1 1 .
@) Hix ¢)§E[;A(fp,g’)+;I<9’l\/¢_”‘9)’f]()d #-p- p.

p—1

Siaulieude Z on prend\/ ¢ ~'P,(4) devient

s o) o\ o) o

Car on voit facilement

(Vo) S\ o) s
i=0 izp k=0 i1

Enfin, d’aprés le théoréme ergodique sous additif de Kingman (A.2)

lim E[ (f,,,\/¢ 'W>IJJ— lim <f,,,\/¢> ‘9) b-p.p.
p—to p p—~+ oo p
La proposition précédente IV.6° termine alors la démonstration

) 1
Hix, ¢) < Im —f, = Ax, ¢) p-p.p.
p—~+tw p
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IV.9° REMARQUE. — On peut démontrer la majoration entropique de
Ruelle plus simplement sans utiliser la métrique d2* On suppose d’abord
que u est une mesure ergodique (grace au théoreme de décomposition de
mesure quelconque en composantes ergodiques), et on majore le nombre
minimum N(n, ¢) de boules de rayon ¢ pour la métrique d° nécessaire

. 1 .
pour recouvrir un ensemble de mesure 3 (par exemple) de la méme maniére
que précédemment (deuxiéme étape). Il reste alors & appliquer le théoréme

1
de Katok ([WA],8.19) : h(¢) = lim lim sup — Log N(n, ¢).
+o R

>0 n—
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A. — APPENDICE DE THEORIE ERGODIQUE

Dans cette partie, il est rappelé sans démonstration les propriétés de théorie ergodique
qui sont utilisées dans les chapitres 3 et 4. On appelle systéme dynamique mesuré S. D. M.
un triplet (X, 8B, u, ) oi X est un ensemble, & une tribu sur X, ¢ une mesure de probabi-
lité sur (X, #B) ¢-invariante, ¢ : X — X une application %-mesurable.

A.1l. THEOREME ERGODIQUE PONCTUEL (BIRKHOFF). — Si (X, B, u, ) estun S. D. M,,
alors pour tout f #-mesurable vérifiant f* € £'(w), il existe f F-mesurable (ou S est la
tribu des invariants) tel que :

n-1

I |

i flx)= nllfflﬁ " zfo¢k u-p. p-
k=

iy £t e °

iii) VBGJJ fdy=J fdu.

B B

A.2. THEOREME ERGODIQUE SOUS ADDITIF (KINGMAN). — Si (X, %, i, ¢) estun S. D. M.
et si (fi)aso €st une suite de fonctions #-mesurables vérifiant

a) f," e LN w),
b) fn+m < fn © ¢m + fm “-p. p-
alors il existe F .#-mesurables tel que :

1
i) lim - f,=F(p.p)

n-+o N

i) Fre2'(w

. 1

ii) VBEJJ Fdy = inf (‘J f,,d,u).
B nz1\n B

A.3. REMARQUE. — Si, dans le théoréme A.2, on suppose de plus ¢ inversible et si
on appelle pour tout n g, = f, o ¢~ " alors

1 1
lim —g,=F = lim - f (#-p.p).

n->+w R r++ow R

A.4. REMARQUE. — Si(X, 4, u, ¢)estunS. D. M. etsi f est une application #-mesu-
rable qui vérifie f < f o ¢ (u-p. p.), alors f vérifie en fait f = fo ¢ (u-p.p.).

A.S. PROPOSITION. — Soient (X, %, 1, ¢) un S. D. M. et f:X — R une appli-
cation %#-mesurable. Alors :
1

i) limsup — fo¢" =20 (u-p.pP);

n—+ o0 n
1
ii)si(fop —f) el walors fop —feF (et lim — fo¢”=0 (u-p.p).
notw N
Démonstration de ii) : Pour tout n > 0 on pose
gn= =0yt flnsram + 1lyon.
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Comme g, € £'(¢) on a bien J(gno b — g dy = J(gno ¢ — g du.

Pour conclure il suffit maintenant de remarquer que (g, ¢ — g,)" < (f° ¢ - N,
et d’apreés Fatou

jliminf(gw ¢ — &) du < lim inf{(gw ¢ —ga)du < {(f o ¢ —f)tdu.

n—+x n—++ x

A.6. COROLLAIRE. — Soient (X, &, 1, ¢) un S. D. M, f:X — R une application
B-mesurable, F: X — R une application #-mesurable. Si (fo¢ — /)" <F (u-p.p)
1
alors lim — fo¢" =0 (u-p.p.).

a-+x N

A.7. THEOREME extension naturelle . — Soient (X, @, u, ) un S. D. M. tel que X soit
un espace séparable séparé et ¢ soit surjective. Alors il existe un S. D. M. (X, 4, %, ¢) inver-
sible (X aussi séparable séparé) est une surjection mesurable 7 : X — X tels que :

i) henl=np

ii) mogp=¢omn

iii) propriété universelle P. U.

P. U. : pour tout autre S. D. M. (Z, 2, v, ) inversible et application surjective mesu-
rable p : Z — X vérifiant i) et ii) il existe une unique application surjective mesurable g :
Z — X telle que :

i) vog'l=h

i) go8=¢dcq

i) p=mogq.

A.8. COROLLAIRE. — Soit (X, &, &, ¢) un S. D. M. ou X est un espace métrique
compact et ¢ : X — X est une application continue. Alors Y =m¢"x est une partie

nz0
compacte de X de mesure 1 stable par ¢, la restriction de ¢ 4 Y est surjective. On appellera
extension naturelle de ce S. D. M., I'extension naturelle de (Y, %,, #1Y, #{Y).

A.9. REMARQUE. — Soient (X, %, u, ) un S. D. M. tel que X est un espace métrique
complet séparable et ¢ est une application surjective, (X, n) une extension naturelle de X,
Y un espace topologique, f': X - Yune application fi-continue. il existe Acd, ﬁ(f\) =1,
tel que f soit constante sur chaque A nn~Y(x), xe X, alors 'unique application f:X - Y
(2 un ensemble p-négligeable prés) tetle que f = feo mest p-continue.

On peut trouver les démonstrations des deux théorémes A.1 et A.2 dans Iarticle de

Y. Katznelson et B. Weiss [KW ], du théoréme d’extension naturelle dans le livre de Corn-
feld-Fomin-Sinai {C.S.].

A.10. DfFniTioNs. —  Soient (X, &, 1, ¢) un S. D. M., 2 une partition mesurable
finie de X, et & une sous-tribu de #. On appelle information de 2, et information de &
sachant ¢, les applications :

I(¢)=Z—L0gﬂ(P)ﬂp, I(W’IJ/)=Z~L0gu[Plﬂ]ﬂp~

Pe® Pe?
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On appelle entropie de 2, ou entropie de 2 sachant o7, les réels :
H(#?) = Jl(ﬂ)du, HZ | ) = JI(Q‘ | &)dy .

On appelle entropie de (2, ¢) et entropie de ¢ les réels :

h(2, ¢) = [\/47 ip du— limnH \/4) ‘9

h{¢) = sup { h(2, ¢) : 2 partition finie mesurable } .

A.11. THEOREME (Mc MILLAN). — Soient (X, &, u, ¢) un S. D. M. et £ une partition
finie mesurable. Alors
)|+ ]

i Ao ol

On trouvera dans le livre de théorie ergodique de P. Walters WA la démonstration
de ce théoréme, ainsi que beaucoup d’autres compléments sur I'entropie.

i>1

Vol. 4, n® 1-1987.



94 P. THIEULLEN

B. — APPENDICE
SUR LES VARIETES GRASSMANIENNES

Cette partie décrit plus en détails les propriétés intuitives et simples & montrer des variétés
grassmanniennes. Le plan de cette partie est le suivant :

B.1. Définition des variétés grassmanniennes G(E) d’un espace de Banach E.

B.2. Critéres de convergence des s. e. v. de dimension finie.

B.3. Lien entre 1(E) et G(E).

B.4. Construction d’un champ continu de supplémentaires topologiques.

B.1.1. DEFINITIONS. On note G(k) ensemble des sous-espaces vectoriels de E
(un espace de Banach) admetiant un supplémentaire topologique, G,(E) (resp. G"(E))
I’ensemble des s. e. v. de E de dimension # (resp. des s. e. v. fermés de E de codimension n).
En particulier les éléments de G(E) sont & leur tour des espaces de Banach. Pour tout
couple (Fy, Go) dess. e. v. de E vérifiant Fy @ Gy=E, on note Ug,={ FeG(E)|F & Gy=E },

s.t. 5.t

$r,.G, Uapplication de Ug, dans L(Fy, Go) (F = (mgp | Fo)) (01 g r est 1a projection
sur G, parallélement a F) et Cg g, le triplet (Ug,, 9r, 6> L(Fo, Go)).

B.1.2. ProrosiTioN. — Pour tout (Fy, Go) € G(E)? vérifiant Fy ® G = E, ¢, g, est
s.t.

une bijection de Ug, sur L(Fy, Go). Et o = { ¢g,. 6,1 Fo ® Gy = E } forme un atlas ana-
lytique sur G(E). o

Pour démontrer cette proposition on utilise la remarque suivante :siue L(E)et |Ju || < 1
alors Id —u se développe en série entiére.

B.1.3. REMARQUE. — Soient (Fy, Go) € G(E)? vérifiant Fy @ G, = E. Alors tout F
s.t.

de Ug, est isomorphe a Fo((n(r,y 60 | F) € Isom (F, F) d’inverse (g6, | Fo) € Isom (Fy, F)).
Ce qui montre par exemple que G,(E) et G*E) sont a la fois ouverts et fermés pour tout n.

B.2.1. ProposiTioN. — Soient (F, G) e G(E)? et (F,),» 0 une suite d’éléments de G(E)
qui vérifient F @ G = Eet F, ® G = E pour tout n > 0. Alors (F,),», converge vers F

5.t s.t.
si et seulement si Hm || ngyr | Fall = 0.
n-+ oo

Cette proposition est simple et donne une caractéristique plus pratique de la convergence
des suites dans G(E).

B.2.2. REMARQUE. — Soient Eune.v.n, Funs.e.v.dedimension finie,et Guns.e. v.
fermé de E qui vérifient F @ G = E. Alors la somme est topologique et

1
il TF|G) | = —. i T(G{IF) | = ———.

d(3g, G) d(Se, F)

On peut interpréter la norme d’un projecteur comme linverse d’une mesure angulaire
entre son noyau et son image.

B.2.3. PROPOSITION. — Soient E un espace de Banach, F, des s. e. v. de dimension
finie d, et (v], . . ., v}}) une base de F,,. Si pour tout i, (v}),» o converge vers w;, et si (wy, . . ., wy)
est un systéme libre, alors (F,),»o converge dans G(E) vers F = Rw; @ ... @ Rw,.
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Cette proposition est intuitive mais n’est pas si facile & démontrer a partir de la définition
générale.

B.3.1. ProposITION. — Soit E un espace de Banach. Alors les applications

{ L(E) x G(E) - R* } { L(E) x G(E) - R* }
(T,F) — [ T|F| J’ (T,F) — p(T|F)
et
{ L(E) x GEN{E} - R* } o
sont continues .
(T,F) — inf{|| T.v|| {veF et [v||=1}

B.3.2. ProposITION. — Soient E un espace de Banach et P(E) = {pe L(E)|p> = 1d }.
P(E) — G(E)

} est continue.
p — kerp

Alors P(E) est une partie fermée de L(E) et I'application {

Démonstration . — Si p € P(E) on notera ¢ = Id — p e P(E). Soient p, € P(E) et Pouvert
wy={pePE)|lg.poll <1 et ||pgoll <1}, et montrons que, pour tout pewy,
ker p @ Im p, = E et que 'application (p € @ — (Mg pojker py | KET Po) € G(E)) est continue.
D’une part ker p ~ Im pg = {0} pour tout p € w, car si ppo(w) = 0 pour un certain we E,
qp - o(w) = po(w), et alors || gpo [I.]] po(w) | 2 Il po(w) || et po(w) = 0. D’autre part, si on pose
7= (Id —q.po] !.p alors Imn = Im p, et Im(Id — =) = ker p, car si w = n(v), alors
(d — q po)(w) = p(v), qo(w)+ppo(w)=p(v), 4q0(w) =0, go(w) = paoqo(w), et comme || pgo || < 1,
nécessairement, go(w) = 0, p(w) = p(v). Ce qui montre en méme temps que

(Tt polxer py | K€ po) = [1d — qpo]™ " o (p | ker po).

B.3.3. ProrosiTioN. — Soient E; et E, deux espaces de Banach et n: E; — E,
une application linéaire continue surjective. Appelons ® = {Fe G™(E,)|kern = F}
(ou G®(E;) est I’ensemble des sous-espaces fermés de E; de codimension finie), alors
{ © - G¥(E,)

} est une application continue injective.
F - n(F)

Démonstration. — Soient Fe ® et Gye G(E,) tels que F @ Go=E;, alors n(F) ® n(Gy) =E,
s.t.

(car si n(x) = n(y) avec xe Fet ye G, x—yekern c F, ye F n G, y=0). Puisque F est
fermé, que [n(F)]° = n[F°], et que = est une application ouverte, n(F) est aussi fermé.
Ce qui montre #(F) g—Bl n(Go)=E; et donc n(Ug,) = Uy, Grice au lemme suivant, il
existe une constante M > 0 telle que By, = n(M.Bg). Pour tout w de n(Fy) de norme 1,
il existe v de Fy de norme au plus M tel que TGy nEy-W = T ° Tgyr . v €t donc

| TirGoimen | AF) | < M| migom | Foll

ce qui termine la démonstration de la continuité de 7.

B.3.4. LemMe. — Soient E, F deux espaces de Banach, et #: E — F une applica-
tion linéaire surjective continue. Alors il existe une constante M > 0 telle que By = n(M.Bg).

B.4.1. DfriNiTION. — Soient E un e. v. n. de dimension finie d, et &€ = (eq, ..., €4)
d vecteurs de norme 1 de E. On dit que ¢ est une base de Auerbach si ¢ vérifie 'une des
deux conditions équivalentes :

1) Vie N,d(e;, vect (e;]j # i) = 1
2) VieNy|ler] =1

ou Vect (.)désigneles. e. v.engendrépar(.)etou(et, .. ., ef)estla base duale de(ey, . . ., e,).
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B.4.2. ProposITION. — Toute.v.n.dedimension finie posséde une base de Auerbach.

Démonstration. — Soient A:E* —» R une forme d-linéaire alternée non nulle sur E,
et S la sphére unité de E. Comme S* est une partie compacte de E¢, il existe (e;, ., e,) de
norme 1 tel que Aley, ..., e5) =sup {A(xy,...,x)|x;€S}. On remarque alors que

ef =Aley, .., €oq, .. liny, - e)Aer, ..., ey) etque |lglfl* =1

B.4.3. LeMME. — Soit E un e. v. n. Alors pour tout s. €. v. de F de dimension d de E,
il existe un supplémentaire topologique G de F tel que || ngy iy || < 4.

Démonstration. — 11 existe une base de Auerbach d’aprés B.4.2 (e, ...,e;) de F. On
prolonge alors d’aprés Hahn-Banach les formes linéaires {e¥, ..., e}) de F* sur E sans
d d

changer la norme. Le sous-espace G =mker e} convient car gy = Z e¥(.e;.

i=t i=1

B.4.4. ProrosiTioN. — Soit E un espace de Banach et X un espace métrique com-
pact. :
. X > G(B) . g X - G(E) .
1) Si est continue, alors il existe continue telle que
x — F, . x — G,

F, ® G, = E (¥xeX).
;)LSi de plus dim F, = d (Vx e X), on peut imposer || nE_ o !l < d + 1 (YxeX).
Démonstration. — 1) Pour tout x € X, il existe H, € G(E) tel que F, ® H, = E. On note
U, = {FeG(E)|F @ H,=E} et Q,={yeX|F,eU,}. Puisques';( est compact, il

existe xy, ..., x, tels que X = U Q.. Soit (@)1 <i<, une partltlon de I'unité adaptée

au recouvrement Qs .., Q). Pour tout xeX posons L, = Zq&(x} ST, lIFy €t
=1

M, = Zq& (x). TEm,y Alors Ly + My = 14, Mi =M,, Im Mx = F,, lapplication

{ X
x

{ X
x
2) La démonstration est identique, mais on choisit H, de sorte que || g n,ll < 4 et

Pouvert Q, = { yeX|F,e U, et | i uyll < d + 1}

GE
(E) } est continue. En utilisant la proposition B.3.2 on en déduit que

x

ILII—

(E) ) N
est continue ou G, = ker M,.
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