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RESUME. - Cet article se compose de deux parties. La premiere partie
demontre un theoreme abstrait d’Oseledec [OS ] en dimension infinie,
ameliorant celui de Ma ne [MA] ] (theoreme spectral pour les produits
d’opérateurs lineaires aleatoires dans un espace de Banach E : construc-
tion des exposants de Lyapounov et des sous-espaces stables associes).
La deuxieme partie est une application de ce theoreme dans le cadre diffe-
rentiel suivant : U est un ouvert de E, 03C6 : U ~ E est de classe C 1, laisse
stable un compact K c U, et preserve une mesure de probabilite  definie
sur les boreliens de K. Sous certaines hypotheses de compacite asympto-
tique sur la suite on demontre l’inégalité entropique de Ruelle
(majoration de l’entropie de par la somme des exposants de Lyapounov
positifs), ainsi que la majoration de la dimension capacitaire de  par la
dimension de Lyapounov du fibre. L’interet de ces differentes notions de
dimension apparait par exemple dans 1’etude des attracteurs etranges
comme l’ont montre Ruelle et Eckmann dans l’article [RE].

Je tiens a remercier Monsieur F. Ledrappier pour m’avoir guide dans ce
travail.

ABSTRACT. - This paper is divided in tow parts. In the first, we prove
an abstract Oseledec’s theorem [OS] ] in infinite dimension (a spectral
theorem for random linear transformation products: construction of

Lyapounov exponents and stable associated bundles). The second part
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50 P. THIEULLEN

is an application of this theorem in a differentiable frame : E is a Banach
space, U an open set of U -~ E a C~ map, K c E a compact set
such that c K, and  a 03C6-invariant probability on the Borel sets of K.
Using some compactness assumptions, we prove the estimation from
above of entropy of such map 03C6 though the sum of its positive Lyapounov
exponents. We also give the proof of the inequality dim~ (p) ~ dimL (,u)
between the two dimensions : capacity dimension and Lyapounov dimen-
sion. The interest of these two different notions of dimension appears
for example in the study of strange attractors as shown by Ruelle and
Eckmann in [RE].
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PREMIERE PARTIE

Cette premiere partie prolonge l’article de Mane [MA ], en ameliorant
le theoreme d’existence des points reguliers pour un fibre dynamique
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general (sans hypothèse de compacite). La difference avec cet article reside
dans l’introduction d’un nouvel indice (indice de compacite asymptotique)
qui represente en fait la borne inferieure des exposants de Lyapounov.
L’espace de Banach n’etant plus suppose separable, une autre notion de
mesurabilite sera utilisee.
La theorie a ete developpee en dimension finie par Oseledec [OS ],

Pesin [PE], Ruelle [R U] 1, dans les espaces de Hilbert separables par
Ruelle [RU ]2, puis dans les espaces de Banach separables par Mane [MA ].
Ce cadre infini apparait naturellement dans la theorie des equations

differentielles fonctionnelles (Hale [HA]).

1. RAPPELS ET NOTATIONS

On appellera système dynamique S. D. un triplet (X, ~, c~) ou X est
un espace topologique homéomorphe a une partie borélienne d’un espace
metrique complet separable, est la tribu des boréliens de X, et 4J: X --~ X
est une application continue. Si 4J est un homeomorphisme le systeme
dynamique sera dit inversible. On appellera fibre dynamique F. D. la
donnee d’un S. D. (X, ~, ~) et d’un couple (E, ~) ou E est un espace de
Banach quelconque (non suppose separable est une famille
indexee par X d’operateurs continus de E. Pour tout espace de Banach E,
L(E) désigne l’ensemble des operateurs continus, G(E) l’ensemble des
sous-espaces vectoriels s. e. v. de E admettant un supplémentaire topo-
logique (appele aussi variété grassmannienne de E). La definition de G(E)
et ses premieres proprietes sont rappelées dans le livre de Bourbaki [BO ].
L’appendice B rassemble les resultats intuitifs et faciles a demontrer sur G(E)
utilises dans le reste de l’article, tandis que l’appendice A regroupe les
théorèmes classiques mais fondamentaux de theorie ergodique.
Dans la suite les conventions suivantes seront appliquees :
. Si (X, ~, E, ~) est un F. D. on notera pour tout n > 0 et x E X

. est un champ de s. e. v. de sera dit ~-invariant si
b’x E X Tx(Ex) c 

. Si 03C6 est un homeomorphisme, n > 0, v E E, on dira que T;n. v
existe si v admet un antecedent par (il faut interpreter ~ comme un
morphisme de fibre)

. Si F et G sont deux s. e. v. de E en somme topologique (F Q+Q G = E),
n(FItG) designera la projection sur F parallelement a G.

Vol. 4, n° 1-1987.
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Avant d’enoncer les resultats, il est necessaire de donner la definition

et les proprietes de deux nouvelles notions importantes. Le theoreme de
Lusin ( [PA ], corollaire 24 . 22) justifie l’introduction de la notion de ,u-conti-
nuite, et le livre de Roseau [RO montre l’importance de l’indice de compa-
cite dans les equations différentielles fonctionnelles.

1.1. DEFINITION. - Soient X et Y deux espaces topologiques, 
tribu des boreliens de X, ,u une mesure de probabilite sur et f : X --~ Y
une application. On dira que f est p-continue, s’il existe une famille o

de boreliens de X telle que :

ii ) la restriction de f a An est continue (Vn > 0).

1.2. PROPRIÉTÉ. - Soient X un espace metrique complet separable,
Y un espace topologique, et f : X --~ Y une application. Pour toute mesure
de probabilité, fl sur f est ,u-continue si et seulement si, il existe une
suite de compacts deux a deux disjoints qui verifie

b) la restriction de f a Kn est continue pour tout n > 0.

1. 3. PROPRiETE. - Soient (X, ~, p, ~) un S. D. mesure inversible, et

une suite croissante de compacts telle que (Kn) = 1. Alors

il existe une suite croissante de compacts o qui verifie :

1.4. APPLICATION. - Soient (X, ,u, ~) un S. D. mesure inversible

(i. e. : (X, B, 03C6) est un S. D. inversible et J1 est une mesure de probabilité
03C6-invariante sur B), Y un espace topologique, f : X ~ Y une application
p-continue. Alors il existe une suite croissante de compacts o telle que :
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1. 5. DEFINITION. - Soit (E, d) un espace metrique. Pour toute partie
bornee A de E, on appelle indice de compacite de A, Ie reel a(A) = inf ~ r > 0 A
peut être recouvert par un nombre fini de boules ouvertes de E de rayon r }.
(a(A) est une notion relative a E et depend de la metrique choisie).

1. 6. PROPRIÉTÉ. - Soient (E, d ) un espace metrique et A, B deux parties
bornees de E. Alors :

Soient (Ei, di) et (E2, d2) deux espaces metriques, E = Ei x E2
d = max (d 1, d2). Alors pour toute partie bornee Ai de E 1 et A2 de E2,
a(Ai x A2) = max (a(A 1 ), a(A2)).

1. 7. PROPRIÉTÉ. - Soient (E, II . . ~ ~ ) un espace vectoriel norme sur R,
A et B deux parties bornées de E. Alors

i ) fF~ + Àcx(A) et a(A + B)  a(A) + a(B).
ii ) Si E est complet alors [E est de dimension infinie ~> = I ] ou

BE designe la boule unite ouverte de E.

1.8. DEFINITION. - Soit (E, ~ ~ . ~ ( ) un espace vectoriel norme sur [R.
Pour tout operateur continu T E L(E) on appelle indice de compacite de T,
le reel p(T) = a(T . BE) = a(T . BE).

1. 9. PROPRIÉTÉ. - Soit (E,!!.))) ) un espace vectoriel norme sur R. Alors

i ) ‘d(S, T) E f~+ P(T) - I l T II, p(S+ Z’) ~ p(S)+ 
p(S ~ T)  p(S) . p(T)

ii ) V(F, G) E G(E)2 G = E ~ p(T) _ 1 I F)

iii ) Si E est complet et TeL(E) alors [T est un operateur compact
~ p(T) = 0 ].

iv) L’application {
L(E) ~ R+ T ~ 03C1(T)} 

est l-lipschitzienne.

2. DEFINITION DES POINTS REGULIERS
ET ENONCE DES THEOREMES PRINCIPAUX

La definition des points reguliers d’un F. D. est peu diQerente de celle
que donne Mane et met en evidence les nouveaux resultats. Si F est un
s. e. v. de E et T un operateur de E, on ecrira alors (T ) F) pour designer la

Vol. 4, n° 1-1987.
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restriction de T a F. Pour tout F. D. (X, ~, ~, E, ~) on définit dans chacun
des deux cas suivants des parties de X, Li (resp. Ad pour i E N, et on appel-
lera points reguliers dans le cas inversible (resp. dans le cas general) un

point de E = Ei resp. A = i) La seule difference avec Particle

de Mane reside dans l’introduction d’un indice de compacite asymptotique

x(x) = lim sup - Log 03C1(Tnx), et on dira que le F. D. est asymptotiquement

compact si x(x) == - oo (Vx e X), ce qui sera realise lorsque par exemple
Tx est un operateur compact pour tout x E X.

Premier cas : 03C6 est un homoémorphisme et Tx E L(E) est injectif pour
tout x E X.

pour tout tel que existe pour tout n >_ 0

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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pour tout v E Fi + 1/{ 0} tel que T-nxv existe pour tout n >_ 0
,

Deuxième cas : 03C6 : X ~ X est seulement supposée continue et Tx E L(E)
est quelconque

Plusieurs remarques sont necessaires pour comprendre ces ensembles
E et A. Supposons donne un F. D. (X, B, 03C6, E, L) où 03C6 est un homeomor-
phisme (le F. D. sera dit inversible) et ou Tx est injectif pour tout x E X.
On appellera limite de Lyapounov au point x E X, toutes les valeurs pos-

sibles de lim sup - 1 Log ] lorsque v ~ E/{0}. Alors chaque point
n --~ + oo j’Z

x E N) possede p limites de Lyapounov distinctes strictement supe-
rieures a l’indice de compacité asymptotique x. On peut donc definir sur L
une famille de fonctions 1, qui seront appelées par la suite « exposant
de Lyapounov », de la maniere suivante :

Il est par ailleurs possible de voir que les sous-espaces Ei, Fi, F qui inter-
viennent dans E sont uniquement determines a partir de x. Ce qui permet

Vol. 4, n° 1-1987.
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de definir deux familles de s. e. v. 1 et 1 pour tout 

Les proprietes de ces exposants de Lyapounov et de ces deux champs Ei,
Fi decoulant directement de la definition de E sont regroupees dans la
proposition 2.1.

2.1. PROPOSITION. - Pour tout alors

converge en fait vers 

iv ) E = Fi(x) et pour tout i > 1 Ei(x) est un espace vectoriel de dimen-
sion finie verifiant :

De la meme maniere, on peut definir des exposants de Lyapounov
1 et une suite décroissante de s. e. v. de E de codimension finie (Fi)i > 1

pour tout x E A dans le cas d’un F. D. general.
Nous sommes maintenant en mesure d’enoncer les deux plus importants

theoremes de cet article, qui montrent que l’ensemble des points regu-
liers E dans le cas inversible, A dans le cas general, contient suffisamment
de points, et que les fonctions Ei, Fi vérifient certaines conditions de
mesurabilite.

2 . 2. THEOREME. - Soit (X, B, 03C6, E, 0) un F. D. tel que 03C6 soit un homeo-
morphisme et tel que Tx soit injectif pour tout x E X. Alors pour toute
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mesure de probabilité  sur (X, B) 03C6-invariante telle que (x E X ~ TxE L(E))

soit -continue et telle que f  + oo, il existe 

qui verifie : ~

sont ,u-continues
iii) ~x ~ B ~i ~ 1 = = Ei(x) Fi(03C6x) = Fi(x).
iv ) Si on appelle, pour tout E > 0, i >_ 1, x E B

alors lim 1 n Log A~,i(03C6nx) = 0 pour tout x e B.

2.3. THÉORÈME. 2014 Soient X un espace métrique compact et (X, B, 03C6, E, L)
un F. D. quelconque. Alors pour toute mesure de probabilité ju sur (X, B)

03C6-invariantes telle que { 
X ~ L(E) x ~ Tx} soit -continue et telle que

( ~- ~ T~ j

Jx Log+ ~Tx~ d (x)  + oo, il existe B ~ B qui vérifie

3. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.2

Le plan de cette demonstration suit de très pres celui de Mane.

3.1. On montre qu’il est possible de supposer que la famille 
est bornee dans le theoreme 2.2.

3.2. Énoncé d’un theoreme plus precis que 2.2.
3. 3. Preuve du theoreme 2.2 a partir de 3.2.
3.4. Lemme important d’analyse combinatoire (Pliss).
3. 5. Definition de la fonction R(T, r), TeL(E), r > 0.
3 . 6. Proposition geometrique dans les e. v. n. (utilise le lemme 3.4).
3.7. Preuve du point a) du theoreme 3.2 (utilise la proposition 3.6).
3. 8. Lemme simple sur les filtres a indice de compacite tendant vers 0.
3.9. Proposition montrant comment la notion d’indice de compacite

explique la convergence de suite dans E.

Vol. 4, n° 1-1987.
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3.10. Preuve du point b) du theoreme 3.2 (utilise la proposition et la
propriété 1.3).

3 .11. Preuve du point c) du theoreme 3.2 (utilise de nouveau le lemme
3 . 4).

3 .12. Preuve du point d ) du theoreme 3 . 2 (utilise pour la premiere fois
la proposition A. 5).

3.13. Preuve du point e) du theoreme 3.2 (utilise rappendice B).

3.1. REMARQUE. - Soient (X, ~, ~, E, ~) un F. D. et 11 une mesure de

probabilité ql-invariante sur (X, telle que {X ~ L(E) x ~ Tx} soit ,u-continue
et telle + oo . Pour demontrer le theoreme 2.2,
on peut supposer que la famille (Tx)xEx est bornee en norme dans L(E).
Sinon, on définit un nouveau F. D. (X, B, 03C6, E,  où  = (x)x~X en posant

et x = Tx r(x)(~x~X).{X ~ R+ x ~ log (r(x))} est une

application Il-intégrable et grace au theoreme de Birkhoff (A .1),

- fl Log 
n>_ 1 

converge p-presque partout vers une application

r * (x) k = ,u-continue 0 positive. Pour tout x~X et n ~ 1 nx= Tnx r(03C6n-1x) ... r(x)’ ,
pour tout n > 1 et p-presque partout x(x) = x(x) - r*(x). Ainsi pour tout
p E (a un ensemble négligeable pres), Ei = Ei, _ ~,i - r*,
-presque partout sur Z.
Avant d’enoncer le theoreme 3.2, introduisons plusieurs definitions.

Pour tout F. D. (X, ~, ~, E, ~) inversible et tout champ ~ _ (Ex)xEx
de s. e. v. de G(E) ~-invariant tel que Tx soit injective sur Ex pour tout x E X,
on appelle :

* existe dans pour tout n > 0 et

n- lim + sup - Log ~-~ ~ J (pour tout x E X, E~ est un s. e. v. de E
qui verifie T~ . E ~ = E~_~_ ).

(h(F, 6) et k(L, E) sont des applications 03C6-invariantes qui vérifient
x(, ~) _ ~) partout).
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Remarquons dès maintenant que, si j1 est une mesure de probabilité
sur (X, ~) §-invariante et si ~ et ~ sont p-continues,

converge j1-p. p. vers des fonctions 03C6-invariantes (théorème A. 2 applique
a la relation (‘d(m, n) E ~12)).

3.2. THEOREME. - Soient (X, ~, ~, E, ~) un F. D. inversible, ~c une

mesure de probabilite sur (X, B) 03C6-invariante telle que L soit -continue,
~ _ un champ p-continu ~-invariant de s. e. v. de G(E) tel que
la restriction de Tx a Ex soit injectif pour tout x E X et sup ~ ~ soit

x

fini. Il existe alors ~-invariant de mesure 1 tel que :

mesurables

b) Pour toute application -continue,

existe dans pour tout n > 0 et

e) Il existe un champ ~ _ de s. e. v. de G(E) p-continu
F-invariant tel que, pour tout x E B ~)  ~) ~,

Vol. 4, n° 1-1987.
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e3) pour tout v E Fx(~, ~) B ~ 0 ~ tel que Tx-n. v existe dans pour
toutn>0

3.3. PREUVE DU THEOREME 2.2. - La construction des fonctions ~,i,
Ei, Fi se fait par recurrence a partir du theoreme 3 . 2. Soient (X, ~, ~, E, 0)
un F. D. inversible tel que sup ~ ~  + oo et Tx soit injectif pour tout

x

x E X, j1 une mesure de probabilite §-invariante sur 14 telle que 0 soit
-continue. On commence par appliquer le theoreme 3 . 2 au champ constant

(VxeX), qui assure l’existence de ,u(B 1) = l,
= Bi verifiant les proprietes o, a, ..., e. Cette premiere etape per-

met de definir E1, Fi par : (x(~, ~l )) 
E 1 (x) - ~ 0 ~ et Fl (x) = E pour tout x E Bi n { _ ~ (~, ~l ) ~ ,
E1(x) = Exc et Fi(x) = Fx(0, pour tout x e B1 n ~ x(~, ~~)  ~1) ~ .
Comme B 1, X(0, E1), 03BB(L E1) sont 03C6-invariants, 03BB1, E1, Fi sont aussi 
riants sur Bi et verifient pour tout XE B1, E= El (x) Fi(x), dim Ei(x)  + oo .

Maintenant, ce qui vient d’etre dit, peut etre reproduit pour le F. D.
(B1, ~ ( B1, E, ~ ~ B 1 ) et le champ ~2 = en remarquant

que ~2) = ~1) sur Bi (propriete 1. 9, ii). Alors B = convient
i>_ 1

bien et il reste a verifier que inf ~,i(x) = x(~, E B 1 ). Sinon, s’il existait
~i 1

x E B ~ {K(L, 01)  inf 03BBi}, alors x~Bi ~ { K(L, Ei)  inf 03BBi} (Vi > 1),

O+ E03BBx L,Ei)(x) c pour tout n >_ 1 (of 03BB = inf 03BBi), et ceci serait en contra-
t=i 1 

, 
i>_ 1

diction avec le fait que dim Ex~"~  + oo.

La suite est consacree a la demonstration du theoreme 3.2. Le point (o)
resulte des theoremes ergodiques classiques, et a partir de maintenant on
peut supposer que la mesure de Bo n { 0)  Â(0, ~) ~ n’est pas nulle
(ou Bo est un borelien (~-invariant de mesure 1 qui satisfait aux condi-
tions (o)), sinon la demonstration de 3.2 est terminee. Quitte a definir
un nouveau F. D. (X, ~, ~, E, ~) ou X = Bo n ~ x(~, ~)  ~) ~,
 = B},  = 03C6 | ,  = (Tx)x~| et une nouvelle mesure de probabilite

-invariante ,u( A - ) (A) () sur B, on peut encore supposer que03C6-invariante (A) = (A) () sur B, on peut encore supposer que
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Le lemme suivant constitue la base du raisonnement des deux parties a)
et c).

3.4. LEMME. - Soient (al, ..., an) une suite de reels majorés par une

constante v et. Alors pour tout reel x  ~, et pour tout 1  p  n,

Demonstration. (Elle présente quelques analogies avec les démonstra-
tions des lemmes maximaux). On posera pour tout 1  p  n

et

Le passage important de cette demonstration est l’inégalité

car alors

et done

Pour démontrer l’inégalité on definit une fonction q(i) sur Bn par :
q(i ) = inf { q ~{ 1, ..., min (i, p)}| ai + ... + ai _ q + 1  q. A} pour tout

i E Bn et prouvons que la propriété * suivante est vraie pour tout i E Bn :

Car si i - q(i ) + 1  k  i, comme ai + ... + ak+ 1 > (i - k)x (par defi-
nition de q(i )) necessairement ak + ... + ai - q(i) + 1 - x(k - i + q(i )) et

done Montrons maintenant pourquoi * entraine 1’inegalite. Soit

A n’est pas vide puisque k = bn - + 1 E A et appelons k = inf A.
Si k > inf B~, on pose alors I = sup (B~ n [1, k [) et on constate en appli-
quant *(l ) que I - q(l ) + 1 eA: ce qui est en contradiction avec la defini-
tion de k. Donc inf A  inf B, le lemme 1 est prouve.

Vol. 4, n° 1-1987.
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3 . 5. DEFINITION. - Pour tout T E L(E) et r > 0 on note :

R(T, r) = sup { n > 0 il existe (wi, ..., wn) de T . BE tels que pour i ~ j
de Nn~ wi - wj~ ~ r }.

Alors la fonction R verifie les deux proprietes :
i ) si r > 2p(T) alors R(T, r)  + 00

et

est une fonction semi-continue inferieu-

rement (s. c. i.).

Démonstration. i ) Si r > 2p(T), il existe alors n boules ouvertes B vi, 2
qui recouvrent T. BE. Si (w 1, ..., wp) sont p vecteurs de T. BE et verifient
pour tout i ~ j I ( >- r alors chaque boule ne contient au maximum
qu’un seul d’ou p  n : R(T, r)  n.

ii) Soient To E L(E) et ro > 0 fixes et vérifiant R(To, ro) >_ no. I1 existe

vl, ..., no vecteurs de BE tels que (I To. vi - To. v; II >_ ro pour i ~ j.
Appelons 6 = max ( I |vi I I i et choisissons p > 1 tel que p. b  1.

Pour tout T E L(E) et r E si II T - To II  p 4 1 ro et r  p + 2 1 ro, alors
)) T . pv; - )) > p )) To . v; - T0.vj ]] - 2p ]) T - To ]) ~ 03C1+1 2 r0 > r.
Comme les vecteurs pvi sont dans BE, R(T, r) > no.

3 . 6. PROPOSITION. - Soient une suite d’e. v. n. de dimension d

(resp. de dimension oo), 1 des bijections linéaires continues toutes
bornées par Tk : Ek ~ Ek _ 1, 03BB~R tel que pour tout

Demonstration. Elle utilise les memes arguments que son homologue
dans Particle de Mane. On commence par construire par recurrence une

de Eo verifiant I I v° I I =1, dw°+1, ou F?=vect ~v°, ... , v°~.
On pose ensuite pour tout ... , T - k . vo~ = 
qui verifient Fk -1 pour tout 1  f  d. On construit enfin dans
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chaque Ek une suite  i  a avec ~ vk ( I = 1 et d(vk+ 1, = 1 pour tout

1  i  d. Par construction des (vk~, il existe des reels non nuls (~,k~ tels que
Tk . vk= ~k~k-1 + W of W E Fk_ 11. Ainsi pour tout p >_ 1 Tk ’ vk= ~,k ... ~k- p+1 vk- p+ W
avec W E pour tout w’ E Fk_ p, I I Tk ’ vk yV ] > |03BBki ... 03BBki -p+ 1 I . on a
aussi T-n. v0i= [03BB1i... 03BBni]-1. vni+u W avec W E Fn-1 : I .n0i ~ ~ |03BB1i ... 03BBni|- 1’

Puisque le lemme de Pliss peut s’appliquer :

ou on a pose An = ~ k E ~ p, ... , n ~ : ... I > pour tout

i E I~ d et Bk = ~ i E ~ 1, ... , d ~ : ~ ~,k ... ~,k - p + 1 ~ > Par definition de
d n

ces ensembles, ¿ card == ~ card (B~) : ce qui montre done que
i= 1 k=p

n

lim inf 1 n 03A3 card (Bk) ~ d. 03BB - A 03BD - A. maintenant le lien entrelim inf - card > d.. Établissons maintenant le lien entre

k=p

et card Bk. Pour tout i E Bk et w~Fki-1

ce qui montre done R(Tf, card (Bk) d’ou inf [d, R(Tf, ep~x)~ > card (Bk).
Pour démontrer la deuxieme partie, on part de la relation

qui est vraie pour tout dE f~ * ou 5 = /~ - iC En particulier elle est vraie
B v-x

n

pour Alors - inf  - card (Cn ~ + - (n - card (Cn ~~ ]n / j L n L d _t
k=p

ou on a definit Cdn = {k ~{ p, ..., n}| R(Tpk, ep.A) > d }. Et l’inégalité

recedente nous dit 1 - - - card Cd’n > 1 inf 1, R Tk’ e - 1 np 
B d n 

n 

n L 
’ 

dd’ J d ~ 
Il

k=p
suffit de faire tendre d vers + oo pour obtenir la deuxieme partie de la
proposition.
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3.7. PREUVE DE POINT a) DU THEOREME . - Soient eV un majorant de
~Tx~ pour tout x EX, et J la tribu des evenements 03C6-invariants. On peut
trouver deux suites d’applications p-continues 03C6-invariantes (03BBt)t~0 et

qui verifient

i ) x(~, ~)  xt  ~,t
ii ) lim ~,t= x(~, 0) ponctuellement (en prenant par exemple pour tout tE ~!

et 03BBt = xt + La demonstration sera alors terminée si on établit que
t+ 1

dim  + oo pour tout t~N et pour presque tout x. Pour simplifier
les notations introduisons la fonction = qui est -conti-
nue d’après 3.5, et remarquons des maintenant que

pour tout p > 1.

On choisit maintenant B (~-invariant de mesure 1 tel que, pour tout t > 0,

Soient tEN et x E B fixes, si dim + oo, alors la proposition 3 . 6
appliquee a 1, xt(x) nous dit que: pour tout p >- 1

et d _ > 1, lim inf- card ~ k E Nn > d } > 
~t(x) 

> 0 : en
~ 

n 
’ 

v - 

contradiction avec (1) a (5).

3 . 8. LEMME. - Soient (E, d ) un espace metrique complet et ~ une base
de filtre sur E. Si inf { a(U) : U = 0 alors U possède une valeur
d’adherence (i. e. n { U ~ U ~ 0).
La demonstration de ce lemme est facile et se ramene au cas d’une suite

de parties emboitees dont le diametre tend vers 0.
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3 . 9. PROPOSITION. - Soient (X, ~‘, ~, E, ~) un F. D., 6 = un champ
de s. e. v. de G(E) F-invariant ~, : X -~ l~ une application, et K c X une partie

compacte telle que K -~ L(E) K -~ G(E)~) r~ fK~~ ~ r( 
’ 

( 
’ 

( 
soient continues pour tout k > 0, et telle que ~)(x)  pour tout

pour tout 0 _ k  p ~ et F~ - ~ v E E ~ ~x E K : v existe dans et

I pour tout k > 0 ~ alors toute suite de vecteurs
de E, telle que vp E Fp pour tout p > 0, possede une valeur d’adherence dans

Demonstration. Soient une telle suite et pour tout p >- 0 xp E K

correspondant a vp. On suppose que xp converge vers x~ E K. Si on montre
que chaque sous-suite de la suite possede une valeur d’adhe-
rence dans E, en utilisant un argument classique d’extraction de suite en
diagonal, on peut trouver (7 : f~ -~ telle que converge
vers wk pour tout k > 0. Grace a la continuite de k et de k sur K,

1 
= wk et wk E pour tout k > 0, et donc wo E F~ .

Pour ne pas compliquer les notations montrons seulement que p

possede une valeur d’adherence et done que lim a( ~ v p : p >- q ~ ) = 0
(lemme 3.8). q-.+~

Comme lim inf - Log 03C1(Tk03C6-kx~ E03C6-kx~)  on peut choisir k tel que

exp [ - + soit aussi petit que l’on desire, et k étant fixe
on peut choisir p grand de maniere que exp [2014~(~)+A;8] .~ I
soit petit. 

~~ ~°~

3.10. PREUVE DU POINT b) DU THEOREME 3. 2. - X   une

application p-continue ; et a condition de la modifier sur l’ensemble

{ /), - ~) ~, on peut supposer qu’elle verifie, pour tout x, > ~)(x).
Quitte a diminuer X en prenant le borelien B (~-invariant de mesure 1 du
point a) du theoreme 3 . 2, on peut admettre que dim Ex  + oo pour tout
x E X et 03BB > E)(x). Établissons d’abord la -continuité de (x ~ dim 
en se servant de la proposition précédente et pour la premiere fois de la
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propriete 1. 3. Pour uniformiser les convergences on introduit les notations
suivantes :

et

Et il existe une suite de fonctions p-continues (~,t )t > o qui verifie

et

Alors pour tout x E X dim Ex~"~ = lim (sup 
M

Il reste done a montrer que chaque application (x ~ I03BBt(x),M x) est J1-conti-
nue. Grace a la propriete 1.3, il existe une suite croissante de compacts
(Lp)p ~ o telle que:

soient continues (dk, p, t ).
La proposition 3.9 permet alors de montrer que chaque application

(x E est s. c. i. En effet, si Lp et o est une suite de Lp
qui tend vers x ~ et satisfait > no pour tout n > no, on peut trouver

(v i , ..., E avec ( ~ vn I ~ =1 et d (vn, Q+ ... Q+ f~vn_ 1 ) = 1, et
donc extraire une sous-suite o- : telle que o converge vers
des vecteurs w avec 1 wi 1 1 = 1, d w O + ... Q+ Rwi-1)=1, wi~ E03BBt(x~),M x~:
ce qui entraine I03BBt(x~),M x~ ~ no. Pour montrer la -continuité de (x ~
on reprend des compacts (Lp)po verinant (1), (2) et (3)

Vp > 0 3t > 0 3M > 0 Vx E L p dim = dim constante.

Alors le raisonnement precedent et la proposition B. 2 . 3 montrent que

l’application 
f ~) 

~ est continue.

Puisque (x ~ dim E03BB(L,E)(x)x) est une application p-continue et 03C6-
invariante, quitte a decouper X en une reunion denombrable de par-
ties boreliennes 03C6-invariantes sur chacune desquelles (x ~ dim E03BB(L,E)(x)x)
est constante, on peut supposer a partir de maintenant que

3 . 11. PREUVE DU POINT c) DU THEOREME 3 . 2. - On designe toujours
par J la tribu des invariants et par e03BD un majorant de ~Tx~ pour tout x E X.
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Comme preccdemment on choisit une suite de fonctions (~,t)t > o p-continues
03C6-invariantes qui vérifient

et

ii ) lim ~,t(x) = ~)(x) pour tout x EX; et la suite consiste a montrer
t--. + 00

p-presque partout que dim > 1 pour tout t > 0. Pour cela introdui-
sons pour tout p > 0 et t > 0 1’ensemble :

et remarquons des maintenant que

(ou %(0, 0) a été defini dans la proposition 3.9) en appliquant la propo-
sition 3.9 (le compact K se reduit ici a un singleton). Pour continuer la
demonstration, admettons pour le moment que chaque Ap,t est dans la
tribu complétée de B par p. Il existe alors un borelien 03C6-invariant de
mesure 1 tel que pour tout x E B on ait :

Soit x E B alors
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Si i appartient a l’ensemble precedent en posant v = wn, on a pour

tout 0  k  p I v ( ~  v ~, et donc E Ap.t. Ainsi

3.12. PREUVE DU POINT d) DU THEOREME 3.2. - Rappelons qu’il existe
un reel v tel que ~ ~ Tx I I _ E X) et un entier d >_ 1 tel que

La convergence uniforme de la suite ( - Log ~T-nx. v~)n~1 sur E03BB(L,E)(x)x n Sp
résulte d’une part de l’existence d’une base finie dans E03BB(L,E,)(x)x(v1, ..., vd)

qui vérifie lim sup 1 Log ~T-nx, vi~  - et d’autre part de la
n~ + 00 n

formule !! pour tout i; e E~~’~~~, car il suffit alors

de choisir x G X tel que lim - Log ~Tn03C6-nx = E)(x); ce qui est

possible -presque partout d’après la remarque A. 3.

La convergence uniforme de la suite ( - n~1 sur E03BB(L,E)(x)x n Sp
est moins facile a établir car (x ~ Log+ n’est plus

forcément intégrable. Remarquons d’abord (, X ~ R+ x ~ ~ T-nx " j 
est bien -continue d’après la proposition B. 3.1 et que

lim sup ~ Log !) ~ - ~ ~)M pour tout x e X.
n - + x n

On peut ainsi définir pour tout £ > 0 la fonction

Comme Log Log A£(~x) _ v - Â(iF, ~)(x) + E pour tout x E X, on

en eduit que, = 0 d’a res la proposition A. 5 ; et

puisque, pour tout n > 0 et A E X
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La demonstration s’acheve alors de la meme maniere en utilisant les for-
mules

et

3 . 13. PREUVE DU POINT e) DU THEOREME 3.2. - La demonstration
de cette dernière partie precede en trois etapes. On commence par construire
un champ supplémentaire fF == a dans E tel que

~03C0(E03BBx~Fx)~ soit majorée par dim E03BB(L,E)(x)x + l, -presque partout. Les
details d’une telle construction se trouvent dans l’appendice B. Dans la
deuxieme partie on montre que l’opérateur Tx : Fx  defini au moyen
des projections verifie Â(7i, iF)  À(7i, ~) presque partout. La demonstra-
tion se fait par l’absurde et utilise la convergence uniforme de

et de

Enfin dans la derniere partie, on construit (Fx)xEx of Fx est le noyau d’un
projecteur Ux. Ux est defini par une série qui enregistre a tous les instants n
le décalage entre et 

Pour alléger les notations on note pour toute la suite

un entier d > 1 tel que dim EX("~ = d(V x E X) et v un reel tel que

a) On construit d’abord un champ p-continu fF == tel que

Fx Q+ E03BB(x)x = Ex et ~03C0(E03BB(x)x~Fx) Ii -  d + 1 -presque partout de la manière

suivante. Comme { x H EX et { x H G(E) E03BB(x)x sont des applications
p-continues, il existe un borelien B 03C6-invariant de mesure 1 et une suite

de compacts deux a deux disjoints tels que et

~ f G(E) ~ ,.. soient des applications continues. Lax ~--~ Ex ’ t. Ex 
proposition B . 4 . 4 assure alors l’existence de deux champs continus sup-

plementaires sur chaque 
( p , et ( p tels que,

pour tout x E B, Ex Ex = E, GX = E, ~03C0(E03BB(x)x~Gx) ] _ d + 1. Et on
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definit Ex n Gx pour x E B et Fx = E pour x c X BB. Ainsi Fx = 1m Px et
E03BB(x)x  E’x = ker px (Vx E B) où px est le projecteur 

avec ~px|Ex~ = ~03C0(Fx~E03BB(x)x) ~ ~ ~03C0(Gx~E03BB(x)x) ~ ~ d + 2 Comme

~ f X -~ L(E) est p-continue (continue en fait sur chaque Kp), ~ f ~ ~ G(E) ~) ~( ~ ~ ~ 
est aussi ,u-continue.

b) On definit maintenant un nouvel operateur Tx E L(E) pour tout x E X

tel que i) J est -invariant (F = - est -continue,
x H Tx J

iii ) la restriction de Tx a Fx est injective pour tout x E X, iv ) sup ~x~  + oo,

en prenant Tx = p03C6x  Tx 0 px pour tout x E B et Tx = Tx pour tout x e X BB.
Remarquons que la formule de composition des operateurs Tx s’ecrit

simplement : Vn > 0 Vx E X Tx = o px (puisque le champ 
est invariant par L’etape importante de b) consiste a montrer que

ff)  ~,(~, ~ ) J1-p. p. Pour demontrer cette inegalite, on raisonne par
l’absurde, et a condition de reduire l’espace X (la relation precedente est
invariante par ~) on peut supposer que a~(x) _ ~)(x) _ ~,(~, pour
tout x E X ; cette simplification permet alors d’appliquer le resultat a) ... d )
du théorème 3 . 2 au nouveau F. D. inversible (X, B, 03C6, E, et au champ fF.
Comme iF)  ~)  fF), il existe un borelien B §-invariant

de mesure 1 tel {X ~ G(E) x ~ F03BB(x)x} soit dim F03BB(x)x  + ~

(Vx e B). On note alors Hx = Q+ E03BB(x)x pour tout x e B et Hx = {0}
pour tout x E XBB : ce qui definit un champ (Hx)xex p-continu de
s. e. v. de dimension finie de E, F-invariant, tel que Tx soit une bijection
de Hx sur pour tout x E X, et tel que dim Hx > 1 p-p. p. Montrons

maintenant que, p-p. p. Sinon, en

utilisant le meme raisonnement qu’en 3 .12 on obtiendrait sur un ensemble

non négligeable I ~ 03BB(x) et on aurait done
n- + oo n

non presque surement. 11 est ainsi possible de choisir B 
§-invariant de mesure 1 verinant les quatre conditions, pour tout xeB,
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Montrons qu’un point x vérifiant (1) ... (4) amène une contradiction. Choi-
1

sissons deux reels a, ~3 tels que - lim sup - Log I ( I  a  (3  
n 

Alors il existe 6 : I~I T telle que :

Pour simplifier les notations on suppose que 03C3 = Id.

Si on impose en plus ~.(x) - f3  /3 - a, le membre de droite tend vers O.

c) Soit B un borélien §-invariant de mesure 1 et o une suite crois-

sante de compacts tels que :

La construction d’un champ supplémentaire invariant ~’ devient pos-
sible. On cherche une famille continue de projecteurs (Ux)xEs de L(E) qui
vérifient :
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alors x o o + (of qx = Id - px pour tout x E B).
En posant Sx = pour tout x E B.
On a

et ainsi de suite.
Finalement pour tout x E B on pose

qui existe bien dans I E~X ~ ~ c (d + 2)2, d k > 0) et

{ Lp -~ L(E) }chaque application P 
est continue. La famille (Ux)x~B con-

x H Ux
vient : Ux vaut l’identité sur Ex Q+ Ex = ker px et Im Ux c Ex O+ Ex,
donc UX est un projecteur de L(E) (b’x E B).

Pour montrer la propriete sur les angles enonces dans le theoreme 3.2,
on choisit deux applications p-continues ~-invariantes ~,1 et 11 qui verifient
pour tout x e B    ~,(x), et on pose pour tout

et

Comme Log a(~x)- Log a(x)  v- et Log a(x)- Log a(~x)  v- 

on en deduit en utilisant le corollaire A. 6 que lim 1 Log 03B1(03C6nx) = 0 et
1 

g ( ~x) et

lim - Log = 0 p. Mais
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pour presque tout x

et

4. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.3

La demonstration se fait en deux parties, dans 4.1 on conserve d’abord
Fhypothese d’injectivite des operateurs Tx, puis dans 4.3 le cas general
est traité en introduisant une extension du fibre dynamique lui-même.
Desormais on se fixe un F. D. (X, , 4>, E, ~) ou X est un espace metrique
compact et ,u une mesure de probabilité sur (X, B) 03C6-invariante telle que

~ soit ,u-continue et telle que d,u  + 00. Et comme dans

le chapitre 3 on suppose en fait que (dx E X).

4 . 1. CAS OU Tx EST INJECTIF POUR TOUT x E X. L’application du theo-
reme A. 7 au systeme dynamique mesuré (X, B, , 03C6) nous permet de suppo-
ser que 03C6 est surjective et par consequent de construire l’extension naturelle
de (X, B, 03C6, ,u) notée (X, , , ) et n :  ~ X la surjection associée. Defi-
nissons le nouveau F. D. (X, , , E, ) par Tx = (dx EX). Alors  et

-continue, nx=Tn03C0(x) (~x E X) (dn >_ 0), Log+ ( d;u = Log+ ~Tx ( d,u.

Soient E et A 1’ensemble des points reguliers des deux F. D., alors
c Ai (Vi E 11 existe B reunion denombrable de compacts de

mesure 1 pour /1 satisfaisant aux conditions a) ... e) du theoreme 2.2,
alors = B E, = 1, B c ~ -1(B), et pour chaque x E B et y un
antecedent de x par n on definit les fonctions ~,i, Ei, Fi par ~,i(x) = ~,~( y),
E;(x) = Ei(y), F;(x) = F,(3/) (independamment du point y). Puisque les

applications ~,~ ~ n, Ei 0 n, n sont p-continues sur E et Ei, Fi sont
constantes sur B n ~c-1(x) pour tout x E X, les applications ~,~, Ei, Fi sont
donc, d’après la remarque A. 9, p-continues.
Le lemme suivant permet de comparer le comportement de deux suites

lorsque l’une d’entre elles est perturbée par un coefficient qui tend vite vers O.
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4 . 2. LEMME. - Soient (an)n > o et deux suites réelles vérifiant les
proprietes suivantes :

(Les deux dernieres conditions assurent la décroissance rapide de la suite
o)~

Si on appelle bn = sup (an- p + y~) (Vn > 0), alors
0 pn

Demonstration. 2014 L’inégalité lim lim sup bn est évidente. Pour
n y~ 

’

tout n >_ 0 an _ ao + n. v, ainsi lim inf an  v. Pour tout ~c et n . > 0,
n- + ao n 

-

appelons = sup ~ p > 0 E y p >_ ( p + n)~c ~. Alors si ,u  0, lim P~(n) _ + o0
_ 

(car o est une suite croissante et si elle était bornée par P aurait

1  (P + 1 + n),u (Vn >_ 0)). Soit 03BB~R vérifiant lim inf n a  03BB  v + 1 et
n -~ + ao n

posons v - 1  0. Il existe une sous-suite 03C3 : N ~ N T telle que

a03C3(n) 03C3(n) _  A pour tout n _ > 0. Pour simplifier l’écriture on suppose que 6 - - Id.

4 . 3. CAS GENERAL . 2014 Soit (03B1n)n~0 une suite strictement positive decrois-
n

sante qui tend tres vite vers O telle que = / Log an t % verifie les

conditions du lemme 4 . 2. On appelle E = { v = > o E sup ! v p ~ (  oo ~
p>_0
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que l’on munit de la norme du sup ; (E,~.~ ~) devient a son tour un espace
de Banach, et on definit le nouveau F. D. F = par

Tx est bien injectif pour tout x E X majore en norme indépendamment de x
et verifie T~ = 7r c TX (Vn > 0), (Vx e X), (ou n : E -~ E designe la pro-
jection canonique de E sur E((vo, V1, ... ) ’2014~ vo))). Remarquons maintenant
la formule :

d’ou

car

Appelons A l’ensemble des points reguliers du F. D. (X, ~, ~, E, ~),

il y a bien egalite car si lim sup 1 Log~nx.v !! I > x (x) alors
B 

Enfin la proposition B. 3. 3 montre que la -continuité des champs
est conservee.
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DEUXIEME PARTIE

Dans toute la suite de cet article, on se placera sur le fibre dynamique
engendre par une application 03C6 de classe C1 seulement, définie sur un
ouvert U a valeurs dans un espace de Banach E laissant globalement inva-
riante une partie compacte K incluse dans U ; on pourra definir en tout
point regulier la suite des exposants de Lyapounov (~)~i 1 associee a la
famille des derivees Une mesure de probabilité II 03C6-invariante
etant fixee, on obtiendra la majoration de l’entropie et de la dimension capa-
citaire de ,u, en etendant la notion d’entropie locale introduite par Brin
et Katok [BK]. Cette methode permet d’etendre des resultats obtenus
par Ledrappier et Young [LY] ] concernant la minoration logarithmique
des mesures des boules en fonction de la dimension de Lyapounov dimL.
En supposant tous les operateurs compacts, on obtient en par-
ticulier :

* Pour tout a > 0 et pour p-presque tout x E K

Takens [TA ] a introduit pour la premiere fois, dans 1’etude des attrac-
teurs étranges, la nouvelle metrique :

Cette metrique est Foutil principal pour montrer la minoration logarith-
mique des mesures des boules en fonction de dimL (x, 

ou x(x) designe la borne inferieure des exposants de Lyapounov, ou bien
1’indice de compacite du fibre, au point regulier x.
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I. NOTATIONS

1.- 1° CADRE DIFFÉRENTIABLE :

E est un espace de Banach quelconque
U est une partie ouverte de E et K est une partie compacte de U
~(K) est la tribu des boreliens de K

est t’ensemble des applications (03C6 : U ~ E) de classe C1 pre-
servant K (i. e. c K)

le fibre dynamique sur K

engendre par 03C6 E 

Remarquons que Fhypothese de classe C1 sur 03C6 ne sera utilisée que
par l’intermédiaire du lemme suivant :

1.2° LEMME. - Pour tout G E ~* on definit le module de continuite
de sur K :

Alors, (8 E ~) E R) est une application decroissante de limite
nulle.
On aurait pu ainsi travailler dans un cadre plus general ou, E est un

espace de Banach, K est une partie compacte de K --~ K est une

application continue, (x e K - Tx E L(E)) est une application continue
d’operateurs. En appelant toujours :

il faudrait alors imposer : lim ~) = 0.
_

Ce cadre apparait en particulier dans l’extension naturelle iF du fibre
precedent on aurait pu ainsi supposer $ bijective et chaque opérateur Tx
injectif.

1.3° DEFINITION DES POINTS REGULIERS DU FIBRE 
on appelle alors points reguliers de (~, l’ensemble ( x e K : 
des s. e. v. fermés de E de codimension finie tels que 

-
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Dans 1’ensemble la notation « lim Sn = 1 » signifie que la limite

de la suite (sn) existe et vaut 1. 11 est possible aussi de montrer que les coeffi-
cients x et 03BBi, les s. e. v. Fi qui interviennent dans sont en fait des

fonctions de x. x s’appelle l’indice de compacite asymptotique et (/~)~i 1
s’appelle la suite des exposants de Lyapounov.

I . 4° LEMME. - Sur l’ensemble

di 0 (ou di(x) est la codimension de Fi+ 1(x) dans Fi(X)).

1.5° DEFINITIONS : I

A) Nombre de recouvrement d’une partie A d’un espace métrique (E, d )

S’il est nécessaire de préciser la métrique d on pose : r(A, e, d).
B) Nombre de recouvrement d’un opérateur T E L(E) ou E est un e. v. n.

VB > 0 R(T, ~) = r(T(BE), e).

I.6° PROPRIETES : 1

I . 7° DEFINITIONS : I

A) Indice de compacite asymptotique uniforme :

B) Nombre de recouvrement asymptotique local :
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C) Nombre de recouvrement asymptotique uniforme :

I . 8 ° PROPRIÉTÉS. - Pour tout ~ E et a E f~ +

II. RAPPEL SUR DIFFERENTES NOTIONS
DE DIMENSION

II. 1° DIMENSION CAPACITAIRE D’UN ENSEMBLE : I

Pour tout espace métrique (A, d), on definit sa dimension capacitaire
(supérieure) ou dimension fractale

II. 2° DIMENSION CAPACITAIRE D’UNE MESURE : I

Pour tout compact métrique (K, d) et toute mesure de probabilite sur
la tribu des boreliens de K, on definit la dimension capacitaire de ,u

II . 3 ° PROPOSITION. - Soient (K, d ) un espace métrique compact et

,u une mesure de probabilite sur les boreliens de K, alors :

A) [x E K -~ ,u [B(x, e) ] e f~ + ] est une application s. c. i.
B) S’il existe 03C6 : K ~ K lipschitzienne préservant  alors

est 03C6-sous-invariante borelienne.
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D) Si 03C6 E et J1 est 03C6-invariante ergodique, alors

11.4° DIMENSION DE LYAPOUNOV EN UN POINT REGULIER . - Soient
03C6 E le fibre dynamique engendré par 03C6, x E un point
regulier pour § qui verifie  0. On rappelle alors dimension de Lya-
pounov au point x, le reel fini :

On peut verifier que cette definition coincide bien avec la definition clas-
sique en dimension finie, pour une mesure ergodique et en prenant

== - oo ; (par exemple dans l’article de Ruelle et Eckmann [RE]).

11.5° REMARQUE. - Soient et  une mesure de probabilité
sur ~(K) §-invariante. Grace au theoreme II. 3 de la premiere partie, on
peut trouver B E ~(K) tel que :

* (x ~ B ~ dimL (x, 4» E R+) est mesurable 03C6-invariante.
* Si de plus ~u est ergodique pour ~, alors

III. ENONCE DES THEOREMES PRINCIPAUX

III . 1 ° DEFINITION D’UNE NOUVELLE METRIQUE SUR K. 2014 Pour toute
application ~ : K -~ K, pour tout definit une nouvelle

metrique sur K par :

(ou d(x, est la metrique induite par celle de E sur K).
Une boule ouverte de centre x et de rayon E pour cette metrique est de

la forme

(ou B(x, ~) est une boule ouverte de K pour la métrique d).

III.2° THEOREME DE L’ENTROPIE LOCALE [BK]. - Soit (X, , 03C6) un
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système dynamique mesuré, ((X, d) est un espace metrique compact, 03C6 :
X ~ X est une application mesurable préservant une mesure de pro-
babilité  sur les boréliens de K, B).
On appelle :

Brin et Katok [BK ] ont alors montre le resultat important suivant :

III . 3 ° EXTENSION DE LA DEFINITION DE BRIN-KATOK. - Pour toute

application 03C6 : K ~ K borélienne preservant une mesure de probabilité 
sur ~(K), pour tout a E f~ + on appelle :

III. 4°) PROPRIETES ELEMENTAIRES : 1

iii ) Si 03C6 est de plus lipschitzienne alors

Ce lemme est de nature géométrique car il relie le taux de croissance

exponentielle du nombre de recouvrement d’ordre a de en fonc-
tion des exposants de Lyapounov. En dimension finie, on peut montrer
1’egalite.

III.6° THEOREME LOCAL. - Soit § E préservant une mesure de
probabilité  sur B(K) et ayant un indice de compacite uniforme strictement
negatif, alors
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III.7° COROLLAIRES. - Sous les hypotheses du theoreme precedent :

dimL (~c, ~).

III.8° THEOREME UNIFORME. - Soit 03C6 e On note pour tout 03B1 e [R+

On peut alors montrer

Iv. DEMONSTRATION DES DIFFERENTES ASSERTIONS

IV. 1° DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION II.3° c. - La demonst ra-

tion de la relation entre dime (,u) et lim sup [B(x, £) ] pourrait etre
Logs

laissee en exercice car elle presente peu de difficultes. Mais la methode
utilisee est generale : on l’applique en particulier dans la premiere etape
de la demonstration du théorème 111.6°.

(~) On pose pour tout n >_ 0 tn = e-n. Si d > d et 03B4 E ]0, 1 [ on peut
trouver A e tel que > ~ et dime (A)  d. Pour tout d* > d,

Comme r A , 1 ~ 2 n - - 2dE - n d p our n suffisam ment grand, la serie converge
et par Borel-Cantelli on en deduit que lim sup d* pourp-presque tout x sur A. q 

£-~ o 
p 

- 
pou

(~=) (En)n > 0 etant choisie comme precedemment. Pour tout d > d on

appelle [B(x, ~m)] ~ ~m}. Alors 1.

Pour tout m >_ n r(An, 1. Donc, pour tout n >_ 0, d.

Iv . Z ° DEMONSTRATION DU LEMME 111.5°. - Sl - oc > ~,1 (x), pour n
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suffisamment grand  e-na et done = 1. Sinon

on peut trouver k >_ 1 tel que 03BBk+ 1(x)  a _ 03BBk(x). En choisissant successi-
vement des vecteurs lineairement independants dans Fi(x) B Fi + 1(x) pour

k

i = 1 ... k, on peut trouver d = ~ di(x) vecteurs tels que

k 
i= 1

’ / j ~1 I

ieI i= 1

et Ei = R . ei. Appelons ~c les projecteurs sur Ei, F associés a cette decom-
position de E ; et supposons ~ei~ = 1.

Pour n suffisamment grand,

En appelant K = max [(d + 1 )~03C0i~, 3], pour n suffisamment grand,

on obtient K. + 1}, ce qui termine
la demonstration. iEI
IV.3°DÉMONSTRATION DU THÉORÈME III.6°, DEUXIEME PARTIE : Quitte

a remplacer K par le support de ,u (qui est aussi compact) on peut sup-
poser que ,u [B(x, s)] > 0 pour tout x E K et E ~ ~* . Soit a > 0.
On voit facilement que

II reste alors a montrer l’inégalité, pour p presque tout x,

Vol. 4, n° 1-1987.



84 P. THIEULLEN

La technique utilisee est celle de Mane (proposition A. 5). On definit
pour cela, pour tout E > 0, une application Ag sur K par

Comme I est une application sous invariante (l o I partout), en
raisonnant sur chaque sous-espace Km == { ~ e K : l(x) __ m ~, on peut
supposer que est bornee. On remarque alors, pour tout x e K,

Soient (K, ~) l’extension naturelle de (K, ~, ,u, n : K ~ K
la surjection mesurable vérifiant   03C0-1 =,u (theoreme A. 7).
En posant Ag = Ag o n, ( 1 ) entraine A~ o ~ ’ ~ exp (m + s) sur K, et done

(proposition A. 5) lim - Log AE ~ ~ -m - 0 p. Ainsi, 
m

pour m suffisamment grand (m >__ mo)

1
On termine la demonstration en remarquant que l(x) _ - h~(x, (~) pour

tout x E K. ~

IV . 4° REMARQUE. - La suite de l’article est consacree a la demonstra-
tion du theoreme 111.6° (premiere partie). Si la mesure ~.c etait ergodique
(toute partie 03C6-invariante est de mesure 0 ou 1) la demonstration serait plus
simple, car cela reviendrait a supposer tous constants (h~(x, 4», ~), ... )
et a prouver le theoreme uniforme III. 8°). Dans le cas general, on raisonne
sur chaque element d’une partition, dont l’entropie peut etre aussi petite
que l’on veut, pour de nouveau supposer tout constant.

Mathématiquement, cela se traduit par la proposition suivante IV. 6°.

IV . 5 ° DEFINITION : I (approximation locale supérieure). - Pour toute
application f : K -~ f~ majoree uniformement, pour toute partition *

est une suite sous additive d’applications majorees alors.

est aussi une suite sous additive.
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IV . 6° PROPOSITION. 2014 Soient (X, B, , 4»unsystèmedynamiquemesu-
re (notations du theoreme III . 2°), et une suite sous-additive d’appli-
cations de X dans R+ mesurables uniformement majorees. 11 existe alors
une suite de partitions finies telle que, pour p-presque partout

designe l’information de ~
sachant une sous-tribu j~ de ~).

Démonstration. 2014 D’apres le theoreme ergodique de Kingman (A. 2),
n- 1

pour toute partition * de X, la suite (A(fn, 03C6-iG))n~0 converge

vers une application g(G) J-mesurable p-presque partout.

Soit o une suite croissante de partitions finies J-mesurables dont
la reunion engendre J aux ensembles de mesure nulle près. On

p_>0
note J~, la tribu engendree par fp,

et on choisit

Pour tout £ > 0, on definit :
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pour toute partition
Sur Bp,i,n et pour tout m ~ n

Donc

et

D’ou

ou

et

IV . 7° LEMME. -- Soient 03C6 E ri > 0, 0  E  d(K, UC), X E K.
Alors : " r [~(B(x, ~)), + ~))~ ] __ E).

Démonstration. Pour tout y E B(x, E) n K

donc
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En posant yt = 

En choisissant

IV. go DEMONSTRATION DU THEOREME III.6°, PREMIERE PARTIE : I

Premiere étape : pour toute partition * fixée et pour tout £ > 0, on montre
1’inegalite presque sure :

Pour montrer (1), on introduit pour tout

D’apres Borel-Cantelli, il suffit de montrer que  + oo

On recouvre alors An n P par des boules centrees sur An, et
on peut en choisir au plus r[P, £, ce qui montre : n P)  
Deuxième étape : soient G une partition finie fixée, des reels a, 03B2 tels que

PK(4))  e-fJ  - 1 e-03B1, alors, en posant f1(x) = Log on montre

1’inegalite presque sure :

Remarquons que (x E K -~ E ~ + ) est une application s. c. s.
et finie partout, done uniformement bornee. Puisque lim ~) = 0,
il existe E 1 > 0 tel que : 

~~°
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(En prenant ~1 tel que 4(e-P +  

On demontre ensuite pour tout se ]0, £1 [,

Le principe consiste a recouvrir l’image par 03C6 d’une boule B(x, s) par des
boules B( y, ~e - °‘ ) et a recommencer ce procédé n fois

avec

avec diam

On continue ainsi jusqu’a ce qu’on ait obtenu une famille

de parties verifiant pour tout 0  k _ n - 1,diam [A(io, il, ..., 
et

On choisit arbitrairement des points x(io,..., in-1) dans chaque A(i~, ..., 
non vide, puis des points y(io, ..., in _ 1 ) dans ~n(x) tels que

Alors 9n(x) c U { ..., ik), 2~) : 1  ik  car, si 
on peut trouver io, i 1, ... , in-l 1 tels que

et donc y est dans la boule ..., in-1), 2~).

Troisième étape : On vient de montrer que, pour toute partition G finie,

et pour tous reels vérifiant p K( 03C6)  e-03B2  - e - °‘, et pour presque tout x :
4

((1) + (2) + theoreme de Mc Millan A .11)
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Soient maintenant deux reels a  f3  - fixes. Alors pour p
suffisamment grand, et pour toute partition finie G :

Comme (x e K ~ h~(x, est une application f-invariante et

On obtient finalement, pour p suffisamment grand (ne dependant que de
a, et pour toute partition finie ~,

Si au lieu de ~‘ on prend (4) devient

Car on voit facilement

Enfin, d’apres le theoreme ergodique sous additif de Kingman (A. 2)

La proposition precedente IV. 6° termine alors la demonstration
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IV . 9° REMARQUE. On peut démontrer la majoration entropique de
Ruelle plus simplement sans utiliser la métrique d03C6,03B1n. On suppose d’abord

que ,u est une mesure ergodique (grace au théorème de decomposition de
mesure quelconque en composantes ergodiques), et on maj ore le nombre
minimum N(n, £) de boules de rayon £ pour la métrique d03C6,0n nécessaire

1
pour recouvrir un ensemble de mesure 2 (par exemple) de la même manière

que précédemment (deuxième £tape). Il reste alors a appliquer le théorème
1

de Katok ( [WA ], 8 .19) : ~) = lim lim sup - Log N(n, ~).
n
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A. - APPENDICE DE THEORIE ERGODIQUE

Dans cette partie, il est rappele sans demonstration les proprietes de theorie ergodique

qui sont utilisees dans les chapitres 3 et 4. On appelle systeme dynamique mesure 
S. D. M.

un triplet (X, ,u, 03C6) ou X est un ensemble, B une tribu sur une mesure de probabi-
lite sur (X, 03C6-invariante, 03C6 : X ~ X une application E3-mesurable.

A.I. THEOREMS ERGODIQUE PONCTUEL (BIRKHOFF). - Si (X, (~) est un S. D. M.,

alors pour tout f E3-mesurable verinant f + E L1( ), il existe f J-mesurable (où J est la
tribu des invariants) tel que :

A. 2. THEOREME ERGODIQUE SOUS ADDITIF (KINGMAN). - Si (X, ~.1, (~) est un S. D. M.

et si est une suite de fonctions E3-mesurables verifiant

alors il existe F J-mesurables tel que :

A. 3. REMARQUE. - Si, dans le théorème A. 2, on suppose de plus § inversible et si
on appelle pour tout n g = ° ~’" alors

A. 4. REMARQUE. - Si (X, B, , 03C6) est un S. D. M. et si f est une application 
rable qui verifie f  f o 03C6 (ju-p. p.), alors f verifie en fait f = f o 03C6 (ju-p. p.).

A . 5. PROPOSITION. - Soient (X, ~, ~) un S. D. M. et f : X ~ f~ une appli-
cation E3-mesurable. Alors :

Démonstration de ii ) : Pour tout n >_ 0 on pose
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Pour conclure il suffit maintenant de remarquer que (gn ~ ~ - gn)+  ( f o ~ - f)+,
et d’apres Fatou

A . 6. COROLLAIRE. - Soient (X, ~, ~, ~) un S. D. M., f : X - (~ une application
k-mesurable, F: X - !R une application J-mesurable. Si ( f o 03C6 -f)+ ~ F ( -p. p.)

1
alors lim - f o ~" = 0 (p-p. p.).

A. 7. THEOREME extension naturelle. - Soient (X, ,u, un S. D. M. tel que X soit

un espace separable separe et ~ soit surjective. Alors il existe un S. D. M. (X, ~, ~c, ~) inver-
sible (X aussi separable separe) est une surjection mesurable rc : X -~ X tels que :

iii) propriete universelle P. U.

P. U. : pour tout autre S. D. M. (Z, D, v, 8) inversible et application surjective mesu-

rable p : Z ~ X verifiant i ) et ii ) il existe une unique application surjective mesurable q :
Z --~ X telle que : 1

A. 8. COROLLAIRE. - Soit (X, ~, ,u, ~) un S. D. M. ou X est un espace metrique

compact et ~ : X --~ X est une application continue. Alors Y est une partie

compacte de X de mesure 1 stable par ~, la restriction de (~ a Y est surjective. On appellera
extension naturelle de ce S. D. M., l’extension naturelle de (Y, ~Y, ,u ~ Y, (~ ) Y).

A. 9. REMARQUE. - Soient (X, ~, ,~, ~) un S. D. M. tel que X est un espace metrique

complet separable et (~ est une application surjective, (X, n) une extension naturelle de X,

Y un espace topologique, f : X --~ Y une application ~.-continue. S’il existe A E ~, 1,

tel que / soit constante sur chaque A n 7:’ ~(~-), x e X, alors l’unique application f : X - Y

(a un ensemble -négligeable pres) telle que / = f o n est p-continue.
On peut trouver les demonstrations des deux theoremes A. et A. 

2 dans l’article de

Y. Katznelson et B. Weiss [KW ], du theoreme d’extension naturelle dans le livre de Corn-

feld-Fomin-Sinai [C. S. ].

A .10. DEFINITIONS. - Soient (X, ~, ~c, ~) un S. D. une partition mesurable

finie de X, et dune sous-tribu de B. On appelle information de G, et information de G

sachant j~, les applications :
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On appelle entropie de ou entropie de ~ sachant j~, les reels :

On appelle entropie de (~, ~) et entropie de ~ les reels :

A 11. THEOREMS (Mc MILLAN). - Soient (X, ,u, (~) un S. D. M. et ~ une partition
finie mesurable. Alors

On trouvera dans le livre de theorie ergodique de P. Walters WA la demonstration
de ce theoreme, ainsi que beaucoup d’autres complements sur 1’entropie.
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B. - APPENDICE

SUR LES VARIETES GRASSMANIENNES

Cette partie decrit plus en details les proprietes intuitives et simples a montrer des varietes
grassmanniennes. Le plan de cette partie est le suivant :

B.I. Definition des varietes grassmanniennes G(E) d’un espace de Banach E.
B . 2. Criteres de convergence des s. e. v. de dimension finie.
B . 3. Lien entre L(E) et G(E).
B.4. Construction d’un champ continu de supplementaires topologiques.

B.1.1. DEFINITIONS. - On note Pensemble des sous-espaces vectoriels de E

(un espace de Banach) admettant un supplementaire topologique, Gn(E) (resp. G"(E))
1’ensemble des s. e. v. de E de dimension n (resp. des s. e. v. fermes de E de codimension n).
En particulier les elements de G(E) sont a leur tour des espaces de Banach. Pour tout
couple (Fo, Go) de s. e. v. de E verinant Fo C Go= E, on note UGo= F E G(E) IF 0 Go=E},

1’application de UGo dans L(Fo, Go) (F ~ (03C0(G0~F) I Fo)) (ou est la projection
sur Go parallelement a F) et CFo,Go, le triplet (UGo, L(Fo, Go)).

B. 1.2. PROPOSITION. - Pour tout (Fo, Go) E G(E)2 verinant Fo Q+ G = E, est

une bijection de UGo sur L(Fo, Go). Et sf = { Fo @ Go = E forme un atlas ana-
lytique sur G(E). 

s.t.

Pour demontrer cette proposition on utilise la remarque suivante : si u e L(E) et II u II  1

alors Id - u se developpe en serie entiere.

B.l 3. REMARQUE. - Soient (Fo, Go) E G(E)2 verinant Fo 0 Go = E. Alors tout F

de UGo est isomorphe a I F) E Isom (F, Fo) d’inverse I Fo) E Isom (Fo, F)).
Ce qui montre par exemple que Gn(E) et G"(E) sont a la fois ouverts et fermes pour tout n.

B . 2 .1. PROPOSITION. -= Soient ( F, G) E G(E)~ et une suite d’elements de G(E)
qui verifient pour tout n >_ 0. Alors converge vers F

si et seulement si lim II II = 0.

Cette proposition est simple et donne une caracteristique plus pratique de la convergence
des suites dans G(E).

B. 2. 2. REMARQUE. - Soient E un e. v. n, F un s. e. v. de dimension finie, et G un s. e. v.
ferme de E qui verinent F 0 G = E. Alors la somme est topologique et

On peut interpreter la norme d’un projecteur comme rinverse d’une mesure angulaire
entre son noyau et son image.

B . 2 . 3. PROPOSITION. - Soient E un espace de Banach, F" des s. e. v. de dimension

finie d, et (vt ..., une base de Fn. Si pour tout i, o converge vers wi, et si (w i, ..., w~)
est un systeme libre, alors converge dans G(E) vers F = Rwi 0 ... 0 
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Cette proposition est intuitive mais n’est pas si facile a demontrer a partir de la definition
generale.

B . 3 .1. PROPOSITION. - Soit E un espace de Banach. Alors les applications

et

B . 3 . 2. PROPOSITION. - Soient E un espace de Banach et P(E) = L(E) p2 = Id ~.

Alors P(E) est une partie fermee de L(E) et est continue.
L p - ker p

Démonstration . - Si p E P(E) on notera q = Id - p e P(E). Soient po E P(E) et l’ouvert
Wo = P E P(E) I I  1 (  1 ~, et montrons que, pour tout p E mo,

ker p @ Im po = E et que l’application ( p E c~ ~ I ker po) E G(E)) est continue.
D’une part ker p n Im po = ~ 0 ~ pour tout car si ppo(w) = 0 pour un certain wEE,
qp . o(w) = po(w), et alors I qpo ~.~p0(w) I ~ I Po(w) I et Po(w) = 0. D’autre part, si on pose
x = [Id - q . po alors Im 03C0 c Im po et Im (Id - 7r) c ker p, car si w = n(v), alors
(Id - P(v), q0(w)+pp0(w) =P(v), qq0(w)= 0, et comme ~ pq0 ~  1,
necessairement, qo(w) = 0, p(w) = p(v). Ce qui montre en même temps que

B.3.3. PROPOSITION. - Soient Ei et E2 deux espaces de Banach et ~c : E1 -~ E2
une application lineaire continue surjective. 
(ou est l’ensemble des sous-espaces fermes de Ei de codimension finie), alors

{ 03A6 ~ G~(E2) F ~ 03C0(F) } 
est une application continue injective.

Demonstration. - Soient et Go E G(El) tels que F Q+ Go= El , alors Q+ = E2

(car si 7r(jc) = avec x E F et yeG, x - y E ker x c F, y E F n G, y = 0). Puisque F est
ferme, que = 03C0[Fc], et que 03C0 est une application ouverte, x(F) est aussi ferme.
Ce qui montre x(F) +Q et donc Grace au lemme suivant, il

existe une constante M > 0 telle que c rc(M . Pour tout w de de norme 1,
il existe v de Fo de norme au plus M tel que w = ~ ° v et donc

ce qui termine la demonstration de la continuite de x.

B. 3 . 4. LEMME. - Soient E, F deux espaces de Banach, et 7r : E --> F une applica-
tion lineaire surjective continue. Alors il existe une constante M > 0 telle que BF c BE).

B . 4.1. DEFINITION. - Soient E un e. v. n. de dimension finie d, et ç = (el, ..., ed)
d vecteurs de norme 1 de E. On dit que ~ est une base de Auerbach si ~ verifie l’une des
deux conditions equivalentes : .

ou Vect ( . ) designe le s. e. v. engendré par (. ) et ou ..., est la base duale de (e i, ..., ed).
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B. 4 . 2. PROPOSITION. - Tout e. v. n. de dimension finie possede une base de Auerbach.

Demonstration. - Soient 0 : Ed ~ R une forme d-linéaire alternée non nulle sur E,
et S la sphere unite de E. Comme Sd est une partie compacte de Ed, il existe (el, ., ed) de
norme 1 tel que On remarque alors que

B . 4 . 3. LEMME. - Soit E un e. v. n. Alors pour tout s. e. v. de F de dimension d de E,
il existe un supplementaire topologique G de F tel ( _ d.

Démonstration. - Il existe une base de Auerbach d’après B . 4 . 2 (e 1, ..., ed) de F. On
prolonge alors d’apres Hahn-Banach les formes lineaires (ef, ... , ed ) de F* sur E sans

d d

changer la norme. Le sous-espace G =~ker e*i convient car = e*( . )e;.
tm 1 ~

B . 4 . 4. PROPOSITION. - Soit E un espace de Banach et X un espace métrique com-
pact. 

f X -~ G(E) ~ X ~ G(E) ’)1) Si 
x H Fx 

est continue, alors . il existe continue telle que

2) Si de plus dim Fx = d (‘dx E X), on peut imposer II _ d + 1 (‘dx E X).

Demonstration. - 1) Pour tout x E X, il existe Hx E G(E) tel que Fx ~+ Hx = E. On note
s.t.

Ux = { F E G(E) IF Q+ Hx = E } et S2x = y E X I Fy E Ux }. Puisque X est compact, il
s.t. 

n

existe xl, ..., xn tels que X = Soit (03C6i)1~i~n une partition de 1’unite adaptée
i= 1 n

au recouvrement (SZX1, ..., Pour tout x E X posons Lx = et

Mx =  03C6i(x).03C0(Fx~Hxi). Alors Lx + Mx = Id, Mx = Mx, Im Mx = Fx, l’application
i=1 i

X H G(E) est continue. En utilisant la proposItIon.. on en déduit que
x H Mx

X --> G(E)j est continue of Gx = ker Mx.x H Gx

2) La démonstration est identique, mais on choisit Hx de sorte que II  d et

l’ouvert SZx = { y E X I Fy E Ux et I  d + 1 } .
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