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RESUME. - On montre que, si n >_ 3, tout systeme hamiltonien à n degres
de liberte possède au moins deux trajectoires fermées sur chaque niveau
d’energie convexe et compact.

ABSTRACT. - We show that, if n >_ 3, every Hamiltonian system with n
degrees of freedom has at least two closed trajectories on every convex
and compact energy level.
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I. - INTRODUCTION

Soit S c 1R2 n une hypersurface compacte de classe C3 bordant un convexe
ouvert contenant 1’ origine. Si xeS, on note n (x) le vecteur unitaire sur la
normale exterieure a S en x. Si on definit par J la structure symplectique
habituelle de S :
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308 1. EKELAND ET L. LASSOUED

le vecteur J n (x) sera tangent a S au point x. On définit donc un flot sur
S par 1’equation differentielle

On cherche le nombre de trajectoires fermées de ce flot sur S. En
d’autres termes, on dira que deux solutions (xl, T~) et (x2, T2) du problème

sont équivalentes s’il existe tel que On cherche le
nombre de classes d’equivalence.
On sait que, sous les hypotheses faites, il y a au moins une trajectoire

fermée : citons les travaux de Seifert [1], Weinstein [2], Clarke [3] (sans
hypothese de regularite sur S) et Rabinowitz [4] (qui affaiblit 1’ hypothese
de convexite : il lui suffit que S soit étoilé : n (x) . x > 0). On peut egalement
citer les résultats, avec d’autres hypotheses, de Rabinowitz [13], Gluck-
Ziller [14], Hayashi [15] et Benci [16].

Ekeland [5] a demontre que, si n ? 3, génériquement en S, pour la

topologie C~ naturelle, il y a une infinite de trajectoires fermées. Par
n

ailleurs, si S est l’ellipsoide defini par 1’equation ~ 1, avec

t=i 1 2

et x = (p, q), et si sont lineairement indépendants sur Q,
a; 1

il n’y a que n trajectoires fermées. En effet, comme nous le verrons, si
n

l’on pose H (p, q) _ 03A3 03B1i (p2i + q2i), les trajectoires fermées de x = J n (x)
t=i 2

sur S coincident avec les trajectoires fermées de pi=~H , qi=-~H  sur le
q~ p~

niveau d’énergie H==l. On a donc affaire à n oscillateurs harmoniques
decouples, sans commune periode. Les seules solutions periodiques pos-
sibles sont donc obtenues en faisant pi=qj=0, ~j~i, et 
pour i = I,..., n, ce qui donne exactement n trajectoires fermées.
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309MULTIPLICITÉ DES TRAJECTOIRES FERMEES

Il est conjecture que, sous les hypotheses faites, le problème ( 1) a

toujours n trajectoires fermées au moins. Ceci a ete démontré par Weinstein

[6], par une méthode de perturbation, si S est assez voisine d’ une ellipsoïde;
par Ekeland et Lasry [7] si S est contenue entre deux boules concentriques,
de rayons r et R, avec 1 - R/r  2. Ces résultats ont ete unifies et étendus
au cas £toil£ par Berestycki, Lasry, Mancini, Ruf [8]. Le cas of R/r > ~,
n’est pas £lucid£ a ce jour.
Dans cet article, nous faisons un premier pas dans cette direction, en

démontrant que le nombre de trajectoires fermées est toujours >_ 2 des

que n >_ 3. Plus précisément :

THÉORÈME 1. - On considère dans R2n, n >_ 3, une hypersurface S de
classe C2, de courbure gaussienne strictement positive, bordant un convexe
ouvert contenant l’origine. Le flot x=Jn(x) sur S possède au moins deux
trajectoires fermées. []
Ce résultat s’applique naturellement aux systèmes hamiltoniens usuels.

On peut l’énoncer sous la forme suivante :

THÉORÈME 1 bis. - Soit H : R2n ~ R une fonction de classe C2, et h ~ R
tel que le niveau d’énergie S = H -1 (h) soit compact, non vide, avec H’ (x)~0
pour x E S. On suppose en outre que S borde un convexe C et que sa courbure

gaussienne soit strictement positive. Alors le probleme

possède au moins deux solutions (xl, T1) et (x2, T2) telles que

On passe du theoreme 1 au theoreme 1 bis en faisant 1’observation,
maintenant classique, que si H -1 (h) = S, les systemes x = JH’ (x) et

ac = J n (x) ont les memes trajectoires fermees sur S (la loi du temps etant
differente).
La demonstration du theoreme 1 se fait par l’absurde. L’outil est la

notion d’index d’une solution periodique introduite par Ekeland dans [5].
Le paragraphe II rappelle cette notion, ainsi que les principaux resultats
de la theorie, notamment une formule d’iteration fort utile pour la suite.
Le paragraphe III donne la formulation variationnelle du probleme, et la
demonstration proprement dite occupe le paragraphe IV. Signalons que,
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grace au resultat de la proposition III. 5 la demonstration est plus simple
que celle annoncee dans [12].

Les auteurs remercient C. Viterbo pour de longues et fructueuses discus-
sions, et A. Szulkin pour leur avoir signale que leur demonstration ne
couvrait pas le cas n = 2. Ils signalent que ce dernier a une demonstration
differente [17].

II. - INDEX

D’UN SYSTEME HAMILTONIEN LINÉAIRE
DEFINI POSITIF 

Pour le detail des résultats présentés ici, et pour d’autres resultats, on
renvoie aux references [5] et [9].

Soit A (t) une application continue de R dans l’ensemble des matrices
2 n x 2 n, symetriques et definies positives. On lui associe le systeme diffe-
rentiel lineaire

Ce systeme est hamiltonien, c’est-a-dire qu’il peut se mettre sous la

forme y = JH’ (t, y), en prenant

On notera dorenavant 

A chaque reel T>0 on associe la forme quadratique QT definie sur
l’ espace

par
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311MULTIPLICITE DES TRAJECTOIRES FERMEES

ou IIv designe la primitive de v de moyenne nulle

de telle sorte que n est un operateur compact de T).
On montre que T) se decompose en trois sous-espaces QT-ortho-

gonaux 
-

les restrictions de QT a E+ (resp. Eo, resp. E_) etant definie positive (resp.
nulle, resp. definie negative). On montre aussi que Eo et E_ sont de

dimension finie. La dimension de Eo est la nullite de QT, et la dimension
de E _ est l’index de QT.

L’index iT du systeme ( 1) sur l’intervalle de temps (0, T)
est l’index de la forme quadratique QT sur 1’espace L (0, T)..
On renvoie a [9] pour une definition plus geometrique de 1’index, basee

sur la notion de points conjugués.
On s’intéresse ici au cas particulier ou A (t) est T-periodique pour un

certain T>O. L’index naturel est alors iT, et on peut trouver une formule
d’iteration donnant les ik T, 

Pour ce faire, il est commode d’introduire les espaces de Sobolev a
valeurs complexes :

et de definir sur Hi une forme hermitienne par :

Il est clair que la forme quadratique QT donnee par la formule (3)
s’etend en une forme hermitienne sur L (0, T; ~2 n) et que :

Pour co E C, et c~ I =1, on introduit l’ espace

Vol. 4, n° 4-1987.



312 1. EKELAND ET L. LASSOUED

et la forme quadratique P~ sur H; definie par :

Notons j (~) l’index de Pw sur Hw.
On a la decomposition de Fourier :

ou les facteurs sont orthogonaux pour Pk comme pour la structure hermi-
tienne usuelle de Hk. Il s’ensuit immediatement que :

Il suffit donc de determiner l’application j : U - N ou
est le cercle unite, pour avoir la formule d’iteration

cherchee. Pour cela, il nous faudra utiliser la theorie de Krein (voir [10],
chap. III) que nous rappelons brievement.
On note R (t) la resolvante du systeme ( 1)

_ 

R (t) est une matrice symplectique : R (t)* JR (t) = J. Il en résulte que si 03BB

est valeur propre de R (t), il en est de meme de ~, -1. Dans le cas 1

et ~, ~ (~ on obtient quatre valeurs propres distinctes À, ~, ~, -1, ~ -1; dans
le cas ou I À == 1, ~, ~ R deux seulement X et ~.

Les valeurs propres de R (T) sont appelées multiplicateurs de Floquet.
On notera A l’ensemble des multiplicateurs de Floquet situes sur le cercle
unite U.

Si IDEA est de multi p licite m, 1 i(j03BE, 03BE) est une forme hermitienne non

degeneree sur le sous-espace caracteristique Ker R ((T)-03C9 I) "‘ et est donc,
apres diagonalisation, la somme de p carres positifs et q carres negatifs,
avec p + q = m. On dit alors que 0) est de type (p, q) au sens de Krein.

Si 03C9 est de type (p, q), o est de type (q, p).
Si l’un des nombres ’l ou -1 est un multiplicateur, il est de multiplicite

paire 2 p, et de type (p, p).
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Ces rappels etant faits, la proposition suivante donne les proprietes de

j ( ~) :

PROPOSITION 1. - L’application j : U ~ N vérifie :

(b) 
(c) j est continue en tout point t~ ~ A (et donc localement constante sur

U-A);
(d) si co ~ 1 est de type (p, q), et si l’on pose

ona:

et

Demonstration. - On reprend pour l’essentiel les demonstrations de [5],
§ IV, en les completant et les corrigeant sur certains points.

Les points (a) et (b) decoulent des definitions. Pour on remarque

que :

En faisant le changement de variable u =,y, on en deduit que j(ro) est

l’index de la forme hermitienne Q~ définie sur L2 (0, T; C2 n) par :

Vol. 4, n° 4-1987.
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. Posons

u ) ~ u ) + i t M u ~ u )> avec K et M hermitiens, K compact
2 2

et M défini positif. Il existe donc une base ut de L2 telle que

ou la suite de valeurs propres - 0 quand i - 00. En decomposant
suivant cette base, on obtient :

On introduit alors les sous-espaces :

Eo et E _ sont de dimensions finies, égales respectivement a l’index et a
la nullité de Q~. Ainsi :

Par ailleurs, on sait ([5], prop. IV. 3) que tout element de Eo est de la
forme u = y, où y est une solution T-periodique de ( 1). Donc :

Enfin, on a des constantes a > 0 et 03B2>0 telles que
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Pour X E QJ assez proche de w, on aura donc :

et donc si c~ ~ A, ~ ~ l, la fonction j doit être constante au voisinage de M.
D’ ou (c).
Dans le cas ou 0)0 E A, posons wo = ei e~, et prenons u dans Eo

[donc u = y et (R (T) - 03C90 I)]. Posons 03C9 = ei 8 pour w voisin de
On verifie ([5], prop. IV. 6) que :

et donc

Supposons roo E A de multiplicite m ? 1. Si

notons ce sous-espace. La restriction a V de la forme hermitienne

est non dégénérée ( voir [10], chap. III), et de signature ~~ q). . En

prenant dans V une base (~1, ..., çm) de vecteurs propres, et en posant
on obtient une base de Eo. L’expression (15) est donc p fois

positive et q fois negative, quand i varie de 1 a m.
Plus precisement, on peut ecrire ou Eri et Eo sont

orthogonaux, de dimension p et q, et ou l’expression (15) est 0 pour
u~E-o et > 0 pour Soit la decomposition orthogo-
nale associee a Qwo.
Pour voisin de et 0 > 0°, on vérifie facilement que Q03C9

est definie positive sur et definie negative sur Comme
ces deux sous-espaces sont supplémentaires (mais non Q-orthogonaux),
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l’index de Qro est la dimension de E _ O+ Eo . D’ou les formules :

et la propriété (d) est etablie dans ce cas.
Dans le cas general, ou Ker(R(T)-wol) n’ est pas egal a

Ker R I)’", la restriction de 1 i J au sous-espace propre peut de ene-
rer. Il faut alors raisonner par perturbation en appliquant le theoreme de
Krein-Lyubarski ([10], III 4 . 3) : en remplaçant 1’ equation y = JA (t) y par
1’equation on fait éclater coo en m valeurs propres sim-

ples. Celles qui sont hors du cercle unite sont appariees, chaque paire
provenant d’une paire de multiplicateurs de types opposes. Il reste donc
sur le cercle unite p’ multiplicateurs positif s, q’ multiplicateurs negatif s,
avec p’ __ p, q’ _ q, q’ - p’ = q - p. De plus les p’ multiplicateurs positifs vont
dans le sens direct quand E decroit vers 0, les q’ multiplicateurs negatifs
dans le sens retrograde. En appliquant ce qui precede a chacun de ces
multiplicateurs simples et en faisant tendre E vers zero on obtient :

et

d’ ou l’on tire la propriete (d).
En ce qui concerne la propriete (e), il faut etudier le comportement de

la forme quadratique Qro de la formule (11) quand c~ ---~ 1. Il est alors

commode de poser :

de telle sorte que E -~ 0 quand co  1.
On introduit alors les operateurs L : Lo -~ L2 et PE : ~2 " -~ ~2 " donnes

par les formules :
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et on identifie L2 a L~ x en ecrivant u = (uo, ~), ou u E L2 et

Le calcul montre alors que ([5], prop. IV. 7) :

de telle sorte que les sous-espaces F~ et F2 correspondant a uo et ~ = 0
sont Q03C9-orthogonaux. On vérifie aisement que, pour E assez petit :

Par ailleurs, quand E -> 0, Qro (Uo, 0) -~ Q (uo) ou :

d’ou la formule (e)..
Les inegalites (d) peuvent etre changees en egalites dans le cas de

multiplicateurs positifs (ou negatifs) au sens de Krein :

COROLLAIRE 2. - 1, est de type (p, 0), on a :

Si ro E A, c~ ~ l, est de type (0, q), on a :

Vol. 4, n° 4-1987.
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Demonstration. - Les formules (d ) ne laissent aucune autre possibilité.
.

On a une autre inégalité remarquable.

COROLLAIRE 3. - On suppose que 1 est un multiplicateur de Floquet
d’ ordre 2 m o (avec m o = 0 si 1 ~ A). Alors :

Si l’égalité est réalisée pour un certain l, alors tous les multiplicateurs
de Floquet sont sur le cercle unite QJ : ceux qui sont dans le demi-plan
supérieur y> 0 sont positifs au sens de Krein, ceux du demi-plan inférieur
y  0 sont négatifs au sens de Krein.

D em onstration. - On a j ( 1 ± ) = iT + n. Il reste au plus ( n - m o) multipli-
cateurs a placer dans chaque demi-plan. Chacun d’eux fera baisser j de
m, s’ il est positif et de multiplicité m, d’ une quantité  m s’ il n’ est pas

positif. Donc j ne peut descendre au-dessous de iT + n - (n - mo). D’ou le
résultat. []

Connaissant j (03C9) on peut expliciter la formule d’itération ( 10) :

Dans le cas hyperbolique (pas de multiplicateurs de Floquet de module
si co 7~ 1 on obtient :

Dans le cas ou il y a des multiplicateurs de Floquet de module 1, autres
que ± 1, notons Oi, ... , rom ceux qui appartiennent a QJ + = aJ n { y > 0 ~ .
On posera ~p = exp ( 2 i avec

On pose :

et on note jp la valeur de j sur l’arc de cercle avec  8  8p,
pour 1 _ p _ m + 1.
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Supposons d’ abord les ep irrationnels, pour p ~ 0 ou m + 1. Alors :

pour k impair

) pour k pair

ou :

Dans le cas ou certains 8~ sont rationnels, les formules sont plus
compliquées. Nous nous limiterons au cas of les correspondants sont
positifs au sens de Krein. On a alors :

et les formules (22) restent valables avec :

On peut les écrire sous forme plus condensée en faisant intervenir la
fonction E. Si on note E ( a) l’unique entier tel que :

On notera ici que, contrairement a la convention habituelle sur les

parties entieres, si on a 

PROPOSITION 4. - On suppose que si 03B8p ~ Q, alors i est

positif au sens de Krein. Alors

ou l’ on a posé jm + 2 = j ( -1).
Demonstration. - On vérifie que :
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Pour k impair, on a donc

Pour k pair, on a de meme

COROLLAIRE 5. - Sous les mêmes hypotheses, on a :

En ecrivant

on obtient encore

et puisque vaut 0 ou 1,

d’ ou
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On remarquera que le fait que la suite ik T soit croissante est independant
des hypotheses de positivite faites sur les Une demonstration generale,
basee sur la notion de point conjugue, figure dans [9].

III. - FORMULATION VARIATIONNELLE

On reprend les hypotheses et les notations du paragraphe I notamment
celle du theoreme 1.1 bis. On note ici ( 1) le probleme

Soit j la j auge du convexe C :

On introduit le hamiltonien :

ou a est un nombre choisi entre 1 et 2 :

On s’intéresse au probleme a energie fixée :

On lui associe le probleme a periode fixee :

Comme il a ete dit dans l’introduction, les problemes (1) et (5)~ sont
equivalents, quant aux problemes (5)~ et (6)a, ils sont relies par le resultat
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suivant :

PROPOSITION 1. - (a) S i x« est une solution du problème (6)« telle que
H (t)) = h, alors y (t) = h -1~« x« (th~2 -«»«) est une solution du probleme (5)«
avec T« = h - c2 - «»« .

(b) Si T«) est une solution du problème (5)«, et si k > 0 est un entier
quelconque, alors xk donnée par

est une solution du problème (6)a.
(c) x°‘ et les xk ont les mêmes multiplicateurs de Floquet.
Dans ce qui suit on omettra souvent l’indice a, on le retablira quand

cela sera necessaire pour la demonstration.

Il est a noter que, d’apres les travaux cites dans l’introduction, le

probleme (5)a a toujours une solution au moins, la question etant de savoir
s’il en a davantage. Par contre le probleme (6)a a toujours une infinite de
solutions, chaque solution (x, T) de (5)a correspondant a une suite infinie
de solutions xk de (6)a de periodes k - 1 -+ 0.

Enfin par multiplicateurs de Floquet d’une solution xk, on entend les
multiplicateurs de Floquet du systeme linearise autour de xk sur l’intervalle

1

On conviendra que dans le probleme (5)~, on a choisi pour T la periode
minimale de x.

Le probleme (6)~ a une formulation variationnelle (principe dual de

moindre action ; voir [3]). Introduisons 03B2=03B1 , l’espace
a-1

et la fonctionnelle ~ra : définie par :

Dans cette expression n u désigne la primitive de u de moyenne nulle :
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et Ga designe la fonction convexe conjuguee de Ha au sens de Fenchel :

THEOREME 2. - Six est une solution du problème (6)a, alors u = x est un
point critique de Réciproquement, si u est un point critique de il

existe § E (~2 " tel que x (t) = II u + ~ soit une solution de (6)a.
Rappelons les proprietes de 
(a) est de classe C2 sur Lg (ceci n’etait pas tout a fait le cas dans [5],

ou H etait defini de maniere legerement differente).
(b) 0 est un point critique d’index infini pour B(/.
(c) satisfait la condition (c) de Palais-Smale.
(d ) - +00 quand -~ oo.

(e) atteint son minimum sur Lg en un point u tel que (d’ou
l’existence d’une solution periodique au moins).

( f ) est invariante par 1’ action naturelle de S 1 sur Lg :
(6 u) (t) = u (t + 8), pour 8 E S 1= R/Z.

Les points critiques de (a 1’exception de 0) sont donc groupes en S1-
orbites, qui sont en fait des cercles C1 appeles cercles critiques. Tous les
points de S 1 u ont meme index (toujours fini) et meme nullite ( touj ours >_ 1 ) .
On dit que le cercle critique S1 u, ou le point critique u, est non dégénéré
si sa nullite est 1.

On a alors ([5], § III) :

PROPOSITION 3. - Si tous les cercles critiques de 03C8 sont non degeneres, il

y en a au moins un de chaque index pair.
Dans le cas ou on ne fait pas Fhypothese de non-degenerescence, la

theorie de Morse n’est plus applicable, et il faut faire appel a la théorie
de Liusternik-Schnirelman. On doit a Viterbo [11] le resultat suivant,
fondamental pour la suite :

THEOREME 3. - A chaque entier p >_ 1 on peut associer une valeur critique
c p  0 de de telle sorte que :

(a) l’ensemble et ~r’ (v) = 0 ~ contient au moins un
point vp vérifiant :

(b) si cp = cq avec p ~ q, alors K contient une infinité non dénombrable
de cercles critiques.
On vérifie dans [5] que l’index (resp. la nullité) d’un point critique u de
est égal a l’index (resp. la nullité) du système linearise autour de x sur
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l’intervalle [0, 1] :

ou x est la solution 1-periodique du probleme (5) liee a u par 1’equation
x=u.
A chaque solution (x, T) du probleme (5)a correspond par la proposi-

tion 1 une suite infinie de solutions xk du probleme (6)a et donc de points
critiques uk = xk de I’index de uk etant ik. On verifie aisement que les ik
sont lies à i1 par les formules d’ iteration du paragraphe precedent, notam-
ment (II. 10). Le fait que le systeme considere

soit obtenu par linearisation d’un système autonome autour d’une trajec-
toire périodique implique certaines particularités :

PROPOSITION 4. - 1 est toujours multiplicateur de Floquet. En particulier :

Demonstration. - est une solution 1-periodique de (8). L’inegalite
(9) découle de (II.21). []
Nous allons amintenant corriger une formule donnee dans [5] sans

demonstration suffisante.

Soit (x, T) une solution du problème ( 1). Pour tout a entre 1 et 2, il

existe une parametrisation (x", de la trajectoire x telle que (x°‘, soit

solution du problème (5)~. On convient que les periodes T et T~ sont
minimales. La fonction xl definie par

est alors solution du problème (6)a. On verifie ([9], III) que les multiplica-
teurs de Floquet du systeme linearise

ne dependent pas de a, 1  oc  2. On dit que la trajectoire (x, T) est non

degeneree si le multiplicateur 1 est d’ordre 2, ou de façon equivalente si

est de dimension l, Ra étant la résolvante du système
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Au système ( 10)a est associée une fonction r dont les propriétés sont
données par la proposition (II. 1), et on a le résultat suivant :

PROPOSITION 5. - Si i la trajectoire (x, T) est non degeneree, il existe

oco E ] 1, 2 [ tel que pour oco  a  2, on ait :

Démonstration. - Rappelons que io est l’index de xo. Dire que (x, T)
est non degeneree signifie que pour tout a, 1  a  2, on a

La proposition II. 1 (e) donne seulement

Reprenons les notations adoptees lors de la demonstration de II. 1 (e)
en omettant provisoirement pour simplifier l’indice a qu’il s’agira ensuite
de faire tendre vers 2.

Quand E - 0, la forme quadratique Q~ tend vers une forme quadrati-
que Q d’ index i 1 et de nullite 1. On a :

et

En d’ autres termes, 0 est valeur propre simple de Foperateur L ; on verifie,
en ecrivant que x 1 est solution du systeme linearise que le noyau de L est
engendre par x 1.
En raison de la structure particuliere de L (perturbation compacte d’un

isomorphisme) on peut montrer qu’il existe deux applications C~, E - uo
et E - ~,E, definies sur un voisinage de 0 dans R et a valeurs dans L~ et R
respectivement, telles que
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La question se reduit alors a trouver le signe pour Si ce

signe est positif, 1’index de Q03C9|F2 sera i1 et 1’index de Q03C9 sera Si
ce signe est negatif, 1’index de sera i1 + 1 et l’index de Qco sera

Ecrivons les développements de Taylor :

Commençons par LE. Le calcul ( voir [5] avec montre que L~ et
L2 sont données par :

of l’on a pose

D’autre part en reportant ( 14) dans (13) et en identifiant on obtient

De F equation ( 18) on tire, en utilisant le fait que Lest autoadjoint :

Rappelons la formule donnant 1’operateur L (II. 16) :

avec :
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Le calcul montre que

et par consequent (15)

c’est-a-dire ~,1= o.
La relation ( 19) s’ecrit alors

d’ ou l’on tire le signe de À2 :

( 16) et (22) montrent que

Il s’agit de determiner uo et de calculer Pour ce faire, il faut

se servir de la formule L~ x 1= - L uo qui equivaut successivement a :

donc

est une constante de 

On obtient 1’equation
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Cette equation se met sous la forme

avec

On en tire le systeme :

Pour exprimer z en fonction de xl, il faut profiter de l’homogénéité de la
fonction H. En effet, les equations (26) et (27) montrent que

D’autre part, on peut proceder comme en [5], lemme V . 1. Posons

Alors xh est une solution Th periodique de x = JH’ (x) qui coincide avec x 1
pour h =1.

En derivant par rapport à h l’identité xh (Th) = xh (0), en h = l, on obtient :

En comparant (29) et (30), tenant compte du fait que Ker est

engendré par x 1 (0), on obtient :

où À est une constante reelle.

Ainsi z est une solution du problème de Cauchy [(26), (31)]. Mais si

l’on derive l’identité en h= 1, on obtient, en posant
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En comparant les problemes [(26), (31)] et [(32), (33)], on voit que

et en calculant y :

on en deduit (28)

Nous sommes maintenant en mesure de calculer Mais il faut

rappeler que cette quantite depend de a puisque xl designe la fonction jc~
donnee par (10). En utilisant les relations (34) et (25), on voit que
(L uo, uo) est la somme de quatre termes :

avec

Notons egalement
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Admettons provisoirement les résultats suivants :

C designant une constante strictement positive et les C~ (a), i = 1 a

5, des fonctions de a restant bornees lorsque a tend vers 2.

La formule (23) s’écrit alors

Et l’ on voit, puisque lim 03B12/(2-03B1)  = + oo, que pour a suffisamment proche
« -~ 2- 2-a

de 2, ~,2 est negatif, il en est de meme et l’index de est donc

Il reste a verifier les relations (40) et (41). Convenons de noter dans les
calculs qui suivent C toute constante reelle strictement positive indepen-
dante de a. Soit d’autre part fi un reel fixe, 1  2. On verifie facilement

que l’on a

et

donc

La formule ( 10) donne alors :

et
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Calculons L 

L xi = -J xl (t) + J xi (0) -JBa (t) J Ml (t) [voir (20)-(21)]
Comme Ha est positivement homogene de degre cx, on a :

On a donc

d’ou l’on tire

donc

et

En utilisant (44), (45) et (42) on a :

ou C (a) est une fonction de a bornee quand a tend vers 2.
D’autre part (48), (47) et (44) donnent :

Au total en reportant (51) et (52) dans (50), on obtient bien la relation
(40).
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On epargnera au lecteur les calculs fastidieux conduisant aux relations
(41).

Ceci termine la demonstration de la proposition 5.

COROLLAIRE. - (a) Avec les mêmes hypotheses, si ao  a  2, on a :

(b) Si la trajectoire (x, T) est degeneree, la relation (53) est vérifiée pour
tout a entre 1 et 2.

Démonstration. - (a) Si Si la trajectoire est non degeneree, pour
ao  a  2 on et il y a au plus ( n -1 ) multiplicateurs
sur le demi-cercle superieur. D’aprcs la proposition I. 1, l’index j ne peut
decroitre de plus de ( n -1 ) unites a partir de il + n + 1.

(b) Si la trajectoire est degeneree, on ± ) >-- il + n mais il y a au plus
( n - 2) multiplicateurs sur le demi-cercle superieur, donc (53) est encore

verifiee.

IV. - DEMONSTRATION DU THEOREME 1

On raisonne par l’absurde en supposant qu’il y a une seule trajectoire
fermee sur S verifiant x = J n (x). On fixe un reel a, 1  a  2, suffisamment

proche de 2 si la trajectoire est non degeneree (proposition III. 5).
Les seuls cercles critiques de B~ sont donc les S 1 uk, u 1 etant le point ou

B)/ atteint son minimum. Ce minimum 03C8(u1) est strictement negatif et le
calcul montre que ~r ( uk) _ (T k ) - z~~ 2 - «~ ~ (u 1 ). La suite des valeurs critiques
non nulles de (~r (uk)) k > 1 est donc strictement croissante. On demontre :

LEMME 1. - La fonction j est égale d 2 au voisinage de - 1 sur aJ .

Demonstration. - Le théorème III. 3 donne pour p = 1, 2, 3 des points
critiques vl, v2, v3 de Bj/ tels que

Il est clair que S~ et que, la suite ik etant croissante :
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Or d’ apres la formule ( 10)

On en deduit puisque (53) est verifiee

La fonction j passe d’une valeur j(1±)~n a !a valeur 2 au point

(2i1t)
La proposition II. 5 (d) montre qu’il y a au moms (n-2) multiplicateurs

sur Fare de cercle compris entre 1 et exp ( 20142014 ). H reste au plus un

multiplicateur entre exp(2i03C0 3) et -1, la fonction j ne peut, entre ces

deux points prendre la valeur 3 et redescendre a la valeur 2 au point (2014 1).
D’ou Ie lemme. []

Ainsi it y a au moins (~20142) multiplicateurs de Floquet sur Ie demi-
cercle supérieur. Rappelons que l’on a suppose n~3.
On reprend les notations données a la fin du paragraphe II. On a :

LEMME 2. 2014 Tous ~ 0~ l~~~!, sont positifs ~M sens J~ Krein. EM
particulier :

Demonstration. - On utilise a nouveau la proposition (II. 5). Notons
m

~,p la multiplicite de Mp et ~, _ ~ ~,p. On sait que ~ vaut (n - 2) ou (n -1 );
p=i .

en effet on peut ecrire :

etona
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Distinguons les deux cas :
( 1) ~, = n - 2. On voit que la seule possibilite est j 1 = n 

(2) La trajectoire est dans ce cas non degeneree, et on a

d’ ou la meme conclusion..
La suite ik vérifie la formule donnée au corollaire (II. 5) :

ou

Il est clair que vaut 0 ou 1 et que

Il existe donc des valeurs de l’entier k pour lesquelles ik+ 1- ix ~ 4~
Soit K la plus petite de ces valeurs. On a

et il y a exactement K cercles critiques S1 uk d’index ~2K. Or le théorème
III. 3 donne ( K + 1 ) cercles critiques 1  p  K + 1 d’ index _ 2 K. Il

y a donc coincidence de deux cercles S et une infinite
d’orbites critiques sur un meme niveau critique. Or la suite des valeurs
critiques de west strictement croissante. On aboutit ainsi a une
contradiction et le theoreme est demontre.
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