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Resumt. — Etant donnés un systéme hyperbolique et une forme bili-
néaire g sur CN x CN, & tout couple(u, v) de solutions libres du systéme,
on associe la fonction q(u, v) (¢, x), teR, xeR". On introduit différentes
notions de compatibilité¢ de la forme g avec le systéme différentiel, en
liaison avec I'étude du comportement asymptotique, ponctuel ou intégral
de g (u, v) (¢, .) quand [t] tend vers l'infini.

Mots clés: Applications compatibles, systémes hyperboliques, comportement asymp-
totique, compacité par compensation.

ABSTRACT. — To each pair (i, v) of solutions of ¥ u=0, where £ is an
N x N hyperbolic system, we can associate the function g (u, v) (t, x), teR,
x€R", with q a given bilinear form on CN x CN, The asymptotic behaviour
of q(u, v)(t, .) when |t| grows to infinity allows us to introduce several
families of bilinear forms (which we call compatible with the system %)
which define a weaker coupling,
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358 B. HANOUZET ET J.-L. JOLY

INTRODUCTION

Soit # un opérateur du premier ordre a coefficients matriciels constants

Z(0)=3 B3, BieMyx(0),

i=0

de symbole
ZE=2§B, geRL
i=0

Dans des articles maintenant classiques, F. Murat [10] et L. Tartar [13]
ont montré que certaines formes bilinéaires g qur C~, a savoir celles qui
possédent la propriété de compatibilité suivante avec & :
(Co) Pour tout £#0, Ker & (£) est un sous-espace isotrope pour g, c’est-
a-dire g(Ker £ (£), Ker £ (£)) =0,
avaient des propriétés remarquables de continuité faible dans un sous-
espace de L2

Dans le méme ordre d’idée, nous avons montré dans [7] et [8] que ces
formes [que nous nommerons(C,) compatibles] permettaient de définir des
applications : (u, v) ¢ (u, v) continues de {ue(H;, )Y, £ (0)ue(Hi, )M }?
dans un espace de Sobolev convenable, ceci méme pour des valeurs stricte-
ment négatives de s. Cette notion de compatibilité qui permet de distinguer
dans le domaine d’'un opérateur des « produits » plus réguliers que les
autres est susceptible de généralisations a d’autres espaces du type H®?
ou Besov[l] ou a des opérateurs a coefficients variables[6]. Elle peut
s’interpréter aussi en termes de spectre singulier polarisé[11].

Lorsque 'opérateur & est hyperbolique par rapport 4 une des variables
que nous désignerons par ¢t

L=10,+ Y A0,

i=1

il a été noté dans [8] que, sous certaines hypothéses de régularité sur
& (caractéristiques simples en particulier), les formes C, compatibles
possédaient, relativement au probléme de Cauchy pour %, une autre
propriété remarquable; de fagon caractéristique ce sont celles qui défi-
nissent l'interaction quadratique ponctuellement le plus faible possible
lorsque |t | + oo.
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APPLICATIONS BILINEAIRES COMPATIBLES 359

Toujours pour les opérateurs hyperboliques réguliers, A. Bachelot[2] a
remarqué que la compatibilité (C,) était caractérisée par une propriété
d’équirépartition de I’énergie.

Cependant, des exemples trés simples, a caractéristiques de multiplicité
variable, montrent que (C,) n’est pas toujours la bonne notion pour le
probléme de Cauchy.

Dans ce travail, nous proposons diverses propriétés de compatibilité,
plus naturelles que (C,) dans le cadre du probléme de Cauchy hyper-
bolique. Elles sont définies au paragraphe 1 et comparées a (C,).
Deux exemples sont donnés au paragraphe suivant, le troisiéme et dernier
paragraphe étant consacré au comportement asymptotique ponctuel
remarqué dans [8]. Les deux exemples considérés au paragraphe 2 donnent
lieu a I'existence globale d’une solution de £ u=q (1) et a 'existence d’un
opérateur de diffusion si g est compatible avec .# et si les données initiales
sont suffisamment petites ([9], [5], [14]).

I. — DIVERSES NOTIONS DE COMPATIBILITE

Soit £ un opérateur différentiel de la forme :

£=16,+Y Ao, teR xeR"

i=1

ou A;e.#\(C). On fait sur . les hypothéses d’hyperbolicité suivantes :
on suppose que la matrice :

A(§)=Z EA, EeR”

i=1

se diagonalise sous la forme :

p

A=Y a®m®) (1.1

=1

avec p<N indépendant de £#£0, ¢, (§)e R, m, (E) e A (C), vérifiant :

p

(8) . m(8) =8y m (§),  I=} m (&) (1.2q)

k=1

Vol. 4, n° 4-1987.

-



360 B. HANOUZET ET I.-L. JOLY

GeC*(RN\{0} R),  meC™(RN\{0} #y(C) (1.2b)
CL#EC si k#L (1.2¢)

Les fonctions ¢, sont homogénes de degré 1, n, homogénes de degré 0.
Remarquons que le rang de chaque projecteur =, est constant puisque
d’une part il est s.c.i. en vertu de (1.2b) et que, d’autre part, la somme
des rangs des m, est égale a N d’aprés (1.2a). Remarquons aussi que
(1.2c¢) siginifie que si k1, il existe £#0 tel que ¢, (&) #¢,;(§). Par consé-
quent I'entier p qui figure dans (1.1) est minimal, ce qui rend ’écriture
(1.1) unique a une permutation des indices prés. Fondamentalement, la
propriété d’hyperbolicité résulte de ce que le spectre de A (§) est réel; la
formule (1.1) qui dit que A (&) est diagonalisable est une propriété de
régularité supplémentaire. On notera toutefois que malgré (1.2¢) et le fait
que les m, soient de rang constant, les valeurs propres de A (&) ne sont
pas en général de multiplicité constante, car rien ne s’oppose a ce que
divers ¢, (&) coincident pour des valeurs particuliéres de &.
Si on a de plus :

(8> (8)>...>¢,(8), &#0 (1.3)

on dit que & est fortement hyperbolique; dans ce cas les p valeurs propres
distinctes ont une multiplicité constante.

Soit ¢ (& (R")N; la solution u du probléme de Cauchy

Lu=0, u(0 0)=¢(x) (1.4)
Sécrit :
u(t, x)=k§1 u(t, x) (1.5)
avec
uthij“*W@m®¢@& (1.6
ou

<AP(§)=(27t)_"j e 2B @ (x) dx.

r»"
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APPLICATIONS BILINEAIRES COMPATIBLES 361

Soit ¢ une forme bilinéaire sur C¥. A chaque couple (1, v) de solutions
de (1.4) correspondant a des conditions initiales ¢ et {r dans (& (R")Y, la
forme g associe la fonction g (u, v) définie sur R"*?! par :

q(u9 U) (ta X)= Z q(uk (t’ X), Ul (t’ X)) (17(1)
k,i=1

q (uk (t7 x)> Ul (la X))
=J , e Ex 8 g (1, (§) 9 (§), ;(M)Y(n)dEdn  (1.7b)

Dy (8, X3 & M) =X, §+ N> —1(¢ (&) +¢, (M) (1.7¢)

Clairement, le comportement asymptotique, quand |t! — o0, de chaque
terme q (u, v;) dépend de I'ensemble des points critiques de la phase @,

Si on s’intéresse au comportement ponctuel, c’est-a-dire a q(u, v) (¢, x),
I’ensemble critique qui intervient est pour k, [ fixé

S¥={&#0, n#0; 3(t, x)telsque V,, ®,,=0}
={E#0, N#0; ¢, (§)=¢;(n) 3.

Si on s’intéresse au comportement de Iintégrale f q(u, v)(t, x)dx les
R"

ensembles critiques intéressants sont les :

S¥={€#0, n#0; IrtelqueV,,, ®,=0}

={&#0, n#0; £+Nn=0, ¢, (&) =¢,(n) }.

x&n

Tenant compte de (1.74), le théoréme de la phase stationnaire laisse
prévoir que le comportement pour [t[ grand de ¢q(u,v) ou de

J q(u, v)dx sera a priori meilleur si g vérifie les propriétés suivantes,
pugur tout k et [ :

(Cu VE nest, qm (), m(n)=0

et ceci pour i=1 ou i=2.

DEerFINITION. — On dit que ¢ est compatible avec % au sens (C,) i=1, 2,
si g verifie (C,), , pour tout k et L.
Il est clair que si g vérifie (C,), elle vérifie (C,).
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362 B. HANOUZET ET J.-L. JOLY

ProprosiTION 1.1. — Si g vérifie (C,) ou (C,) elle vérifie aussi :
(Cs) Vk, YE#£0,  q(m(€), m(8)=0.

Démonstration. — 1l suffit de montrer que si g vérifie (C,) elle vérifie
aussi (C;). Comme A(—&)=—A(E),ona:

P P

A(=9=3 a(-9m(=8=-A(E) =} ~©mE)

1=1 k=1

A cause de (1.2) et de I'unicité qui en résulte pour (1.1), a tout k on
peut associer un unique [, tel que :

e (=8=—¢ @), m (-E=m/(Y).
On a donc V¢, (—&) =V, (§) et par conséquent,

Alors si g vérifie (C,), elle vérifie en particulier (C,), , pour tout k, donc
q(my (8), my, (—=&))=q (m, (€), 7, (£))=0, pour tout k, ce qui est la condi-
tion (C,).

Avant de comparer les propriétés (C,) et (C,) a la propriété (C,) que
nous avons mentionnée dans I'introduction, remarquons d’abord que cette
derniére signifie que les sous-espaces propres de A (&) sont tous isotropes
pour q.

Précisément, si A;(€), j=1, ..., r(€), désignant les valeurs propres de
A (§), la propriété (C,) s’écrit :

(Co) Vi, qC Y m©®, Y mEN=0

x (B)=1j(®) ok (B)=2j (&)
on a alors,

ProPoSITION 1.2. — Si & est fortement hyperbolique les conditions (C,),
(C,) et (Cy) sont égquivalentes.

Démonstration. — La propriété d’hyperbolicité forte assure déja que
(Cy) et (C;) sont équivalentes. La proposition résultera donc du fait que
pour tout [#1],, S¥=¢J. Soit donc (&, —£)eSk; on a V¢, (E)=V¢,(—8).
Comme les fonctions ¢, sont homogeénes de degré 1, on en déduit que
pour £+#0 :

6 V6 (0) =6 (8)=<& Ve (=8 > =—¢(=8)
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mais la forte hyperbolicite de ¥ implique que I'égalité ¢, (§)= —c;(—&) ne
peut avoir lieu pour un & particulier que si elle a lieu pour tout £#£0, ce
qui impose I=1,; d’ou le résultat.

Examinons maintenant un cas fréquent dans les applications ou toutes
les propriétés de compatibilité coincident.

ProrosiTioN 1.3. — On suppose que ¥ est fortement hyperbolique et
qu’il vérifie :
VE#£0, Vk, ¢, () #0, (1.8a)
VE#£0, Vk, rang(Hess ¢, (§))=n—1. (1.8b)
Alors les conditions (C,) a (C;) sont toutes équivalentes.

Avant de démontrer cette proposition, dégageons des propriétés géomé-
triques des hypothéses (1. 8 ab).

LemMmE 1.4. — Soit ¢ (§) une fonction C*(R™\0), homogéne de degré 1,
telle que :

VE#£D,  c(§)>0, (1.9a)
VE#0,  rang(Hessc(E))=n—1. (1.9b)

On note W I'image de S"~* par I'application :
E—Vc(E) (1.10)

Alors,

(1) W est une sous-variété réguliérement plongée de R" et (1.10) est un
difféomorphisme de S"™* sur W.

(i) L’application réciproque de (1.10) est Papplication de Gauss y de W
(v associe a tout point de W la normale extérieure @ W, composante connexe
bornée de R™\\W).

(iif) # est un ensemble strictement convexe dont c est la fonction d appui.

Démonstration du lemme 1.4. — Notons d’abord que ’homogénéité de
c (&) implique que :

=Z &E(& =c(§) (1.11)

=Z aglaa T ©).b= (1.12)
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364 B. HANOUZET ET J.-L. JOLY

et que, par suite, (n—1) est le rang maximal de la matrice hessienn
de ¢ (). '

Le point (i) résulte du lemme suivant (voir aussi [12]).

LemME. — Lapplication C*T : |V (8)| 7 Ve (&) est un difféomor-
phisme de la sphére S"™ 1.
En effet, de (1.9a) et (1.11) on tire :

(T(E), §>>0;

par suite T(§)#T(—&) et donc T est surjective; d’autre part, T (£) # —§

donc le degré de T vaut 1; par ailleurs (1.95b) implique que T est un

difféomorphisme local donc global puisque le degré de T vaut 1. Le point

(ii) résulte de 1. 12, l'orientation étant conséquence de (1.11) et {1.9q).
Démontrons le point (iii). Soit £€S"" %, on a :

c(&)=sup {x, £>. (1.13)

xeW

En effet, sup (x, £} est atteint sur W en un ensemble de points ou la
xeW

normale extérieure est égale a &, de (ii) il résulte que cet ensemble est
réduit 4 I'unique point V¢ (&) et (1.13) découle de (1. 11). La fonction ¢ (&)
est donc convexe et I’enveloppe convexe fermée de #” est :

CO(W)={x; VEeS" ™!, (x, ED<c(®)}

Montrons que # >CO(#’). Soit x,¢%# et y,eW tel que
| xo—yo |=dist (xo, #). 1l existe alors A>0 tel que x,—yo=Ay (¥o)=AE,.
On a donc :

{Xps Eo 0 > Yos G0 2=V (&), & >=c (&)

et par suite, x,¢ CO(#") d’ou la conclusion.

Démonstration de la proposition 1.3. — Notons W, I'image de S"!
par :

£V ()

et #', la composante connexe bornée (elle contient 0) de R™\\W,.
W, définit la k-ieme nappe du céne d’onde de &.
& étant strictement hyperbolique, on a :

VE£D, ¢ (©)>c,(9)>...>¢, ()
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APPLICATIONS BILINEAIRES COMPATIBLES 365

Par suite,
cp+1—k(_&)= —¢e (&)
ch+1-k(“§)=vck(§)
np+1—k(‘&)=7rk(§)
et aussi

Woi1-x=W,.

Si n=2, pour des raisons de connexité de R”, p est pair, chaque fonction

¢, garde un signe constant, lesg premicres sont positives, les suivantes
négatives :
VE#O, ¢ (B)>...>¢,(8)>0>cpn4+1(8)> ... >c,(8).

Si n=1, la situation est la méme si p est pair mais si p est impair la
fonction ¢, ,;,, change de signe et W, ,; est réduit a un seul point. Le
cone d’onde de £ est ainsi formé de [p/2] nappes réguliéres distinctes avec,
éventuellement, une nappe supplémentaire réduite 4 une seule droite si
n=1 et p est impair.

Supposons n=2 ou plus généralement p entier pair. Comme on a :

VE£D, ¢ (9> (8)>. .. >¢,n(8)>0
on déduit du lemme 1.4 que :

Vi(Q)=22H,08)>> ... # ().
Comme S{'={£50, n#0; V¢, (§)=Vc,(n)}, il est clair que :
=0 si I#k, I#p+1—k
ST ={(& &), &0}
STPTITE={(& —¢&), £#0}.
La condition (C,) est donc équivalente a (C,) puisque T, E)=m,.; (=8

d’ou la proposition 1.3. Le cas n=1 et p impair ne pose pas de probléme
car 7, est indépendant de &.

Remarque 1.5. — Il y a des exemples de systémes fortement hyper-
boliques qui possédent une valeur propre Cx, identiquement nulle, et qui,
par conséquent, ne vérifient pas (1.8 a). Cependant, si les autres valeurs
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propres ¢, k #k,, vérifient (1.8a) et (1.85) et si on ne ¢intéresse qu’aux
solutions non stationnaires du probléme de Cauchy, c’est-a-dire aux solu-
tions telles que :

Ty (8) ©(8) =0
donc telles que :

U, =0

alors on est ramené au cadre de la proposition 1. 3.
Cette remarque s’applique en particulier lorsqu’on écrit une équation
scalaire sous forme de systéme et qu'on introduit de facon artificielle la

vitesse nulle, ainsi qu’on le verra dans le paragraphe suivant a propos de
I'opérateur des ondes.

II. — EXEMPLES

1° La proposition 1.3 s’applique en particulier aux systémes modélisant
la propagation d’ondes dans un milieu homogéne et isotrope, puisque dans
ce cas les fonctions ¢, sont radiales, donc de la forme o, ||, o, e R\ {0}
et vérifient par conséquent les propriétés (1.7). On trouvera des exemples
correspondant a cette situation dans [7]. Contentons-nous, ici, d’examiner
le cas de I'équation des ondes, ce qui nous permettra aussi d’illustrer la
remarque 1.5.

Soit v solution dans R"*?! de :

2

Q—Av=0

or?
v(0)=v, 2.1
ov

—(0)=v,
at( )=V,

Posons uoz?,ul:j—v, i=1, , n
t X;
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Le probléme (2. 1) conduit au systéme d’équation :

ny 5 o

1 =0
ot i=1 (?x,-
ou; _ Uy _
ot Ox;
et aux conditions initiales
®o=1,
v, (2.2
boox;
La matrice A (§) du systéme s écrit :
o =& =& ... =g
AlE)=1] —-&, 0 ..
—£, 0 e 0

et on a, pour tout £Ee R"™\ {0}
A©)=0.m (&) +[&|m, (B)—[E|n_(8)

ou my(&) est le projecteur orthogonal sur (0, &Y), n, (€) le projecteur
orthogonal sur le vecteur (|§|, —&) et n_ () le projecteur orthogonal sur
le vecteur (Ié’; , £). Les conditions initiales (2.2) vérifient ny (&) @ (§)=0
et, en vertu de la remarque (1.4), on peut donc appliquer la proposition
1.3 puisque des vitesses + [é’;[ satisfont évidemment (1.8). Les formes
bilinéaires ¢ vérifiant (C;) sont donc caractéristisées par :

q(my (8), 4 (£))=0.

[400 quJ

410 431

la matrice de la forme bilinéaire, goo€C, g,,€.#,(C), go,€.#, ,(C),
qio€H, ,(C).

Notons
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Ces deux relations donnent :
do0 lélzi@m E+'€4q40) !T;‘ +€g,1£=0

donc

do1+'q10=0
t{;q“ E= _QOOI&IZ-

Par conséquent, la matrice de g est la somme d’une matrice antisymétrique
quelconque et d’une matrice proportionnelle a

1
—1 0

-1

si on ne s’intéresse qu’a la forme quadratique associée 4 g, on a donc :

q(u, w)y=ug— Y, u}

i=1

et en revenant a la fonction v on trouve :

ov 2_ 5
(E) (V,v)

. . x 2
C’est-a-dire le lagrangien associ¢ a I'opérateur des ondes []= — —A. Le

ot?
cas de la dimension 1 d’espace se traite aussi en posant :

ov  Ov

U, =———

ot Ox

ov  Ov

=t

ot  Ox

ce qui conduit au systéme suivant pour u=(u,, u_)
ou 1 0| ou
—+ —.
ot 0 —1]}0ox
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Donc

E 0

A(é)=[0 e

:|=é“+ —&n_

ol m, (resp. m_) est le projecteur sur le premier axe (resp. second axe).
Les propriétés sont vérifiées et les formes bilinéaires ont pour matrice :

0 «
B o
Les produits autorisés sont donc de la forme u, u_ ce qui, revenant a v,
conduit évidemment encore au lagrangien. On a donc
ProposiTION 2.1. — Les formes compatibles au sens (C,) ou (C,) ou
, d . .
(C,) avec I'opérateur des ondes P — A sont proportionnelles a u? —| V.u IZ.
t

2° Voyons maintenant un exemple assez différent, & caractéristique de
multiplicités variables, et ou les hessiennes des vitesses ¢, (§) sont toutes
identiquement nulles, donc de rang maximal égal a n— 1 seulement si n=1.
Pour cet exemple ou I'opérateur ¥ est découplé, la matrice A (&) est
diagonale et s’écrit :

-<C17 é>

L <CN5 é)_

avec c;eR", pour i=1, ..., N.
Notons ¢, - . ., Ch, les vecteurs distincts. La matrice A (§) s’écrit sous
la forme (1.1) :

p

A=Y <. t>m,

i=1

avec m,= Y P, P, étant le projecteur sur la j-iéme coordonnée de C.
cj=cp;
En dimension n=1, 'opérateur .# vérifie les hypothéses de la propriété
(1.3); ce n’est plus vrai pour n=2 et, dans ce cas, seule la forme identi-
quement nulle vérifie la propriété (C;). En effet, quels que soient i et j
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¢léments de {1, ..., N}, il existe toujours &0 tel que {c¢;—c;, £>=0
et par conséquent pour vérifier (C,), g doit satisfaire :

q(P, P)=0, i je{l,...,N}
donc g=0. Plus précisément, on a :

ProposiTiON 2.2. — Soit & lopérateur défini par (2.3). Si n=1, les
compatibilités (C;), i=0, 1, 2, 3 sont toutes équivalentes. Si n22, seule la
forme nulle est compatible au sens (C,), mais les compatibilités (C), i=1,

2, 3 sont équivalentes.
N

Une forme q(u, v)= ), a;u;v; est compatible avec ¥ au sens (C),
i, j=1
i=1, 2, 3 si et seulement si ;=0 dés que ¢;=c; C’est sous ces hypothéses
qu’il est établi dans [5] que le probléme de Cauchy admet des solutions
globales pour des données petites.

III. — COMPATIBILITE
ET COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE PONCTUEL

On suppose # fortement hyperbolique et satisfaisant les propriétés
(1.8). Si pe(L (RN est un paquet d’onde régulier, Cest-a-dire si ¢ a
une transformée de Fourier dans (2 (R™\0))Y, on vérifie d’abord que la
solution correspondante posséde une décroissance en O (1" "* 12 pour la
norme uniforme en x € R* et on précise le comportement de cette solution
au voisinage de chaque nappe du cone d’onde de #; c’est I'objet de la
proposition 3.2 ci-aprés. Par conséquent, si u et v sont des solutions
correspondant a des paquets d’ondes réguliers, g (u, v) décroit en général
en O (t~""1!). La compatibilité de g avec % permet d’obtenir une meilleure
décroissance, plus précisément :

ProrosiTioN 3.1. — On suppose n=2 et & fortement hyperbolique
satisfaisant (1.8). Pour qu’une forme bilinéaire q soit compatible avec ¥ il
faut et il suffit que, pour tout couple (u, v) de solutions du probléme de
Cauchy, avec u(0, .) et v(0, .) paquets d ondes réguliers, on ait :

max |q(u, v) (¢, x)| =0 (¢ 7" (|| - o). 3.1)

xeR"
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On précise tout d’abord le comportement de chaque fonction :
(1, %)= J i Cx -a® , (8) g () dE
RII

au voisinage de la nappe correspondante du cone d’onde de Z.
De fagon générale, comme au lemme 1.4, on introduit une fonction
¢ (€), C*(R™\0), homogéne de degré 1, vérifiant :

VE#£0, c(&)>0 (1.9a)
VE#0, rang(Hess c(§))=n—1 (1.9b)

et on reprend les notations du lemme 1.4. Soit aussi :
neC®(R™N\0; #y(C)), homogéne de degré 0 (3.2
fe(@®™N\0)N. (3.3)

Pour te R et y e R" on introduit :
1, y)=j e8I O (E) £ (£)d (3.4a)
R"

qui s’exprime aussi en coordonnées polaires par :

I, y)=JwJ e @2 @ n (@) f(pw) p"~* dpdo (w). (3.4 b)
o Jsno!

Le comportement asymptotique quand |t|— oo de I(t, y) dépend des
points critiques de la phase ®(t, y, £)={y, £>—c(§). D’aprés (3.2), (3.3)
cette phase est C® dans un voisinage du compact qui porte I'amplitude
n(E) f (&), elle-méme C®. Si le paramétre y n’appartient pas a W
(y#Vc(€), £E€S"71) la phase n’admet pas de point critique. Par consé-
quent, par le procédé habituel d’intégration par parties, on vérifie aisément
que I(z, y) a une décroissance rapide en t et, ceci, uniformément pour y
parcourant un fermé ne rencontrant pas W.

Si le paramétre y appartient a W [alors il existe £(y) unique dans S" !
tel que y=Vc (&), &£(»)=v(») ou y est 'application de Gauss] la phase ®
stationne en tout point §=A&(y), A>0. Ces points critiques sont dégénérés
puisque Hess, ®( = —Hess ¢ (£)) n’est pas de rang n, ils sont sur la variété
critique {€[E=Ay(y)} qui est non dégénérée (cf. [3]) 4 cause de (1.9a),
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(1.9b) et (1.12). Par suite, pour ye W on a :
2\~ 1)/2
I(z, y)~(7) Ty (") a, () (3.5a)

avec

+

) fOx ()] det(Hess ¢ My (), gyt | ~ 12 dM
(3.5b)

a, (,V) — ei (n/4) of

o]

[0 est la signature de Hess ¢ (Ay () Ly oyt

Pour étudier le comportement de (¢, y) au voisinage de W nous allons
utiliser (3.4b).

La phase qui intervient dans I'intégrale par rapport a p n’admet de
points critiques que si les paramétres y et o sont liés par :

{(y, ®>—c(®)=0 (3.6)

c’est-a-dire §’il existe un hyperplan de R", tangent a W, normal a o et
contenant y. Si on intégre d’abord sur S"" !, la phase admet toujours des
points critiques quelles que soient les valeurs de y et p. En effet, ces points
critiques sont caractérisés par :

(y—=Vc(@)),:=0

ce sont donc les ® qui caractérisent les normales extérieures 4 W passant
par y.
Soit £>0, on construit le voisinage de W :

V(e ={y; y=Vc(®)+ro,|1]| <g, 0eS" '}.

Pour € assez petit, pour tout ye V(g) il existe o unique, weS" ! tel que
y=Vc(w)+hm; cet élément m est note 8(y), 9 est une application réguliére
de V(¢) sur $"! qui prolonge lapplication de Gauss: pour yeW,
9(y)=v(y).

Soit ®eS""!, on note R (w) le rayon de courbure minimal de W au
point Ve (®) et R= min R (w)>0. On choisit

wes" !
O<e<R. (3.8)
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Le lemme suivant nous permet de localiser en fonction de yeV(e) les
points critiques ® vérifiant (3. 7).

LEMME. — Soit woeS" ! et yo=§70((no)eW. Pour y=y,+Awy, A> —¢,
€ vérifiant (3.8), si ©#w, vérifie (3.T) on a:

@y, w ) <0. 3.9

Preuve. — Si A20, y, est la projection de y sur le convexe #7; d’aprés
le lemme 1.4 (iii) on a donc pour ©#®, :

{ @y, Ve(®)—Vc(mwy) ) <0.
Comme A=0ona:
(g, Ve(w)—y)><0

par suite, si @ vérifie (3.7) on a (3.9).

Si —e<A <0, §’il existe ®# w, vérifiant (3.7) et (w,, ) =0, la sphére
centrée en V ¢ (0)+ Aw tangente 4 W au point V ¢ (@) ne peut étre intérieure
a W ce qui contredit (3. 8), d’ou le rédultat.

Ainsi, pour ye V(g) ’ensemble des points critiques [vérifiant (3. 7)] est
formé de 0(y) et d’un sous-ensemble de S"~! contenu dans :

{0eS" 1 <0(), 0)><0]}.

Cette observation permet de montrer qu’il existe >0, B>0 tels que, a
chaque w,€S""", on puisse associer un recouvrement de S"~! par deux
ouverts Q, et Q, non vides réalisant les propriétés suivantes :

Vye? (Ve(wg), 0={z |z—Vc(a,)| <a}
ona:
pour meQ;, <(y,w)—c(®s—P (3.10)
8(y) est le seul point vérifiant (3.7) dans Q,. 3.11

Avec une partition de I'unité {x,, %, } subordonnée a {Q,, Q,} on peut
écrire I(t, y)=1I, (t, y)+1,(t, y). Dans I, (¢, y) on intégre d’abord en p,
(3.10) montre qu’il n’y a pas de points critiques quand ye ¥ (V c(®,), ).
Par suite I, (¢, y) est 4 décroissance rapide en t, uniformément par rapport
a ye¥ (Ve(w,), o) d’apreés (3. 10). Dans 1,(¢, ) on intégre d’abord en w.
Pour ye ¥ (Vc(wg), ) le seul point critique 0(y) qui intervient est non
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deégénere puisque le rang de Hessc (8 (y)), 4, est n—1 donc maximal. Le
théoréme de la phase stationnaire donne alors :

f £ip (. 0)=¢O 1 (@) £ (p0) 1 () do ()
Q2
:=<%ﬁ>“”ﬂeumoagm«y,ww>Auem»{n(900)f(p900)
tp
X [ det Hessc (e (y))] oyt [ ~u2 +8 (t, P )’) }

\ 1
ou g(ta P, )’)=0<_>
tp

Intégrant ensuite en p on obtient :
2\ 1)/2
I, )’)=<T> {r@O)ag(t, »)+h(t, )} (3.12q)
avec

(e ¢]
ao (t, y) =l Wh)o [ eltP Ky, 8> —c(® () f (p(:_) (y))

0

x | det Hess c (pO (1))} o5t | "2 dp (3.12 b)

h(t, y)=ei("/1)°‘[ et 9(y))—r(9(y)))g(t’ P, y) p(n—l)/Z dp (3. 12 C)
0

1 . , .
h(t, y)=0 (—) uniformément par rapport & ye ¥ (Vc{ay), o). (3.12 d)
t

On peut remarquer que, bien sir, (3.12) implique (3.5) quand yeW
auquel cas 8(y)=v(y) et

(3, 0 >—cO®)=<y, Y») > —c(y(»)=0.
On résume les résultats obtenus dans I’énoncé suivant :

ProOPOSITION 3.2. — Soit ce C*(R™\0), homogéne de degré 1 vérifiant
(1.9), soit © satisfaisant (3.2) et fe(2 (R"™NONYN, alors 1(t, y) donné par
(3.4) a les propriétés suivantes :

(i) Si y est dans un ensemble fermé ne rencontrant pas W, 1(t, y) est a
décroissance rapide en t (uniformément par rapport a y).
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(i) Il existe un voisinage ¥~ de W et une application 0 de ¥~ sur S"~!
réguliére, prolongeant I'application de Gauss de W telle que, pour ye ¥, on
ait :

2\ /2
I(t, y)= (T) OO ao(t, y)+a,(t »)

1
ot a4 (t, y) est donnée par (3.12 b) et a, (¢, y)=0 (—) (uniformément par
t

rapport a yev").

p

Démonstration de la proposition 3.1. — On a q(u, V)= )Y, q(u, v;) ol
K I=1

u, et v, sont donnés par (1.6). La proposition 3.2 nous donne le premier
terme des développements asymptotiques de u, et v; ces premiers termes
pouvant étre localisés dans des voisinages arbitrairement petits de W, et
W, pour l#k, l#p+1—kona:

g, v)=0(t"")

et par suite :

?
qu, )= Y, q(th, v;)+q (U, Ve - FO ™).
k=1

De (3.12) on déduit que, de fagon générale :

q(uk’ vk)=Ct_"+1q<nk<ek<“x_>>a{‘)<5>a
t t
(o)) o
t t

Comme par ailleurs 8, _,= —86, on a aussi :
q (u, Upt1 -x)
serettaln(0())2 () (o) () o
t t t t
La conclusion découle ensuite de la proposition 1. 3.
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