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REsuME. — Nous établissons un résultat d’existence global en temps
pour ’équation d’évolution u,+ A u=F (u), u(0)=u,, oi —A est le généra-
teur infinitésimal d’un semi-groupe linéaire S(¢) régularisant dans une
échelle d’espaces de Banach B, F un opérateur non linéaire quasi différen-
tiel « assez petit » compatible avec S (f). Nous montrons que pour u,, assez
petit dans B, il existe une solution unique de I’équation telle que u(f)
reste borné dans B, ,, pour un certain o >0. Nous donnons une application
au mouvement de l'interface de deux liquides en milieu poreux.
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ABSTRACT. — We give a global existence and uniqueness result for the
evolution equation #,+ A u=F (u), u(0) =u,, where —A is the infinitesimal
generator of a linear semigroup S () smoothing in a scale of Banach spaces
B, and F is a nonlinear quasi differential operator consistent with S (¢).
We show that for u, small enough in B, there is a unique solution of the
equation such that u (¢) remains bounded in B, ,, for some o >0. We apply
this result to the motion of the interface of two liquids in a porous
medium.
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378 J. DUCHON ET R. ROBERT

INTRODUCTION

Introduite par Ovsjannikov [14], I'hypothése « quasi différentiel » pour
un opérateur non linéaire F () opérant sur une échelle d’espaces de Banach
a servi & établir un résultat d’existence local en temps (version abstraite du
théoréme de Cauchy-Kowalewski) pour le probléme d’évolution u,=F (u),
u (0)=u,. Ce résultat a obtenu un succés notable dans un certain nombre
de problémes non linéaires de la mécanique des fluides (frontiéres libres
notamment) soit parce que ces problémes sont linéairement mal posés
dans C*® ([2], [6], [17], [18]), soit faute de mieux ([8], [10], [14], [15], [16])
permettant ainsi en quelque sorte de réaliser un programme minimal
consistant a montrer que pour une donnée initiale analytique il existe une
solution au probléme pendant un certain temps.

Un fait important dans I'application de cette technique est que les
opérateurs donnés par les noyaux du potentiel associés au graphe d’une
fonction u vérifient cette hypothése de quasi différentialité dans des échelles
de fonctions analytiques convenables, ce qui ouvre un large champ d’appli-
cation.

Lorsque le probléme linéarisé est de nature hyperbolique ou parabolique,
il est nécessaire de pousser plus loin l'investigation soit pour montrer
I’existence locale en temps dans des espaces peu réguliers (pour ce qui
concerne les ondes de surface, voir [3], [5], [11], [20]) soit pour obtenir
’existence globale en temps. Nous donnons dans cet article un résultat
abstrait de perturbation ou on a existence globale en temps dans le cas
parabolique : si —A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
linéaire régularisant dans une échelle d’espaces de Banach et si F est un
opérateur non linéaire quasi différentiel « compatible » avec le semi-
groupe; alors si F et u, sont « assez petits » on a existence globale en
temps pour le probléme d’évolution

u,+Au=F (u), u(0)=u,.

La démonstration consiste 4 adapter a cette situation les techniques intro-
duites par Nirenberg [12] et Nishida [13].

Nous donnons une application au mouvement de l'interface de deux
liquides en milieux poreux; on voit sur cet exemple que pour une donnée
initiale dans I’espace de Sobolev H' la solution u(t, .) a un prolongement
analytique dans une bande dont la largeur croit linéairement avec t. Ce
résultat vient compléter, dans le cas ou le probléme linéarisé¢ est paraboli-
que (ce qui correspond au cas ou le liquide le plus lourd est situé initiale-
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PERTURBATION QUASI DIFFERENTIELLE 379

ment au-dessous), celui obtenu précédemment en [7] (existence locale en
temps avec donnée initiale analytique). Pour traiter ce probleme, on utilise
une estimation des noyaux du potentiel dans une échelle de fonctions
analytiques construite a partir de H'; cette estimation est & rapprocher de
celle obtenue par C. Sulem, P. L. Sulem, C. Bardos, U. Frisch [17] 4 partir
des fonctions holderiennes.

QUELQUES NOTATIONS

Nous noterons indifféremment Df, &, f, f,, f’ la dérivée d’une fonction f
par rapport a x.

Pour m=0, 1, ..., H"=H"(R) désigne 'espace de Sobolev des feL”
telles que D*feL?, k=0, 1, ..., m. On munira H™ de la norme

| £ lum=c m)| (1 +[27E [ fE) |12,

ou f(&) désigne la transformée de Fourier de f et ¢ (m) est une constante
telle qu’on ait :

| Zlum<| flm|glwm  pour m21,
lfIH"'_l—S—lfIH"',
lf|H0=lf|L2'

A est Popérateur défini par transformation de Fourier :
N ~
Au(®)=|2nE|a ().

V2 =V12(R) est I'espace des fonctions u localement intégrables telles
que :

uix )= ulxy) (x’? —u(x) eL?(dx dx');
X —x

on vérifie facilement que c’est I'espace des distributions tempérées u telles

N N
que Du est localement intégrable et J |2mE |~ " | Du |*d€ < + 0. On définit

N
alors A'?u par AY?u= —isgn<';|2n<’;}71’2/D\u.
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380 J. DUCHON ET R. ROBERT

Pour k=0, 1, ..., C*([t, + oo [; B) désigne I'espace des fonctions k fois
continliment dérivables de [t, + co[ dans I'espace de Banach B. Si K (x, x’)

est un noyau sur R xR, on lui associe I'opérateur K défini formellement
par

K.f(x) =‘[K(x, x) f(x)dx'.

Lorsque K (x, x") est singulier, on prend la valeur principale de Cauchy

de l'intégrale, qu’on note {" Ainsi pour la transformation de Hilbert :

Hf(x)= lf[f(x) dy.

ndx—y

Dans ce qui suit, nous désignons par B, 0<p<+co, une échelle
d’espaces de Banach; c’est-a-dire que pour p’<p on a B, B, avec I'inéga-
lité des normes | . |, | . |-

On notera || K || 5, la norme de K comme opérateur continu sur 'espace
de Banach B; et si K opére sur I'échelle B, c’est-a-dire si K définit un

opérateur continu de B, dans B, pour tout p20, on notera

“ K ”p = ” K ”3’ By

S(t), t=0, désigne un semi-groupe linéaire fortement continu de contrac-
tions sur B,, de générateur infinitésimal —A. On dira que S (z) est régulari-
sant dans léchelle B, s’il vérifie :

(1) S(t) est un semi-groupe fortement continu sur chaque B,

(2) Vp, Vp', 0<p’<p, A est continu de B, dans B,,.

(3) |S®) f|,=] fl-n.> pour tous p, t20 et feB,_,,.
Selon une terminologie devenue courante, on appelle guasi différentiel un
opérateur F tel qu’il existe R et M>0, F: {|u|,<R} — B, pour 0<p’ <p,
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PERTURBATION QUASI DIFFERENTIELLE 381

en vérifiant :

(H1) |F(u)-F@), =

|u; —u,|,, pour tous 0< p’ <p et |u; |, <R.

On dira que F est compatible avec le semi-groupe S(t) s’il vérifie I’hy-
pothése plus forte :
M

(H2) [S(O(Fu)-Fw))|, = oy

|u; —u, |, pour tous p, p’, £20
p+t

tels que p—p’+t>0 et |u, [, <R.

1. ENONCE ET DEMONSTRATION
DU RESULTAT

TuEOREME 1. — Soit B, une échelle despaces de Banach, S(t) un semi-
groupe linéaire fortement continu de contractions sur B, régularisant dans
Péchelle B,, de générateur infinitésimal —A.

Soit ¥ un opérateur quasi différentiel compatible avec S(t) et tel que
F(0)=0.

Alors, si M <M* (M*=1/(Log(4+2\/§)+3+\/§), il existe £>0,
dépendant de R et de M, tel que pour u,eB,, luo[oge, le probléme
d’évolution :

P {u,+A u=F ),
u(0)=u,,
admette une solution globale u au sens suivant :

() ue N C'([t, + o B,.,), avec, |u(t)

t>0

u‘!éR’ Cl*=i——1.
3

(i) VN >0, S(n) u(t) > S(n) uy dans B, lorsque t —» 0, t>0.
(ili) u vérifie au sens ordinaire, pour tout t>0 : u,+A u=F (u).
Une telle solution est unique.

Démonstration. — Commengons par remarquer que les conditions (i),
(i1), (iii) sont équivalentes a (i), (ii), (iii"), ou :
(iii") u verifie pour tout t>0 :

u()=S(@) u0+JtS(t*t)F(u (v))dr.

[

Vol. 4, n® 4-1987.



382 J. DUCHON ET R. ROBERT

Soit u vérifiant (i), (ii), (iii). La fonction |F (u (1))}, n’étant pas intégrable
au voisinage de T=0, on ne peut pas appliquer la formule du semi-groupe
directement pour obtenir (iii’). Choisissons ¢, >0, on a d’aprés (H2) :

MR

a‘té
a* 1t

b

|F@)oS —|u()
arT

T - F(u(1)) est donc intégrable sur J¢,, [ a valeur dans By, et on a :

u(t)=S(t—t1)u(t1)+f‘ St-vF(u(r)dr, pour t2t,.

E |

Fixons ¢ >0 et faisons tendre ¢, vers 0, alors S(¢t —t,)u(t,) » S () u, d’aprés
(i1). D’autre part, la fonction T — S (¢ — 1) F (4 (1)) est continue et intégrable
sur ]0, ¢[ & valeur dans B,; en effet, d’aprés I'hypothése (H2), on a :

|SE—DF WE)oS —— o u() | S R
a¥*T+t—1 a¥t+t—1

On obtient donc en passant a la limite :

u(t)=S(t)u0+fS(t—r)F(u(r))dr,

0

d’ou u verifie (iii’).

Réciproquement si u vérifie (i), (ii), (iii"), on montre par un calcul direct
que u vérifie (iii).

On va obtenir une solution de (i), (ii), (iii’) comme limite de la suite
définie par :

uy (£)=S (1) u,,

ukH(t)=S(t)u0+jtS(t—r)F(uk(r))dr, t>0.

0

Pour que la suite u, (t) soit définie, on voit en utilisant ’hypotheése (H 2)
qu’une condition suffisante raisonnable est d’avoir u, (t) continue a valeur
dans B,_, . avec | (x) s« <R pour une suite o, croissante convenable,
O<a, <.

Fixons t>0, prenons O0<p<t—o,t, on vérifie facilement que
T - S(t—1)F (4, (1)) est une fonction continue de 0, ¢[ dans B, qui est
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PERTURBATION QUASI DIFFERENTIELLE 383

intégrable :

MR

|S(t—OF (), —
t t—ot—p

M
”—'—_Iuk(r) lr—akré
— 0 T—pP

Il s’ensuit que pour tout t>0, u,, () est défini et appartient a B, On
vérifie sans peine que u,, ; () est continue au sens suivant : ¥ t>0etVp,
0< p<t—o,t, 4, est continue au voisinage de ¢t a valeur dans B,

Nous allons dégager, d’une part les hypothéses a faire sur la suite o
pour assurer la convergence des itérations et d’autre part les hypothéses a
faire sur M et u, pour qu’il existe une telle suite o,.

Nous noterons :

U (D=1 (O — 1 (1)

et

A= sup {‘-—i‘t——plvk(z)lp},

OSp<t—ayt Oy

le sup étant pris pour tous les p=0, t>0 vérifiant p<t—o,t.

t
Comme v, (t)=J S(t—1)F (uy (1)) d1, on a pour p<t—0,t
0

M
lvo(t)lpéj—luo(r)lxdr,
olt—P
car |uy (v) |, <] 4| R; d’out

|”o(‘)lp§M|“o]o—t_a
t—p

et donc

t—0ot—p t 1—a
Mo sup {—"——}Mluologwuolo 3
p<t—apt aot t_p ao

Majorons maintenant A, en fonction de A, _,; pour cela majorons | v, ()],
pour p<t—ot:

v ()= J S (t—1) [F (4 () —F (- ()} dr,
0
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384 J. DUCHON ET R. ROBERT
d’ou
t
O
oP(D)—p+t—1

pour un choix convenable de p(1), ¢’est-a-dire :

p(1)20
et
p—t+T<p()<T—T, pour 1>0.
On prendra :
1 1
p(r)=[—(r~akr)+—(p—t+r) ;
2 2 +
ona:
p(1)=0
pour T<t* t*= t—p‘
2o

La définition de A, _, implique :

O -1 T Mgy T

<

Ve 1 (O o Shi- = ’
! k 1()|p() k 1T—OL;¢_1T_P(T) T—o, T—p (1)

dou:

tdt

.fo (P()—p+1—1) (1= T—p (1))

| o, () |p§M)“k-1 Oy -1

Calculons cette derniére intégrale en la séparant en deux morceaux :

v tdt 1 2—a,
= Log ,
o (mp+t—1)(t—oy 1) l1—0o 1—oy
t

tdt J' dt 412

<41 = :
cP@—p+t=1?" Jot—p—u1* (t—p)(t—p—n1)

On en déduit immédiatement :

1 2— 4
)"kéMak—l[—Log< ak>+_2:|)‘k—1
oy 1—oy o
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PERTURBATION QUASI DIFFERENTIELLE 385

gM[Log<2——ak>+ —4—]7»,‘_,.
1—ay ol

<R pour tout

Examinons comment assurer la condition |u(7)]
k=0,1,... et t>0.

Supposons par récurrence cette condition vérifiée jusqu’a k=n et écri-
vons :

T—agT—=

n

U, ()= Z v () 1, (t),

k=0

d’ou
n o

A A a'
]un+l(t)|l a,,+1t——z — +|u0‘0§ Z e +luo|0'
k=0 0y — %y k=0 0y g —

On va choisir la suite o, de la fagon suivante; pour a,, 0<a,<1, et >0
fixés, on pose :

ak+1=<1+#)ak, k=0,1,...,
k+Dk+2)

Il est clair que la suite o, est croissante et converge vers une limite a.
Ona:

[t @) s Sy Z (k+ 1) (k+2) M+ | g |or

Soit alors M <M*, ou M* est défini par :

1 ) 2—X 4
—= inf | Lo +— |=Log(4+2_/3)+3+_/3,
e { g(l—x) x] RARENERSANE

0<x<1

.. . 1
et le minimum est atteint en x*=2(1 - \_ﬁ>

Si nous fixons maintenant o= x*; pour 8 suffisamment petit, oz aura :

2— 4
M[Log( ot">+—]§a<1, pour tout k.
1—oy oty
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386 J. DUCHON ET R, ROBERT

Et comme on a A, <da*),, il vient :

)\‘ a0
[ty 1 () licays S E"kgo (k+1) (k+2)d*+|ug |,

il ne reste plus maintenant qu’a choisir £> 0 tel que

8<1+M>§R_
8y (1—a)®

On a vu que pour tout k, u.e N CO([t, +oof; B,_,,)- Examinons la
t>0
convergence de la suite

n

U, ()= Z v (1) + uy (1),
k=0

< Ay oy < Ry 0

T—ar=

comme on a | v, (1) |

£ , il S’ensuit que pour tout >0,
A—0 Oy —0

u, (1) converge uniformément au sens des fonctions continues de {t, + 0]
dans B,_,, vers une fonction u(1); d’ott ue M CO([t, +oof; B,_,.)
>0
11 ne reste plus qu’a vérifier que u satisfait 2 (iii").
On a

Ut 1 (=8 (2) uo+J‘S(t—t)F(uk (W) dr,

0
pour tout t>0, u, (1) - u(t) dans B__,, et donc
S(E—1)F(u,(1)) >S(t—1) F(u(1))

dans B, en vérifiant :
R .,
|S(E—1)F (1)} = M—, intégrable sur ]0, ¢[.
t—at

Et donc, en appliquant le théoréme de Lebesgue, u vérifie (iii").
Montrons alors que u vérifie (ii).
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On a pour tout t>0,

u(t)=S(t)uo+JlS(t—t)F(u(t))dr,

0

prenons n >0 et appliquons S(n), il vient :

S(n)U(t)=S(n)S(t)uo+j St+n—-1)Fu@)dr,

0
etona.
(4 t
J‘S(t+n—t)F(u(t))dt <[ MR, _MR ( t+n )
o 0o Joft+tm—at a t—at+n

cette quantité tend vers 0 avec ¢ et donc S(n)u(t) tend vers S(n) u, dans
B, lorsque t = 0.
Le point (i) découle de calculs standards a partir de (iii’) (a*=1—0).
Pour lunicité, soient u,, u, vérifiant (i), (ii), (iil); posons

v(O=u, ()—u, () et A= sup {t;%‘t‘t—_%(:)h}.

O=sp<t—at

On a:
v()= J S (t—1)[F (uy () —F (u, ()] dr,
0

d’oll en prenant p<t—ot:
t
ool 2O .
op(D)—pt+t—1

ou p—t+1T<p(t)<T—art, et en choisissant

1 1

p(=| -(r—an)+-(p—t+1) | ,

2 2 +

un calcul analogue au précédent donne :

lgM[Logz—j +i]l,
o

1—a
d’ot A=0, donc u, (t)=u, (t) pour tout t>0. W
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Un cas particulier important

Prenons comme espace de base B,=H" Soit S(¢) le semi- groupe sur
H™ engendré par lopérateur —A, et prenons pour échelle
B,=H7'=S(p) By, avec |u[,=|S(p) " u,.

Il est alors trivial que S(¢) est régularisant dans I’échelle B, Prenons
comme opérateur F(u)=DG (1), ot G est un opérateur non linéaire
lipschitzien dans Iéchelle B, c’est-a-dire pour R et M>0 :

G:{|u[,<R} > B, pour tout p=0, en vérifiant :

|G(“1)“G(u2) |p§M|“1 —U, lp’

pour tout p>0 et [y, <R.

Vérifions que I'opérateur F ainsi défini est compatible avec S(¢), c’est-
a-dire satisfait 4 hypothése (H 2).

Ceci provient du lemme suivant.

LEMME 1. — Pour tout p, p’, t=0 tels que p+t—p’'>0 et pour toute
feB,ona:
[S®Df|, < P E
Démonstration :

|SODf |, =cm)|(1+]2nE P2 e ~i-0 12 21 jE ool 21 fig) L2 ey

or

. /e
max]2n§|e_(p+'_p”2"“= / -
teR p+t~p

d’ou le résultat. W
On en déduit immédiatement que F vérifie (H 2) avec la constante M/e.
Si de plus G vérifie G(0)=0, on peut appliquer le théoréme 1 pour le
probléme d’évolution :

{ U+ Au=DG (u),
u(0)=1u,, useH™,
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En ce qui concerne (ii), on a alors le résultat supplémentaire : u(t) — u,
fortement dans H™ ™!, lorsque ¢ — 0. En effet, on a pour tout t>0:

u()=S(9) u0+DjtS(t—r)G(u(r))dt,

0

or

t
J St—1)Gu(t)dt -0 dans H™ lorsque t = 0,

0

t
§f |G (1) |odr<tMR.
o Jo

ft St—1)Gu(r)d

0

On peut donc énoncer :

CoRrOLLAIRE 1. — Soit G un opérateur lipschitzien dans léchelle B,
définie ci-dessus avec M <eM* (ou M* est la constante définie dans le
théoréme 1) et G(0)=0. Alors il existe £>0, dépendant de R et de M, tel
que pour uge H™, [uo lﬂm§s, le probleme :

{u, +Au=DG (u),
u(0)=u,,

admette une solution globale u, au sens suivant :

(i) ue N C*([t, +oof; B,.,), avec ]u(t) SR, a*= 2 —1.

t>0 \/3
(i1) u(t) > uy dans H™ ! lorsque t — 0, t>0.
(iii) u vérifie au sens ordinaire pour tout t>0: u,+ Au=DG (u).
Une telle solution est unique.

Le paragraphe suivant va nous donner des exemples d’opérateurs
lipschitziens dans I’échelle H,.

2. ESTIMATION DES NOYAUX DU POTENTIEL
DANS L’ECHELLE H!

Soit u(x) une fonction réelle définie sur R, on lui associe les noyaux :

_u(x)—u(x)
- x—x

p(x x)
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390 1. DUCHON ET R. ROBERT
Z(x, x)= P
2n 1+ip
X (x, x)=ReZ(x, x), Y (x, x)=ImZ(x, x°).

Pour obtenir 'estimation de ces noyaux, il nous sera commode d’utiliser
une définition équivalente de I’échelle H;; pour cela, introduisons pour
p>0:

Al ={ueH"; u a un prolongement analytique

dans la bande x+iy, |y|<p et sup [u(. +iy) |1 < + 0},

iri<e

on note {ul) = sup |u(. +iy)}y1. Et pour p=0, Hi=H"' L’équivalence
lyi<e
est explicitée par le lemme suivant.

LeMME 2. — Pour tout p20, ona fil=H!et| |7 5| |22 |-

p P

Démonstration. — La norme sur H; est donnée par :
[ul,=c(D)]er! 211 +|20E [ 0 (E) 12 ey
Par ailleurs, pour ueﬁ;, ona:
u(. +iy) ®)=e"?*"%u(®)

et

|u|y = sup c()|e 251 +{2RE DY 4 (E) |12 ae-

Iyl<e

On a clairement Hi cH? avec | |7 5| |,
Soit maintenant ue H}, de I'inégalité

32ﬂ|)'l . ]§l§32ﬂy§+e-2ny§,
on déduit
|8 F @) |z @y S|t f @ e+ ]e 25 F©O) e

ou on note f(&)=c (1) (1+ |2nE |4 (E).
En prenant le sup pour |y|<p, on obtient :

sup lezulylJalﬂg)hzézlul;,

lyt<p
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ce qui, en appliquant le lemme de Fatou, implique que ueH; et
ul,s2(u];. @ o

On a pour le noyau Z l'estimation suivante, ou on note Z, et Z, les
noyaux associés aux fonctions u; et u,.
1 ’ 1 .
PropOSITION 1. — Pour toute fe HY et uy, u, telles que |u; |p§5, on a:
I(Zl—Zz)‘flpé‘:Olu/l_u,Z lplf|p'

Démonstration. — Pour u et f convenables, on a :
Z.f(x)=JZ(x, x’)f(x’)dx’=JZ(x, x+0) f (x+0o)do.

D’ou, si les fonctions u et f ont un prolongement analytique dans la bande
x+iy, | yl< p; le prolongement analytique de Z. f est donné par :

Z.f(x+iy)=JZ(x+iy, X' +iy) f(x"+iy)dx’,

a condition que 1+ip (x+iy, x’+iy) ne s’annule pas, ce qui est impliqué

.. . 1
dans tout ce qui suit par la condition |u’ ]pé % En effet :

u(x' +iy)—ulx+iy) !

x' —x 0

W (x+A(x'—x)+iy)dA,

d’ou

u/

|pGe+iy, x' +iy) | S|w | s|w],

La proposition 1 découle de I'étude sur H' du noyau Z associ¢ i la
fonction x — u(x+iy) pour y fixé, |y|<p.

LeEMME 3. — Soient f, u,, u, des fonctions a valeurs complexes,

4 ’ X 1
£, ul, us, H; appartenant @ H' (R) avec |u; IH1§ > ona:

!(21 -7, -le‘ =c l uy—uy IHI I f |H1~
Démonstration. — En utilisant I'expression

axpj = a.7c’pj + u;'(x/)_uj'(x)
L+ip; 1+ip; (x’—x)(1+ipj)’
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décomposons le noyau Z; —Z, de la fagon suivante :

Zl_zzzztl_ztz_l_izt l(x) uZ(x) ul(x) uz(x)
1+ iuy (x) 21t(x —x) (1 +iuj (x)
L D—u 0 1 -

1 +iuf (x) 2w (x"—x) (1 +iu (X))
—(Z4 -2 uy (x7) 1iZ . (1) () —uh (X)) u; (X)

U i () P i () (1 i (X))
STy ) ()= ) ()
+iuy (x) (1+1u1(x))(1+lu2(x))

ou Z' (x, xY=Z(x’, x).
Le résultat va s'en déduire en utilisant ’inégalité :

f

1+

= Z |w \H‘lf|H1<2|le‘

H! n=0

1 L ,
pour |u’ |y gi, et des estimations de Z’ et Z} —Z’ comme opérateurs sur
H'. Ona:

6pj

|Z flL T 2mil4ip;

| S |L29

L2 (dx dx’)

et comme | p;(x, X' | < |u] |yt é%, il vient :

a.x’pj

1+ in; =2 | ax’pj |L2 (dx dx'y

L2 @x dx')

Un rapide calcul par transformation de Fourier (cf. [7]) montre par ailleurs

que :
27 12,
lax'I’J"L2 dx dx’)’:‘ axleL2 dx dx) = ?l A ulez,

12y ., 1/2

et comme |AY2 | 2 < |uj| 2 [uf |12 <] u)ly, il vient :

1
|Z}.f|Lz§\/———6;1—t]f[Lz.
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Majorons également | DZ!. f|; 2.
L’opérateur DZ est donné par le noyau

i 3 ax:pj-___l_a a.xpj

2n x1+ipj 2n x'1+ipj’

ce qui donne, aprés intégration par parties :

1| d.p;
DZ:. < =L L2,
I Jf‘Lz—zn 1+i17j Lz(dxdx’)[f ‘Lz
d’ou
1
IDZ).f 25 —=|f" |2,
/6T
et donc :

1

Pour estimer Z —Z}, on écrit :

i ax» _ 1 ax:
z-Zy= L OE) Ly Sl
27 l+ip, 2 (1+ip,))(1+ip,)

2
thl -7 |L2 @x ax) =2 —*l uy—u, |H1~
V3n

Examinons maintenant | D (Z} —Z%). |2, ona:

d’ou :

D(Z\-25).f=—(2,-Z,).f",

|D<za—za).f{Lz§z\/Z
3n

2
I(Ztl—th).fIH1§2\/3:n|u’1—u’2|H1IleI.

d’ou

uj _u/2|}{1' S ‘LZ-

Et donc :
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On en déduit facilement I'inégalité :
1Z1=2, | @y Seluy—u) i,

¢ constante convenable. Wl
La proposition 1 s’en déduit immédiatement avec c,=2¢. B

Remarque. — Comme on a de maniere évidente la méme estimation
- —id

pour le noyau Z=— "I.J

2n 1—ip

estimation de la proposition 1 pour les noyaux X et Y qui sont donnés

par X=1(Z+2), Y= i(Z—Z).
2 2i

, on en déduit quon a encore la méme

3. APPLICATION AU MOUVEMENT DE L’INTERFACE
DE DEUX LIQUIDES INCOMPRESSIBLES
EN MILIEU POREUX

Donnons un exposé résumé de la mise en équation du probléme, ren-
voyant pour plus de détails a [6].

Nous supposerons I'interface I', déterminée dans le plan de coordonnées
(x, y) par I’équation y=u(t, x). On note

QF ={(x, y)|y>u(t, x)}

la zone occupée par le fluide F™* et
Qt_ = {(x9 y) [y<u (t9 X)}

celle occupée par le fluide F~. © désigne le vecteur unitaire tangent a I,
dirigé dans le sens des x croissants, v le vecteur normal qui s’en déduit
par une rotation de n/2. V* (¢, x, y) désigne le champ des vitesses dans
Q' (resp. V™ dans Q).

L’évolution du systéme est donnée par la loi de Darcy :

kvVv=—-Vg+pg,

ou V est le champ des vitesses, g la pression, g l'accélération de la
pesanteur, p la masse volumique et k la viscosité dynamique du fluide.
Comme on a deux fluides distincts, k et p sont des fonctions qui prennent
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les valeurs constantes k¥, p* sur Q' et k™, p~ sur Q; de méme V est
égal a V* sur Q" (resp. V™ sur Q) et la loi de Darcy est & prendre au
sens des distributions sur R2. V*, V™ étant irrotationnels, il est commode
d’introduire les potentiels respectifs ®F, ®7; et on pose
o*(t, x)=®* (t, x, u(t, x)). Pour obtenir I’équation d’évolution vérifiée
par u, on écrit :

(i) la condition cinématique sur T,

oD~
=T+ W)y —.
* () v
Ce qui peut s’écrire [6] :
u=(—12-Y)(12H+X) 1 o¢_,

ou H est la transformation de Hilbert et X, Y les opérateurs définis au
paragraphe 2.
(i1) la condition dynamique sur T, : elle s’obtient en écrivant

rot(kV—pg)=0,

soit :
(k”V —p g.t=(k" V' —pTg).1,
d’ou
Ay —(1=-M) o =cu,
avec

A=k~ /(kT+k™) et c=—g(p~—pH)/k* +k™).

- +
En utilisant la relation 92_ = oo

et les formules de Poincaré-Bertrand :
ov ov

(12H+X)Y=~Y (1/2H +X),
(12H+X)2=(1/2-Y)(~12-Y),

on obtient
o =124+Y)(12+aY) tcu,
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avec

a=(k™—k*)/(k~+k"),
d’ou finalement :

{u,=(1/2H+X)(1/2+c>LY)'1 cu,,
(B)
u(0)=u,.

On montre [6] que si u, appartient & I'espace V'/2 les opérateurs X et Y
sont de Hilbert-Schmidt sur L? et que 1/2+a Y est inversible.

Nous nous interessons au cas c<0 (cas ou le liquide le plus dense est
situé au dessous) et nous prendrons pour la suite c= — 1.

-1 -1
En utilisant I’égalité (% +a Y) =2-2aY (% +ao Y) ,I’équation(E)

s’écrit :
1 -1
u,=—Hu,+(@HY—-X) (5 +0LY> U,
Remarquons que les noyaux X, Y ne dépendent en fait que de u, et notons
1 -1
Gu)=(@HY-X) (5 +ch) u,.

Dérivons I’¢quation par rapport a x, en notant v=u,, on obtient :

E) {v,= —Av+DG (v),

v(0)=vy=uq,.

L’application du corollaire 1 4 cette situation donne :

ProposiTiON 2. — Il existe >0 tel que pour tout vyeH' avec
]vo |H1 <¢, il existe une solution v(t) de (E') au sens suivant :
(i) ve N C'([t, +oof, HL) avec [v(®],e=C, ou
t>0
2 eM*
w*=——1e C<C* C*= .
\/§ 24 Co

(i) v(t) = v,y fortement dans L? lorsque t — 0, t > 0.
(iii) v(¢) vérifie v,+ Av=DG (v) au sens ordinaire pour tout t>0.
Une telle solution est unique.
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Démonstration. —  Supposons |v;[,<R, R<-, et estimons

1
2
|G (v,)—G (v)|,- Notons T=<% +c1Y>, onalY|,ScoR d’aprés la pro-

position 1, d’ou :

1

Tt S2. s
=5 T2l V],

. 1
si coR§Z.

On a:

G@)-G@)=aH(Y;—-Y,) T1_1 v, —(X;—X)) Tfl Uy

+(@HY, =X ) (T o, —~T; ' vy),

d’ou
IG(UL)—.G(UZ)lpé 8¢y R |l>1—vz|‘,+2c0R|T;1 v, —T; v, ),
or
T o, —T; o, =T; Y (T,—T)T; v, +T; (v, —v,),
d’ou

| Ti o, —T; 0, |, <80, — v, |,

et finalement :

|G(v))—G (v,)|,£24¢oR |1, —1, |,

M*
‘Y m

Afin d’appliquer le corollaire 1, on doit choisir R < 4
Co
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4. UN CONTRE-EXEMPLE

On peut se demander si 'hypothése (H2) portant sur 'opérateur F est
vraiment nécessaire pour obtenir les conclusions du théoréme 1 et si
I'’hypothése (H 1) plus courante n’y suffirait pas.

L’exemple qui suit montre que I"hypothése (H 1) ne suffit pas a entrainer
les conclusions du théoréme 1.
Considérons ’équation :

u,+Au=eDu(0), € paramétre>0,
(Q
u(0)=u,.

Et placons nous dans le cadre suivant.
Soit B, I’espace des fonctions uniformément continues bornées sur R,
—A engendre sur B, le semi-groupe S(p) défini par S(p)u=P, *u, p>0,
\ - . 1 p
ou P, désigne le noyau de Poisson P,(x)=- L
TX“+p

On définit
B,=S(p) B,, muni de la norme |S(p) v|,=||.

On verifie facilement que S(t) est régularisant dans I'échelle B, ce qui
découle de I'inégalité sur B, :

| Pk, <|ul,.

e 2 g
De l'inégalité | Du|, < —|u|,, pour ueB,, on déduit que F(u)=¢D u(0)
np

2
verifie (H 1) avec M= —e¢.
T
Une solution de (Q) s’obtient facilement par un calcul formel :

u(t, x)=S)uy+c(t),
ol
c(®)=e(S ) Huy) (0)—eHugy(0).

En choisissant uy=f*sgn(x), ou f(x)zpe"”‘z, p>0,ona:

Hu0=zf*Log[x|+Cte,
n

et on vérifie que ¢ () est continiment dérivable sur |0, + co[ et continue
en 0. Il s’ensuit que la solution formelle ci-dessus est alors dans
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M C'([t, +o0; B, et dans C°([0, +oof; By); on vérifie aisément que
t>0
C’est une solution au sens ordinaire de (Q).

Montrons maintenant que c(t) tend vers +oco lorsque ¢ tend vers + co.
Par transformation de Fourier, on obtient :

—t]2nt]

c(t)=2spf1—e e ™ dE,

|27 |

d’o0 le résultat. On en déduit que |u(f)|, > + o quand t— + o0, car
c)Z|u®)|n+]S O U |-

Raisonnons par I"absurde, si les conclusions du théoréme 1 étaient vraies
alors la solution donnée par le théoréme coinciderait avec la solution ci-
dessus [poser w=S(n) Au, n>0, et appliquer un résultat d’unicité standard
pour I’équation w,+Aw=0, w(0)=w,] et la contradiction découle de ce
que la solution donnée par le théoréme vérifie |u(t) | < Cte.
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