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RESUME. - Nous etablissons un résultat d’existence global en temps
pour 1’equation d’evolution u (0) = uo, ou - A est le genera-
teur infinitesimal d’un semi-groupe lineaire S (t) regularisant dans une
echelle d’espaces de Banach Bp, F un operateur non lineaire quasi differen-
tiel « assez petit » compatible avec S (t). Nous montrons que pour uo assez
petit dans Bo, il existe une solution unique de 1’equation telle que u (t)
reste borne dans Boct, pour un certain a > o. Nous donnons une application
au mouvement de l’interface de deux liquides en milieu poreux.
Mots elés : Échelles d’Ovsjannikov, operateur quasi différentiel, semi-groupe, perturbation.

ABSTRACT. - We give a global existence and uniqueness result for the
evolution equation u (o) = uo, where - A is the infinitesimal
generator of a linear semigroup S (t) smoothing in a scale of Banach spaces
Bp and F is a nonlinear quasi differential operator consistent with S (t).
We show that for uo small enough in Bo there is a unique solution of the
equation such that u (t) remains bounded in Ba t, for some a > o. We apply
this result to the motion of the interface of two liquids in a porous
medium.
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378 J. DUCHON ET R. ROBERT

INTRODUCTION

Introduite par Ovsjannikov [14], 1’hypothese « quasi différentiel » pour
un operateur non lineaire F (u) operant sur une echelle d’espaces de Banach
a servi a etablir un resultat d’existence local en temps (version abstraite du
theoreme de Cauchy-Kowalewski) pour le probleme d’evolution ur = F (u),
u (0) = uo. Ce resultat a obtenu un succès notable dans un certain nombre
de problèmes non lineaires de la mecanique des fluides (frontieres libres
notamment) soit parce que ces problèmes sont linéairement mal poses
dans C~ ([2], [6], [17], [18]), soit faute de mieux ([8], [10], [14], [15], [16])
permettant ainsi en quelque sorte de realiser un programme minimal

consistant a montrer que pour une donnee initiale analytique il existe une
solution au probleme pendant un certain temps.
Un fait important dans l’application de cette technique est que les

operateurs donnes par les noyaux du potentiel associes au graphe d’une
fonction u verifient cette hypothese de quasi differentialite dans des echelles
de fonctions analytiques convenables, ce qui ouvre un large champ d’appli-
cation.

Lorsque le probleme linearise est de nature hyperbolique ou parabolique,
il est nécessaire de pousser plus loin Finvestigation soit pour montrer

l’existence locale en temps dans des espaces peu réguliers (pour ce qui
concerne les ondes de surface, voir [3], [5], [11], [20]) soit pour obtenir

l’existence globale en temps. Nous donnons dans cet article un resultat
abstrait de perturbation ou on a existence globale en temps dans le cas
parabolique : si - A est le generateur infinitesimal d’un semi-groupe
lineaire régularisant dans une echelle d’espaces de Banach et si F est un

operateur non lineaire quasi differentiel « compatible » avec le semi-

groupe ; alors si F et uo sont « assez petits » on a existence globale en

temps pour le probleme devolution

La demonstration consiste a adapter a cette situation les techniques intro-
duites par Nirenberg [12] et Nishida [13].
Nous donnons une application au mouvement de l’interface de deux

liquides en milieux poreux; on voit sur cet exemple que pour une donnee
initiale dans l’espace de Sobolev H1 la solution u (t, . ) a un prolongement
analytique dans une bande dont la largeur croit lineairement avec t. Ce

resultat vient compléter, dans le cas ou le probleme linearise est paraboli-
que (ce qui correspond au cas ou le liquide le plus lourd est situé initiale-
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379PERTURBATION QUASI DIFFERENTIELLE

ment au-dessous), celui obtenu precedemment en [7] (existence locale en

temps avec donnee initiale analytique). Pour traiter ce probleme, on utilise
une estimation des noyaux du potentiel dans une echelle de fonctions

analytiques construite a partir de cette estimation est a rapprocher de
celle obtenue par C. Sulem, P. L. Sulem, C. Bardos, U. Frisch [17] a partir
des fonctions holderiennes.

QUELQUES NOTATIONS

Nous noterons indifferemment Df, Ox f, fx, f’ la derivee d’une fonction f
par rapport a x.

Pour m = 0, 1, ..., Hm=Hm() designe 1’espace de Sobolev des fEL2
telles que Dk f E L2, k = 0, 1, ..., m. On munira Hm de la norme

ou f (~) designe la transformee de Fourier de f et c (m) est une constante
telle qu’on ait :

A est Foperatcur defini par transformation de Fourier :

y 1/2 - V 1 ~2 ( ~) est l’espace des f onctions u localement integrables telles

que :

on verifie facilement que c’est l’espace des distributions temperees u telles

que Du est localement intégrable et 2 03C003BE|-1 |u|2 d03BE  + oo . On definit

~ 

-

Vol. 4, n° 4-1987.



380 J. DUCHON ET R. ROBERT

Pour k = 0, 1, ..., Ck ([t, + oo [; B) désigne l’espace des fonctions k fois
continument derivables de [t, + oo[ dàns 1’ espace de Banach B. Si K (x, x’)
est un noyau sur R x R, on lui associe l’opérateur K defini formellement
par

Lorsque K (x, x’) est singulier, on prend la valeur principale de Cauchy

de l’intégrale, qu’on note . Ainsi pour la transformation de Hilbert :

Dans ce qui suit, nous designons par Bp, 0 _ p  + oo, une echelle

d’espaces de Banach; c’est-a-dire que pour p’ _ p on a Bp c Bp, avec l’inéga-
lité des normes |.|03C1’ ~ |.|03C1.
On notera ~ K~ (B) la norme de K comme operateur continu sur l’espace

de Banach B; et si K opere sur 1’echelle Bp, c’est-a-dire si K definit un

operateur continu de Bp dans Bp pour tout p ~ 0, on notera

S (t), t >_ o, designe un semi-groupe linéaire fortement continu de contrac-
tions sur Bo, de generateur infinitesimal - A. On dira que S (t) est régulari-
sant dans l’échelle Bp s’il vérifie :

( 1) S (t) est un semi-groupe fortement continu sur chaque Bp.
(2) V p, V p’, 0 _ p’  p, A est continu de Bp dans Bp,.
(3) pour tous p, 

Selon une terminologie devenue courante, on appelle quasi différentiel un

operateur F tel qu’il existe R et M > 0, F: { R} -~ Bp, pour 0 ~ p’  p,
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en verifiant :

On dira que F est compatible avec le semi-groupe S (t) s’il vérifie l’hy-
pothese plus forte :

1. ENONCE ET DEMONSTRATION
DU RESULTAT

THÉORÈME l. - Soit BP une échelle d’espaces de Banach, S (t) un semi-
groupe linéaire fortement continu de contractions sur Bo, régularisant dans
l’échelle BP, de générateur infinitesimal - A.

Soit F un opérateur quasi différentiel compatible avec S (t) et tel que

F ( o) = o.
Alors, si M  M* (M* =1/(Log (4 + 2 ~) + 3 + ~), il existe E > 0,

dependant de R et de M, tel que pour u0~B0, uo le problème
d’evolution :

admette une solution globale u au sens suivant :

(i) u~ ~ C1 ([t, + ~[; B03B1*t), avec, |u(t)|03B1*t ~ R, a*= 2 -1.
t>o 

(ii) > 0, S (~) u (t) --> S (~) uo dans Bo lorsque t ~ 0, t > o.
(iii) u verifie au sens ordinaire, pour tout t > 0 : ut + A u = F (u).
Une telle solution est unique.

Demonstration. - Commençons par remarquer que les conditions (i),
(ii), (iii) sont équivalentes a (i), (ii), (iii’), ou :

(iii’) u verifie pour tout t > 0 :

Vol. 4, n° 4-1987.
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Soit u verifiant (i), (ii), (iii). La fonction IF (u (i)) lo n’étant pas intégrable
au voisinage de i = o, on ne peut pas appliquer la f ormule du semi-groupe
directement pour obtenir (iii’). Choisissons t 1 > o, on a d’ apres ( H 2) :

i -. est done integrabte sur a valeur dans Bo, et on a :

et faisons tendre t1 vers 0, ~ S(t)uo d’aprcs
(ii). D’autre part, la fonction r -+ S (t-03C4) F (u(03C4)) est continue et intégrable
sur ]0, t[ a valeur dans Bo; en effet, d’après l’hypothèse (H 2), on a :

On obtient donc en passant a la limite :

d’ou u vérifie {iii’).
Reciproquement si u vérifie (i), (ii), (iii’), on montre par un calcul direct

que u verif ie (iii).
On va obtenir une solution de (i), (ii), (iii’) comme limite de la suite

def inie par :

Pour que la suite uk (t) soit definie, on voit en utilisant Fhypothese (H 2)
qu’une condition suffisante raisonnable est d’avoir Uk (t) continue a valeur
dans avec pour une suite croissante convenable,
0ak 1.

Fixons t > o, prenons on verifie facilement que
i -> est une fonction continue de ]0, t[ dans BP qui est
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integrable :

Il s’ensuit que pour tout t > o, uk + 1 (t) est défini et appartient a Bp. un

verifie sans peine que uk + 1 (t) est continue au sens suivant : ‘d t > 0 et Vp,
est continue au voisinage de t a valeur dans Bp.

Nous allons dégager, d’une part les hypotheses a faire sur la suite ock

pour assurer la convergence des iterations et d’autre part les hypotheses a

faire sur M et uo pour qu’il existe une telle suite ak.
Nous noterons :

et

le sup etant pris pour tous les p >_ o, t > 0 verifiant p  t - ak t.

-t

Comme vo (t) = (t - i) F (uo (i)) di, on a pour p  t - oco t

car uo (i) (~  ~ uo (o -_ R; d’ou

et donc

Majorons maintenant 03BAk en fonction de 03BBk-1; pour cela majorons |vk (t) |03C1
pour p  t - ak t :

Vol. 4, n° 4-1987.
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(Tou

pour un choix convenable de p(r), c’est-a-dire :

et

On prendra :

ona:

pour i  i*, i* _ 
t- p 

.

La definition de implique :

d’ ou :

Calculons cette derniere intégrale en la separant en deux morceaux :

On en deduit immédiatement :
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Examinons comment assurer la condition pour tout

k = 0, 1, ... et i>o.

Supposons par recurrence cette condition vérifiée jusqu’a k = n et ecri-
vons :

(Tou

On va choisir la suite de la façon suivante; pour ao, 0  ao  1, et 8 > 0
fixes, on pose :

11 est clair que la suite ak est croissante et converge vers une limite a.

On a :

Soit alors M  M*, ou M* est defini par :

et le minimum est atteint en x* = 2 (1-1 3).
Si nous fixons maintenant u = x*; pour 0 suffisamment petit, o# aura:

Vol. 4, n° 4-1987.
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Et comme on a ~,k _ ak il vient :

il ne reste plus maintenant qu’ a choisir E > 0 tel que

On a vu que pour tout k, U CO([t, + oo [; Examinons la
t>o 

convergence de la suite

comme on a |03C4-a03C4~03BBk03B1k 03B1-03B1k~03BBk03B1k 03B1k+1-03B1k, il s’ensuit que pour tout t>0,

converge uniformément au sens des fonctions continues de [t, +oo[
dans vers une fonction ~(1); d’ou Me U +oo[; 

t>0

11 ne reste plus qu’a verifier que M satisfait a (iii’).
On a

pour tout i > o, Uk (t) -~ u (i) dans B~ _ ~~ et donc

dans Bo en verifiant :

integrable sur ]0, t[.

Et donc, en appliquant le théorème de Lebesgue, u verifie (iii’).
Montrons alors que u verifie (ii).
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On a pour tout t > o,

prenons r~ > 0 et appliquons S (r~), il vient :

etona: O

cette quantité tend vers 0 avec t et donc S ( ~ ) u (t) tend vers dans

Bo lorsque t --~ 0.
Le point (i) decoule de calculs standards a partir de (iii’) (a* =1- c~c).
Pour l’unicité, soient ul, u2 vérifiant (i), (ii), (iii’); posons

On a :

d’ ou en prenant pt-cxt :

ou et en choisissant

un calcul analogue au precedent donne :

donc u i (t) = u2 (t) pour 

Vol. 4, nO 4-1987.
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Un cas particulier important

Prenons comme espace de base Bo = Hm. Soit S (t) le semi-groupe sur
Hm engendré par 1’ operateur - A, et prenons pour echelle

Il est alors trivial que S (t) est régularisant dans l’échelle Bp. Prenons
comme operateur F (u) = DG (u), ou G est un operateur non linéaire
lipschitzien dans l’échelle Bp, c’est-à-dire pour R et M > 0 :

R} -~ Bp pour tout p ~ 0, en verifiant :

pour tout p >-_ 0 et (P _ R.
Vérifions que l’opérateur F ainsi défini est compatible avec S (t), c’est-

£-dire satisfait a l’hypothèse (H 2).
Ceci provient du lemme suivant.

LEMME 1. - Pour tout p, p’, t >_ 0 tels que p + t - p’ > 0 et pour toute
on a :

Demonstration :

or

d’ou le résultat. []

On en deduit immediatement que F verifie (H 2) avec la constante M/e.
Si de plus G verifie G(0)=0, on peut appliquer le theoreme 1 pour le

probleme d’evolution :
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En ce qui concerne (ii), on a alors le résultat supplementaire : u (t) ~ uo
fortement dans lorsque t -~ 0. En effet, on a pour tout t > 0 :

or

On peut donc énoncer :

COROLLAIRE l. - Soit G un opérateur lipschitzien dans l’échelle BP
définie ci-dessus avec M  e M * ( ou M * est la constante définie dans le

théorème 1 ) et G (0) = o. Alors il existe E > 0, dependant de R et de M, tel
que pour uo E H"‘, uo E, le problème :

admette une solution globale u, au sens suivant :

(ii) u (t) -~ Mo dans H"" ~ lorsque t -~ 0, t>0. 
’

(iii) u vérifie au sens ordinaire pour tout t>0 : ut + 039Bu = DG (u).
Une telle solution est unique.
Le paragraphe suivant va nous donner des exemples d’opérateurs

lipschitziens dans l’échelle H103C1.

2. ESTIMATION DES NOYAUX DU POTENTIEL

DANS L’ÉCHELLE H103C1

Soit u (x) une fonction réelle définie sur !R, on lui associe les noyaux :

Vol. 4, n° 4-1987.
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Pour obtenir l’estimation de ces noyaux, il nous sera commode d’utiliser

une definition équivalente de 1’echelle H~; pour cela, introduisons pour
p>0:

a un prolongement analytique

dans la bande x+iy, et sup u ~ . + 

on note sup I u(. Et pour p=0, L’équivalence

est explicitée par Ie lemme suivant.

LEMME 2. - Pour tout Q ~ 0, on a P = HP 1 ~P ~ ~ t ~P ~ 2 ~ ‘P ’
Démonstration. 2014 La norme sur H103C1 est donnee par :

Par ailleurs, pour u~103C1, on a :

et

On a dairement H~ c H P avec ~ ~ ~ ~ ( ~p.
Soit maintenant u E de l’inégalité

on deduit

ou on 2 ~~ ~2)1~2 u (~),
En prenant le sup pour ) y ~  p, on obtient :
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ce qui, en appliquant le lemme de Fatou, implique que u E HP et

.

On a pour le noyau Z 1’estimation suivante, of on note Z1 et ZZ les

noyaux associés aux fonctions ul et u2.

PROPOSITION 1. - Pour toute f E HP et ul, u2 telles que I ui (P - , on a :

Demonstration. - Pour u et f convenables, on a :

D’ou, si les fonctions u et f ont un prolongement analytique dans la bande

x + iy, I y I  p; le prolongement analytique de Z . f est donne par :

a condition que x’ + iy) ne s’annule pas, ce qui est impliqué

dans tout ce qui suit par la condition t/~ -. En effet :

d’ou

La proposition I découle de l’étude sur H1 du noyau Z associé £ la

fonction x - u (x + iy) pour y fix£, ) y )  p.

LEMME 3. - Soient £ ui, u~ des fonctions 9 valeurs complexes,

£ u[, u%, H) appartenant ci H1 (R) avec |u’j |H1 ~ 1 2, on a :

Demonstration. - En utilisant l’expression
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decomposons le noyau Z1- Z2 de la façon suivante :

of Zt (x, x’) = Z (x’, X).
Le résultat va s’en déduire en utilisant l’inégalité :

pour et des estimations de Ztj et comme opérateurs sur

HB On a :

et comme vient :

Un rapide calcul par transformation de Fourier (cf [7]) montre par ailleurs

que :

et comme ( A1~2 uJ (LZ _ ~ u~ (Li2 ~ u~’ (L22 _ ( u~ (H1, il vient :
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Majorons egatement ~L2.
L’ operateur DZ~ est donne par le noyau

ce qui donne, apres integration par parties :

d’où

et donc :

Pour estimer Z i - Z2, on écrit :

d’ou :

Examinons maintenant f on a :

d’ ou

Et donc :
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On en deduit facilement l’inégalité :

c constante convenable..

La proposition 1 s’en deduit immediatement avec co = 2 c..

Remarque. - Comme on a de manière evidente la meme estimation

pour le noyau Z= 2014 on en deduit qu’on a encore la memep y 
2 x 1-i p

estimation de la proposition 1 pour les noyaux X et Y qui sont donnes

Y = 1 , ~ Z-Z . )
2 

’ 

2 I

3. APPLICATION AU MOUVEMENT DE L’INTERFACE
DE DEUX LIQUIDES INCOMPRESSIBLES

EN MILIEU POREUX

Donnons un expose resume de la mise en equation du probleme, ren-
voyant pour plus de details a [6].
Nous supposerons l’interface rt determinee dans le plan de coordonnees

(x, y) par 1’equation y = u (t, x). On note

la zone occupee par le fluide F + et

celle occupee par le fluide F - . t designe le vecteur unitaire tangent a rt
dirige dans le sens des x croissants, v le vecteur normal qui s’en deduit
par une rotation de x/2. V + ( t, x, y) designe le champ des vitesses dans
SZt (resp. V - dans SZt ).

L’evolution du systeme est donnee par la loi de Darcy :

ou V est le champ des vitesses, q la pression, g l’accélération de la

pesanteur, p la masse volumique et k la viscosité dynamique du fluide.
Comme on a deux fluides distincts, k et p sont des fonctions qui prennent
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les valeurs constantes k +, p + sur SZt et k -, p - sur S~t de meme V est
egal a V + sur SZt (resp. V - sur et la loi de Darcy est a prendre au
sens des distributions sur (~2. V +, V - etant irrotationnels, il est commode

d’introduire les potentiels respectifs ~+, ~-; et on pose

(t, x)=03A6± (t, x, u (t, x)). Pour obtenir 1’equation d’evolution vérifiée
par u, on ecrit :

(i) la condition cinématique sur 

Ce qui peut ~~~ :

ou H est la transformation de Hilbert et X, Y les opérateurs definis au
paragraphe 2.

(ii) la condition dynamique sur elle s’obtient en écrivant

soit :

(Tou

avec

En utilisant la relation 20142014 = 20142014 et les formules de Poincare-Bertrand :
v a~

on obtient

Vol. 4, n° 4-1987.
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avec

d’ ou finalement :

On montre [6] que si ux appartient a 1’ espace V1/2 les operateurs X et Y
sont de Hilbert-Schmidt sur L2 et que 1/2 + a Y est inversible.
Nous nous interessons au cas c  0 (cas ou le liquide le plus dense est

situe au dessous) et nous prendrons pour la suite c== 2014 1.

En utilisant =2-2aY-+aY , 1’equation (E)
s’ecrit : 1

Remarquons que les noyaux X, Y ne dependent en fait que de uX et notons

Derivons 1’ equation par rapport a x, en notant v = ux, on obtient :

L’ application du corollaire 1 a, cette situation donne :

PROPOSITION 2. - Il existe E > 0 tel que pour tout vo E H 1 avec

~ vo ~H1 _ E, il existe une solution v (t) de (E’) au sens suivant :
(1) v E ~1 C1 (~t, + °o [, H«*t) avec I v (t) _ C, ou

r>o

(ii) v (t) -~ vo fortement dans L2 lorsque t --~ 0, t > 0.

(iii) v (t) vérifie vi + A v = DG (v) au sens ordinaire pour tout t > 0.
Une telle solution est unique.
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Démonstration. 2014 Supposons R~1 2, et estimons

Notons T=(1 2+03B1Y), on a ~Y~03C1~c0 R d’après la pro-
position 1, d’ou :

On a :

d’ou

or

d’ ou

et finalement :

Afin d’appliquer Ie corollaire 1, on doit choisir R 20142014. N
24co
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4. UN CONTRE-EXEMPLE

On peut se demander si Fhypothese (H 2) portant sur 1’operateur F est
vraiment necessaire pour obtenir les conclusions du theoreme 1 et si

Fhypothese (H 1) plus courante n’y suffirait pas.
L’exemple qui suit montre que l’hypothèse (H 1) ne suffit pas a entrainer

les conclusions du theoreme 1.

Considerons 1’equation :

( ut + 
A u = E Du (0), ~ paramètre > 0,

1 u (0) = uo.

Et plaçons nous dans le cadre suivant.
Soit Bo l’espace des fonctions uniformement continues bornees sur ~,

- A engendre sur Bo le semi-groupe S ( p) defini par S (p) u = Pp * u, p > o,

ou P., désigne le noyau de Poisson P x = 1 p . On definity p~ ) 1tx+p
Bp=S(p)Bo, muni de la norme 
On verifie facilement que S (t) est regularisant dans Fechelle Bp, ce qui

decoule de Finegalite sur Bo :

De l’inégalité pour uEBp, on deduit que 
Ttp

vérifie ( H 1 ) avec M = 2 ~.
7t

Une solution de (Q s’obtient facilement par un calcul formel :

ou

En choisissant uo = f*sgn (x), of e-’~ x2, 0, on a :

et on vérifie que c (t) est continûment derivable sur ]0, + oo et continue
en 0. Il s’ensuit que la solution formelle ci-dessus est alors dans
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n C 1 ( [t, +00; et dans C° ( [o, + oo [; Bo); on verifie aisement que
t>o

c’est une solution au sens ordinaire de (Q).
Montrons maintenant que c (t) tend vers +00 lorsque t tend vers +00.

Par transformation de Fourier, on obtient :

d’ ou le resultat. On en deduit que I u (t) ( ~ -~ +00 quand t -~ +00, car

°

Raisonnons par l’absurde, si les conclusions du theoreme 1 étaient vraies

alors la solution donnee par le theoreme coinciderait avec la solution ci-

dessus [poser w = S (~) > 0, et appliquer un resultat d’unicite standard

pour 1’equation w (o) = wo] et la contradiction decoule de ce

que la solution donnee par le theoreme verifie I u (t) Cte.
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