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RésumE. — On s’intéresse 4 I'homogénéisation de I’équation hyper-
bolique modéle

S ub+a (t, y) 0, ut=0, t>0, xeR, yeQcRN,

munie d’une condition initiale (et d’'une condition aux limites lorsque
x€]0, 1)). Pour cela, nous caractérisons la limite L= (€2) faible * de fonc-
tions du type ¢f(A)=(A—A*"(y))~ ' définies pour LeC, A¢[m, M] et véri-
fiant 0<m < A*(y) <M, en utilisant la représentation intégrale de fonctions
holomorphes du type Nevanlinna-Pick. L’équation homogénéisée fait appa-
raitre en plus de la partie de transport de ’équation, un opérateur de
diffusion & mémoire. Une application 4 un modéle multidimensionnel
d’écoulements miscibles en milieu poreux est considérée.
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ABsTRACT. — This paper is devoted to the homogenization of the
following hyperbolic équation

ut+at(t, y)o,u =0, t>0, xeR, yeQcRY,

with initial data and boundary condition when x€]0, 1[. One characterize
the L® weak * limit of some holomorphic functions of the type
oS (M) =(A—A*(») "% AeC\Im, M] with 0<m A (y)SM for a.e.,y, by
using the integral representation of Nevanlinna-Pick’s holomorphic func-
tions. It appears in the homogenized equation the natural transport opera-
tor and a diffusion operator (in the x variable) with memory effect (in
the time variable t). An application for a multidimensional miscible flow
in porous media is given.

I. INTRODUCTION

Nous nous intéressons a I'homogénéisation d’équations hyperboliques
linéaires du premier ordre a coefficients oscillants. Cette étude est motivée
par la recherche du comportement global de la concentration de fluides
miscibles en milieu poreux hétérogéne.

Si Q est un ouvert borné régulier de RY, représentant le milieu poreux,
£>0 un paramétre associé a une microstructure contenue dans Q. les
équations du déplacement de deux fluides miscibles sont, dans le cas
incompressible et sans dispersion, données par (cf. [9] par exempie) :

©°(x) d,u*+4°(t, x).grad u*=0 dans ]0, T[x Q,

div ¢°(t, x)=0 dans J0, T[x Q,
K*(x)

(1.1)

g (t, x)=— . grad p’, (1.2
ou grad et div désignent les opérateurs gradient et divergence en la variable
xeQ. A ces équations il convient d’ajouter une condition initiale pour «*
et des conditions aux limites pour u* et p°. Les inconnues du probléme
sont ¢ (1a concentration) et p° (la pression). Les données sont ¢*, K*et p
(respectivement la porosité, le tenseur de perméabilité (k;;) du milieu et la
viscosité du mélange). La fonction ¢ et le tenseur K* sont oscillants pour
e — 0. L’équation (1.2) n’est autre que la loi de Darcy.

De nombreux problémes sont modélisés par une équation de transport
du type (1.1). Signalons I’équation de Liouville associée 4 un Hamiltonien
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oscillant. D’autre part, I'étude des oscillations pour I'équation d’Euler
conduit a considérer le probléme : (¢f. Di Perna-Majda [11])

6,u‘+v(y, X) a,w=0, >0, (x,y)eR?
e (1.3)

u |r=o =Uop,

ol v(y, z) est une fonction périodique en la variable z. Nous renvoyons
aux ouvrages généraux de Bensoussan-Lions-Papanicolaou [5] et Sanchez-
Palencia [19] pour les fondements de la méthode d’homogénéisation et
étude de nombreux exemples. Concernant ’homogénéisation d’équations
modélisant I'écoulement d’un fluide diphasique en milieu poreux (cas
immiscible avec pression capillaire et cas miscible avec dispersion) nous
renvoyons aux travaux de Bourgeat [8] et Amaziane [2]. Dans un récent
travail Shvidler [22], [23] a étudié le systéme (1.1), (1.2) et a donné, par
une analyse des fluctuations, des équations effectives associées a (1.1),
(1.2). Des termes de diffusion avec mémoire apparaissent dans les équa-
tions effectives, traduisant un phénomeéne de dispersion. Nous avons mon-
tré dans [3] que cette propriété n’a pas lieu dans le cas 1-D en espace.
Ceci traduit la stabilité de la loi de Darcy par rapport aux oscillations de
la porosité et de la perméabilité. L homogénéisation de I’équation elliptique
en p° s’obtient de fagon classique cf. [17], [18], [29] par exemple.
L’homogénéisation d’équations différentielle du type :

o, ut+ B (¢, x)u*=0, t>0, xeQ
u () =u,

a été considérée par Mascarenhas [16] pour des coefficients périodiques

(1.4)

du type B°(z, x)=P <t, f) et par Tartar [28] dans le cas non périodique et
€

indépendant de t. Si on note par @, la limite L® faible * de u*, si f*—
L® faible #, ’équation effective associée a (1.4), dans le cas ou B est
indépendant de ¢ s’écrit (¢f. Tartar [28])

a,a+Ba+fK(t—s, %) (s, .)ds=0 (1.5)
0

ou le noyau K (¢, x) est entiérement caractérisé par les limites L*® faible *
de (B9, nz 1. Dans le cas plus complexe étudié par Mascarenhas [16], il
apparait un terme 4 mémoire mais celui-ci n’est pas du type convolution.
Léquation (1. 5) montre donc que :

H=B.;+er(t—s, Du(s, .)ds. (1.6)
0

Yol. 6, n° 5-1989.
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11 est clair que par intégration le long des caractéristiques, des équations
de transport du type
J,u+A*s(t, x) grad u*+B*(t, x)u*=0, t>0, xeRN (1.7

se mettent sous la forme (1.4). Le cas ou B°(t, x) n’est pas pértodique
en x dans (1.4) est 4 notre connaissance un probléme ouvert.

Dans ce travail nous ne considérons que les équations de transport du
type suivant :

Jut+at(t, y) 0,u"=0, t>0, xeR, yeQ (1.8)

ol a° est une fonction de L* (R* x Q) vérifiant a*— a L= faible . 1l est
alors clair que :

d,u+d.a.u=0. (1.9)

Notre but est d’exprimer la dépendance de a.u en fonction de a et i.
Lorsque a® est une fonction de (¢, x, y) il n’est probablement pas possible
d’exprimer cette dépendance de fagon simple. Les trois exemples suivants
illustrent la diversité des phénoménes mis en jeu.

Exemple 1. — Les courbes caractéristiques associées a (1.8) sont
données par

t

X=(0, t, x, y)=x+J‘ a(s, y) ds, t>0, xeR, yeQ (1.10)

o
Il est clair que si |a*(t, y|<M, on a X°e W}, *(]0, T[x R, L®(Q)) mais
n’appartient pas 4 un compact de Wi; * (10, T[ x R x Q). Cette absence de
compacité montre qu'en général
a.u#a.u (1.11)
Exemple 2. — Soit LeR. Considérons, au lieu de (1. 8), I’équation :
dut+a(y) O, u+1d,u*=0, t>0, (x, y)eR? (1.12)

avec a*— aL® faible *. Les courbes caractéristiques vérifient dans ce cas :

T 1 ytith
X&(0, t, x, y):x+j‘ a‘(y+s7»)ds=x+ij‘ as(s)ds,

o y
Y0, t, x, y)=y+tA

On voit alors (puisque g° intervient par sa moyenne) que X°® vérifie

(1.13)

1 y+ik
X0, 1, x, ) ->X(O0, 1t x, )=x+ X,[ a(s)ds p.p.(t, x, ). (1.14)
y
Dans ce cas, il est clair que

a.u=a.u. (1.15)
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Exemple 3. — Considérons I’équation suivante :

O, Ut +at(x) 0, u*+b°(y) 0,u°=0, t>0, (x,)eR?Z (1.16)
avec 0<a<a*(x), b°(y)<PB. Les courbes caractéristiques sont solutions
de :

X =a*(X9, Ye=5b*(Y?), X&(0)=x, Y:(0)=y (1.17)

et sont données, de fagon analogue au cas 1-D, ¢f. [3], par:

X0, 1, )=¥,'[¥, (x)+t], Y0, £, )=, ' [9.0)+1]

Z ds (118)
Y. (z Q. (2)= .
() j E() E() J;) bs(s)

On verifie alors que X°® et Y® sont respectivement bornés dans
Wi (10, TIx R,) et Wi, = (10, T[ x R,) et par suite :

X0, 6, x) > X (0,1, x)=¥ ' [¥(x)+1] p.p.(t, x) (1.19)
Y0, 1, )= Y(0, 1, )=0"t[e()+t] p.-p.(t ) '

ou I'on a posé :
Y(z)= J f 1.20
lie 97 e (-2

avec 1/a®—1/a_,, 1/b*— 1/b_, L* faible *.
Puisque u*—u, L= faible * alors @ est solution de

dii+a_, (x)0,a+b_,0,a=0 (1.21)

et sur cet exemple on voit que

ad,u+bd,u=ad,u+bd,u+(@_,—a)du+®_,—b)d,u (1.22
Les exemples que nous venons de traiter illustrent la diversité des phéno-
ménes intervenant dans le processus d’homogénéisation, méme lorsque la
propriété de compacité a lieu comme dans (1.22).

Le probléme de ’homogénéisation de I’équation de transport considérée
ici, est lié¢ & I’étude des propriétés satisfaites par la mesure de Young v,
associée 4 la solution u®. Nos premiers résultats dans ce sens ont été
annoncés dans [4]. Divers problémes de propagation d’oscillations dans
les E.D.P. non linéaires ont été considérés par Tartar dans ses travaux
sur I'étude des oscillations dans les équations aux dérivées partielles non
lincaires [24], [25], [26], [27] (cf. également McLauglin-Papanicolaou-
Tartar [15], Di Perna [10]). L’obtention des équations effectives satisfaites
par les oscillations n’est pas toujours possible. Dans certains cas, on peut
écrire des équations pour les oscillations, ¢f. Tartar [25], [26], [27] et aussi
Serre [20], [21], Bonnefille [7], Lions-Papanicolaou-Varadhan [14]. Dans
{20], [213, [7] les auteurs utilisent, suivant une idée de Tartar, les représenta-
tions de mesures par des fonctions de répartition. Dans notre travail,
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mettant & profit une suggestion de Tartar, nous utilisons la représentation
intégrale de fonctions holomorphes du type Pick-Nevanlinna (cf. Ahiezer-
Krein [1], Donoghue [12]). Cette méthode a été utilisée par Tartar [28], cf.
également son récent preprint [30], et appliquée dans les problémes de

bornes optimales en homogénéisation, cf. Bergman [6], Golden-
Papanicolaou [13] entre autres.

Ce travail est composé de trois parties. Dans la seconde partie nous
etudions ’homogénéisation de I'équation de transport modéle (1.8). Le
probléme de Cauchy et le probléme aux limites y sont considérés. Dans la

troisicme partie nous donnons une application a '’homogénéisation d’un
cas particulier multidimensionnel de (1. 1)-(1.2).

Nous avons beéneficié de fructueuses discussions avec Thierry Lehner,
Frangois Murat et Luc Tartar. C’est un plaisir de les remercier pour
Iintérét qu’il ont porté a notre travail et pour leurs encouragements.

II. HOMOGENEISATION DE LI’EQUATION MODELE

I.1. Le probléme de Cauchy

Soit (a%),., une suite de L*(R* xQ) ot Q est un ouvert de RN "%,
vérifiant

|a*(t, y)|SM et  a—a, L= faible * (2.1
Soit T>0 fixé. Pour tout te[0, T, la suite (A®(t, .)), de L™ (Q) définie
par
t
As(e, y)=j a(s,y)ds, yeQ, (2.2)
0
vérifie alors
[A%(t, »)|ST. M, A(t, .)—A(t,.) L°(Q) faible +, (2.3)
avec A(t, y)= ja(x y) ds, yeQ.

Pour uoeL® (RxQ) "L (R xQ), on considére u*(t, x, y), t>0, xeR,
y€Q, la solution du probléme de Cauchy

ou+a(t, y) 8, u* =0, U |, o=1Uo. 2.4
La solution est donnée explicitement par,
W, X, p)=uo(x—A*(t, y), V)= (., ) *h; (D)  (2.5)

ou K ,(x)=8(x=A*(t, y)) est la masse de Dirac en x=A*(t, y) et *
désigne la convolution par rapport a la variable x. Si ~ désigne la trans-
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formation de Fourier en la variable x € R définie par
fk)y= fe‘“"“"f(X)dx

on a alors
w(t, k, y)=uo(k, ) B ,(k), K ,(k)=exp (—2ink A%(t, )). (2.6)
Soit u(t, x, y) la limite faible de u®. Pour caractériser u il suffit de caractéri-

ser les oscillations de la mesure A4 ,(.) ou de sa transformée de Fourier
ki ,(k), puisque pour toute fonction ¢ continue a support compact,

L), <p>=f B, (k) $ (k) dk. 2.7)
R

Si h, ,(.) désigne la limite faible dans espace des mesures de h; ,, alors
supp (h,, ,(.))=[—TM, TM] puisque <k ,(.), ¢ >=0 (A*(, »)). En fait,
h, ,(.) est la mesure de Young v, (.) associée a la suite (A®(tz, .)) de
L®(Q). Soit ﬁ,’ ,(.) 1a limite de k; ,(.) dans L () faible * on a

Chy, q>>=f h,, , (k) ¢ (k) dk. (2.8)
R

Le résultat suivant est utile pour écrire I’équation vérifiée par h',, y(K). 1

sera également utilisé dans le paragraphe IL.
Soit @ un ouvert de R% d=1. On considére une suite de fonctions a* de

L>(0) vérifiant
a<aE(x)B p.p.xel, a#—ow, PB#+wx 2.9)
a— a dans L* (@) faible * quand € — 0.
On considére la suite de fonctions @%(z)=(z+a*(x))”! définie sur
Ox(C\I) ou I=[—B, —a]. Elle vérifie
0% (z)— @.(z) dans L®(0) faible *, pour ze C\], 2.10)
@ (D)={Vy, (z+1)71),
ou (v,) est la famille de mesures de Young associée a la suite (a°). La
fonction z — @%(z) est pour presque tout x € 0, holomorphe dans C\J, et
admet le développement asymptotique suivant,
@)= (1@ ()fz+ (@ ()
—(@x))/2+...+0@E="""H} (2.11)
En notant, pour n=2,

(a®)"— a, dans L= (0) fajble *, 2.12)

Yol 6, n° 5-1989.
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on voit que ©,(z) vérifie
1 _
0, (2)=- {1—a(x)/z+a,(x)/z*—ay (x)/z°+ ... +0(@z"""H} 2.13)
z

On définit la fonction z - K, () sur C\! par,

K,(@=z+a(x)— (0. ()} (2.14)

de sorte que K (.) est holomorphe dans C\I et, admet le développement
asymptotique suivant,

K,(@)= Z 2R (x)+0(E"Y), Yn=1. (2.19)
k=1

Les fonctions T, sont explicitement déterminées en fonction de a et a; pour
2<j<ket k=0, 1, ..., n. On vérifie que I'on a,

1o (X)=a, (x)—(a(x))?,
T () =—{a;(x)~2a(x) a; (x) +(a(x))’ }.

Nous allons montrer que la fonction z—->K_(z) est du type Pick-
Nevanlinna et par suite, le théoréme de représentation intégrale pour ces
fonctions s’applique ¢f. Ahiezer-Krein [1], pp. 54-55 et 58-59. La fonction

K, (2) est holomorphe en dehors de I, elle est réelle pour ze R\ et vérifie
K, (00)=0. En outre, on a,

(2.16)

Im (K, (@)=Im (2) {1=Cv, |z+X]| 2>V, E+X)>72}, (2.17)

de sorte que I'inégalité de Jensen appliquée a v, montre que Im (K, (2)) <0
si Im(z)>0. En appliquant le théoréme de représentation cité plus haut,
il existe, pour presque tout xe(@, une fonction A — @, (X) croissante et
bornée sur [—B, —a] telle que,

Kx(z)=j z—2)"tdo, (V) pour zeC\ L (2.18)
-B

La mesure do, (.) est positive, a support dans [— [, —a] et vérifie

J‘ Ado, (M) =1, (x) pour k=0,1,...,n (2.19)

-B

On a montré le résultat suivant,

ProposiTioN 2.1. — La limite ©.(z), dans L™ (0) faible %, de la suite
©% (z) est donnée par,

(p,‘(z)={2+a(x)—J\_u(z—k)_ldcox(k)}_1 pour p.p. xe ¢ (2.20)
-B
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et pour tout ze C\], o1l do,(.) est la mesure donnée ci-dessus et, vérifiant
(2.19). En outre si >0 alors on a,

j Tartdo, = S kw0

5 k!
dk

= =Ky G+ o 2:2)

En particulier, si (a®) "—a_, pour n=Z1 on a,
f 2 Ydo, (M) =al—a, f A7 2do, (M) =a_,/(a_)*—1. (2.22)
-B -B
On peut maintenant établir le

LemME 2.1. — Il existe une fonction . — w, (A) croissante et bornée sur
[—TM, TM] telle que h‘,, , (k) satisfait I équation suivante : Pour tout ke R,

ach, () +2in A Yk, k)
™ k
+4n2f dm;(X)j h, ,(0)e?'™Eds=0 (2.23)
o]

~T™

pour tout te[0, T] et p.p. yeQ. En outre, tous les moments de la mesure
positive dw} (.) sont explicitement déterminés en fonction des limites dans
L>(Q) faible *, des suites (A*(t, .))", n22, pour t€[0, T] fixé ou,

A5t )"—A, ¢ ) L°(Q) faible *. 2.24)
On a en particulier :
T™
J dol, M) =A,(, »)—A*(, )20
™ —™ (2.25)
J ld(’*);:()")= ~{A3(t’ y)—2A([, y) Az(t, y)+A3(t> }’) }‘

-T™

Démonstration. — Soit ,S,”(ﬁf, ,(.)) (), peC, la transformée de Laplace
de h; (k) pour k>0 définie par

,S,”(g(.))(p)=‘[ﬂ0 e g (k)dk pour Re(p)>0
o

alors on a
L () P)=@+2in A%, y)~! pour Re(p)>0. (2.26)
Notons que A? , (k) vérifie Iff, ,(0)=1 et I'équation différentielle :
akﬁf,y(k)+2i1tA‘(t, y)lff‘y(k)=0, keR (2.27)

Vol. 6, n° 5-1989.
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On définit dans C la fonction :

Gi (2)=(+A%(t, y)"'  pour zeC,}

(2.29)
z2¢ Ar=[—TM, TM].

On a clairement
- 1 4
L (K (. =— G} —
(b , () @ TPALY (2m>
La fonction z — G{ , (z) est réguliere dans C\ Ay (ses pdles sont dans Aq).
On peut appliquer la proposition 2.1 & la fonction G; ,(z) en posant
0=10, T[xQ et a*(t, y)=A%(t, y). On obtient, pour tout T>0 et
ze C\ Ay,
G*., .(2)—G.,. (2) dans L*(]0, T[ x Q) faible *
™
G, ,@={z+A(, y)—f z—N"tdal (W)} (2.29)
—T™

ou dw’(.) est la mesure donnée dans la proposition 2. 1. Puisque 'on a

t
A%t, y)= j a‘ (s, y)ds, on déduit le résultat plus précis suivant,
0

Gt (2)—G, (2) dans L*(Q) faible *, (2.30)

pour tout te[0, 7] fixé et pour tout ze C\ A, ot A,=[—tM, tM]. La
proposition 2. 1 montre alors que I'on a pour tout te{0, T}, z¢ A,

G,,y(z)z{z+A(t, y)—JtM (z—l)_ldco'y(l)}—lp.p. en yeQ.

De plus, comme 0,G; ,(2)=—a*(t, y)[GE, ,(2)]* alors G est bornée
dans W' ©(]0, T} xQ) done, 6,G%, . —4,G., . dans L*(]0, T[xQ)
faible * pour tout z¢A;. On trouve que ¢,G, ,(2eL* (0, T{x<Q).

Puisque par définition K, ,(z)=:z +j a(s, y)ds—[G,, ,(z)]” ' alors, on

0
voit que 9,K., . (2)eL=®(]0, T[xQ) et finalement K., . e W *(]0,
T[x Q) pour tout z¢ Ay.

Soient maintenant ¢ e[0, T] et pe C tel que Re(p) >0 alors on a
L ()P —Z Gk, , () (p) L= (Q) faible *.
Avec (2.14) on voit que pour Re(p)>0 et péiAy:

.%’(ﬁ,,y(.))(p)=<p+2i1rA(t, y)+4n? Jm M)“IA (2.31)
-1tm P—2iTA
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En prenant la transformation de Laplace de (2. 30), on déduit (2.23) pour
k=0. On adapte ensuite les calculs précédents pour k<0. On obtient
finalement (2.23) pour tout ke R. On trouve la méme équation.
TueorREME 2.1. — La limite faible u de u® solution de (2.4) est donnée
par :
u(t, x, y)=(uo (-, »)*h, ,(.)x (2.32)

ot h, (k) (vérifiant h, y(0)=1) est solution de T équation :
™
(x+A(t, y)h, y(x)—J do,(M)[2inF, (A, x)]=0 (2.33)
-T™
ou ¥, ,(\, u) est la distribution tempérée de x, réguliére en )\, donnée par
Péquation de division de distributions -
(x-M[RinF, ,(, X)) =h, ,(x), Vie[—TM, TM]
F,,(, 00=0, Vie[-TM, TM].

Démonstration. — En prenant la transformation de Fourier inverse de
(2.23) il vient :

}» (2.34)

2in(x+A(t, y)h, y+47t2fdm()»)F,' (A, x)=0
ou F, (A, .) est la distribution définie par
k
F, y(A, k)=f h, y(0) exp (2ink (k— o)) do (2.35)
0

OnaF, ,eC®(]—TM, TM[, &' (R)) et vérifie 3, F, ,—2imAF, =k,
En prenant la transormation de Fourier inverse on a

2in(x—2A).F, (A x)=h, ,(x) (2.36)

dans & (R) pour tout Ae[—TM, TM]. \

La division des distributions est possible mais on ne peut exprimer la
dépendance de F, , par rapport a h, , puisque les zéros de x—A\ sont
exactement dans le support de la mesure h, .

Remarque 2. 1. — La fonction holomorphe z — K} (z) donnée par (2. 18)
est definie pour ze C\\[—TM, TM], alors que le second terme de (2.32)
fait intervenir, d’aprés (2. 33), exactement les points de [— TM, TM].

Lorsque le coefficient a* est indépendant de ¢, il est possible d’écrire
une équation aux dérivées partielles pour wu.

THEOREME 2.2. — Soit (a®) une suite de L® (Q), indépendante de t,
vérifiant (2.1). Soit ue L (R*; (L* M L) (Q)) la limite faible de u* solution
de (2.4). Alors, pour presque tout y, il existe une fonction v (.) croissante
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et bornée sur [—M, M] telle que u vérifie

t M
6,u+a(y)6xu—-J J' dv,(M) 32 u(s, x+A(t—s), y)ds=0,
0od-m (2.37)

u|,=0=u0.

La mesure dv,(.), positive a support dans [—M, M], a tous ses moments
entiérement déterminés par les limites L™ () faible * de (a®)", n=2.
Si on note (a®)" — a, L* () faible *, on a par exemple :

Jdvy M =a,»)—a*> ),
(2.38)

Jldvy(l)—’:— {a;()—2a()a, M) +a>(»)}.

Si la suite (af) vérifie O<m=Za*(y))SM p. p dans Q alors, le support
de dv, est dans [—M, —m] et on peut déterminer explicitement

JX"‘ dv,(\), Y k= 1. En particulier on a

jx—l dv,()=a_, ()—a ().
(2.39)

fk_z dv,(MN=a_,()/a_, )’ -1

ou nous avons noté (@)~ "— (a_,)~ ' L= () faible *.

Démonstration. — La fonction A ,(.) est donnée ici par
ﬁf,,(k)=exp(—2i1tktaa(y)). Les variables t>0 et k>0 jouant le méme
rdle, on voit alors que ﬁ,,y(k) la limite faible de Ef,y(k), verifie les deux
équations suivantes :

6k};:.y(k)+2i1tta(_y)};+4n2t2
M k
xf dvy(}‘)J‘ Eg,y(o')eZi’d"(k—u)dO'ZO (240)
M o
61};:.y(k)+2i1tka(y)};+4n2k2

+M t
x f dvy()»)j E,‘y(s)e““”“_s’ds=0 (2.41)
-M [¢]
ou dv,( .) est la mesure associée a la suite (a°) construite comme dans le
lemme 2. 1. On peut multiplier la seconde équation par u, (k, y) et prendre
la transformation de Fourier inverse. On déduit alors ’équation annoncée.
Pour démontrer (2.38) on utilise le fait que la fonction K, () est donnée
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par
Ky(z)=—f_mw, 2¢[~M, —m], (2.42)
M Z—A

et vérifie : K{¥ (0)=n!J A" ldv,(A)n=0. D’aprés (2.29), on a

-M

K?0)=1-G;*(0), KP(@0)= <$)l
z

En outre, puisque G, (z)=<{05,, (z+A)"!), ol o, est la mesure de Young
associée a la suite (a°), on déduit alors facilement le résultat (2. 38).

z=0

I1. 2. Le probléme aux limites

On suppose ici que la suite (a%) est indépendante de ¢ et vérifie
O<m=Za* ()M, a*—alL®(Q) faible * (2.43)
On considére alors le probléme aux limites :
o, uf+a*(y) 0, u*=0, t>0, (x,)e@=]0,1[XQ
Ut |0 =, pour (x, y)e@ (2.44)
u‘lx=0=0 pour (>0, yeQ.
Comme a°(y)=m>0, la solution s’obtient en la prolongeant par 0 pour
x<0 puis en la restreignant a 0 <x<1. La méthode précédente s’applique
donc a ce probléme. Nous donnons dans ce qui suit une seconde méthode
n’utilisant pas la transformation de Fourier et donc valable dans les
espaces LP. Le semi-groupe associé au probléme s’exprime a 'aide de la
résolvante par la formule suivante,

ut(z, .)=58(1) (uo)=j e (p+a° )" (uo) dp (2.45)
r

ou I' est un contour de C convenablement choisi.
Pour yeQ fixé, on définit 'opérateur T par :
= 1 =
Tu=0,u pour ueD(T).
LD’opérateur T est maximal positif dans L?(0, 1), pour tout f €L?(0, 1), il
existe une seule w*(., y)eD (T) solution de
pw(.,y)+a (), w(,y)=f pour Re(p)>0
we| 0 (2.47)
x=0— Y-
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En prenant la transformée de Laplace en ¢ de (2.44) et en posant
v (x, )= W (., x, y) @), (2.48)
alors v* vérifie
P+t (1) 0, =upeL2(]0,1[xQ),  Re(p)>0, } (2.49)
v‘ |x= 0 = 0.
On approche, dans L2((0,1) xQ), u, par un élément v, de 2 (]0, 1[xQ)
de sorte que la solution v* associée a v, est donnée par :
(., N=@+a@T) (ve(.,y), Re@)>0. (2.50)

On utilise la formule de représentation de Dunford pour la résolvante
(p+a()T) Y, ona:

v (., p)= ﬁj @) @+zD (o y)dz (2.5
ry

ou I'; est le contour de C, entourant [m, M] et contenu dans le demi-
plan :

D,={zeC, Re(p.2)>0}. (2.52)
En effet le probléme,
pw+zc’3xw=v0(.,y)} 2.53)
w(0, y)=0

admet, pour tout yeQ fixé, une unique solution w(x, y, z) dans H'(0, 1)
telle que w (0, y, z)=0 dés que Re(pz)#0 et vérifiant la majoration,
|z]

w(., ¥ 2)|.2 <—1"F oo, 2 . (2.54)

l G,y )IL 0, 1)= lRe(pz)}l o J’)lL ©, 1)
On définit pour Re(p)>0 les domaines C; = {zeC, z#0, Re(pz)>0} et
D, ={zeC,, z¢[m, M]}. L application z—>w(., y, z) est holomorphe
de C; dans L2(0,1). Les pdles de (z—a°(¥))" ' sont dans [m, M] alors

z—>(z—a*(y)) ' w(.,,z) est holomorphe de D, dans L?(0, 1). Le théo-
réme de Cauchy classique montre que,

W(~,y,a‘0’))=2—:7;j E—a ) 'w(.,y 2)dz (2.55)
Ty

ou I'; est un contour fermé dans D, entourant [m, M].
On considére la fonction ¢} (z) définie par :

P(2)=(z—a(y) ! pour zeC\ AavecA=[m, M]. (2.56)
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En utilisant la proposition 2.1 on obtient
¢ (z)— ¢ (z) L*(Q) faible *,

<py(z)=(z—a(y)—f”dvym(z—xrl)_l, ZeC\A,

m

(2.57)

ou dv,(.) est une mesure positive 4 support dans [m, M], associée a la
suite (—af), dont tous les moments sont explicitement déterminés en
fonction des limites de (—a®)", n=2, dans L* (Q) faible =*.

La suite 1* définie par (2.49) et donnée par (2.51) est bornée dans
L?(¢), par suite, v*— v dans L?(0) faible et on a

v(.,y)zz—igj‘+(py(z).(p+zT)_1(v0(.,y))dz. (2.58)

En vue d’utiliser les propriétés de I'intégrale de Dunford on fait dans
(2.58) le changement de variable {=1/z. On définit le contour
I'*={LeC, 1/{eT’, } alors (2. 58) devient

v(.,y)=—i,f 6y(C)<C+1T>
2im r, D

' dg (2.59)

avec :
<T>y(C)=(1—a(y)C—C2dey(7»)-(I—XC)"I)_I- (2.60)
Le second membre de (2.59) définit a 'aide de 'intégrale de Dunford, la

. - 1 .,
fonction d’opérateur l(p),< — —T) pour y eQ fixeé.
p p

On a donc pour tout yeQ et tout peC tel que Re(p)>0:

U(., }’): “l'ay( _lT)
P P

_ [p+a(y)T—T2J‘(p+)»T)‘1 dvy()\.)]_l (0o (-, ). (2.61)

Ce résultat est vrai pour tout vy e 2 (0). Par densité, il est vrai pour tout
t,€ L?(0). Enfin, on voit facilement que les opérateurs T et (p+AT) !
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commuttent. Nous avons démontré le :

LEMME 2.2. — Soit v* la solution de (2. 35) associée a uaeL?(]0, 1[x Q).
Alors

v*—v L2(0) faible, v(., Y)eD(T) p. p. yeQ, (2.62)

M
pv(., ) +a)To(., y)—f dv, W @P+AT) ' T?0(., »)=0,

2.63
U ix= 0= 0. ( )
Nous pouvons démontrer le
THEOREME 2. 3. — Soit u® la solution du probléme (2.30). Alors
u*—u L*(0,T,L2(0)) faible = (2.64)

et u vérifie le probléme
dut+a(y)o,u—
t M
—J dsf dv,(A)0Zu(s,x—A(t—s), y)=0 dans ]0,T[x 0O (2.65)
[4] m
ul,_o=u, dans 0
u|,_o=0 dans [0, T]xQ.

Démonstration. — Soit v*(x, y)=2 (¥*(., x, ¥))(p), Re(p)>0, la trans-
formée de Laplace en >0 de la solution u® de (2.44); v* est donc solution
de (2.49) et vérifie (2.62) et (2. 63), d’aprés le lemme 2.2. Soit f (x, y) la
solution du probléme

pf (., »)+ro (., »)=0v(.,y), Re@>0, re[m, M],
flx=0=0'

On note F(t, x, y) la transformée inverse de f (x, y), solution de (2. 66).
On a

(2.66)

6, F+r0, F=u(t,., y)
Fl,_o=0, (2.67)
F|x=0=0’

t
de sorte que F(t, x+Ait, y)=Ju(s,x+7Ls, y)ds pour 0=x+As=sl,
o]

0s=t.

En prenant la transformation de Laplace inverse de (2.63) on trouve
(2.65). D’ou le théoréme.
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II. APPLICATION : HOMOGENEISATION EN MILIEU POREUX

Nous étudions ici le comportement global de la pression p® et de la
concentration u* de fluides miscibles en milieu poreux hétérogéne. Les
équations du mouvement sont données par (1.1) et (1.2). On considére
icdlecasou 0=]0,1[xQ, avec Q un ouvert de RN !, borné et régulier. On
suppose que la porosité @*(x, y) = ¢°(y) et que la matrice de perméabilité
K*(x, y)=(ki;(x, y)) vérifie kj; = 0j #, i # 1 de sorte que la loi de Darcy
s'écrit (c¢f. introduction) :

KOs gt gx=0, j=2,..,N. (3.1)

x 2

q:1 (ta X,y): -

On considére d’abord le cas ot ¢° = 1. Le probléme est donc de trouver
la limite faible de la solution (uf, p%) du systéme :

_ax<ﬁ_(_’&i)axp°)=o dans 0,
n
P0,y)=po(»),  p(t1,y)=p;(y) dans JO,1[xQ.

(3.2)

6,u‘—m6xp‘.axu‘=0 dans ]O, T[x O,
g ul,_o=u, dans @ (3.3)
u|,_o=0 dans [0, TIxQ.
On suppose dans la suite u = 1 et le coefficient k°(x, y) tel que
0<m, <k*(x, y)<m,, 5.4
kf—k, 1/kt—1/k_, dans L*(0) faible =

Le débit g5 (¢, x, y) est indépendant de x d’aprés (3.2), et on a

Gex)=—LAD  avee BOI=pe )21 (). (3.5
[ aspe

0

On suppose en outre que la différence de pression B vérifie

0<Bi=po()—P =B, VyeQ, (3.6)
de sorte que la condition aux limites pour le probléme (3. 3) convient. u®
vérifie donc

O, u+a*(¥)0,u*=0 dans ]0, T[x O,

u|,_o=u, dans O, 3.7
u|,.o=0 dans [0, T]xQ,
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ou a*(y) est donné par :

BO»)
o ()
et vérifie les propri€tés suivantes :
0<B(ImM, =@ (=BO)m,,  O0<my'So*()sm;’
a— a, l/a*—1/a_,, ct— o, (3.9
l/o*—1/o_; L*(Q) faible *.

a(y)= avec o"(y)=f1 dx

3.8
o] ks(x, }’) ( )

Notons que I'on a

a()=B0oc-;0) et 031(}’)=B(}’)J k21 (xy)dy. (3.10)
o]

Nous avons alors le résultat suivant :

THEOREME 3.1. — Soit (4, p) la limite faible de (W°, p), Punique solution
de (3.3). Alors (u, p) est solution du systéme suivant :

—d,(K(x, y)3,p)=0 dans 0, } (.11
p|x=0:p0> Plx=1=p1 dans Q,

o, u—K(x,y)0,p.0, u—
t
—f dstvy(X)afu(s,x—k(t—s),y)zo dans 10, T[x O (3.12)
0

ul,_o=u, dans 0,
ul,—o=0 dans [0, T]xQ,
ou K (x, y) est la fonction de perméabilité définie sur O par

K@, »)=0_10)M(x,»), [k (] ' =M™t (3.13)

dans L= () faible * et dv,(.) est la mesure positive a support compact dans
[BO)my, B(yym,] donnée dans le théoréme 2.1. Enfin la perméabilité K
verifie la propriété suivante,

1
O<m; =K (x,y)sm, et 0'~1(.V)=j dx - (3.1
o K(x, »)
Démonstration. — Considérons le probléeme elliptique (dégénéré) (3.2)

vérifie par p®. On a clairement p*— p et d, p*— 8, p dans L?(0) faible. En
outre, d’aprés (3.5), on a k*(x, y) 3,p°= —B (»)/c°(¥) ol o(y) est défini
par (3.8). De méme, 0, p*= —B (»)/[k*(x, ¥) o ()]. On a les convergences
suivantes :

kE(x, o, pf— —B(»).c1(y) L*(Q) faible *,

_ _ . (3.15
[k (x, )] ' —=[M(x,»)] ' L=(0) faible *.
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La pression vérifie les équations,

0. p=BOM(x, y]"'=B()o_, M K(x, ») (3.16)
ou K (x, y) est définie par (3.13). Notons que m,/m, <M (x, y)<m,/m,
et que m;<o_,;(¥)<m, par suite m; <K(x, yY)=m,. Enfin, comme
K(x, »)0.p=—B()0Z1() et 8, (K(x, )3, p)=0, on a

°-10)= JK(x »

dou (3.11), (3.13) et (3.14). Pour obtenir (3.12) on applique le
théoréme 2. 2. Puisque le coefficient a°(y) défini par (3.8) vérifie a*—a
dans L*(Q) faible * et a(3)=B(y)o_;(y) on déduit de ce qui précéde
4B o1 ()= —K (x, y)6,p. Comme 0<B(y)m,<a*()<P()m, alors
la mesure dv,(.), donnée par le théoréme 2.2, a son support contenu
dans [m, B(y), m, B(»)]. D’ou le théoréme.

Remarque 3.1. — La méme méthode permet de traiter au lieu de (3. 3)
le cas suivant :

o (y) o, u*—k°(x, y)0,.p°. 0, u*=0, (3.17)
O<o, 20 (y)=a,, o*— ¢ L*(Q) faible *. (3.18)

Dans ce cas le coefficient a® (y) donné par (3. 8) devient :
a®M=BOIc*(».¢o°0)), o W= J P (3.19)

Il est clair que I'on obtient, par homogénéisation, la méme equation que
(3. 11) satisfaite par la pression p. L’équation vérifiée par la concentration u
n’est plus la méme. On suppose que a° vérifie

a—a L*(Q) faible *, (3.20)
on peut donc écrire a(y)= B(y)[c YOt et comme dans le

théoréme 3.1 ona o_,(y)= f et par suite la concentration u

K(x, »)
vérifie

¥ (») o u—K(x, y) 0, u— J\tdsj‘duy(l)aﬁu(s,x—l(t—s), y)=0 (3.21)
4]

ou du, (.) est la mesure a support dans [—B(y) B(y):l associée a la
oy

suite 1/[c*()) @ (»)]. En outre, la fonction ¥ (y) n’est pas la limite faible
de (¢°) mais est définie par :

T(Y)=B(}’)[a(}’)f

o b yeQ. 3.22
OK(x,y)] p. p. y€ ( )
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Remarque 3.2. — Considérons le cas ot la perméabilité k (x, y) et la
porosité ¢ (y) sont indépendantes de € mais que la différence de pression
B(»)=po () —p, (¥) dépend de &. Précisément supposons dans (3.2)

k(x, =k (x,¥);  Pl=0=Ps0), ple=1=Pi0) (.23
et soit f*(y) défini par

B (»)=pP10)—P5 ), } (3.24)
0<B, <P (N<B, F—B L) faible ».
Soit p* la solution de (3.2) on a dans ce cas
b dx
—k(x,y)0,.p*=p" /J _— (3.25)
x,¥) 0, p* =P (») i

Sipi—p; L*(Q) faible * pour i=0, 1, alors la pression p° vérifie p*— p,
0, p°— 8,.p dans L2(©) faible et p est solution unique du probléme

'—ax(k (x’y)axp)=0a p{x=i=pi’ i=0, 1. (326)

L’équation vérifiée par la concentration u s’obtient de fagon analogue.
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