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RESUME. - On s’interesse a l’homogénéisation de l’équation hyper-
bolique modèle .

munie d’une condition initiale (et d’une condition aux limites lorsque
xe]0, Pour cela, nous caractérisons la limite LOO (Q) faible * de fonc-
tions du type 03C6~y(03BB)=(03BB-A~(y))-1 definies pour 03BB~[m, M] et veri-
fiant 0  m __ AE (y) -- M, en utilisant la representation intégrale de fonctions
holomorphes du type Nevanlinna-Pick. L’équation homogénéisée fait appa-
raitre en plus de la partie de transport de 1’equation, un operateur de
diffusion a memoire. Une application a un modele multidimensionnel
d’ecoulements miscibles en milieu poreux est consideree.
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398 Y. AMIRAT, K. HAMDACHE ET A. ZIANI

ABSTRACT. - This paper is devoted to the homogenization of the
following hyperbolic equation

with initial data and boundary condition when x E ]0, 1 [. One characterize
the L~° weak * limit of some holomorphic functions of the type
cpx (~,) _ (~, - A~ (y)) 1, M] with for a. e., y, by
using the integral representation of Nevanlinna-Pick’s holomorphic func-
tions. It appears in the homogenized equation the natural transport opera-
tor and a diffusion operator (in the x variable) with memory effect (in
the time variable t). An application for a multidimensional miscible flow
in porous media is given.

I. INTRODUCTION

Nous nous interessons a 1’homogen~isation d’equations hyperboliques
lineaires du premier ordre a coefficients oscillants. Cette etude est motivée
par la recherche du comportement global de la concentration de fluides
miscibles en milieu poreux heterogene.

Si Q est un ouvert borne regulier de représentant le milieu poreux,
E > 0 un parametre associe a une microstructure contenue dans Q. les

equations du deplacement de deux fluides miscibles sont, dans le cas

incompressible et sans dispersion, donnees par (cf. [9] par exemple) :

of grad et div designent les operateurs gradient et divergence en la variable
x E SZ. A ces equations il convient d’ aj outer une condition initiale pour u~
et des conditions aux limites pour u£ et pE. Les inconnues du probleme
sont uE (la concentration) et pE (la pression). Les donnees sont K£ et J.1
(respectivement la porosité, le tenseur de permeabilite (k ~) du milieu et la
viscosite du melange). La fonction et le tenseur K~ sont oscillants pour
c --~ 0. L’equation (1.2) n’est autre que la loi de Darcy.
De nombreux problemes sont modelises par une equation de transport

du type ( 1. 1 ). Signalons 1’equation de Liouville associee a un Hamiltonien
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399ECOULEMENTS MISCIBLES EN MILIEU POREUX

oscillant. D’autre part, 1’etude des oscillations pour l’équation d’Euler
conduit a considerer le problème : (cf Di Pema-Majda [11])

ou v (y, z) est une fonction periodique en la variable z. Nous renvoyons
aux ouvrages generaux de Bensoussan-Lions-Papanicolaou [5] et Sanchez-
Palencia [19] pour les fondements de la methode d’homogeneisation et
1’etude de nombreux exemples. Concernant l’homogénéisation d’equations
modelisant 1’ecoulement d’un fluide diphasique en milieu poreux (cas
immiscible avec pression capillaire et cas miscible avec dispersion) nous
renvoyons aux travaux de Bourgeat [8] et Amaziane [2]. Dans un recent
travail Shvidler [22], [23] a etudie le systeme ( 1. 1), ( 1. 2) et a donne, par
une analyse des fluctuations, des equations effectives associees a ( 1. 1),
(1.2). Des termes de diffusion avec memoire apparaissent dans les equa-
tions effectives, traduisant un phenomene de dispersion. Nous avons mon-
tre dans [3] que cette propriété n’a pas lieu dans le cas 1-D en espace.
Ceci traduit la stabilitc de la loi de Darcy par rapport aux oscillations de
la porosite et de la permeabilite. L’homogeneisation de 1’equation elliptique
en p~ s’obtient de facon classique cf. [IT], [18], [29] par exemple.
L’homogeneisation d’equations differentielle du type :

a ete considérée par Mascarenhas [16] pour des coefficients périodiques

du type [i£ (t, x) = (3 t, x et par Tartar [28] dans le cas non périodique et
indépendant de t. Si on note par u, la limite L °° faible * de si [03B2~  [i
L°° faible *, 1’equation effective associée a ( 1. 4), dans le cas of 03B2~ est

indépendant de t s’écrit (cf Tartar [28])

ou Ie noyau K (t, x) est entierement caracterise par les limites L°° faible *
de (~~)", Dans le cas plus complexe etudie par Mascarenhas [16], il
apparait un terme a memoire mais celui-ci n’est pas du type convolution.
L’équation (1.5) montre donc que :

VoL 6, n ’ 5-1989.
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Il est clair que par integration le long des caracteristiques, des equations
de transport du type

se mettent sous la forme (1.4). Le cas ou ~3E (t, x) n’est pas periodique
en x dans ( 1. 4) est a notre connaissance un probleme ouvert.
Dans ce travail nous ne considerons que les equations de transport du

type suivant :

ou aE est une fonction de xQ) verifiant L°° faible *. Il est
alors clair que :

Notre but est d’exprimer la dependance de a. u en fonction de a et u.

Lorsque a~ est une fonction de (t, x, y) il n’est probablement pas possible
d’exprimer cette dependance de facon simple. Les trois exemples suivants
illustrent la diversite des phenomenes mis en jeu.

Exemple 1. - Les courbes caracteristiques associees a (1.8) sont

donnees par

Il est clair que si I __ M, on a XE E ( ]o, T[ x L°° (SZ)) mais
n’appartient pas a un compact de (]0, T[ x (F8 x Q). Cette absence de
compacite montre qu’en general

Exemple 2. - Soit 03BB, E R. Considérons, au lieu de ( 1. 8), 1’equation :

avec faible *. Les courbes caracteristiques verifient dans ce cas :

On voit alors (puisque a~ intervient par sa moyenne) que X~ verifie

Dans ce cas, il est clair que
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Exemple 3. - Considerons 1’equation suivante :

avec 0  a  aE (x), bE (y)  j3. Les courbes caractéristiques sont solutions
de :

et sont donnees, de façon analogue au cas I-D, cf [3], par :

On verifie alors que X£ et YE sont respectivement bornes dans

(]0, et W1, ~Loc ( ]o, et par suite : "

ou l’on a pose :

avec 1 /bE -~ 1 /b _ 1 Loo faible *.
Puisque uEu, Loo faible * alors u est solution de

et sur cet exemple on voit que

Les exemples que nous venons de traiter illustrent la diversite des phéno-
menes intervenant dans le processus d’homogeneisation, meme lorsque la
propriete de compacite a lieu comme dans (1.22).
Le probleme de 1’homogeneisation de 1’equation de transport consideree

ici, est lie a Fetude des proprietes satisfaites par la mesure de Young vx
associee a la solution Nos premiers résultats dans ce sens ont ete
annonces dans [4]. Divers problemes de propagation d’oscillations dans
les E. D. P. non linéaires ont ete consideres par Tartar dans ses travaux
sur 1’etude des oscillations dans les equations aux derivees partielles non
lineaires [24], [25], [26], [27] (cf egalement McLauglin-Papanicolaou-
Tartar [15], Di Perna [10]). L’obtention des equations effectives satisfaites
par les oscillations n’est pas toujours possible. Dans certains cas, on peut
ecrire des equations pour les oscillations, cf Tartar [25], [26], [27] et aussi
Serre [20], [21], Bonnefille [7J, Lions-Papanicolaou-Varadhan [14]. Dans
[20], [21], [7] les auteurs utilisent, suivant une idee de Tartar, les representa-
tions de mesures par des fonctions de repartition. Dans notre travail,

5-1989.



402 Y. AMIRAT, K. HAMDACHE ET A. ZIANI

mettant a profit une suggestion de Tartar, nous utilisons la representation
integrale de fonctions holomorphes du type Pick-Nevanlinna (cf Ahiezer-
Krein [I], Donoghue [12]). Cette methode a ete utilisée par Tartar [28], cf
egalement son recent preprint [30], et appliquee dans les problemes de
bornes optimales en homogeneisation, cf Bergman [6], Golden-
Papanicolaou [13] entre autres.
Ce travail est compose de trois parties. Dans la seconde partie nous

etudions rhomogeneisation de 1’equation de transport modele ( 1. 8). Le
probleme de Cauchy et le probleme aux limites y sont consideres. Dans la
troisième partie nous donnons une application a l’homogénéisation d’un
cas particulier multidimensionnel de ( 1. 1)-( 1. 2).
Nous avons beneficie de fructueuses discussions avec Thierry Lehner,

FranÇois Murat et Luc Tartar. C’est un plaisir de les remercier pour
l’intérêt qu’il ont porte a notre travail et pour leurs encouragements.

II. HOMOGENEISATION DE L’ÉQUATION MODELE

II. 1. Le probleme de Cauchy

Soit ( a£)£ > o une suite de ou Q est un ouvert de I~N -1,
verifiant

Soit T>0 fixe. Pour tout T], la suite (AE(t, ))E de LOO(Q) définie
par

verifie alors

Pour on considere u£ (t, x, y), t > o, 
y ~ 03A9, la solution du probleme de Cauchy

La solution est donnee explicitement par,

of y)) est la masse de Dirac en y) et *

désigne la convolution par rapport a la variable x. Si ^ désigne la trans-
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403ÉCOULEMENTS MISCIBLES EN MILIEU POREUX

formation de Fourier en la variable x ~ R définie par

on a alors

Soit u (t, x, y) la limite faible de Pour caracteriser u il suffit de caracteri-
ser les oscillations de la mesure h~t, y ( . ) ou de sa transformee de Fourier
h~, ~ (k), puisque pour toute fonction cp continue a support compact,

Si ht, y(.) designe la limite faible dans l’espace des mesures de h~t, y, alors
TM] puisque  hi, y ( . ), y)). En fait,

g y(.) est la mesure de Young vty ( . ) associee a la suite (A E (t, )) de
L°° (~2). Soit ht, y ( . ) la limite de ht, y ( . ) dans L°° (SZ) faible * on a

Le resultat suivant est utile pour ecrire 1’equation verifiee par ~t, y (k). Il
sera egalement utilise dans le paragraphe II.

Soit (!) un ouvert de d >_ l. On considère une suite de fonctions a~ de
L~(t~) verifiant

On considere la suite de fonctions definie sur

0 x (CBI) of I = [ - 03B2, - oc]. Elle vérifie

ou (vj est la famille de mesures de Young associee a la suite (d). La
fonction z ~ 03C6~x (z) est pour presque tout holomorphe -dans e-t

admet le developpement asymptotique suivant,

En notant, pour n >_ 2,

Vol. 6, n° 5-1989.
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on voit que cpx (z) verifie

On définit la fonction z ~ Kx (z) sur par,

de sorte que Kx ( . ) est holomorphe dans et, admet le développement
asymptotique suivant,

Les fonctions ik sont explicitement determinees en fonction de a et a~ pour
2 _ j _ k et k = 0, 1, ..., n. On verifie que l’on a,

Nous allons montrer que la fonction est du type Pick-
Nevanlinna et par suite, le theoreme de representation integrale pour ces
fonctions s’applique cf Ahiezer-Krein [1], pp. 54-55 et 58-59. La fonction
Kx (z) est holomorphe en dehors de I, elle est reelle pour z E et verifie

Kx ( oo ) = o. En outre, on a,

de sorte que l’inégalité de Jensen appliquee a v~ montre que Im(Kx(z))0
si Im (z) > o. En appliquant le théorème de representation cite plus haut,
il existe, pour presque tout x e (~, une fonction X - c~x (~,) croissante et

bornée sur [ - [i, - 03B1 telle que,

La mesure (. ) est positive, a support dans [ - P, - a] et verifie

On a montre le resultat suivant,

PROPOSITION 2. 1. - La limite cpx (z), dans L°° ((~) faible *, de la suite
cpX (z) est donnée par,
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et pour tout z E ou d03C9x ( . ) est la mesure donnée ci-dessus et, vérifiant
{2 . 19). En outre si Cl>O alors on a,

En particulier, si (aE) - n ~ a _ n pour n ? 1 on a,

On peut maintenant établir le

LEMME 2 . 1. - Il existe une fonction 7~ ~ c~y (~,) croissante et bornee sur
[-TM, TM] telle que (k) satisfait l’équation suivante : Pour tout k E (R,

pour tout t E [0, ’T] et p. p. y E S~. En outre, tous les moments de la mesure
positive (. ) sont explicitement determines en fonction des limites dans
L °° (SZ) , faible *, des suites (A£ ( t, . ))n, n _> 2, pour t E [0, T] fixé oic,

On a en particulier :

Demonstration. - Soit ~ (ht, y ( . )) (p), la transformee de Laplace
de ~t, y (k) pour k > 0 definie par

alors on a

Notons que vérifie ~t, y (0) = 1 et 1’equation différentielle :

Vol. 6, n’ 5-1989.
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On definit dans C la fonction :

On a clairement

La fonction z -~ G. y (z) est reguliere dans (ses poles sont dans Ay).
On peut appliquer la proposition 2 . 1 a la fonction G~, y (z) en posant
(~ _ ] 0, T [xQ et a£ (t, y) = A£ (t, y). On obtient, pour tout T > 0 et

z E 

ou d03C9tx ( . ) est la mesure donned dans la proposition 2 . 1. Puisque l’on a
-t

y) = a£ (s, on déduit Ie resultat plus precis suivant,
~ o

pour tout t E [0, T’j fixe et pour tout z E of At = [ - t M, t M]. La
proposition 2 . 1 montre alors que l’on a pour tout tE[O, T], zAt,

De plus, comme at GI, y (z) _ - a£ (t, y) [Gi, y (z)]2 alors GE. , . est bomee
dans W 1’ °° (] 0, T] donc, ~ ar G . , . dans L°° (] o, T[xQ)
faible * pour tout On trouve que T[xQ).

-r 
’

Puisque par definition Kt, y (z) = z + a (s, y) ds - (z)] -1 alors, on

voit que at K.,. (z) E L°° (] o, T[xQ) et finalement K.,. e W 1 ~ °~~ ( ] o,
T[ x Q) pour tout z ~ AT.

Soient maintenant T] et p ~  tel que Re (p) > 0 alors on a

Avec (2 . 14) on voit que pour etpiAT:

Annales de /’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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En prenant la transformation de Laplace de (2. 30), on déduit (2. 23) pour
k ? 0. On adapte ensuite les calculs precedents pour k  0. On obtient
finalement (2. 23) pour tout k E R. On trouve la même équation.

THÉORÈME 2 . 1. - La limite faible u de u£ solution de (2 . 4) est donnée
par :

ou (k) (vérifiant t, y (0) =1) est solution de l’equation :

ou F t, y (03BB, u) est la distribution tempérée de x, régulière en 03BB, donnée par
1’equation de division de distributions :

Démonstration. - En prenant la transformation de Fourier inverse de
(2. 23) il vient :

ou Fi, y (~,, . ) est la distribution definie par

On a TM[, et verifie Ft, y = ht, Y’
En prenant la transormation de Fourier inverse on a

dans ~’ pour tout ~, E [ - TM, TM].
La division des distributions est possible mais on ne peut exprimer la

dependance de Ft, y par rapport a ht, y puisque les zeros de x - ~, sont
exactement dans Ie support de la mesure hr, y.
Remarque 2. 1. - La fonction holomorphe z ~ Kty (z) donnée par (2. 18)

est definie pour z E ~B[ - TM, TM], alors que le second terme de (2. 32)
fait intervenir, d’apres (2. 33), exactement les points de [ - TM, TM].
Lorsque le coefficient a~ est independant de t, il est possible d’ecrire

une equation aux derivees partielles pour u.

THEOREME 2. 2. - Soit (aE) une suite de L (03A9), indépendante de t,
vérifiant (2. 1). Soit u E L (R+; (L ~ L1) (SZ)) la limite faible de u£ solution
de (2. 4). Alors, pour presque tout y, il existe une fonction vy, ( . ) croissante

Vol. 6, n’ 5-1989.
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et bornée sur [ - M, M] telle que u vérifie

La mesure dvy ( . ), positive a support dans [ - M, M], a tous ses moments
entièrement determines par les limites L°° (Q) faible * de (aE)", n >_ 2.

Si on note ~ a,~ L°° (Q) faible *, on a par exemple :

Si la suite (ah vérifie 0  m _ aE (y) _- M p. p dans Q alors, le support
de dvy est dans [ - M, - m] et on peut determiner explicitement

~, - k dvy (X), ‘d k >_ 1. En particulier on a

où nous avons note 

Démonstration. - La fonction ( . ) est donnée ici par
Les variables et k>O jouant le meme

role, on voit alors que ht, y (k) la limite faible de ~t, y (k), vérifie les deux
equations suivantes :

ou dvy ( . ) est la mesure associee a la suite (if) construite comme dans le
lemme 2 . 1. On peut multiplier la seconde equation par uo (k, y) et prendre
la transformation de Fourier inverse. On deduit alors 1’equation annoncee.
Pour demontrer (2. 38) on utilise le fait que la fonction Ky (z) est donnee

Annales de flnstitul Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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par

En outre, puisque Gy (z) _ ~ ay, (z + ~,) -1 ~ , ou (Ty est la mesure de Young
associee a la suite on deduit alors facilement le resultat (2. 38).

II. 2. Le problème aux limites

On suppose ici que la suite est indépendante de t et verifie

On considere alors Ie probleme aux limites :

Comme la solution s’obtient en la prolongeant par 0 pour
x  0 puis en la restreignant a 0  x  1. La methode precedente s’applique
donc a ce probleme. Nous donnons dans ce qui suit une seconde methode
n’utilisant pas la transformation de Fourier et donc valable dans les

espaces LP. Le semi-groupe associe au probleme s’exprime a l’aide de la
resolvante par la formule suivante,

ou r est un contour de C convenablement choisi.
Pour y ~ 03A9 fixe, on definit Foperateur T par :

L’operateur T est maximal positif dans L 2 (0,1), pour tout f EL2 (0,1), il
existe une seule wE ( . , y) e D (T) solution de

Vol. 6, n 5-1989.
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En prenant la transformee de Laplace en t de (2. 44) et en posant

alors v~ verifie

On approche, dans L2 ((0,1) x Q), uo par un element vo de ~ (]0, 
de sorte que la solution vE associee a vo est donnee par :

On utilise la formule de representation de Dunford pour la resolvante

(p+a£{y)T)-1, on a :

ou r; est le contour de C, entourant [m, M] et contenu dans Ie demi-

plan :

En effet le probleme,

admet, pour tout y ~ 03A9 fixe, une unique solution w (x, y, z) dans H 1 (o, 1)
telle que w(0, y, z) = 0 des que Re (p z) =1= 0 et verifiant la majoration,

On definit pour les domaines et

D; = ~ z E z ~ [m, M]}. L’ application z -~ w (., y, z) est holomorphe
de c; dans L2 (o, 1). Les poles de (z - aE (y)) - ~ sont dans [m, M] alors
z ~ (z - a~ (y))-1 w ( . , y, z) est holomorphe de D; dans L2 (o, 1). Le theo-
reme de Cauchy classique montre que,

ou est un contour ferme dans D;, entourant [m, M].
On considere la fonction définie par :

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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En utilisant la proposition 2. 1 on obtient

ou dvy ( . ) est une mesure positive a support dans [m, M], associée a la
suite ( - aE), dont tous les moments sont explicitement determines en
fonction des limites de ( - aE)", n >_ 2, dans L°° (SZ) faible *.
La suite v~ definie par (2.49) et donnee par (2.51) est bomee dans

par suite, dans L2 (U) faible et on a

En vue d’utiliser les proprietes de 1’integrale de Dunford on fait dans
(2 . 58) le changement de variable 03BE=1/z. On definit le contour

rp = ~ ~ E ~, 1/~ E I-’p } alors (2 . 58) devient

avec :

Le second membre de (2.59) définit a l’aide de l’intégrale de Dunford, la

fonction d’opérateur 1 p y (-1 pT) pour y~03A9 fixé.
On a done pour tout y~03A9 et tout /? e C tel que 

Ce resultat est vrai pour tout vo (0). Par densité, il est vrai pour tout
Enfin, on voit facilement que les operateurs T et (p + ~ T) -1

Vol. 6, n‘’ 5-1989.
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commuttent. Nous avons démontré le :

LEMME 2. 2. - Soit vE la solution de (2. 35) associée u uo E L2 ( ]o, 1 [ x 03A9).
Alors

Nous pouvons démontrer le

THEOREME 2. 3. - Soit u~ la solution du problème (2 . 30). Alors

et u vérifie le problème

Demonstration. - Soit y)=(u~ (. , x, y)) (p), Re (p) > 0, la trans-
formee de Laplace en t > 0 de la solution uE de (2 . 44) ; v£ est donc solution
de ( 2 . 49) et verifie ( 2 . 62) et ( 2 . 63), d’ apres le lemme 2 . 2. Soit f (x, y) la
solution du probleme

On note F (t, x, y) la transformee inverse de f (x, y), solution de (2 . 66).
On a

En prenant la transformation de Laplace inverse de (2.63) on trouve
(2. 65). D’oti le théorème.

Annales de /’lnstitut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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m. APPLICATION : HOMOGENEISATION EN MILIEU POREUX

Nous étudions ici le comportement global de la pression pE et de la
concentration u£ de fluides miscibles en milieu poreux heterogene. Les
equations du mouvement sont donnees par (1.1) et (1.2). On considere
ici le cas ou (!) _ ] 0,1 [ x Q, avec Q un ouvert de fI~N -1, borne et regulier. On
suppose que la porosite y) --_ et que la matrice de perméabilité
Kt (x, y) _ (k J (x, y)) verifie k ~ - 0 j ~, i ~ 1 de sorte que la loi de Darcy
s’ecrit (cf. introduction) :

On considere d’abord le cas ou cpE = 1. Le probleme est donc de trouver
la limite faible de la solution p£) du systeme :

On suppose dans la suite u = 1 et le coefficient k£ (x, y) tel que

Le debit qi (t, x, y) est independant de x d’apres (3. 2), et on a

On suppose en outre que la difference de pression f3 verifie

de sorte que la condition aux limites pour le probleme (3.3) convient. u~
vérifie donc

Vol 6, n° 5-1989.
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ou aE (y) est donné par :

et verifie les proprietes suivantes :

Notons que l’on a

Nous avons alors le résultat suivant :

THÉORÈME 3. 1. - Soit (u, p) la limite faible de (u£, pE), l’unique solution
de (3. 3). Alors (u, p) est solution du système suivant :

où K (x, y) est la fonction de perméabilité définie sur (0 par

dans L °° (SZ) faible * et dvy ( . ) est la mesure positive a support compact dans
[(3 (y) ml, j3 (y) m2] donnée dans le théorème 2. I. Enfin la perméabilité (14

vérifie la propriété suivante,

Demonstration. - Considerons le probleme elliptique (degenere) (3.2)
verifie par p£. On a clairement p£ ~ p et dans L2 ( U) faible. En
outre, d’apres (3.5), on a k£ (x, est defini

par ( 3 . 8). De meme, On a les convergences
suivantes :
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La pression verifie les equations,

est définie par ( 3 .13). Notons que 
et que (y) _ m 2 par suite m 1 _ f14 (x, y) _ m 2. Enfin, comme
K (x, y) ~xp = - 03B2 (y) 6 - i (y) et ax (K (x, y) = 0, on a

d’ ou ( 3 . 11 ), ( 3 . 13) et ( 3 . 14) . Pour obtenir ( 3 . 12) on applique le
théorème 2. 2. Puisque le coefficient defini par ( 3 . 8) vérifie 
dans L°° (S~) faible * et a (y) _ (3 (y) ~- i (y) on deduit de ce qui precede
q ~ ~Y) o’- i ~Y) _ - ~ (x~ Y) axp~ Comme 0  ~3 (Y) m 1  a£ (Y)  ~ ~Y) m2 alors
la mesure dvy ( . ), donnee par le theoreme 2. 2, a son support contenu
dans [m 1 J3 (y), m 2 ~ (y)]. D’ ou le théorème.
Remarque 3. 1. - La même méthode permet de traiter au lieu de (3. 3)

le cas suivant :

Dans ce cas le coefficient donne par ( 3 . 8) devient :

11 est clair que l’on obtient, par homogeneisation, la meme equation que
(3.11) satisfaite par la pression p. L’equation vérifiée par la concentration u
n’est plus la meme. On suppose que a~ verifie

on peut donc ecrire a (y) _ [i (y) [a _ 1 (y) ~r (y)] -1 et comme dans le

théorème 3 . 1 on (y)={10 dx K(x,v) et ar suite la coneentration uo ~ ~ .Y)
vérifie

ou (. ) est la mesure a support dans "~ 1 ~ (y), "~ 2 ~ (y) ] associee a laa2 ~i 
suite cp (y)]. En outre, la fonction 03A8 (y) n’est pas la limite faible
de ( cp£) mais est definie par :
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Remarque 3. 2. - Considérons le cas of la perméabilité k (x, y) et la
porosite cp (y) sont independantes de E mais que la difference de pression

(y) depend de s. Précisément supposons dans ( 3 . 2)

et soit ~i£ (y) defini par

Soit p£ la solution de ( 3 . 2) on a dans ce cas

L°° (Q) faible * pour i = o, 1, alors la pression p£ vérifie p~  p,
dans L2 (U) faible et p est solution unique du problème

L’équation verifiee par la concentration u s’obtient de facon analogue.
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