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RESUME. - On considere les oscillations de grande amplitude des

systèmes hyperboliques de lois de conservation. Les champs vraiment non
lineaires en tuent une partie tandis que les champs lineairement degeneres
en laissent une autre part se propager selon des vitesses de groupe obeissant
a des formules compliquees. Cet article rassemble des resultats rigoureux
via la compacite par compensation et des calculs heuristiques.
Mots clés : EDP hyperboliques, oscillations, convergence faible, homogeneisation.

ABSTRACT. - One studies the Cauchy problem for hyperbolic systems
of first order conservation laws with an oscillating
sequence of initial data. The oscillations have an O ( I ) amplitude; one

may think to if (x, 0) = a ( B ~; - s/ ), where a (x, . ) is periodic.
It turns out that one part of the initial oscillations are killed because of

genuine non-linearity. But the most of the physically relevant systems are
endowed with at least one linearly degenerate characteristic field, which
allows oscillations of a part of the field u.
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Our goal is to describe these oscillations and their propagation. There
are several steps:
- to determine the possible oscillations, x and t being fixed;
- to parametrize them via a set of new variables (v (x, t), w (x, t; y));

here y plays the role of a "fast variable";
- to find an integro-differential system describing the evolution of

(v, w);
- to find appropriate initial data.
Of particular interest is the computation of the group speeds, which are

nothing but the characteristic values of the relaxed system. Formulas are
given, especially for the full gas dynamics, which are all but trivial.
The description of oscillations has been asked by Ronald DiPerna in

1985, who introduced the similar concept of "measure-valued solutions".
An equivalent problem is to determine whether the set of solutions is
closed or not in the weak-star topology of L 00. Thus this work is an

attempt to understand well-posedness (or illposedness, the both occur

depending on the system) in L~, one of the two classes where a ferv
existence results are known.

This study has also implications for numerical analysis. It suggests
multi-scale methods which would give accurate values of speed when mild
oscillations occur.
The paper is organized into three parts. Section II-V are devoted to a

rigourous analysis with applications. Sections VI-VIII concerns speculative
(but efficient) ideas; this heuristic procedure gives the first description of
the oscillations in gas dynamics and elastic string. The end of the article
is concerned with a conjecture I made in 1983 about the compensated
compactness method.

En souvenir de notre inspirateur et ami, Ronald DiPerna.
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I. INTRODUCTION

Cet article contribue a 1’etude des systemes hyperboliques de lois de
conservation du premier ordre

Le champ inconnu u(x, t) prend ses valeurs dans tR", tandis que
f E ~3 (f~n, est donne. La matrice jacobienne D f (u) est diagonalisable
sur R, localement uniformement par rapport a u (hyperbolicité). Lorsque
cela est utile, nous supposons que 1’hyperbolicite est stricte : les valeurs

propres ~,i (u), 1 _ i _ n, de D f (u) sont simples et donc de classe Dans
ce cas on note ri (u) un champ de vecteurs propres non nuls associe.
Nous nous restreignons au probleme de Cauchy, qui est mieux compris

que le probleme mixte avec conditions aux limites.
L’interet de cette classe de systemes est considerable. Elle comprend de

nombreux modeles de physique (electromagnetisme), de mecanique (elasti-
cite d’un cable, dynamique des fluides) ou de chimie (chromatographie,
electrophorese) pour lesquels les effets de diffusion sont absents ou

negliges.
En l’absence de diffusion pour contrebalancer la nature non lineaire de

( 1.1 ), il est classique que des donnees initiales uo (x) arbitrairement

regulieres conduisent a l’explosion des derivees premieres at u et ax u au
bout d’un temps fini T*, en raison d’une equation du type de Ricatti

satisfaite Au-dela de T*, on est conduit a considerer des
solutions faibles qui sont en general discontinues. Les lois de conservation
sont alors a considerer dans l’espace des distributions et ont un sens des
que u (x, t) est de classe L °° .

L’extension du probleme de Cauchy a la classe L 00, ou a la classe BV

qui est bien naturelle elle aussi, se heurte a une difficulte essentielle : la

non-unicite. Comme l’explosion en temps fini, la non-unicite est liee a la
non-linearite. Il n’est donc pas étonnant que surgisse un critere d’admissibi-
lite qui ne sera selectif que dans la mesure ou il y a vraiment non-linearite.
Ce critere est en general fournit par la nature du probleme physique sous
la forme d’une inegalite d’entropie (scalaire)

La compatibilite de (1.3) avec ( 1 . 1 ) pour les solutions classiques
s’exprime par DF = DE. D f Aussi ( 1 . 3) ne sert-elle qu’a choisir parmi
les solutions discontinues celles qui ont un sens physique. Notons que E
ne se ramene pas a une combinaison lineaire des lois de conservation car

D2 E > 0 en pratique.
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Prenons comme exemple de base une onde simple de discontinuite, qui
ne prend que deux valeurs :

Le champ ainsi defini est une solution de (1.1) pourvu que

f (b) - f (a) = s (b - a) soit satisfait. Il s’ensuit que le champ

est une deuxieme solution de (1.1). Le critere d’entropie impose a la

solution admissible u de satisfaire F (b) - F (a) _ s (E (b) - E (a)). Claire-

ment, u’ ne sera egalement admissible que si 1’egalite est satisfaite, de sorte
que on parle dans ce cas de discontinuite reversible.
Nous allons immediatement produire une condition pour l’existence de
petites discontinuites reversibles en termes des elements spectraux de f. En
effet, si b tend vers a, 1’egalite f (b) - f (a) = s (b - a) entraine l’existence
d’un indice tel que s ~ ~,i (a) (cas strictement hyperbolique). Un
developpement limite de F (b) - F (a) - s (E (b) - E (a)) a l’ordre deux
montre alors que DÀi (a) . ri (a) = 0.
La condition ri~0 s’appelle la dégénérescence linéaire du i-ième

champ caracteristique. On verifie reciproquement qu’elle permet de cons-
truire des discontinuites reversibles (ou de contact), en choisissant a et b
sur une courbe integrale du champ ri. A contrario, la condition

D~,~ (u) . ri (u) ~ 0 pour tout u définit les champs vraiment non lineaires
pour lesquels on peut construire des discontinuites irreversibles de faible
amplitude; on parle alors d’onde de choc, et meme de i-choc.

Etant donnees deux valeurs a et b dans liees par une discontinuite
de contact de vitesse s, on peut construire une solution de ( 1. 1 )-( 1. 3)
dont la variation totale par rapport à x soit arbitrairement grande et

constante par rapport a t : il suffit de poser u (x, t) = g (x - st), ou g est
une fonction mesurable ne prenant que les valeurs a et b. Par exemple si
G : (~ -~ ~ a, b ~ est periodique, on peut prendre

Pour une telle solution, la seule vitesse de propagation qui entre en jeu
est ~,i (a) _ ~,1 (b) = s qui est constante. Il n’y a donc pas de difference
essentielle avec le cas d’un systeme lineaire, celui-ci se decouplant en n
equations de transport a coefficients constants
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Au contraire, si a et b sont lies par un choc, la condition initiale

if (x, 0)=G( - ) ne conduit pas a la solution donnee par ( 1. 6), car celle-
ci ne satisfait pas l’inégalité d’entropie. On observe dans ce cas (Lax [19])
un amortissement des oscillations de uE avec un temps de relaxation de
l’ordre de E; en fait uE converge en norme dans (R x vers la valeur

moyenne de G, lorsque E tend vers 0.
En conclusion provisoire, on constate donc qu’une condition initiale

oscillante conduit a une propagation de ces oscillations, s’il y a degeneres-
cence lineaire, ou a leur disparation en cas de vraie non-linearite. Cepen-
dant, et c’est fondamental, tous les exemples physiques cites au debut de
cette introduction, pour lesquels n ~ 2, ont au moins un champ linéairement
degenere et un autre vraiment non lineaire. Les deux phenomenes prece-
demment decrits coexistent donc et sont loin de tout expliquer puisqu’en
raison de la non-linearite, tous les champs sont couples. On peut donc
prevoir que pour une condition initiale oscillante donnee, une partie des
oscillations va se propager tandis qu’une autre partie sera lissee. En
deflorant quelque peu l’analyse qui suit, disons que la partie non oscillante
sera décrite par un ensemble de variables v (x, ou 1  p  n, alors
que la partie oscillante nécessitera un champ q = n - p,

dependant d’un parametre supplementaire sans dimension, analogue de la
variable rapide x/E lorsque la condition initiale est donnee par G(x/s), G
periodique. Naturellement le couplage present dans le systeme ( 1 . 1 ) per-
siste, et le couple (v, w) devra satisfaire un ensemble de lois de conservation
couplees, de type integro-differentiel, pouvant etre parfois extremement
complexe. C’est l’objet de cet article que d’etudier systématiquement ces
phenomenes d’oscillations, de caracteriser les variables significatives v et
w, de determiner le systeme qui gouverne leur evolution ainsi que les

conditions initiales qu’il faut lui adjoindre. Aucun de ces points n’est

jamais trivial, il suffit d’observer les résultats pour s’en convaincre. Un
interet particulier doit etre apporte aux vitesses de groupe des oscillations;
celles-ci ne sont presque jamais des moyennes triviales des vitesses locales Ài
mais font appel a des poids eux-memes oscillants avant moyennisation. A
cet egard, la formule donnant la vitesse moyenne du son dans un fluide
fortement oscillant (§ VII) est frappante.
La motivation que je viens d’exposer peut etre qualifiee de naturelle.

Par exemple, si (1.1) decrit 1’evolution des ondes electromagnetiques
planes, on se donne pour but 1’etude du courant alternatif, constitue
d’oscillations de hautes frequences et de grande amplitude, de sorte qu’en
moyenne le champ electrique soit nul ( E > = 0) avec une puissance
positive (  ~ IE /2 > > 0). Cette etude est triviale dans le vide car les equa-
tions de Maxwell y sont lineaires et on profite du principe de superposition;
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mais elle se complique dans les milieux non lineaires puisque deux seule-
ment des quatre composantes du champ électromagnétique peuvent alors
osciller (voir le paragraphe II).

Il existe en fait d’autres motivations a ce travail, qui trouvent leur
source dans l’histoire des equations aux derivees partielles.
Tout d’abord, il est classique de se demander si un systeme d’EDP est

bien pose, c’est-a-dire si a toute donnee est associee de maniere unique et
continue une solution. Les questions d’unicite et de dependance continue
n’ont vraiment d’interet que lorsqu’elles sont posees dans des espaces
fonctionnels pour lesquels on a resolu la question de l’existence. Tant
qu’on ne s’interesse qu’a l’existence locale du probleme de Cauchy pour

(1.1), des espaces du type rc’, 03B1 > 1 ou HS font parfaitement l’affaire,

puisqu’on ne traite que des solutions regulieres. Par contre l’existence

globale requiert de travailler dans des espaces de fonctions discontinues,
qui soient toutefois inclus dans L 00 pour que (1.1) ait un sens. De fait,
tous les theoremes d’existence globale connus a ce jour ont été etablis
dans les classes BV ou L 00. II est ainsi normal de considerer les questions
d’unicite et de continuite dans ces classes.
La question de l’unicité dans la classe BV est deja extrêmement ardue,

et on doit a Ronald DiPerna [7] une reponse partielle sur ce sujet. Dans
L~, celui-ci reste complètement ouvert. En l’absence d’une conclusion
definitive concernant Funicite, la seconde question doit etre formulee plus
vaguement : étant donnee une suite bornée (dans BV ou L~) de solutions,
ses valeurs d’adhérence sont-elles encore des solutions de ( 1.1 ) ? La reponse
est affirmative dans BV a cause du theoreme de compacite de Helly, mais
la situation est beaucoup moins claire dans L 00 car c’est alors la topologie
faible-etoile qui est en jeu, pour laquelle le flux f n’est pas continu. Or de
telles suites de solutions, qui, apres extraction d’une sous-suite convenable,
convergent dans L 00 faible-etoile, ne sont rien d’autre que ce que j’ai
appele plus haut des solutions oscillantes (ou presumees telles puisque la
non-linéarité peut s’opposer aux oscillations). L’article present est donc
une reponse partielle a ce probleme. A travers divers exemples nous
verrons que, sans prejuger de Funicite, certains systèmes hyperboliques de
lois de conservations sont bien poses dans L 00 tandis que d’autres ne le
sont pas. De façon surprenante, le systeme de la dynamique des gaz
parfaits releve de l’un ou l’autre cas selon qu’on a affaire a un gaz ideal
(relation d’etat PV = n RT) ou non.

Bien entendu, lorsqu’un systeme est mal pose, il est indispensable de
poursuivre 1’etude jusqu’a l’obtention d’un systeme relaxe que l’on espere
etre bien pose et qui contienne le precedent. Ce n’est rien que le systeme
evoque auparavant, qui decrit la propagation et l’interaction des
oscillations.
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On peut transposer les idees ci-dessus en remplaçant une suite bornee
de solutions par une suite bornee de solutions approchees. Le but est
alors soit numerique (convergence des schemas numeriques) soit theorique
(preuve d’existence de solution au probleme de Cauchy). La classe BV
etant trop souvent restreinte a des donnees initiales petites via le schema
de Glimm, Tartar et DiPerna ([38], [8]) se sont resolus a travailler dans
L 00 en tirant parti de domaines positivement invariants [4]. Tartar a donne
une resolution definitive du cas scalaire (n =1 ) tandis que DiPerna a donne
l’essentiel des idees pour les systemes, le cas n >_ 3 restant cependant hors
d’atteinte en general. Pour contourner les difficultes non resolues, DiPerna
a introduit par la suite le concept de « measure-valued solutions »; il s’agit
grosso modo de mesures de Young (x, t) H t caractérisant les oscillations
d’une suite de solutions approchees, via

pour presque tout (x, t). La limite est au sens de la topologie faible-etoile
de L 00. L’espoir de Ronald DiPerna, qui cherchait surtout un resultat
d’existence au probleme de Cauchy pour ( 1. 1 ), etait qu’une m - v solution
soit une solution ordinaire, c’est-a-dire vx, t = b ~ u (x, t)) ~, au moins des
que v_, o est une donnee initiale ordinaire. Par contre, en raison de la

presence des champs lineairement dégénérés, des solutions qui sont

vraiment a valeurs mesures existent bien, pour lesquelles v ., o est aussi a
valeurs non ordinaires.
La premiere description de m - v solutions non triviales est sans doute

due a Papanicolaou, McLaughlin et Tartar [20]; elle concerne deux

systemes semi-lineaires de cinetique des gaz discrete :
- Une etude complete du systeme de Carleman (n = 2).
- Une etude partielle du systeme de Broadwell (n = 3) necessitant des

hypotheses supplementaires, par exemple une periodicite en espace des
données.
Le cas semi-lineaire a ete complete par les travaux de Joly [15] et de

Hou [13], il est maintenant a peu pres clos. Par un aspect essentiel, il est

plus simple que le cas quasi lineaire en ce sens que les vitesses caracteris-
tiques etant constantes, les vitesses de groupe leur sont egales. Il y a

cependant des subtilites importantes : Hou a montre que ces systemes sont
bien poses en l’absence de resonnance des vitesses caracteristiques. Le
travail de pionnier de McLaughlin et al. a donc ete un obstacle a une
meilleure comprehension pendant quelques temps car le systeme de
Broadwell est justement resonnant, tandis que le cas n = 2 ne peut jamais
1’etre et etait resolu par une methode impossible a generaliser (compacite
par compensation).
Le cas quasi lineaire est bien different car les méthodes de developpe-

ments asymptotiques ont jusqu’a present echoue, tandis que la resonnance
est un phenomene intermittent qu’il est difficile de mesurer, les vitesses
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caracteristiques variant d’autant plus vite que la solution oscille. Son
etude est essentiellement due a l’auteur ([28], [29], [31], [32]) et Bonnefille
([2], [3]), soit pour des cas particuliers, soit pour les systemes 2 x 2 en
general.
La derniere motivation de ce travail est 1’etude du comportement asymp-

totique des solutions du probleme de Cauchy pour (1.1). Si u (x, t) est

une telle solution, un (x, t) = u (nx, nt) en est une autre et la limite de un
pour 0  t  + oo lorsque n --~ oo decrit la limite de u lorsque t ~ oo . Bien
entendu, cette façon de voir est moins fine que ce qui est deja connu si
u (., 0) est a support compact : il n’est pas question d’observer des N-
ondes d’amplitude t-1/2 puisqu’on ne s’interesse qu’a des phenomenes
dont l’amplitude est O (1). Par contre cette approche est fructueuse lorsque
la variation totale de u (., 0) est infinie hors de tout compact, car alors
un (., 0) est vraiment oscillante.
On ne peut achever la presentation des problemes de solutions oscillantes

sans evoquer les liens avec la theorie de Fhomogeneisation. Je prendrai
comme reference le cas elliptique

En homogeneisation, les coefficients (donnes) AE subissent des variations
d’amplitude O ( 1 ), de haute frequence (disons E -1), qui induisent des
variations de meme nature pour v = grad z. Cependant les conditions
aux limites ont peu ou pas d’influence sur l’apparition des oscillations,
contrairement a notre etude, ou seule la condition initiale semble pouvoir
les provoquer. Une autre difference essentielle est due a la rigidite des
problemes elliptiques : la description des oscillations a l’aide d’une variable
rapide y est limitee par 1’equation homogeneisee divy (B grady z) = ..., ce
qui restreint z (x, . ) a un espace vectoriel de dimension finie. A contrario,
la dependance des variables oscillantes w (x, t, . ) est parfaitement libre
par rapport a y, lorsque x et t sont fixes.

Les liens qui unissent l’homogénéisation et les systemes hyperboliques
sont les methodes employees, et tout d’abord la compacite par compensa-
tion, proposee pour les deux themes par Tartar ([38], [39]). Mais alors que
cette theorie est utilisee dans toute sa richesse en homogeneisation, avec
une profusion d’espaces fonctionnels, elle est restee assez pauvre en direc-
tion des systemes hyperboliques, seul le lemme divergence-rotationnel en
dimension 2 se révélant utile. C’est pourquoi la plupart des etudes rigou-
reuses se sont limitees aux systemes 2x2, et encore avec des hypotheses
concernant les champs caracteristiques. Recemment une nouvelle classe de
systemes englobant les systemes 2x2 (dits riches) a ete dégagée, pour
laquelle la compacite par compensation garde son efficacite. Mais cette
classe est tres restreinte et n’englobe ni la dynamique des gaz, ni l’élasticité
d’un cable dans [R2. En ce qui concerne les problemes multidimensionnels
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il semble.n’y avoir aucun espoir au moyen de la compacite par compensa-
tion excepte peut-etre pour le cas scalaire. En effet, si n =1, on obtient
une liste infinie d’inegalites independantes qui mettent en jeu la mesure
de Young, et il n’est pas impossible d’en tirer parti.

L’organisation du papier est la suivante. Les paragraphes II a V sont
dévolus a ce qui peut être fait en toute rigueur mathematique a propos
des solutions oscillantes. Le paragraphe II expose les principes avec un
exemple simple. Le paragraphe III reprend en grande partie l’exemple de
Bonnefille [3] relatif au systeme de Keyfitz et Kranzer, avec une attention
particuliere envers les vitesses de groupe. Le paragraphe IV traite de

1’electrophorese, qui est bien pose dans L 00 faible-etoile (1). Enfin la

section V traite le cas le plus complexe, un systeme riche dont tous les
champs sont lineairement degeneres. Celui-ci est mal pose des que n >_ 3,
le systeme relaxe etant de taille n (n -1 ) et chaque vitesse prenant la

multiplicité n-1! L’article se poursuit par trois chapitres bases sur des
methodes heuristiques (2). La justification de ces methodes a partir des
exemples connus a lieu au paragraphe VI, tandis que les deux suivants sont
consacres a leur application a la dynamique des fluides (en coordonnées
lagrangiennes et euleriennes) et a F elasticity d’un cable dans 3. Dans
le premier cas, un systeme decrivant completement les oscillations est

obtenu, tandis que dans le deuxieme, seul un systeme de n + 2 equations
decrivant certaines quantites macroscopiques est etabli. Il reste cependant
des difficultes, puisqu’on ne decrit pas la transmission des oscillations a
travers un choc. Au paragraphe VII notamment, on explique comment
le systeme relaxe peut inspirer des schemas numeriques qui resteraient
consistants en presence d’oscillations, en pratiquant une analyse numerique
multi-échelles. 11 est egalement apporte une attention speciale aux condi-
tions initiales du systeme relaxe.

Les deux derniers chapitres reviennent sur la theorie de la compacite par
compensation, dans l’esprit que lui a donne DiPerna. Le paragraphe IX est
un argument qui donne un poids supplementaire a une conjecture de
l’auteur expliquee au paragraphe II. Plus precisement, on montre 1’equiva-
riance de cette formule sous les changements de variables (x, t) ~ ( y, s)
de type Euler-Lagrange, tels qu’ils ont ete definis par Wagner [42]. Le

(1) A. Heibig a generalise cette propriete a tous les systemes de la classe de B. TEMPLE
(C. R. Acad. Sci. Paris, 311, 1990, p. 861-866).

(2) L’auteur a donne recemment une description plus satisfaisante et de portee plus generale
au moyen de développements asymptotiques (College de France Proceedings. H. BRÉZIS,
J.-L. LIONS ed., Longman, a paraitre).
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dernier paragraphe enfin est une analyse theorique d’un calcul de Rascle-
Serre [24], tendant a montrer qu’une hypothese plus faible que la non-
linearite vraie peut empecher les oscillations ou assurer qu’un systeme est
bien pose. Les calculs utilisent ici la conjecture deja mentionnee.

Je n’ai pas inclus dans cet article une etude sur les systèmes avec terme
source

La raison en est simple : ces systemes reunissent les difficultes des cas
quasi lineaire et semi lineaire. Or pour n >_ 3, l’angle d’attaque essentiel du
cas semi lineaire est la methode des développements asymptotiques. Celle-
ci n’ayant pu jusqu’a present être mise en oeuvre dans le cas quasi lineaire,
on n’a donc pas de resultat significatif. D’ailleurs, comme je 1’ai dit plus
haut, il y a pour n >_ 3 des questions de résonnance qui n’ont meme pas
ete etudiees dans le cas quasi lineaire.
En ce qui concerne le cas n = 2, les oscillations dans ( 1 .11 ) sont bien

comprises, des qu’elles le sont pour (1.1). On pourra se reporter a [32]
pour un exemple qui montre toutefois que l’expression des resultats est
hautement non triviale.

II. LA PROPAGATION DES OSCILLATIONS

1. Solutions oscillantes

A partir de maintenant et jusqu’au paragraphe VIII inclus, on considere
une suite de solutions faibles d’un système hyperbolique de lois de
conservation (u (x, t) E ~n, f E .~ 2 (~n; ~n)) :

On supposera que cette suite est bornee dans L 00 (R x R+). Cette hypo-
these peut decouler de l’existence d’un domaine positivement invariant qui
contiendrait les valeurs initiales de chaque solution (c/. Chuey-Conley-
Smoller [4], Dafermos [6], Ventsel [41] et Serre [30]). En tout etat de cause,
une solution faible de (2 .1 ) designe une solution au sens des distributions
qui satisfait egalement a un critere d’admissibilite supplementaire, dont la
forme la plus simple et la plus rigoureuse est l’inégalité de Lax pour une
entropie E (u) fortement convexe [c’est-a-dire que E" (u) est toujours definie
positive], de flux F (u) :

Il est possible d’extraire de une sous-suite qui converge pour la
topologie faible-etoile de L 00 (R X f~+). En fait, le precede diagonal permet
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d’extraire une sous-suite pour laquelle les suites associees conver-

gent simultanement dans L 00 faible-etoile, pour toute fonction g continue
sur !R". On se placera toujours dans le cas ou, cette extraction ayant deja
ete faite, c’est toute la suite o qui possède cette propriété. Les diverses
limites g des suites (g (u£))£ > o sont alors décrites par une seule famille de
probabilites vx, t operant sur [Rn, dependant de x, t de fagon mesurable,
via la formule :

Si la convergence de est « forte », c’est-a-dire a lieu pour une
norme d’un espace de Lebesgue LP, 1 p _ oo, alors d’une part vx, est
une masse de Dirac localisee au point id (x, t) [qu’on notera u (x, t)] pour
presque tout (x, t); d’autre part g = g ° u et le passage a la limite dans

(2 .1 ) et (2. 2) montre que u est une solution faible du probleme. Ce cas
est évidemment le plus favorable et nous nous interesserons maintenant
aux suites qui ne convergent pas fortement ou, ce qui revient au
meme, au cas (v, u ~ 2 ~ > ~ ~ v, u ~ ~ 2 . De telles suites sont appelees par
abus de langage « solutions oscillantes », bien que l’oscillation ne puisse
etre que la propriété d’une suite de solutions et non d’une solution seule.

2. Solutions a valeur-mesure

La mesure de Young vx, t construite ci-dessus, comme limite (par un
precede non lineaire) de solutions oscillantes, satisfait un certain nombre
de relations dont certaines sont algebriques et les autres sont differentielles.
Les secondes proviennent du passage a la limite dans (2 . 1 ) et (2. 2) :

Cependant, les solutions faibles u~ satisfont parfois d’autres (in-)égalités
d’entropies

pour tout couple (e, g) d’un cone ~ inclus dans l’espace 6 des couples
entropie-flux. Dans ce cas, le passage a la limite donne

Dans les cas favorables, et particulierement si n = 2, ~ est suffisamment
grand pour contenir un sous-espace vectoriel qui soit grosso modo le dual
de l’espace des mesures de Young qui satisfont aux relations de compacité
par compensation. Ces relations sont de nature algebrique et leur reunion
avec (2.4) peut permettre d’ecrire un systeme d’evolution pour lequel le

probleme de Cauchy soit bien pose. La procedure générale pour n = 2 est
decrite dans Serre ([28], [29]), mais comme elle repose sur une conjecture
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(c/. Serre [34]) quant a la structure des mesures de Young, elle n’a pas
encore atteint la rigueur; cependant cette conjecture a ete prouvee pour
tous les systemes 2x2 dignes d’interet, de sorte que 1’etude des oscillations
pour ceux-ci est parfaitement correcte (Serre [32], Bonnefille [3],
Serre [31]). On trouvera au paragraphe IX un nouvel argument en faveur
de cette conjecture, qui vient completer les calculs de Rascle-Serre [24];
ces calculs sont analyses puis generalises au paragraphe X.

Les relations algebriques satisfaites par les mesures de Young provien-
nent de la compacite par compensation (Murat [21], Tartar [39]) et plus
particulierement du lemme divergence-rotationnel. Tout d’abord, la mesure
at E (uE) + ax F (uE) est de signe constant. En integrant par partie et en

utilisant la borne sup t) I, on constate que c’est une mesure bornee,
x, t, E

uniformement par rapport a E, sur tout compact de R x [RB Comme elle
reste par ailleurs dans un borne de W -1 ~ °°, on conclut par le lemme de
Murat [22] qe atEE+axFE reste dans un compact de H -1 pour tout

ouvert co borne dans En fait, si (e, g)e6, on remarque que
I peut etre majore, a une constante multiplicative pres, par

De sorte que oteE+oxgE est lui aussi dans un compact de
pour chaque (e, g) E ~. Cet argument est du a R. DiPerna [8]. Il

permet donc d’appliquer le lemme div-rot sous la forme bien connue [38]

Il semble necessaire d’insister sur l’importance respective de (2.4)
et (2. 5) dans la notion de « solution a valeur-mesure ». Cette notion a
ete introduite par R. DiPerna [9] sans que le role de (2. 5) soit clairement
degage. Or (2.4) est trivialement mal pose car son inconnue v parcourt
l’espace (de dimension infinie) des mesures de probabilites sur !Rn tandis

que (2 . 4) est souvent constitue de n equations et d’une inequation indepen-
dantes ; et même lorsque  est plus gros, il faudrait, pour que (2.4) soit
bien pose, que pour toute fonction régulière e sur [R", il existat une fonction
régulière g telle que (e, g) Ere. Or ceci n’arrive que dans le cas scalaire
(n =1 ). Comme DiPerna a etudie en detail ce cas, la confusion a persiste
et c’est ainsi que certains parlent de solutions a valeur-mesure plus dissipa-
tives qu’une solution faible ayant la meme condition initiale, alors que
cette solution a valeur-mesure ne decrit la limite d’aucune suite de solutions
ni de solutions approchees. Elle n’a donc aucun sens physique.
Apres avoir ainsi affirme le role de (2. 5) aupres de (2. 4), il est important

de noter que, souvent, ces deux familles de relations sont insuffisantes

pour caracteriser vx, t, c’est-a-dire ecrire un systeme d’evolution pour lequel
le probleme de Cauchy soit bien pose. En effet, si n >_ 3, l’espace 6 des
couples entropie-flux est frequemment de dimension finie, de sorte
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que (2 . 4) et (2.5) ne fournissent qu’un nombre fini de relations entre une
infinite d’inconnues scalaires. C’est la le grand échec de la méthode de
compacite par compensation a l’heure actuelle. Nous présenterons cepen-
dant aux paragraphes IV et V des systemes (n % 3) pour lesquels 6 et ~ sont
suffisamment gros pour pouvoir conclure. Par ailleurs nous degagerons au
paragraphe VI des principes generaux, qui restent a prouver, et qui peuvent
permettre de conclure pour des problemes physiques d’un interet

particulier : la dynamique des gaz (§ VII) et 1’elasticite d’un cable (§ VIII).

3. Exemples elementaires de solutions oscillantes

Nous allons maintenant construire quelques solutions oscillantes, et par
voie de consequence quelques solutions a valeur-mesure, non triviales.

Pour cela, on suppose que l’un des champs caracteristiques du

systeme (2 .1 ) est lineairement degenere, c’est-a-dire que la matrice jaco-
bienne D, f ’ (u) possede un champ de vecteurs propres r (u) associe a une
valeur propre ~, (u), tels que

La plupart des systèmes d’origine physique, chimique ou biologique posse-
dent un champ lineairement degenere, et parfois plusieurs. On choisit alors
une courbe intégrale r du champ r (u), parametree par s-v(s),
dv/ds = r (v). On construit enfin une solution exacte de (2 .1 ) sous la forme

ou Ào est la valeur de À sur r, qui est constante d’après (2.6). En fait, u
satisfait 1’egalite pour tout (e, g) E ~, et ceci quel que soit le
choix de la fonction reguliere S : R - R. En effet :

On profite alors de l’invariance de (2 .1 ) par les homotheties de R x R +
pour construire une suite de solutions

Cette suite est bornee pourvu que S le soit et on peut alors lui appliquer
l’analyse qui precede. Pour que la convergence de uE dans L 00 faible-etoile
ne soit forte dans aucun LP,il suffit que S soit periodique et non constante.
Dans ce cas,
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ou T est la periode de S.
Il n’est pas necessaire que S soit une fonction reguliere de y pour que u

soit solution de (2 . 1)-(2 . 2); on vérifie que toute mesure de probabilité
portee par une courbe intégrale d’un champ caractéristique lineairement
degenere est une solution de (2. 5). Elle fournit ainsi une solution a valeur-
mesure, constante par rapport à x et t..

L’exemple ci-dessus, bien qu’ayant une portee tres générale, ne contient
pas toutes les situations possibles. Lorsque (2. 1) comporte plusieurs
champs lineairement dégénérés, le support de v peut etre plus grand qu’une
simple courbe de 1’espace des etats Dans ce cas, il n’est jamais possible
que toute mesure de probabilite a support dans un compact K donne
(de « dimension » > 1 ) soit solution de (2.5). Il y a des restrictions qui
proviennent de (2. 5) d’une part, et des obstructions a la construction de

solutions de la forme M( -, - ) d’autre part. On verra par exemple au
paragraphe VIII que ces solutions particulieres sont parfaitement decrites
par un nombre fini de parametres (7 au total) pour le systeme de 1’elasticite
d’un cable. On pourra se reporter a [32] pour la construction de solutions
periodiques au systeme de Bom-Infeld

ainsi qu’a un systerne 2 x 2 general ne possedant qu’un seul champ lineaire-
ment degenere.

4. Les enseignements de la compacite par compensation

Comme il est dit précédemment, les relations de compacite par
compensation (2.5) ne sont puissantes que si tff est assez gros. Un cadre
assez favorable est celui des systemes « riches » (c/. Serre [27] pour cette
notion). Comme le cas scalaire (n = i ) est bien compris par le travail de
Tartar [38], je decrirai la situation pour les systèmes 2 x 2 (n=1), qui
sont Farchetype des systemes riches sans autre restriction que la stricte
hyperbolicité

Il est alors possible de construire des invariants de Riemann, c’est-a-dire
deux fonctions i =1, 2 dont les gradients li(u) soient des vecteurs
propres a gauche de Df (u) :

Ces fonctions sont celles qui satisfont des equations de transport lorsque
u est une solution reguliere de (2. t) :
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Il est alors commode de travailler dans l’espace des etats en utilisant les
coordonnees plutot que ui , u2. En fait la compacite par compensa-
tion ne tient pas compte de la forme conservative particuliere revetue
par (2 .1 ), mais seulement des equations de transport (2. 9) et de leur

couplage via les vitesses/valeurs propres Ài. Ce faisant on introduit deux
fonctions N1 (w) > o, i = 1 , 2 par les definitions

Ces fonctions auxiliaires interviennent dans la demonstration d’explosion
en temps fini de Lax [19] lorsqu’un champ est vraiment non linéaire (cf.
Lax [18] pour cette notion et pour son opposee : la degenerescence
lineaire) : pour une solution régulière, l’expression ~w1/~x satisfait
une equation differentielle de Ricatti le long des courbes (t, x (t)) definies
par dx/dt = ~,l (u).

Il n’est pas en general possible de définir des invariants de Riemann
(dans le sens decrit ci-dessus) si n >_ 3. Si malgre tout ceux-ci existent, il
n’est pas en general possible de definir des fonctions auxiliaires Ni comme
dans (2-10) (3). Les systemes pour lesquels ces deux operations sont possi-
bles forment la classe des systemes riches et sont decrits dans [27], [36] et
[37].
Le premier resultat non trivial obtenu pour les systemes 2x2 via

la compacite par compensation est du a R. DiPerna [8]. Soit

~ _ [w~ , plus petit rectangle caracteristique contenant le
support d’une solution v de (2. 5) (1’hypothese d’une borne uniforme sur
les solutions oscillantes u£ entraine que ce support soit borne). On notera

la « trace » de v sur un cote wi = du rectangle. Il existe differentes
notions de trace mais toutes conviennent a 1’enonce qui suit; cependant
une telle trace n’est pas necessairement unique.

T’HEOREME (DiPerna). - Si W~  Wi , alor,1

Ce resultat a permis a DiPerna de régler le sort d’un champ caracteris-
tique vraiment non lineaire : si ne s’annule pas, la formule du
theoreme est impossible puisque JliI est positive, non nulle. Ainsi

Wi- = wt et on est ramene au cas scalaire de la compacite par compensa-
tion, deja traite par Tartar.

(~) En fait, B. Sévennec a montre recemment que, pour un systeme conservatif, 1’existence
des invariants de Riemann est equivalente a la richesse (These, E.N.S.-Lyon, 1991).
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Signalons que DiPerna utilisait pour sa preuve les entropies construites
par Lax [19] et que l’auteur [34] a pu generaliser le resultat ci-dessus a

toute « trace » de v sur des droites caracteristiques interieures a R, en
utilisant des entropies construites via un probleme de Goursat. On a donc
en fait :

THEOREME (Serre). - Si w~  wi , alor,1

pour toute fonction f E ~° ([wt , 
Bien que (2 . 11 ) semble plus puissant que le theoreme de DiPerna, il

n’y a pas eu jusqu’a present d’application de cette formule a d’autres
systemes (4). II n’en est pas de meme de la formule suivante, conjecturee
par l’auteur en 1983 [35] et démontrée des que l’un au moins des champs
caracteristiques est lineairement degenere :

CONJECTURE. - Pour toute solution de (2. 5), il existe deux mesures

positives sur R, vl 1 et v2, operant respectivement sur les fonctions de wl 1
et celle de w2, telles que

Une autre écriture de cette formule est la suivante. Pour tout g,
h E (R), on a

Sous cette forme, (2 . 13) a une generalisation evidente a tous les systemes
riches, qui indique comment les oscillations selon deux champs caracteris-
tiques distincts doivent interagir. La formule (2 . 11 ), qui se generalise
aussi, montre au contraire comment la non-linéarité d’un champ produit
un phénomène d’auto-interaction pour les oscillations de ce champ : cette
formule a deja un sens dans le cas scalaire et il est surprenant qu’on n’ait
rien pu prouver jusqu’a present pour un systeme general muni d’un champ
caracteristique vraiment non lineaire.

Revenons une dernière fois a (2.12) pour signaler que sa demonstration
doit etre abordable pour les systemes decrits par B. Temple [40], puisqu’on
connait bien les entropies [36] et que celles-ci peuvent etre localisees dans
des bandes caracteristiques de largeur arbitrairement petites.

(4) Il y a une application recente a la convergence du systeme de la viscoelasticite 3~ u = ax v,
at v + ax p (u) = a lorsque a tend vers zero, dans le cas physiquement raisonnable up" (u)  0

pour (D. SERRE, J. SHEARER, en preparation).
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5. Un exemple simple de propagation

Considerons le systeme suivant, qui est un modèle non lineaire de
la propagation des ondes planes en electromagnetisme (cf. Coleman-
Dill [5]) :

pour toute fonction g, h E (IR). Cette liste d’égalités correspond au sous-
espace vectoriel maximal contenu dans ~. Il s’y ajoute une inegalite de
Poynting qui decrit la dissipation de 1’energie pour les solutions faibles
qui ne sont pas régulières. Les inconnues sont p, q, a, b, fonctions de x, t

satisfaisant p >_ o, q >__ 0 presque partout. La fonction v (r), avec

Y = ( p2 + R,2) 1/2~ est donnee par la physique. Le cas v = Cte correspond
aux equations de Maxwell classiques. Sous des hypotheses convenables
relativement à v (par exemple v = rY, r>O, convient), ce systeme possede
deux champs vraiment non lineaires et deux autres lineairement degeneres
(on a n = 4), au lieu de quatre champs lineaires si v est constant. On
montre dans Serre [31] l’existence globale de solutions faibles pour des
donnees de classe L~, sans restriction de taille. En particulier ce systeme
est riche et la formule (2 . 11 ) est correcte. Enfin l’existence de domaines
bornes positivement invariants arbitrairement grands assure la borne uni-
forme si les conditions initiales sont bornees uniformement.

Ainsi a une condition initiale uo (x) bornée correspond une solution
uf. (x, t) bornée et, si uo converge vers uo dans L 00 (R) faible-etoile, on peut
extraire une sous-suite telle que uE converge au sens de Young. Le sous-
système 2x2

ayant ses deux champs vraiment non lineaires, p£ et q~ convergent forte-
ment. En d’autres termes, Supp v est inclus dans une surface de niveau de
p et q. Il s’ensuit que v (rE) converge fortement vers v (r (p, q)). On obtient
donc, pour toutes fonctions continues g et h :
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On introduit alors, suivant une idee de L. Tartar (non publiée) des
fonctions A (x, t; y) et B (x, t; y), croissantes en y sur ]0, 1[, par les defini-
tions valables pour presque tout (x, t) et tous g, 

La propagation des oscillations est alors decrite par le systeme devolu-
tion suivant, dont une partie est formelle mais pourrait être rendue rigou-
reuse au prix d’une perte de clarte :

Les conditions initiales qu’il faut adjoindre a (2.16) sont les suivantes :

Les limites ci-dessus sont a prendre au sens de la topologie faible-etoile
de L 00 (~).
Remarquons, par une lecture attentive de (2.16)-(2.17), que le systeme

de quatre lois de conservation ci-dessous est bien pose dans L 00 faible-

etoile, c’est-à-dire que la limite d’une suite de solutions est une solution
faible, et que sa condition initiale est la limite de la suite de conditions
initiales :

Cependant le systeme des equations de Maxwell n’est pas ecrit d’ordi-
naire sous la forme (2.18) car les composantes des champs electrique et
magnétique sont et Dans ce systeme de
variables naturelles, le systeme (2. 14) n’est plus bien pose dans L 00 faible-
etoile, comme on s’en convainc aisément [31] par construction de solutions
oscillantes explicites.
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6. Conclusion

La methode decrite auparavant semble devoir permettre 1’etude de la
propagation et de l’interaction des oscillations pour les systemes riches et
donc les systemes 2x2. Les chapitres suivant sont consacres a trois

exemples.
Dans celui de M. Bonnefille (n = 2), il n’est pas possible d’extraire du

systeme relaxe, analogue a (2.16) mais plus complique, un systeme fini
de lois de conservation. Il semble inevitable de traiter une infinite d’équa-
tions de transport (§ III).

Le systeme de 1’electrophorese (n >_ 2) est au contraire naturellement bien
pose, bien qu’il laisse passer les oscillations d’un des champs caracte-
ristiques (§ IV).

Les systemes riches lineairement degeneres (n > 2) ne sont pas bien poses
car leurs oscillations sont decrites par un systeme de n (n -1 ) lois de
conservation. Celui-ci est cependant bien pose (§ V).

III. L’EXEMPLE DE M. BONNEFILLE

1. Le modele

Nous considerons maintenant un systeme introduit par B. Keyfitz et
H. Kranzer [16] pour 1’etude d’ondes elastiques, mais qui sert egalement
de modele simplifie en theorie de la recuperation petroliere (c/. Isaacson-
Temple [14]).

Etant donnée une fonction f~2 -~ R, le systeme est forme
des deux equations scalaires couplees (on a donc n = 2) :

Les vitesses caracteristiques du systeme sont

Le systeme est hyperbolique sauf peut-etre lorsque ~r s’annule. Nous

supposerons que ce n’est pas le cas, au moins pour les valeurs de (u, v)
comprises dans l’intersection R d’un secteur angulaire 8 _ _ o  8 + et d’une
couronne a  ~ (u, v)  ~3. Un tel domaine est caractéristique et dans celui-
ci, C et e sont les invariants de Riemann; 0 et e sont bien independants
sur R puisque ~r ne s’y annule pas. Les solutions regulieres de (3 . 1 )
satisfont
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Enfin, les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres X et  sont

( - et (u, v). Il s’ensuit que le champ caractéristique correspondant a
X est lineairement degenere tandis que le second est vraiment non lineaire
si et seulement si ar (r ~) ~ 0, ce que nous supposerons a present.

2. Existence globale de solutions faibles

On se place dans le cas ou R n’atteint pas l’origine.
Lorsque la condition initiale ne prend que deux valeurs, l’une sur R-

et l’autre sur R+, on observe que la solution du probleme de Riemann
est definie de maniere unique, ce qui permettra de mettre en ceuvre les
schemas numeriques classiques, et que les invariants de Riemann varient
de maniere monotone par rapport a x/t. 11 s’ensuit que leur variation totale

par rapport à x décroît avec le temps dans l’approximation numerique par
le schema de Glimm. De plus, si la condition initiale prend ses valeurs
dans le rectangle caracteristique R, alors la solution approchee y prend
aussi ses valeurs. ,

Le schema de Glimm fournit donc une suite de solutions approchees
qui sont definies pour tout temps> 0, car on peut choisir un nombre CFL
constant qui ne depend que de R. Par le theoreme de Helly, cette suite
est relativement compacte dans (IR x f~+). L’analyse de Glimm [12]
montre alors que toute valeurs d’adhérence, lorsque le pas d’espace A~
tend vers 0, est bien une solution de (3.1). En fait, comme la solution
du probleme de Riemann satisfait aussi at (rg (o)) + ax (r ~ g (8)) = 0, un
argument classique montre que la solution ainsi construite satisfait cette
famille d’egalites.

L’ensemble de cette construction, ainsi que 1’etude de la propagation
des oscillations pour (3.1), est l’0153uvre de M. Bonnefille. Resumons le

resultat d’existence, pour lequel 1’hypothese est inutile :

THEOREME. - Soit (uo (x), vo (x)) une condition initiale a variation bornee,
prenant ses valeurs dans R. Alors il existe une solution (u (x, t), v (x, t)), a
variation bornée en x, mesurable par rapport a (x, t), qui prend ses valeurs
dans R et qui satisfait pour toute fonction g E ~° (R)

3. La propagation des oscillations

Si (uo, est une suite de conditions initiales comme ci-dessus, le

domaine R ne dependant pas de E, alors la suite de solutions 
du probleme de Cauchy est bien bornee uniformement et on peut lui

appliquer le precede decrit au paragraphe II.
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oupposant que ne s’annule pas, !e deuxième champ caractéris-
tique est vraiment non linéaire et !e théorème de DiPerna entraine queSuppv soit indus dans une courbe de niveau de d’équation 0(M v)=.En particulier, $(~, v’) converge fortement vers 4$ et un passage a talimite dans (3.2) fournit donc ~ ~ id

~ / B~ ~~ ~B B J_ ~ / , . - ~B B ~ ’B ~ -

pour toute ionction g E ~~ (R).
L’étape suivante est l’introduction d’une fonction auxiliaire T (x, t; y)qui depend, outre x et t, d’une variable « rapide » y. Cette procedure fait

penser aux développements asymptotiques en theorie de 1’homogeneisation.Elle est quasiment systematique dans l’étude des propagations d’oscilla-tions lorsque celles-ci survivent. Il serait fort interessant de pouvoir utiliserdes déve10ppements asymptotiques au lieu de la compacite par compensa-tion ; on pourrait ainsi depasser le cadre des systemes riches, au prix d’unehypothese de periodicite sur la condition initiale. Il n’est pas exclu que detelles hypotheses sur la structure microscopique des donnees soient neces-saires des que n >__ 3, comme le suggere I’etude du systeme de Broadwell
par McLaughlin, Papanicolaou et Tartar [20]. La raison essentielle estalors que la formule (2.12) ne permet pas de décrire l’interaction detrois ondes oscillant selon des champs caracteristiques distincts; cetteinsuffisance semble d’ailleurs deja contenue dans (2.5). On peut observerdes phenomenes de resonnance que la compacite par compensation ne sait
pas detecter.
Pour revenir au systeme (3 . I), la nouvelle fonction est definie par lesegalites

, ,

pour tout g~ (R) est presque tout (x, t). Bien sur, r=(v etT prend ses valeurs dans l’intervalle (6_, ej. L’unicite de T est assuree
en imposant la croissance par rapport a y.

A cause de la convergence forte de chE vers , on a immediatement pourtout h E 0 (R)

passant au pioduit tensorier, 11 vient

pour toute tonction g~0 (R2) et presque tout (x, t). Cette remarque vanous permettre d’exprimer r a l’aide de T et ~, ou bien $ en fonction der et T. Pour cela on introduit l’équation d’état réciproque, en remarquant
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que par hypothese, C est monotone par rapport a r :

Choisissant alors ~== 1/p dans (3 . 5), il vient

Enfin, en utilisant la monotonie de p par rapport a cp, on inverse

la relation (3. 7) sous la forme ~ = ~ (r, T). Naturellement, iF est une
fonctionnelle et non une fonction, de surcroit extremement complexe.

Reprenant maintenant les inegalites (3 . 3), on obtient le systeme d’evolu-
tion qui decrit la propagation des oscillations. Il est ecrit ci-dessous sous
une forme non conservative, qui n’est donc pas rigoureuse, comme pour
(2.16). Mais c’est la forme la plus lisible. Ce systeme est

Enfin les conditions initiales qu’il faut adjoindre a. ce système sont

pour toute fonction 

Remarquons qu’en general. le domaine R n’est pas convexe et que les
valeurs de Iim vE) ont donc la possibilité de se trouver hors de R, et
éventuellement d’atteindre l’origine.
Pour finir, terminons par la question fondamentale suivante : peut-

on, comme dans le paragraphe II. 5, trouver un systeme fini de lois de
conservation qui soit contenu dans (3.8)? L’utilite d’un tel systeme est
evidente sur le plan numerique : c’est lui qu’on resoudra d’abord par
un schema classique; apres quoi on traitera les equations 
connaissant (x, t), en les considerant comme des equations lineaires de
transport, ayant toutes le meme champ de vitesses.
Malheureusement il semble qu’en general la reponse soit non, en raison

de Fextreme complexité de la relation (3 . 7). Il y a cependant un cas ou ce
decouplage est possible : lorsque 03A6 ne depend que de r. Alors p ne depend
que de (p et ~ = ~ (r, T) = 4Y (r). La premiere equation de (3 . 8) est une loi
de conservation scalaire, qui fournit r et la vitesse  des equations de
transport. -
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4. Un invariant de Riemann

Les solutions régulières de (3.8) satisfont une equation de transport
sous la forme

La coordonnée  peut donc etre vue comme un invariant de Riemann du
systeme relaxe. Sa vitesse de propagation o est bien sur liee au comporte-
ment vE), mais ce n’est pas en general la limite faible de ~,E, comme
on le voit ci-dessous.

Pour obtenir (3.10), on developpe la premiere equation de (3.8) puis
on utilise (3. 7) avec la notation g =1 /p pour tout exprimer a l’aide due 16
et T :

On utilise maintenant la deuxieme equation de (3 . 8), et on remarque que
(at + 4$ ax) ~ ne depend pas de y pour reecrire

ce qui est bien de la forme (3 .10), avec

Maintenant, g~ _ - p - 2 p~ _ - (r2 ~r) -1, et comme ~E converge forte-
ment, il vient d’apres la definition (3 . 5)

où J.1 est la vitesse associee a 1’invariant de Riemann 03A6 dans le systeme
(4 . 1 ), et p est un poids donne par la formule p = (Y ~r) -1= (~ - ~) ~ 1. En
d’autres termes, la formule (3 .11 ) signifie que la vitesse (de groupe) des
ondes macroscopiques n’est pas la limite des vitesses des ondes élémen-
taires, a moins que cette limite ne soit mesurée a l’aide du correcteur p.
Le systeme relaxe est donc muni de deux vitesses de groupe 03C3 .et 0,

analogues aux vitesses J.1 et À de (4 .1 ). La definition (3 .11 ) est valable
pour chacune des deux vitesses de groupe puisqu’a cause de la convergence
forte, on a bien
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IV. ELECTROPHORESE

1. Le modele

L’electrophorese est un processus de separation d’ions chimiques dans
un fluide. On applique un champ electrique et on profite d’une part des
differences entre les charges electriques de chaque espece et d’autre part
des differences de leurs masses molaires. Des modeles mathematiques sont
dccrits et etudies dans [25].

Lorsqu’une seule espece possède une charge negative et qu’on neglige
les termes de diffusion des ions dans le substrat, on obtient le systeme de
lois de conservation suivant, qui traduit d’une part la conservation des
especes et d’autre part 1’equation de Poisson :

Les nombres ai sont des constantes > 0 qui dependent des charges, des
masses molaires des espèces et de quelques autres grandeurs caracteris-
tiques du probleme chimique etudie. On peut supposer al  a2  ...  an,
sans quoi, si etait egal a ai, on pourrait diminuer (4 .1 ) d’une

equation en remplaçant la i-ième et la (i + 1 )-ieme par

Les inconnues Ui sont des fonctions >_ 0 qui représentent le rapport de la
concentration de la i-ieme espèce a celle de la 0-ieme, celle qui est de
charge negative.
On note immediatement que la loi de conservation suivante decoule de

Si w1>0 a l’instant initial, WI restera > 0, et comme chaque ui est >__ 0 (la
i-ième loi de conservation assure l’invariance de ce demi-plan) on aura

de sorte qu’en retour (4 . 1 ) a un sens.

2. Champs caracteristiques

D’apres (4.2), WI est un invariant de Riemann du systeme. On en
n

trouve n -1 autres de la maniere suivante. La fonction 2014"2014 .

i=1 i aj - d
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est une entropie de flux ga = ded/m, pour toute valeur réelle de d distincte
des ai. Le fait que ed et gd s’annulent sur la meme hypersurface Hd
montre que celle-ci est caracteristique. Si u appartient au domaine physique
(ui >_ o, b’ i), il existe n -1 valeurs de d, notees w2 (u), ..., wn (u), pour
lesquelles Pour chaque 2  i _ n, on a Les fonctions

wi sont analytiques et comme leurs gradients sont normaux aux hyper-
surfaces caracteristiques, ce sont des vecteurs propres a gauche de la

matrice jacobienne Df (u) du systeme (4.1). Les wi sont donc les invariants
de Riemann cherches. La vitesse (u) associee a wi (u) est caracterisee par
Fegalite sur Hd, c’est-a-dire qu’on a wi (u)/m, pour
2 _ i  n. Finalement, 1’etude des poles et des zeros de la fonction ration-

n

nelle Q (d) _ ~ 2014’2014 montre que
1 ai-d

de sorte que la valeur de Q (0) donne 1’egalite

On a donc en derivant par rapport aux coordonnees caracteristiques

Tous les champs caracteristiques sauf un sont donc vraiment non lineaires.

3. Existence de solutions faibles

Une remarque cruciale en ce qui concerne 1’electrophorese est qu’il s’agit
d’un systeme de la classe de B. Temple, c’est-a-dire que les hypersurfaces
caracteristiques Hd sont affines. Elles sont donc invariantes. De plus
chaque Wi est monotone a travers toute solution du problème de Riemann,
d’ou la décroissance au cours du temps de la variation totale par rapport
a x de Wi (u) pour chaque solution approchee fournie par le schema de
Glimm [33]. Comme enfin les domaines positivement invariants definis par
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sont arbitrairement grands, on en déduit un résultat d’existence globale :

THÉORÈME. - Soit u (., 0) E (BV (R))n une condition initiale satisfaisant
Ui (x, 0) >_ 0 pour tout x. Alors le système (4. 1 ) possède une solution
u E L°° (f~ x R) telle que u (., t) E BV (l~) pour tout t >_ o. De plus, u satisfait

L’existence d’une solution de classe BV peut aussi etre obtenue par la
convergence du schema de Godunov ou de celui de Lax, comme par la
convergence de la methode de viscosite artificielle, toujours grace a la
decroissance de la variation totale de chaque w~ (u ( . , t)) en temps. Cepen-
dant, aucun de ces procédés n’a permis de prouver (4.4). C’est un interet
majeur du schema de Glimm que de fournir les inegalites 
pour (e, g) ~ et pour une solution faible, des que ces inegalites sont
verifiees par les solutions du problème de Riemann. Cette approche est
tres repandue quand on doit etudier la propagation d’oscillations puisqu’il
faut passer a la limite dans un maximum d’(in)egalites pour esperer trouver
un systeme d’evolution bien pose pour v. Des quatre systèmes presentes
dans la partie rigoureuse de cet article, seul le systeme de Maxwell relevait
d’une autre technique : la construction directe, et non via une approxima-
tion, des solutions d’equations de transport.

4. Un systeme bien pose

L’etude des solutions oscillantes ne se heurte a aucun prealable en raison
de l’existence de domaines positivement invariants arbitrairement grands
- et d’entropies fortement convexes. Ces dernieres sont définies par

ou h est une fonction convexe et yi une mesure bornee positive sur

]ai -1, ai[, pour laquelle (ai _ 1- c~ -1 et (a~ - a~ -1 sont integrables.
Soit donc une suite (u£)E > o de solutions oscillantes et vx, sa mesure de

Young. Comme (4.1) appartient a la classe de B. Temple, la formule

(2 .11 ) est valide (en effet un tel systeme est riche). Ainsi, pour presque
tout (x, t), v x, est concentre sur un ensemble de niveau de w2, ..., w~,
c’est-a-dire sur une droite vectorielle 8, intersection de n - 1 sous-espaces
Hd pour des valeurs

La droite A est evidemment engendree par M==(v, u ~ (a moins que û
ne soit nul, ce qui correspond au cas de la convergence forte, puisque
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ui >_ 0, donc sans oscillation). Passant a la limite dans (4 . .1), on obtient

Cependant ui/m, homogene de degre zero, est une fonction constante
sur A, valant i/m (u). On a donc ( v, = (u). Ainsi, u est aussi
solution de (4 . I). Le systeme de 1’electrophorese est bien pose dans L 00

faible-etoile :

THÉORÈME. - Les valeurs d’adhérence dans L°° (IR X R+), muni de sa
topologie faible-étoile, d’une suite de solutions faibles de (4. 1), sont aussi
des solutions faibles de (4 . .1 ).
En revanche, il n’est pas clair que û satisfasse egalement (4.4) car

1 (u) en general. Comme û n’est pas nécessairement a variation
bornee et comme il n’y a pas de theoreme d’unicite correct pour le

probleme de Cauchy actuellement, on ne peut pas utiliser le theoreme
d’existence mentionne au 3 pour demontrer (4.4), bien que cette egalite
soit hautement probable.
La description peut etre poussee plus loin. Le dernier theoreme indique

que, macroscopiquement parlant, le systeme (4 . 1 ) se suffit a lui-meme. Si
on veut analyser plus en detail les oscillations de uf., on desire pouvoir
calculer vx, t pour t> 0; or écrire que û est solution de (4 .1 ) et que Supp vx, t
est inclus dans R u (x, t) = ~x, est insuffisant pour cela. On introduit donc
comme dans les deux exemples precedents une fonction A (x, t; y) a valeurs
reelles, croissante en y E ]o, 1 [, par la formule

En choisissant et en passant a la limite dans (4 . 4), on obtient
la famille d’equations de transport decouplees, qui ici se reduisent a des
equations differentielles ordinaires :

On determine donc v en resolvant (4 . 1 ) pour û, puis (4. 6) pour A. Les
conditions initiales respectives sont

Les limites ci-dessus sont prises au sens de la topologie faible-etoile de
L 00 (R). On prendra garde que la condition initiale pour A est loin d’etre
triviale. On l’obtient par le precede general suivant. On ecrit (4.4) sous
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forme intégrale avec une fonction test e (!R2) :

On passe alors a la limite quand E -~ 0 :

Tout d’abord on obtient v, h°w1> = 0, puis en prenant une trace de
v, h°w1> en t=0 :

ou

qui n’est rien d’autre que (4. 8).
Terminons ce paragraphe en remarquant qu’on a prouve l’existence

d’une solution au probleme de Cauchy lorsque Uo E L 00 (tR)", presque

partout. En effet, une telle donnee peut-etre approchée dans L 00 faible

etoile par une suite uo de BV(fR)", uniformement bornee. On peut alors
appliquer le dernier theoreme a la suite des solutions construites

par le schema de Glimm. On ne sait pas cependant si les solutions de

classe L 00 de (4 . 1) satisfont aussi les egalites (4 . 4).

V. UN SYSTEME RICHE LINEAIREMENT DEGENERE

1. Le modele

Ce paragraphe est consacre a 1’etude d’un systeme riche de n ( >_ 2) lois
de conservation dont tous les champs caracteristiques sont lineairement
dégénérés. Un tel systeme s’ecrit sous la forme quasi linéaire

1 _ i _ n, et il existe des fonctions régulières Ni (w) ne
s’annulant pas, telles que

Les systemes lineaires sont un exemple, peu interessant, de cette famille.
Nous nous interessons au cas moins trivial ou Ài (w) est le polynome
symétrique elementaire de en les variables cet

ensemble de n - 1 variables, obtenu en otant wi de w, sera note wi. De
meme, 6p designera le polynome symetrique homogene elementaire de
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degré r a p variables; lorsqu’il n’y a pas d’ambiguite, on notera

simplement ar. On a donc Xj (w) = 6r (wi). Les conditions (5 . 1 ) sont bien
satisfaites en prenant

Ce système n’a pas, a notre connaissance, de signification physique,
excepte lorsque n = 2 et r =1 ou on retrouve le modele de Born-Infeld. En
revanche, il est extremement interessant d’un point de vue mathematique
pour comprendre comment interagissent des champs caractéristiques dis-
tincts lorsqu’ils oscillent simultanement.
Notons que le fait pour un systeme d’etre riche est completement

indépendant du fait d’avoir des champs lineairement degeneres, et recipro-
quement. Par exemple, le système suivant, qui decrit le mouvement d’une
corde elastique dans le plan avec une relation lineaire entre la tension et
l’allongement, n’a que des champs lineairement degeneres mais ne possede
aucun invariant de Riemann :

On etudiera au paragraphe VIII ce systeme, avec une loi d’etat plus
générale.

2. Entropies

Les entropies du systeme riche qui est en jeu ont deja ete etudiees dans
[27]. Ce sont toutes les fonctions de la forme

ou fl, ..., sont n fonctions régulières d’une seule variable. Les flux
associes sont donnes par la formule

C’est le choix de n entropies independantes qui permet d’ecrire le systeme
sous forme conservative. On voit donc qu’il vaut mieux se restreindre a
un domaine R = [a1’ [an, bn] sur lequel chaque Ni est bien defini.
On choisira
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En general, la solution faible du problème de Cauchy pour un systeme
quasi lineaire depend de la forme conservative que l’on choisit pour définir
les conditions de Rankine-Hugoniot. Il n’en est rien ici en raison de la

degenerescence lineaire de tous les champs : les conditions de Rankine-

Hugoniot de toutes les equations at e + ax f = 0 sont compatibles entre elles.
La solution du probleme de Riemann pour w9, wd~R existe donc et est
unique. Elle est formée de n + 1 etats constants separes par n discontinuites
de contact situees le long des droites d’équation

De part et d’autre de la j-ième discontinuite, Wj est inchange, tandis que
w~ passe de la valeur w9 a la valeur w1.
On constate, comme au paragraphe IV, que wi est une fonction mono-

tone de la variable x/t au sein du probleme de Riemann. La meme
procedure (schema de Glimm) fournit donc une solution globale de classe
BV pour toute condition initiale de classe BV a valeurs dans R. De plus
la solution reste dans R. Enfin, elle satisfait toutes les relations d’entropies

c’est-a-dire 

THEOREME. - Pour toute condition initiale w° E BV (R; R), il existe une
solution de classe BV de la collection d’équations :

pour tout toute f E ~° (R).
On trouvera également dans [36] un théorème d’existence de solutions

régulières pour une condition initiale régulière, de classe ~3 (s).

3. Relations entre entropies

Apparemment, la formule (5.3) décompose C en sous-espaces
supplementaires : celui des fonctions constantes, plus n espaces isomorphes
a reo (R). On doit prendre garde au fait que C n’est pas somme directe de
ces sous-espaces : il existe des relations non triviales entre des elements de
differents sous-espaces. Ce sont meme ces relations qui nous permettrons
de decrire complètement la propagation des oscillations.
Nous allons faire la liste des relations dont nous aurons besoin au § 4.
Soit p un nombre entier, Calculons une forme simplifiee

n

de l’entropie C’est une fraction rationnelle de w, qu’on
i= 1

(5) Le probleme de Cauchy peut en fait etre résolu par l’inversion de formules algébriques,
ce qui fournit une autre preuve d’existence :D. SERRE, Preprint 1991, E.N.S.-Lyon.
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peut mettre sous la forme

Q etant un polynome homogene de degré p + (n -1 ) (n - 2)/2, ou etant nul.
Considerons tout d’abord e comme une fraction rationnelle de la

variable w1, en gelant w~, ..., wn. Puisque w2  w3  ... n’a que
des poles simples, situes en w~, ..., wn. Pour k _> 2, calculons le residu de

en w~. Seuls les termes d’indices 1 et k de la somme y contribuent :

Ainsi, e est un polynôme par rapport a wl, et par symetrie, c’est un

polynome par rapport a w. Ce polynome est homogene de degre p - (n -1 ),
ou bien nul. Pour 0 _ p _ n - 2, on a donc e --_ o. Pour p = n -1, e (w) est
une constante qu’on calcule en faisant tendre WI vers l’infini; chaque terme
d’indice i >_ 2 de la somme s’annule a l’infini, tandis que le premier vaut 1,
ainsi e = 1.

PROPOSITION. - Pour on a

Le calcul ci-dessus montre que le flux

est associe a une entropie constante. C’est donc a nouveau une constante
pour 0 _ p  n -1. C’est d’autre part une fraction rationnelle homogene de
degre r + p + 1- n, a moins que f ne soit nulle. On obtient donc f ’--- 0 pour

On obtient la valeur de f, qu’on va noter lorsque p = n - Y -1 en
faisant tendre wn vers l’infini.

Si Y >_ 1, le n-ieme terme tend vers zero a l’infini, de sorte que
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Il vient par recurrence f5 = ( -1 )r Or a

dej a ete calculé comme entropie :

PROPOSITION. - 

Cette proposition nous permet d’ecrire (5.5) sous forme d’un systeme
fini de n2 lois de conservation

ou uip = Ni (w) wp Il faut montrer que fip est fonction des
Ujq, ou encore que Xj (w) est fonction des Ujq. Pour cela, on remarque que

est un systeme lineaire qui permet d’écrire Xj sous forme de fraction
rationnelle des Ujq, pourvu que ce systeme soit de Cramer. Or la matrice
u est le produit de la matrice inversible diag (N l’ ..., Nn) par la matrice
inversible de Van der Monde 

p.

Bien entendu, le systeme (5.8) est redondant puisqu’il comporte n2
equations alors qu’il n’y a en realite que n inconnues ..., mais il
a une forme symetrique agreable. Enfin, et surtout, cette redondance va
disparaitre lorsqu’on considèrera des solutions oscillantes, exceptées les
relations lineaires dues a (5 . 6). Ainsi les oscillations vont etre décrites par
un systeme de n (n -1 ) equations [(5.6) fournit n relations entre les n2
equations] independantes au lieu de n. Ceci corrobore les observations de
l’auteur (n = 2, [32]) et de Bonnefille (n = 3, [3]). Finalement, nous verrons
que le systeme (5. 8) est bien pose dans L 00 faible-etoile, ce qui traduit un
principe metamathematique que le systeme relaxe d’un probleme mal pose
doit etre bien pose.

4. Propagation des oscillations

Grace au theoreme d’existence globale et a l’invariance du domaine R,
il n’y a pas d’objection a 1’etude des solutions oscillantes o de (5 . 5).
La mesure de Young associee doit satisfaire les equations limites

pour tout i et toute fonction f E ~° (R).
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Nous commençons par montrer que (5 . 8) est bien pose, c’est-a-dire que
u = lim u£ est solution de (5. 8). Pour cela, on n’utilisera pas le fait que les

uip ne forment que n variables independantes. Au contraire, on se placera
dans le cas le plus general ou les uip forment n (n -1) variables inde-

n

pendantes, n’etant lies que par les relations L uip = ~p-1, 0 _ p _ n -1.
i= 1

Cependant, on se placera dans un domaine invariant sur lequel
t) (, i, 8, x, t ~ > o, par analogie avec le systeme original (5. 5)

pour lequel uio valait Ni (w).
Il s’agit donc de montrer que

Pour cela, nous ecrivons d’abord une relation de compacite par compensa-
tion de la forme (2. 5), qui utilise le fait 

Comme uio = lim u o ~ 0, on en deduit l’existence de fonctions Ci (x, t) telles
que

Passons a la limite dans les relations ~ ( -1 )r ~ p- r -1 pour
i = i

obtenir

Par ailleurs, le passage a la limite dans les equations (5. 8) donne

La comparaison de (5 . l l) et (5 . 12) avec (5 . 8) et (5 . 9) montre que
et ~ip (u) comme annonce.

THÉORÈME. - Le système de n2 equations a n relations

ou (ci (u))i est la solution du système linéaire

est bien pose dans L°° (R +; D) faible-étoile, pour tout domaine invariant
D sur lequel (5.11) est un système de Cramer.
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En d’autres termes, si est une suite de solutions a valeurs dans D,
toute valeur d’adhérence u pour la topologie faible-étoile de L°° est encore
une solution de (5.11) et (5. 12).
En particulier, si est une suite de solutions bornées de (5 . 5), on

peut appliquer le théorème ci-dessus a u~ip = NL (wi 
THÉORÈME. - Soit une suite de solutions (BV ou de classe 3)

de (5 . 5), qui prend ses valeurs dans R. Soit v une mesure de Young associée
a cette suite et ûip= v, Ni (w) wpi>. Alors u (x, t) est une solution de (S . 11)-
(5 .12). Sa condition initiale est donnée par

ou la limite est au sens de la topologie faible-étoile de L°° (IR), pour une
sous-suite convenable.

Bien entendu, (5 .11 )-(5 .12) peut s’écrire sous la forme de n (n - 1)
equations de transport indépendantes

qui montrent que ce systeme n’a que n vitesses distinctes c~, chacune etant
de multiplicite n -1. Il semble que ce soit un phenomene général qu’un
systeme strictement hyperbolique de n equations conduise a un systeme
relaxé n’ayant que n vitesses de groupe distinctes, éventuellement de multi-
plicites > 1. Le paragraphe VIII presente un phenomene analogue.
Notons que Bonnefille avait remarqué (pour n = 3, r =1 ou 2) l’existence

d’un systeme ferme de six equations analogue a (5.13), sans toutefois
produire le systeme conservatif bien pose (5.11)-(5.12).
On termine 1’etude des oscillations en fournissant un systeme devolution

qui permet de calculer d’autres limites = v, f ). Il est naturel de définir
des fonctions Ai (x, t ; y), monotones croissantes en y, par les egalites

ou v = Vx, t, et f parcourt ~° (IR). Bien sur, on retient que ~ v, = uto.
La compacite par compensation implique

c’est-a-dire

Passant a la limite dans (5 . 5), il vient
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pour tout (R). Ceci est formellement equivalent aux equations de
transport découplées, linéaires a coefficients variables :

Ce systeme est complete par les conditions initiales

pour 1 _ i  n On peut ainsi calculer Ai (x, t; y) pour t>O et
en déduire les valeurs de (v, et de ~ v, grace a
(5 .14). En fait, on peut aussi exprimer la valeur de

en appliquant a nouveau (2. 5) :

Par densite, il vient

Remarquons que (5. 17) implique la conjecture (2.12) pour ce systeme
particulier.

5. Le systeme original est-il bien pose ?

La réponse a cette question depend d’abord de la forme conservative
qu’il revet. Pour n = 2, il est bien pose puisqu’il suffit de 1’ecrire sous la
forme (5.11)-(5.12) [remarquer que n (n - 1 ) = 2 = n]. On supposera donc
n>_3 

Si le systeme

est bien pose, l’analyse qui precede montre qu’on doit le retrouver comme
une partie fermée de l’ensemble (5.11)-(5.12)-(5.15). C’est-a-dire qu’il
doit exister des fonctions Fi (û, A) telles que zi = Fi (û, A) soit solution de
(5.18) lorsque û et A satisfont (5.11)-(5.12)-(5.15). Le systeme relaxe
n’ayant que n vitesses caracteristiques distinctes, ce seront les ~,~ (z) = ~r 
Comme ~1 > ... > ~,n et cl > ... > cn, on en deduit la condition necessaire
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On a ainsi un système algébrique qui permet de
reconstituer z, qui ne dependra donc que de Les fonctions Fi
sont entièrement definies par les relations sur les vitesses et il est aise de

verifier qu’elles ne satisfont pas

En fait, les seules fonctions a satisfaire une telle equation de transport
sont les fonctions homogenes de degre 0 en F~ n’est pas de
cette forme. Prenons par exemple r =1. Alors

et

est un quotient de deux determinants. Ainsi Fi = Pi (u)/I I I of Pi est un
polynome. 11 est aise de verifier si n = 3 que Fi ne depend pas seulement
de mais aussi des autres valeurs Ujp Plus generalement,
le polynôme ~ujp~ + Q (û) est irreductible pour tout Q appartenant a l’idéal

n 
.

engendre par les relations ~ bp-1; il suffit donc de verifier que Pi
i= 1

n’est pas nul pour que Fi ne convienne pas.

6. Peut-on totalement decrire les oscillations ?

On a decrit en 4 une façon de calculer les limites d’un certain nombre
de quantites liees a la suite 

Est-il possible plus generalement de calculer les limites de toutes les

expressions f (wE) ? La réponse est non si n >_ 3, car on a utilise pleinement
les informations (2. 4) et (2. 5) dont nous disposions, et (5.19) ne recouvre
pas l’ensemble des fonctions de w. En revanche, si n = 2, il suffit pour
calculer lim g w2) de poser F = g/[(~,1- ~,2) N1 N2] dans (5 . .19).

Cette reponse negative est tres genante si on veut etudier, a l’instar de
Broadwell, les oscillations dans un systeme avec termes sources

L’etude avec les idées du paragraphe II ne sera possible que si les
fonctions appartiennent a la liste (5 . 19) pour tout f~0 (IR).
Cette etude est faite pour n = 2 dans [32] et le resultat est particulierement
complique.
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VI. PRINCIPES DU PASSAGE A LA LIMITE

Le but de ce chapitre est de degager des principes généraux dans 1’etude
des solutions oscillantes. Ces principes seront motives par les calculs

rigoureux connus jusqu’a present, mais ne seront pas prouves. Leurs

preuves necessiteraient des idees nouvelles.

1. Support des mesures de Young

Le theoreme de DiPerna et sa generalisation par l’auteur (cf. II.4) .
signifient que pour un systeme riche, un invariant de Riemann 
associe a un champ caracteristique vraiment non linéaire n’est pas
oscillant : sa convergence est forte lorsque E ~ 0, dans tout LP pour p >_ 1
fini. En d’autres termes, le support de vx, est inclus pour presque tout
(x, t) dans un ensemble de niveau de wi ( . ). Une utilisation astucieuse de
son theoreme a permit a DiPerna d’etablir la meme propriete pour des
champs ou la non-linearite est mise en defaut en quelque endroit; l’exemple
essentiel etait le p-systeme

ou la fonction d’etat satisfait

Cependant, pour d’autres systemes, cette generalisation n’est pas possible
(voir [34]). Nous nous restreindrons donc au cas ou les champs sont, soit
vraiment non lineaires, soit lineairement degeneres. En ce qui concerne les
seconds, on a vu au paragraphe II comment construire des solutions
oscillantes qui se concentrent sur des courbes intégrales d’un champ carac-
téristique. On peut également construire des solutions oscillantes qui se
concentrent sur des varietes de dimension >_ 2, dont l’espace tangent est
engendre par des vecteurs propres ri(u) de Df (u) associes a des champs
lineairement degeneres; on trouvera des exemples aux paragraphes II. 5, V
et VIII ci-dessous. La dimension d’une variete minimale contenant le

support de v ne semble donc limitee que par la dimension D (u) de l’algèbre
de Lie engendree par les champs lineairement degeneres. Un cas
favorable a lieu si D = l, c’est-a-dire si un seul champ est lineairement
degenere. Dans ce cas, on peut esperer que le support de v x, soit inclus
dans une courbe, qui depend de (x, t) via n - 1 parametres. En general,
on postulera que ce support est inclus dans une variete dont l’espace
tangent est l’algèbre de Lie ci-dessus; cette variete dépendra de (x, t) via
n - D parametres, D (u) etant frequemment independant de la position u.
Le cas le plus defavorable a lieu pour D = n, puisqu’on ne peut plus
exclure aucune oscillation. Heureusement, on ne connait pas de tel cas,
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except£ celui du paragraphe V auquel on a donne une solution satis-
faisante.
Une autre façon d’énoncer le principe ci-dessus, qui me semble plus

confortable, est la suivante :
On suppose que les champs caractéristiques du système (2 .1 ) sont tous

soit vraiment non linéaires, soit linéairement degeneres :

Soit z (u) une fonction régulière sur l’espace des états, qui est constante a
travers toute discontinuité de contact, c’est-a-dire

Alors z (uE) n’oscille pas quand E ~ 0; en d’autres termes, il existe une

fonction bornée mesurable Z (x, t) telle que

pour presque tout x, t.

On trouve bien sur n -1 telles fonctions independantes lorsque I I =1,
ce qui mène a des calculs performants. Par exemple en dynamique des
gaz (n = 3), la vitesse et la pression sont de telles fonctions. En revanche,
le systeme des cables elastiques dans ~2 ou f~3 (n = 4 ou 6) est moins

agréable; en effet I I = n - 2 et on ne trouve qu’une seule fonction (a
composition pres) convenable. Heureusement, nous verrons que le principe
ci-dessus permet l’obtention d’un systeme d’evolution decrivant la propaga-
tion des oscillations.

Lorsque (2 . 1 ) est diagonalisable, on trouve immédiatement n-| I fonc-
tions independantes convenables, ce sont les invariants de Riemann w~,

Cependant, on doit prendre garde au fait qu’en general, z(u) ne
satisfait pas d’equation de transport même si u est une solution réguIière.

2. Concentration des chocs

On a explique au paragraphe II que la description de la propagation
des oscillations provenait de deux types d’informations :
- la connaissance d’une structure maximale de vx, t en presque tout

point; 
’

- les inegalites at ( v, e ~ + ax ~ v, g ~ _ 0, V (e, g) e ~°.
L’alinea precedent etait consacre a l’extension du premier point lorsque

la compacite par compensation est impuissante, faute d’un assez grand
nombre d’entropies. La structure obtenue depend d’un nombre de

parametres N, eventuellement infini, et la deuxieme partie de la procedure
sera insuffisante si re engendre un espace vectoriel de dimension N 1  N + 2
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(et non N, car  contient les constantes qui n’apportent aucune informa-
tion). Or nous verrons aux paragraphes VII et VIII sur des exemples
importants qu’en dehors des systemes riches, on peut avoir Ni N + 2.
Pour la dynamique des gaz, mais il faut comparer un cone de
fonctions croissantes convexes a l’espace des fonctions tout entier, tandis
que pour le cable elastique, 

Reprenons donc 1’etude des mesures lorsque
(e, En supposant que JlE est lipschitzienne par morceaux, en

dehors des chocs (rappelons que a travers les discontinuites de

contact), tandis que la densite de masse de JlE le long d’une courbe de
choc est de l’ordre du cube de l’amplitude [u] du choc. Si e est fortement
convexe, cette densite est strictement negative. Cette dissipation d’entropie
contribue a la diminution de l’amplitude [u] et de l’oscillation totale de u
en x, par rapport a t. Cette diminution est sans importance lorsque le
nombre de chocs dans une zone bornee Q est petit. Elle peut le devenir si
le nombre de chocs dans Q augmente et tend vers l’infini lorsque E -~ 0.
Dans ce cas, l’amplitude de ces chocs doit tendre vers zero avec s, sans
quoi le taux de diminution de l’entropie deviendrait infini, contredisant le
fait que l’entropie totale est bornee a l’instant initial dans la zone d’in-
fluence de Q. Il y a alors deux famous de conclure. Soit on postule que,
lorsque E -~ 0, il apparait un terme de dissipation d’entropie

ou 0 si e est convexe; et Z = Cte implique Ag = 0, pour tenir compte
du fait que Ag==0 pour les solutions oscillantes qu’on sait construire en
n’utilisant que des discontinuites de contact. Il y a alors un challenge en
ce qui concerne la modelisation, et on a besoin d’evidences experimentales
pour determiner De.

Soit on postule que

en dehors d’un ensemble tres petit, disons un ferme dont la dimension de
Hausdorff est ~ 1, au voisinage duquel les chocs essentiels de u~ se

concentrent lorsque ~ - 0. Cette presentation n’est pas incompatible avec
la precedente puisque lorsque uf. ne depend pas de E, De est singuliere et
son support est la reunion des chocs. C’est cette deuxieme approche qui
sera adoptee sur les exemples qui suivent, a cause de sa simplicite et de
son efficacite sur les exemples. L’inconvénient majeur de ce postulat (outre
l’absence d’une justification rigoureuse) et de ne pas decrire ce qui se passe
a travers les chocs essentiels de u£; il manque des conditions de transmission
concernant vx, t. La encore, des evidences expérimentales ou numeriques
seraient les bienvenues. La seule simulation dans ce sens est, a notre

connaissance, celle de Bonnefille [2] sur la dynamique des gaz. Elle
concerne l’interaction d’un etat constant avec une oscillation elementaire
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dans laquelle la vitesse et la pression sont constantes a l’instant initial. Le .

schema utilise est celui de Glimm, pour éviter que la dissipation numerique
ne tue quasi instantanement les oscillations. Malheureusement, la faible

puissance de calcul (un PC-XT) et la difficulte de mise en oeuvre d’une
condition aux limites transparente pour une solution oscillante permettent
seulement de conclure a la persistance des oscillations au-dela de la

traversee d’un choc.

3. Divers commentaires

On pourra toujours utiliser les relations (2. 5) de compacite par compen-
sation dans le but de preciser la structure maximale de la mesure de

Young. Ceci sera utile au paragraphe VIII notamment.
Par contre, une analyse reste a faire en ce qui concerne les systemes de

lois de conservation a plus d’une dimension d’espace. D’une part la

compacite par compensation tombe presque totalement en defaut. D’autre
part il n’y a pas en general de fonction z (u) non constante, qui soit

constante a travers les discontinuites de contact. Enfin des phenomenes
nouveaux apparaissent comme l’instabilité du glissement de deux masses
de fluides l’une par rapport a l’autre. Inutile de dire que beaucoup d’idees
nouvelles seront necessaires pour parvenir a une comprehension correcte
de la realite. En particulier, on ne peut plus se contenter de travailler dans
l’espace des etats ~u sans prendre en compte l’espace des frequences ~~ ,
dual de l’espace physique 
Mentionnons une etude similaire menee par J. Duchon et R. Robert [43]

a propos de 1’equation bidimensionnelle d’Euler pour un fluide incompres-
sible. Le problème n’est donc que partiellement hyperbolique. Le premier
principe ci-dessus y est applique a la pression et la vitesse normale, sous
une forme plus forte qui invoque certaines derivees partielles. Le second
principe devient une trivialite puisque toutes les lois de conservation

at e + a x g = 0 sont exactes pour les solutions faibles. En revanche, il est

fait usage d’une hypothese sur la géométrie des oscillations, ainsi que
d’une simplification concernant la mesure de Young : elle est supposée la
somme de deux masses de Dirac, ce qui est très restrictif.

VII. APPLICATION A LA DYNAMIQUE DES GAZ

1. Le modele lagrangien

En coordonnees lagrangiennes de masse, le systeme monodimensionnel
de la dynamique des fluides s’ecrit en l’absence de vide sous la forme
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suivante. Les variables sont Ie volume specifique v, la vitesse u, 1’energie
spécifique e et la pression p. Celle-ci est liee à v et e par une relation d’etat
p=p(v, e). Enfin x, une fois n’est pas coutume, a pour dimension une
masse. Les particules de fluide se meuvent sur des droites x = constante.

Ce systeme est hyperbolique en phases liquide et gazeuse, ce qui corres-
pond a 1’inegalite Les vitesses caracteristiques sont alors

- c, 0, c (v, e), ou L’un des champs est donc lineairement
degenere. En revanche, le vecteur propre associe a la valeur propre dbc
est t( - l, ~ c, p), de sorte que

Pour les fluides ideaux le second membre de

(7.2) ne s’annule pas. Plus generalement, nous supposerons tout au long
de cette section que c et - c correspondent a des champs vraiment non
lineaires. On s’autorisera donc a appliquer le principe VI. 1 a z = U ou p,
qui sont les quantités constantes a travers les discontinuites de contact.
En d’autres termes, u et p sont les invariants de Riemann au sens de Lax

(mais pas au sens restrictif que nous avons adopte dans cet article) du
deuxieme champ caracteristique.
Nous aurons également besoin de connaitre les entropies de (7 .1 ).

Classiquement, outre les lois constitutives de (7 .1 ), on trouve les lois

at h 0 S = 0 (pour les solutions regulieres),

pour toute fonction continue h d’une variable reelle. L’entropie physique
S (v, e) satisfait a T dS = de + p dv, T etant la temperature absolue; c’est

donc une solution sans point critique de 1’equation

Dans le cas ideal, on prend couramment S = (y -1 ) log v + log e qui est
concave par rapport aux variables conservatives v, u, E = e + u2/2.

2. Un probleme bien pose : le gaz ideal

On adopte dans cette partie la loi 1  y  2. On considere
une suite oscillante de solutions uE, eE) de (7.1). Le postulat VI. 1
consiste a supposer que u£ et pE convergent fortement dans Lfoc pour tout
q >__ 1 fini. Soient û et p leurs limites, ainsi que’; et ê les limites faible-etoile
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de vE et e£. Le passage a la limite dans (7 .1 ) conduit a

puisque chaque produit est constitue d’au plus un facteur dont la conver-
gence soit faible. Enfin, le passage a la limite dans la loi d’etat
v£ (y -1 ) e£ donne pour la même raison iF = (y -1 ) e. Ainsi, p est exacte-
ment la pression qu’aurait le fluide dans l’état (v, e). Le triplet (v, u, e) est
donc une solution de (7 .1 ), qui serait un systeme bien pose pour la

topologie faible-etoile de L 00 .

3. Le gaz reel

11 en va differemment dans le cas general, pour une loi d’etat quelconque;
la construction de solutions oscillantes elementaires le montre aisement.
On doit alors appliquer les deux idees developpees dans VI. La premiere
conduit a nouveau a (7.4). La seconde affirme qu’en dehors des chocs
essentiels de la solution oscillante, on a

Naturellement Vx est astreinte a une courbe d’equation t),
p = p (x, t). En utilisant la loi d’etat reciproque (e = 8 (v, ~) ~ ~ = p (v, e)),
on peut donc representer vx, a l’aide d’une fonction V (x, t; y), monotone
croissante en y,via la formule

pour tout F~ ((R3). On peut donc remplacer (7 . 5) par

L’ensemble d’equations (7.4)-(7.7) est le systeme d’évolution cherche,
dont les inconnues sont t), P (x, t) et V (x, t ; y). Remarquer que

Comme ce systeme relaxe est peu parlant, nous allons par des calculs
formels (nous ne sommes plus a cela pres) le reecrire sous une forme plus
simple qui est equivalente lorsque et V sont des fonctions regulieres.
Cette hypothese est peu restrictive puisqu’on travaille une fois pour toutes
en dehors des zones de choc essentiel pour la solution oscillante.
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En fait, (7. 7) ne signifie pas autre chose que at S (V, 8) = 0, c’est-a-dire
ou encore

On en deduit

ou

ce qu’on reecrit K (V, V == 0, en notant K (v, 8 (z~, ~)) - 2.
On integre cette equation par rapport à y et en utilisant (7 . 4 .1 ) on obtient

Utilisant une derniere fois (7 . 9), on ecrit 1’equation d’évolution de V :

Le systeme cherche est donc

L’égalité (7.4. 3) n’a pas ete utilisee mais on peut verifier qu’elle decoule
de (7 .10) .
On constate que la vitesse moyenne (ou plutot apparente) du son est

maintenant

ou encore

Il faut cependant prendre garde au fait que la formule donnant la vitesse
moyenne du son a une forme différente lorsqu’on travaille en coordonnees
eulériennes (le cadre quasi systematique quand la dimension spatiale est
>__ 2), en raison du jacobien non trivial du changement de variables.
Naturellement les deux formules (7 . 11 ) et (7 . 23) ci-dessous sont concor-
dantes et ne sont que deux regards differents du meme phenomene.
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4. Coordonnees eulériennes

En coordonnees eulériennes, les variables independantes sont le temps t
et la position x dans 1’espace physique. Si x’ designe la coordonnee utilisee
en 2 et 3, alors v dx’ = dx. Les variables dependantes sont la densite p, la
vitesse u, et 1’energie specifique e; on a p v = 1. Les equations sont

La pression q (p, e) est evidemment egale a p (p -1, e). Comme precedem-
ment, on supposera que le systeme est strictement hyperbolique, c’est-a-
dire q + p2 > 0, et que deux des champs sont vraiment non linéaires.
Ceux-ci correspondent aux vitesses e), ou La

vitesse u est liee au champ linéairement degenere. Naturellement, u et q
sont toujours constantes a travers les discontinuites de contact. Enfin les
couples entropie-flux supplementaires sont les ou 
est arbitraire et s (p, e) = S (p -1, e) qui satisfait

Appliquant le principe VI. 1, ut et qE convergent fortement vers des
limites notées ti et ij, tandis que p~ converge faiblement vers p. Pour le
gaz ideal un passage a la limite immediat montre que
(p, û, a) est solution de (7 . 12), en posant a = p -1 lim (pE eE). Cependant,
a ne sera pas en general egal a lim e£. La conclusion est que (7.12) serait
bien pose dans L 00 faible-etoile lorsque le gaz est ideal.
Pour un gaz reel, on definit comme en 3 une fonction R (x, t; y),

monotone croissante en y, qui represente « grosso modo » les oscillations
de pE. Pour cela, on remarque que le support de Vx est concentre sur
une courbe d’equation u = u (x, t), q ( p, e) = q (x, t). La definition est donc
[pour tout F E ~° ( ~ 3)]

est la relation d’etat reciproque :

On notera la difference entre (7.14) et (7 . 6), caracterisee par le poids p
au lieu de 1. On reconnait le jacobien du changement de variables entre
coordonnees lagrangiennes et euleriennes. L’introduction de ce poids n’est
pas indispensable pour mener a bien les calculs, mais celui-ci amene les
calculs et le systeme relaxe les plus simples possible. Notons aussi que ce
poids apparaissait naturellement dans le cas des gaz ideaux.
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On passe maintenant a la limite dans les equations, lois de conservation
exactes ou approchees, hors d’un domaine « petit ». Avec (7.14) il vient

pour tout (R). En principe, ce système se suffit tel quel, mais
puisqu’on se place dans un cadre relativement formel, on poursuit les
calculs en supposant que p, û, R, q sont reguliers. Par ailleurs, il est
important de noter que p ne depend en fait que de R en prenant F = p - 1
dans (7.14) :

La liste (7.15 . 3) equivaut en fait pour des fonctions regulieres a

Developpant la derniere egalite et utilisant (7.13), il vient

Pour dimmer E, on applique Foperateur L a 1’egalite q (R, E) = q :

et rmalement

Notant K (R, q) = R - 2 c (R, E (R, q)) - 2, il vient

ce qu’on integre par rapport a y. D’apres (7 . 16),

On obtient donc

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



397OSCILLATIONS HYPERBOLIQUES

On peut ainsi eliminer L (4) dans (7 . 20), et on obtient un systeme relaxe
analogue a (7.10) :

Les inconnues de ce système sont les fonctions t), q (x, t) et

R (x, t, y), tandis que pest donne par la formule (7 . 16). On remarque
que la vitesse moyenne du son satisfait maintenant

ou

Comme annonce, cette formule semble differente de (7 .11 ), mais cela n’est
du qu’a la difference entre les deux notions de limite. En effet le jacobien
p du changement de variable est lui-même oscillant, de sorte que les
limites faibles en coordonnees euleriennes et lagrangiennes sont liees par la
formule générale

De plus, les fonctions c qui designent la vitesse du son ne representent
pas la meme quantite dans les deux systemes de coordonnces; cE est bien
une vitesse (LT -1 ) tandis que cL a pour dimension MT -1: cL = p cE.

5. Commentaires

On prendra garde, si l’on utilise les systemes (7.10) ou (7.22) qu’ils
perdent probablement toute validite si v ou p s’annule. Les problemes lies
a l’apparition du vide ou a la concentration de masse relèvent sans doute
d’une autre approche.
De meme, la validite de ces descriptions tombe en defaut lorsque la

solution (M, q, R) ou (M, p, V) cesse d’etre régulière. A ce moment appa-
raissent certainement ce que j’ai appele les chocs essentiels de la suite
oscillante.

L’interet principal de (7 . 22) est numerique. Par exemple, si R (x, 0 ; y)
est en escalier par rapport a y, pour tout x, alors il en est de meme pour
la solution et les points yi de discontinuite sont constants le long des
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trajectoires des particules. Dans ce cas, (7.22) est un systeme constitue
d’un nombre fini N d’equations aux derivees partielles en (x, t), a N
fonctions inconnues qui ne dependent que de x et t ; on pourra lui

appliquer les procédés connus de resolution numerique des systemes hyper-
boliques. Cet exemple simple est fondamental puisqu’on peut toujours s’y
ramener en approchant la mesure de Young initiale vx, o par une somme
finie de masses de Dirac en tout point x.
Une autre approche numerique consiste a ne pas traiter (7.22) ni les

solutions oscillantes, mais a traiter directement une solution faible ordi-
naire en tenant compte des informations fournies par (7. 22). On applique
une methode de differences finies au systeme

Les variables considerees par le schema sont u, q, p, mais u et q sont
calcules sur une grille grossiere, tandis que p est calcule sur une grille plus
fine en espace. Le point crucial est alors l’approximation des trois coeffi-
cients p -1, p c2, p. C’est (7 . 22) qui nous indique comment faire. Le coeffi-
cient p -1 sera remplace par p - l, ou p designe la moyenne de p sur la
maille grossiere. Puis p c2 sera remplace par l’inverse de la moyenne de
p -1 C - 2 sur la maille grossiere. Ces deux coefficients sont donc definis sur
la grille grossiere et non sur la grille fine. Enfin, le dernier coefficient dans
la troisieme equation sera remplace par le produit de c - 2 (qui varie d’un
point a l’autre de la grille fine) par le coefficient precedent. Il est raison-

nable de penser qu’un tel schema fournisse une bonne approximation des
trajectoires des particules lorsque la condition initiale est oscillante, pourvu
que le pas de la grille fine soit inferieur a une longueur caracteristique sur
laquelle vx, o varie notablement.

Terminons en signalant que (7.25) possede un analogue en dimension
d’espace ~ 2, sous la forme

On peut donc ecrire formellement une version multidimensionnelle de

(7.22), qui pourrait representer certaines solutions oscillantes, pour les-
quelles les seules discontinuites de contacts mises en jeux satisfont la

condition de transmission [u] = 0, et non seulement la continuite de la

vitesse normale. En effet, lorsque la vitesse tangentielle au front est dis-
continue, les phénomènes d’instabilite deviennent necessairement prepon-
derants par rapport aux oscillations decrites ci-dessus.
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6. Conditions initiales

L’etablissement des conditions initiales pour (7 . 22) est assez delicat. La
procedure a deja ete decrite au IV.4 : on passe a la limite dans une forme
integrale avec des fonctions test des equations satisfaites par p~).
On obtient les conditions (V h E ~° (R)) (6)

On a note po, uo, ~o, Ro les valeurs initiales de p, ti, q, R, qui dependent
bien sur de x. Les egalites ci-dessus s’entendent presque partout sur R.
Les valeurs po, uo sont definies de maniere unique par les deux premieres
equations. Nous allons montrer que les deux dernières definissent Ro (y)
de maniere unique.
Tout d’abord, le second membre de (7.26.4) definit une mesure de

probabilité v~ sur R, a laquelle on peut associer une fonction A (x, y),
croissante en y, via

Nous laissons maintenant de cote le point x, qui n’est plus rien q’un
parametre. Alors (7 . 26.4) revient a

qui est couplee a une equation fournie par (7. 26. 3) :

Nous montrons qu’en fait, (7 . 27) et (7 . 28) possede une solution unique.
Tout d’abord, etant donne deux nombres a et ~,1’equation s (r, E (r, x)) = a

(6) Seuls (7.26.1, 2 et 3) sont corrects. On doit remplacer (7.26.4) par une inegalite ~,
valide seulement pour les fonctions h telles que h os soit convexe par rapport a p, p u,

p e + 2 p u2. Dans le cas ou uo et qo convergent fortement, on pense que (7 . 24 . 4) est correct.
Sinon, on ne peut pas determiner Ro de maniere unique.
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possede une solution unique r (x) parce que

et inf (resp. sup) s (r, E (r, ~)) _ - oo (resp. +00) pour des gaz realistes
r r

comme pour les gaz ideaux.
On note ensuite que

de sorte que le premier membre de (7.28) est strictement monotone par
rapport a xo, lorsque Ro (y) est defmi par (7 . 27). Il existe donc une et
une seule valeur 1to qui satisfasse (7 . 28) pourvu que a soit dans l’intervalle
parcouru par les valeurs du premier membre lorsque x va de 0 a l’infini,
c’est-a-dire pourvu que Or

grace a l’inégalité du type de Cauchy-Schwarz

Notons que, contrairement a ce qui a lieu pour t > o, 

en general, ce qui traduit un effet de couche initiale ; cet effet est commun
a tous les systemcs hyperboliques lorsque des oscillations ont lieu.

7. L’hypothese des chocs essentiels

_ 

L’examen du cas du gaz ideal permet de justifier a posteriori l’hypothèse
des chocs essentiels faite au paragraphe VI.2, c’est-a-dire le postulat :

Ai = 1 hors d’un fermé dont la dimension de Hausdorff est  1

Enfin, le calcul du systeme relaxé pour le gaz ideal n’utilise que l’hypo-
these faite au paragraphe VI.l, quant a la convergence forte de la vitesse
et de la pression. On peut donc calculer 0~ en fonction de (p, ti, a) pour
toute entropie. Comme (p, ti, o) est la solution faible des equations
d’Euler, A, est concentree sur les courbes de choc de cette solution. La
reunion des courbes de choc de (p, ti, a) est donc la zone de chocs
essentiels de ut, e£) telle qu’elle etait envisagée au paragraphe VI.2.
Notons que pour le gaz ideal, on connait les relations de transmission

a travers les chocs essentiels, puisque les equations de conservation sont
satisfaites partout au sens des distributions.

’ 
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VIII. LA DYNAMIQUE D’UN CABLE ELASTIQUE

1. Le modele

Considerons un cable, assimile a une courbe de 1’espace IRm, m = 2 ou
3, decrite parametriquement par y (x, t) ou t est le temps et xe R la

position de la particule dans un etat de reference. Celui-ci est suppose au
repos. La densite lineique est prise egale a 1, de sorte que est egal au
bilan des densites de forces appliquees en y (x, t). Négligeant les forces
exterieures et la resistance a la flexion, on a Une hypothese
courante, en l’absence de memoire viscoelastique est que la tension r obeit
a une loi

Ci-dessus, r est le module du vecteur d’allongement ax y, tandis que T(r),
module du vecteur tension, est une fonction qui est caracteristique du
materiau etudie. Le repos correspondant a r =1, on a T ( 1 j = o.
En posant on est ramene a un systeme de m lois de

conservation

avec u, vecteur unitaire tangent a la corde a l’instant t.

On se restreint a un domaine d’allongements pour lequel le cable ne
possede qu’une seule phase, c’est-a-dire que T’ (r) reste > o. Le systeme
(8.1) est alors hyperbolique pour r> 1 et mixte pour r  1. Les vitesses

caracteristiques sont

Leurs multiplicites sont respectivement 1 

On supposera dans ce chapitre que

de façon que le systeme (8.1) reste hyperbolique.- Cette hypothese n’est
pas justifiee par 1’existence d’un domaine positivement invariant ; on peut
d’ailleurs construire des solutions tres regulieres de (8.1) pour lesquelles
r (x, 4) --_ ro > 1 et r (x, t ~ ) _--_ r ~  1. De telles solutions sont tres instables
physiquement et aussi du point de vue nurnerique. L’etude de ces

instabilites liees au changement de type du systeme a ete aborde par
Gilquin, Pego et l’auteur ([23], [10] et [11]). Cependant, 1’hypothese est
peut-etre satisfaite dans certains cas sur un intervalle de temps petit,
pourvu que inf ~ P (x, 0) ; E > 0, x ~ > 1.
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2. Champs caractéristiques

Les valeurs propres ±c(r) correspondent a des champs lineairement
degeneres. Les ondes associees sont dites transversales, car elles n’appa-
raissent pas pour un cable astreint a se mouvoir le long d’une droite fixe.
Ces ondes peuvent prendre la forme d’une discontinuite de contact. Le
cable presente alors un angle (kink) dont le sommet se deplace a la
vitesse c (r) le long de la corde. Bien entendu r est continu a travers ces
discontinuites.
En revanche, les valeurs propres ~, + correspondent a des champs vrai-

ment non lineaires des que T" ne s’annule pas. Nous supposerons qu’il en
est ainsi tout au long de ce chapitre. Les ondes associees a ~, + sont dites
longitudinales.
La somme des sous-espaces propres associes a ~ c (r), de dimension

2 m - 2, engendre une algebre de Lie de dimension 2 m -1; de sorte que
les seules fonctions continues a travers toutes les discontinuites de contact
sont de la forme Avant de nous engager dans l’application des
principes du paragraphe VI, cette remarque nous incite a chercher les
solutions oscillantes elementaires (u, v) (x/c, pour lesquelles r == Cte.
La classification en a ete faite par Bonnefille [2]. On a

ou p et q sont deux fonctions satisfaisant l’une des quatre conditions
ci-dessous.

(i ) q est constant ; pest a valeurs dans une sphere de centre - q. Le
rayon de cette sphere determine r et par consequent c (r).

(ii) idem, en echangeant p et q.
(iii) q prend deux valeurs exactement ql et q2 ; pest a valeurs dans

l’intersection de deux spheres de centres - q et - q2, de meme rayon.
(iv) idem, en echangeant p et q.
Notons que si m = 2, les conditions (iii) et (iv) sont equivalentes. Les

points pl, - ql, p2, - q2 forment dans cet ordre un losange.
Les deux premieres configurations sont celles construites en II.3, relative-

ment a l’un des champs lineairement degeneres. Au contraire, les deux

dernières permettent la construction de mesures de Young dont le support
n’est pas contenu dans une courbe caracteristique de l’espace des etats. Si
m = 2, le regime (iii) [= (iv)] fait dépendre la mesure de Young v de sept
paramètres : cinq pour le choix du losange dans f~2 et deux pour les

proportions respectives des valeurs p 1 et q dans les graphes des fonctions
p et q. 

~ ,

On distingue donc deux regimes oscillants. Le regime I [cas (i ) et (ii)]
ou les oscillations ne se produisent que dans une seule des deux directions
x ~ ct = Cste ; v se rapporte alors a une probabilite arbitraire sur une sphere
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de Le regime II [cas (iii) et (iv)] ou les oscillations se produisent dans
les deux directions a la fois, mais dont la description ne fait appel qu’a
sept parametres reels si m = 2, ou a une probabilite sur un cercle si m = 3.
La question de l’existence d’autres regimes oscillants reste ouverte. Est-

il possible de construire une suite de solutions dont la mesure de Young
soit d’une autre nature que les deux regimes decrits ci-dessus ? Nous

verrons plus loin que cette question n’est pas essentielle car les regimes I
et II suffisent a expliquer les solutions d’un système relaxe que nous allons
etablir.

3. Description macroscopique des oscillations

On considere donc une suite oscillante de solutions pour laquelle r_ > 1.
L’extraction d’une sous-suite etant acquise, on s’interesse a la mesure de
Young vx, t associee. Plus precisement, nous allons etablir a l’aide des

principes du paragraphe VI un systeme de 2 m + 2 equations dont les

2 m + 2 inconnues seront

Le premier principe nous indique que la convergence doit être

forte, de sorte que par exemple

Passant a la limite dans (8 . 1 ), il vient donc

Le deuxième principe s’applique aux deux lois de conservations supple-
mentaires, dont la premiere est un bilan energetique (E’ = T)

Le passage a la limite dans ces deux equations fait appel a U, V, P, R et
a ( v, v . v ) . On peut eliminer ce dernier terme grace a une relation de
compacite par compensation. 11 suffit d’appliquer (2. 5) aux lois de base
(8 . 1) :
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ou

Le systeme annonce est donc

Ce systeme est bien d’évolution car

car 

Notons que les variables U, V, P, R subissent une restriction due aux
inégalités de convexité

qui jointes a (8. 3), imposent

cela nous incite a introduire les fonctions auxiliaires

Les restrictions (8. 5) indiquent que les domaines {G-~0} et {G+~0}
doivent etre positivement invariants pour le systeme (8 . 4) si celui-ci traduit
bien la realite. Un calcul direct montre qu’en effet, (8.4) entraine

On obtient donc un systeme equivalent a (8.4) mais d’aspect plus
simple, qui permet en particulier de distinguer le regime I (G _ G + =0) du
regime II (G _ G +  o) :

ou R > 1 est la solution de l’équation

4. Type du systeme relaxe

L’etude du type du systeme relaxe montre une difference importante
entre le regime I (G _ G + =0) et le regime II (G _ G +  0). Dans le second
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cas, le systeme (8.6), ou (8.4) qui lui est equivalent, est hyperbolique.
Les vitesses caracteristiques sont ± c (R), de multiplicités m (et non plus
m -1 ), et les racines A + de 1’equation du second degre

ou

Lorsqu’on fait Fhypothese r T’ - T > o, le regime II possede la propriete

Par contre le regime I conduit a A + = c (si G - = 0) ou A _ _ - c (si G + = 0).
Dans Fun ou l’autre cas, la valeur propre concernee est de multiplicite
algebrique m + l, mais de multipticite geometrique m : 1’hyperbolicite est
donc perdue. Cette perte n’est cependant pas trop grave, car si A+=c,
alors G _ =0 et le systeme relaxé se reduit a 5 equations

avec Or le systeme (8. 8) est a nouveau strictement
hyperbolique, a moins que G=0. De meme, si A + = c et A _ _ - c, alors
G + = G _ --_ 0 et on est ramene au systeme original (8 .1 ) qui est bien

hyperbolique.
On peut donc raisonnablement espérer que le probleme de Cauchy soit

bien pose pour (8.4) dans des espaces de Holder contrairement au

systeme 2x2 ci-dessous pour lequel ~,2 - 0, dont la solution est de
classe lorsque la condition initiale est de classe 1 :

où f’ (s)~sg’ (S).

IX. CHANGEMENTS DE VARIABLES

1. L’approche de D. Wagner

En 1985, D. Wagner [42] a trouve une justification de la transformation
Euler-Lagrange entre les deux versions de la dynamique des gaz monodi-
mensionnelle, valable pour des solutions faibles, de classe L 00. Cette

approche est en fait tres générale et concerne tous les systemes de lois de
conservation des qu’on se donne deux couples entropies-flux (e;, g;),
i =1, 2, pour lesquels les equations sont exactes. Dans ce
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cas, on peut remplacer x et t par deux nouvelles variables y et s definies a
constante pres par

Ce changement de variable [des que le reste

strictement positif, uniformément] depend bien sur de la solution, mais il
conduit a réécrire le systeme (2 .1 ) sous une nouvelle forme conservative
en variables (s, y). Plus precisement, a tout couple entropie-flux (e, g) de
(2.1) correspond un couple entropie-flux (E, G) du systeme modifie, défini
par les formules lineaires

De plus, si alors et réciproquement.
Si (2.1) est le systeme de la dynamique des gaz en coordonnées

eulériennes, le choix el = p, e2 = o, g2 =1 (p=densité de masse,
u = vitesse) conduit aux coordonnees lagrangiennes.

Naturellement, les invariants de Riemann, s’ils existent, sont inchanges ;
En revanche, les vitesses le sont. Les nouvelles vitesses sont exprimees
en fonction des anciennes via la formule

2. Changements de variables et richesse

A cause de la formule (9. 2), on constate que si (2 .1 ) est riche, alors Ie
nouveau systeme l’est aussi. Tout d’abord, il dispose des invariants de
Riemann de (2.1). Il suffit ensuite de verifier l’existence d’une fonction

N;, i = 1, ... , n, telle que

sachant qu’il existe des fonctions analogues Ni telles que

On a note ~j = ~/~awj la dérivée par rapport au j-ième invariant de Riemann.

PROPOSITION. - La fonction Ni = 0 -1 (g2 - e2 ~,i) Ni satisfait (9 . 4).
Le calcul est laissé au lecteur.
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3. Changements de variables et mesure de Young

On considere maintenant une suite oscillante de solution o de (2 .1 )
et vx, t sa mesure de Young associee. On supposera que

de sorte que les changements de variables (x, t) H SE) sont possibles.
On doit preter une attention particuliere a leur dependance en E. Nous

allons montrer que la suite est associee a une nouvelle mesure de Young

vy, S dans les nouvelles variables, avec une formule explicite reliant v’ a v.Pour cela, rappelons que si H E L0 (Rn), alors vest définie par les égalités

pour tout 03A6~D (R2), ou plus généralement, tout 03A6 E ((R2). On effectue
le changement de variables defini par uE dans la derniere integrale

On note alors que les changements de variables sont equilipschitziens,
ainsi que leurs inverses de sorte que le theoreme d’Ascoli entraine

leur convergence uniforme vers une application lipschitzienne
(y° (x, t), s° (x, t)). Enfin, d’après J. Ball [1], on peut passer a la limite
dans les jacobiens

On reecrit donc (9 . 7) pour L (u) = H (u) A (u) -1

Bien entendu, converge uniformement vers une fonction 03A8 qui
parcourt (R2) lorsque 03A6 parcourt (R2). On a donc

Ceci prouve l’existence de la mesure de Young vy, S, et fournit 1’egalite

PROPOSITION. - =  Vx, t, A ) "~ A v x, t.
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4. lnvariance de la conjecture (2.12)
Un argument en faveur de la conjecture (2.12) est son invariance sousl’action des changements de variables décrits ci-dessus. Plus précisément,on a l’énoncé suivant.

THÉORÈME. 2014 Soient deux systemes de n equations de transport: .°
i~ , n ~ ~ ., ~ ’" _

vu

eidm ues entropies, et leurs flux, du premier système, tels queat e~ + --_ 0 pour toutes les solutions faibles.
On suppose que le premier système est riche, de sorte que le second l’estaussi.

Soit la mesure de Young d’une suite de solutions oscillantes du premiersystème, de sorte que v’y, s =  vx, t, 0394>-1 0394vx, t est celle d’une suite de solu-
tions oscillantes du second. 

Alors v satisfait la formule (2.12j [sous sa forme plus precise 2. 13 ) sin > 2] si et seulement si v’ satisfait (2 . 12) avec XJ et Ni au lieu de ~,. et N.. iEn d’autres termes, (2.12) apporte exactement la même information
quel que soit le système de variables indépendantes utilise.

Demonstration. - Il suffit de verifier que

~st nul. Or

"11 ’u. v O uii pvuvaii cnoisir

a uunc bien Mij - U.

C.Q.F.D.
La proposition et le theoreme expliquent la similitude des calculs de

Rascle et l’auteur [24] entre le p-système (dynamique des gaz isentropiques
en coordonnees lagrangiennes) et la formulation en coordonnees
culenennes.

Rappelons enfin que l’invariance de la formule (2.12) avait deja etenotee [34] dans le cas de changements affines de variables, cas qui corres-pond aux entropies constantes.
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5. Lien avec les entropies de Lax

Une autre façon de demontrer le theoreme est d’utiliser les entropies de
Lax, qui peuvent etre construites pour tout systeme riche. Ces entropies
dependent d’un parametre reel k et d’un indice i= 1 ou 2. Elles satisfont
a la formule asymptotique, lorsque k tend vers l’infini :

Les entropies ek et Ik sont bien entendu relatives au systeme (2 .1 ). II
leur correspond par la formule (9.2) des entropies Ek et Gk du systeme
transformé, qui satisfont lorsque k tend vers l’infini :

Les fonctions a et b sont les solutions du systeme linéaire

De ce qui precede, on deduit qu’on peut choisir a=N;; on a alors
et

Pour trouver le theoreme, il suffit de verifier l’égalité de 
et de A (~,2 - ~,i) N~ N;. Or d’après (9.10): .

X. IDÉES NOUVELLES EN COMPACITE PAR COMPENSATION

Ce paragraphe est destine ~. donner un cadre general aux calculs que
M. Rascle et l’auteur [24] ont nrienes pour le p-système et Ia dynamique
des gaz isentropiques.

1. Doublement de la mesure de Young

Commençons par une remarque de portee tres generale. La plupart des
resultats de compacite par compensation concernent des couples (9, Q) ou
9 est une mesure de probabilité sur un espace RP et Q est une forme
quadratique sur qui prend des valeurs positives ou nulles sur un cone
convenable. Le resultat s’exprime sous la forme
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où À designe l’application identique de (~p dans lui-même. Lorsque Q est
positive partout, (10.1) n’est rien d’autre que l’inégalité de Jensen.
Un defaut essentiel de cette inegalite est d’etre inhomogene par rapport

a 8; on le corrige en multipliant le second membre par 1’unite ~ 8, 1 ~.
l’expression obtenue se simplifie grandement par l’introduction du carre
tensoriel 808. Cette nouvelle mesure de probabilite est definie sur [R2p

par la formule

pour tous g et h dans Lk (Rp). La propriété ( 10 .1 ) équivaut alors a

Cette remarque s’applique bien sur aux systemes de lois de conservation;
elle permet de simplifier (2 . 5) en utilisant le carre tensoriel v(8)v, mesure
de probabilite sur (~2n. L’equation de Tartar (2. 5) equivaut a

pour tous couples (e, g) et (e’, g’) de 6. On a note [h] (u, v) = h (v) - h (u).
Notons avant de poursuivre qu’une remarque analogue a lieu pour les

resultats de compacite par compensation concernant des formes

homogenes de degre > 2. Pour cela on raisonne par recurrence sur ce degre
en utilisant les remarques de F. Murat sur la forme polaire [21] d’une telle
forme homogène.

2. Positivite et compacite par compensation

Une idee classique de L. Tartar [38] reprise par R. DiPerna ([8], [9]),
puis par Rascle et l’auteur [24], consiste a essayer de definir une mesure
bornée Jl et une fonction G sur le meme espace, de sorte que

d’une part,

d’autre part.
La mesure  est construite a partir de v. C’est v elle-meme pour Tartar

(n =1); c’est une trace de v sur une droite caracteristique pour DiPerna
(n = 2); enfin Rascle et Serre choisissent le carre v0v. Pour Tartar et

DiPerna, (10.5) est une application plus ou moins directe de la compacite
par compensation (2. 5); il y a un passage a la limite respectivement a un
parametre dans le travail de DiPerna. En tout etat de cause, l’hypothèse
de vraie non linearite est essentielle dans ces deux travaux. Par contre,
Rascle et l’auteur établissent (10.5) comme une consequence de (2 . 5) et
de la conjecture (2. 13). L’adoption de cette conjecture permet alors de
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s’affranchir de toute hypothese concernant la non-linearite sur les exemples
du p-système et de la dynamique des gaz isentropique. C’est a generaliser
ce procédé si efficace que ce paragraphe est consacre.

Lorsque (10.4) et (10.5) sont etablis, le support est inclus dans le

domaine d’equation G=0, sur lequel on a aussi dG = 0. Ce domaine est
en general tres petit et connu avec une grande precision dans les exemples
de [8], [9], [24], [38] et la consequence attendue est que Supp v soit réduit
a un point, ou plus generalement que f soit « lineaire » sur Supp v, de
façon qu’on ait

Naturellement, lorsque le raisonnement ci-dessus est possible, le systeme
(2 .1 ) est bien pose dans L 00 faible-etoile. Il y a donc des systemes (cf.
§ III, VII et VIII) pour lesquels cette approche est sans espoir et il serait

interessant de caractériser les systemes qui conviennent.
Une premiere idee, plus faible que celle de [24], est de choisir  = v~v

et G = [e] [g’] - [e’] [g], de sorte que (10.3) entraine (10.5). Malheureusement,
le support de II rencontre la diagonale { (u, v) E ~82n; v = u ~, au voisinage
de laquelle G n’est pas de signe constant. Par exemple, dans le cas

favorable ou le systeme (2 .1 ) est diagonalisable, on peut introduire les
invariants de Riemann de u et ceux de v pour
calculer

lorsque v tend vers u. On a note A; = (zi - wj/2. On remarque que la partie
quadratique du second membre de (10.7) ne contient aucun terme carre
pour lesquels j = i. Si G est de signe constant et n >_ 2, on a donc localement
de --_ 0 ou de’ --_ 0, de sorte que G --_ 0, ce qui est sans intérêt. Le cas n =1
(voir [38]) sera discute plus loin car il a une portee generate.

3. Doublement de v dans la conjecture

On se place maintenant dans le cadre des systemes riches (on peut
penser a un systeme 2x2 general) et on adopte la conjecture (2.13) dans
les calculs qui suivent. De meme que pour (2. 5), nous allons la simplifier
en utilisant le carre tensoriel de v.

Commençons par un exemple simple en supposant que (2. 13) s’ecrive
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pour tous g, h~L (R). On a suppose n = 2, ce qui n’est pas restrictif. On
constate aisement que (10.8) equivaut a la propriete suivante :

ou par definition,

Il est clair que (10.9) entraine (10.8), au moins pour g et h de classe
ce1, en prenant D = g’ (sl) h’ (s2), puis pour g et h continues par densité.
Reciproquement (10.8) entraine (10.9) des que D est une combinaison
lineaire de produits a (sl) b (s2) avec a et b continus. Un raisonnement par
densite permet a nouveau de conclure.
Dans le cas general (toujours avec n = 2, pour alleger la presentation

des calculs), la formule (2.13) s’ecrit

avec 03C1 = (03BB2 - 03BB1) N1 N2, g et h parcourant L (R). En remplaçant v par pv
dans l’argument precedent, on constate que (10.10) est equivalent a la
propriete

pour tout 

4. Positivite (bis)

L’idee de Tartar et DiPerna, une fois remaniée, consiste donc a prendre
et

L’egalite (10. 5) depend bien sur de la validite de la conjecture (2. 13). Les
couples (e, g) et (e’, g’) de C et la fonction D E ~ ((~2) sont a choisir de
sorte que G soit de signe constant, sans etre trivial. A ce niveau, il est

essentiel de noter que les choix de (e, g) et de (e’, g’) imposent celui de D.
En effet, lorsque v tend vers u, on a
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de sorte qu’un signe constant pour G entraine :

II reste maintenant a determiner si un choix de (e, g), (e’, g’) dans 8
permet avec (10.13) d’obtenir On a vu que pour certains systemes,
cela ne sera pas possible. Nous allons voir, en cherchant un equivalent de
G le long de la diagonale ~ v = u }, que les quantites qui mesurent
la non-linearite du système, jouent un role dans le signe de G. Cependant,
l’annulation de ne signifie pas nécessairement un changement de
signe pour G, comme le suggèrent les exemples de Rascle et Serre.

5. Un equivalent pour G (u, v)

On considere donc G donne par (10.12), D etant defini par (10.13),
lorsque v tend vers u. On calcule un developpement limite de G a l’ordre 4

en developpant chaque terme au point 2 , a l’ordre 4 pour e, e’, g et
g’, a l’ordre 2 pour p et D.
On adopte la convention des indices muets repetes, et on note par un

indice i la derivation par rapport a wi d’une fonction de w. On a alors

De meme,

On a donc

Vol. 8, n° 3/4-1991.



414 D. SERRE

En utilisant la formule (2 . 13) et en appliquant et de
meme pour (e’, g’), on obtient une expression assez simple des coefficients :

et C1222 obeit a une formule symétrique. On constate que Cll11 et c1122
s’annulent des que ~03BB1/~w1 = 0. Pour que G soit de signe constant, il est

donc necessaire que

puisque la forme biquadratique Di 0394k 0394l doit être elle aussi de signe
constant.

6. Le cas z2 = w2

Naturellement, (10.4) necessite au moins la positivite de G sur

l’ensemble {(u, v); w2 = z2}, ou sur le plan {(u, v); w2 = z2 = 03B1}, 03B1 etant
une constante donnee. Comme une entropie peut etre choisie de maniere
quelconque sur un axe caracteristique w~ = a, et que 1’integrale de D est
nulle pour z2 = w2, on est ramene a 1’etude de [e] [g’] - [e’] [g] --_ H lorsque e,
g, e’, g’ sont des fonctions d’une variable satisfaisant 

avec le même 03BB(w).
En reprenant des notations classiques pour les derivees, on a

H = [e] [fl - [k] [h], ou h’ k’ ~ e’ l’. De plus,

On a vu que la positivite de H entraine celle de cllll, c’est-a-dire celle
de h" k" - e" l". La reciproque est-elle vraie ? En d’autres termes, etant donnees
quatre fonctions de classe ~2 satisfaisant

a-t-on necessairement
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pour tous x, y ?
La reponse est oui si on suppose de plus que l’inégalité est stricte dans

(10.15) et qu’une combinaison linéaire m de e et h (ou de e et k, ou de I
et h, ou de I et k) satisfait m’ > 0. Dans ce cas, on peut se ramener a
m --_ e, et en posant

onap’q’=Y’,p"q">oet

Les deux fonctions p et q sont alors soit strictement convexes, soit stricte-
ment concaves et une remarque de Tartar [38] indique que H  O.
Dans le cas general cependant, la reponse est non, ce qui est du

independamment a C. Real et B. Sevennec et 1’Ecole Normale Superieure
de Lyon. Nous donnons ci-dessous l’argument de Sevennec.
On se place dans le cas ou F = (e, k) est de classe et (e’, k’) ne

s’annule pas, de sorte que h’ = ae’, l’ = ak’ ou a (x) est regulier. L’hypothese
est alors

Par ailleurs, la quantite dont on cherche le signe est

Sans perte de generality on peut supposer que F(x)=0, x etant fixe;
une integration par parties donne alors

Pla~ons-nous dans le cas ou la fonction decrit une courbe
strictement convexe dans le plan, c’est-a-dire par exemple F’ A F" > 0 pour
tout s. Alors (10.17) entraine (10.18) si et seulement si F (s) A 
pour tout x _ s _ y. En s’affranchissant de la simplification F (x) = o, on
constate que si (10.15) entraine [e] [l] - [h] [k] >_ o, alors

entraine

Or cette implication, qui est vraie localement, est fausse globalement. En
terme de representation en coordonnees polaires (r, e) [en fixant a nouveau
F (x) = o], (i ) signifie que 8’ (s) > 0, c’est-à-dire que 8 est croissant, tandis
que (ii ) signifie 9 ( y) - 9 (s) E (o, x), modulo 2 x. N’importe quelle courbe
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strictement convexe s - F (s) dont une tangente recoupe la courbe en un
autre point constitue un contre-exemple.
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