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RESUME. - Nous etudions la regularite des solutions de problemes
elliptiques avec des termes d’ordre un [resp. zero] a coefficients dans
Ln (Rn) [resp. (Rn)] . Cela permet de déduire la régularité des solutions
de certains problemes elliptiques non linéaires avec exposant critique de
Sobolev.

Mots clés : Opérateurs elliptiques, regularite, exposant critique de Sobolev.

ABSTRACT. - We study the regularity of solutions to elliptic problems.
The coefficients of the term of order one [resp. zero] are in L" [resp. L"~2].
This allows us to deduce the regularity of solutions to some non linear
elliptic problems with Sobolev critical exponent.

INTRODUCTION

Ce travail a pour but 1’etude systematique de la regularite des solutions
d’equations elliptiques ou interviennent des problemes lies aux exposants
critiques de Sobolev.

Classification A.M.S. : 35 B 65, 35 J 60..
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Ces problemes se rencontrent, par exemple, dans les trois equations
suivantes :

(1) Metriques conformes

(2) Probleme modele (voir Aguirre, Escobedo et Zuazua [1])

(3) Surface a courbure moyenne constante

ou u : R2 ~ R3 et u E H (R2), H une fonction lipstchitzienne.
Ces trois problemes sont critiques car le gain de regularite des solutions

ne s’obtient pas en appliquant seulement l’injection de Sobolev et la

regularite des solutions des problemes elliptiques.
Le premier théorème s’applique a la regularite des solutions de

ou A un operateur elliptique d’ordre 2.
Ce theoreme permet de traiter les exemples (1) et (2) ((1) est bien connu

voir Trudinger [12] et Brezis-Kato [5]).
L’exemple (3), dont la regularite des solutions est par ailleurs connue

(Wente [13]) ne rentre pas dans le cadre du premier theoreme. Neanmoins,
la methode de demonstration s’adapte a ce cas, ce qui fait l’objet du
deuxième theoreme.

1. RESULTATS

(a) Enonce du theoreme 1

Soit A un operateur d’ordre deux, mis sous forme divergence

ou 0  s  1, S~ est un ouvert de Rn; est l’espace de
Holder; u E CS (SZ) si u E L °° et

pour x, On suppose A elliptique pres d’un point c’est-a-dire
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Pour 1 p  + oo, s E R, on note

On dit que u E Hs, px0 s’il existe une fonction x E x =1 près de xo telle
que P.

Soit P, 1  p  + oo vérifiant

Avec V1 E V2, V3 E I*o,

p 

(5) On suppose que pn.
De plus, on fait les hypotheses suivantes :

6 si V 0 ou Vi2~0 alors 1  1-1.

(7) si V 3 ~ 0 alors  -.
n p

THÉORÈME l. - Soit u une solution du probleme 4 verifiant les

conditions S, 6 et 7 alors

Remarques. - 1. Les hypotheses tres faibles faites sur les fonctions V~
permettent d’appliquer ce theoreme a des situations non linéaires avec
exposant critique de Sobolev. Par exemple

avec On a bien 

2. C’est une generalisation d’un theoreme de Brezis et Kato [5]. Ces
auteurs se placent dans le meme cadre que nous mais avec V~ = V3 = 0.

3. Notre methode de demonstration repose sur le calcul pseudo-differen-
tiel ou plutot le calcul paradifferentiel puisque les coefficients de A sont
peu reguliers. La difficult[ essentielle provient de la presence de certains
operateurs a coefficients dans LP pour lesquels nous n’avons aucun calcul
symbolique; ce qui, en partie, explique l’absence d’une version microlocale
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du theoreme 1. Cependant, on peut inverser (localement) ces opérateurs,
puis etudier 1’action, sur les espaces HS’ P, des inverses.

4. Beaucoup de travaux ont été faits sur la regularity (voir par exemple
Trudinger [12]) ou sur l’existence (Brezis-Nirenberg [7]) des solutions

d’equations du type A u = ?,c~n + 2)i(n - 2). Mais peu de choses semblent connues
pour des equations contenant des termes non lineaires d’ordre un avec
exposant critique de Sobolev. Ce qui a motive notre etude est le probleme
de Plateau qui consiste a resoudre 1’equation ou

u : 03A9 ~ R3, 03A9 ~ R2, avec des conditions au bord de SZ (voir Brezis et

Coron [6] et leur bibliographie sur le probleme de l’existence). Si u E H 1

avec les conditions au bord C °° (voir Wente [ 13], s’appuyant sur un resultat
de Morrey [11]) alors 

Le theoreme 1 ne s’applique pas a cette equation car Fhypothese p  n
n’est pas verifiee (ici p = n = 2). Plus precisement, la difficulte est la

suivante : u’xu’y ~ L1 donc Du 
De cela on ne peut pas deduire que

Cependant, la technique developpee pour demontrer le theoreme 1 s’adapte
a ce cas. Ce qui fait l’objet du theoreme 2.

(b) Enonce du theoreme 2

Soit Zl E YO)

On appelle (x, y) les variables de R2. Soit A un operateur matricielle
d’ordre 2 elliptique pres de (xo, yo) ou chaque element de la matrice s’ecrit
sous forme de divergence avec des coefficients 
La fonction u verifie

of V E V v ~ ~ R3’ f E 6  s, et H E Lip.

THÉORÈME 2. - Soit y0) vérifiant l’équation (8) alors

u E H 1+03C3’(x0, y0), pour 03C3’  03C3.

Remarques. - l. Bien entendu, l’énoncé de ce théorème est moins

satisfaisant que celui du théorème 1. Mais comme il traite un problème
géométrique important, il nous a semblé intéressant. Il est probable que
pour des problèmes voisins, le théorème 1 ne s’applique pas mais que la
technique de demonstration s’adapte.

2. Les résultats de régularité connus sur le problème de Plateau sont
de nature différente. En effet, dans Wente [ 13], ce sont les points critiques
d’une certaine fonctionnelle prise sur un certain espace, qui sont C °°
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jusqu’au bord si les donnees sont C°° (et analytiques si les donnees sont

analytiques).
Le theoreme 2 est un resultat local, seules les proprietes locales de A,

de u, de V, et de f, interviennent. Ce qui est la situation habituelle pour
un probleme elliptique.

2. RESULTATS PRELIMINAIRES

(a) Rappels sur les operateurs paradifferentiels

Nous allons rappeler quelques resultats classiques.
~ Soit K > 1 et soit (p) un couple de fonctions de ~o (Rn) tel que

quand

(K, cp) est une decomposition dyadique de 1’unite si pour tout

~1 E Rn ~ ~ ( ~1 ) + ~ ~P (2 ’ rl ) =1.

~ Une classe de symbole.
Pour 6 E R + et mER, on notera par ~~ l’ensemble des fonctions a :

Rn x Rn  C verifiant pour tout 

(9) x H a a (x, 11) est une fonction de C~ (Rn);
(10) il existe une constante positive CCX telle que

Ea peut etre muni d’une structure d’espace de Frechet. A cette classe de
symbole, on peut associer des operateurs de ~o dans ~’ comme indique
au paragraphe suivant.

2022 Opérateurs para-différentiels et pseudo-différentiels.
Une decomposition dyadique est choisie. Soit a E ~~; pour u E ~o 

note par Ta Foperateur defini par
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et No etant choisi assez grand pour que le spectre de

Ak - Np (x, (~l ) dr~ soit dans une couronne de type

Les operateurs Ta jouissent des proprietes suivantes,
(1) Ta est un operateur borne de avec sER, 1  p  + o0

dans HS-m’ P (Rn) avec une norme d’operateur majoree par une semi-norme
de a.

(13) Ta depend du choix de No et de la decomposition dyadique;
cependant une modification du choix de No ou de la decomposition pour
Ta modifie cet operateur par l’addition d’un operateur 6-regularisant,
c’est-a-dire borne de HS’ P (Rn) dans pour tout E> 0, et dont
la norme d’operateur est majoree par une semi-norme de a. Desormais,
nous appellerons operateur paradifférentiel, tout operateur qui ne differe
de Ta que d’un operateur a-régularisant.

Les operateurs paradifferentiels ont ete introduits par Bony [3], les

proprietes ci-dessus decoulent des travaux de Meyer [10], Metivier [9], et
Benmohamed [2].
On pourra consulter Bourdaud [4] et Hormander [8] pour une etude

détaillée de ces classes.
Si on note par a (x, D) Foperateur pseudo-différentiel defini par

La difference entre a (x, D) et Ta est, dans certains cas, régularisante
(voir [2]).

PROPOSITION 3. - Soit a E E~ et s E R tels que a + s - m > o. Alors

l’opérateur a(x, D) - Ta est un opérateur borne de Hs, p(Rn) dans

p (Rn) avec 1 p  + oo et s’ min(a, a + s - m).
Ce qui, dans ces cas, permet de remplacer a (x, D) par Ta + R.
En vue d’inverser les opérateurs elliptiques, nous aurons besoin d’un

calcul symbolique sur la classe 

PROPOSITION 4.

et modulo un opérateur 03C3-régularisant. On a note par [a] la

partie entière de a.
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Remarquons que si est un operateur
d’ordre m + m’ et de regularite a, mais de symbole nul et, par consequent,
il est a-régularisant.

PROPOSITION. - Soit a (x, ~) _ ~ avec a E ~~, on suppose que

a (0, 03BE)~0 pour tout 03BE~0. Il existe alors une fonction x E ~0 (Rn) égale a 1

au voisinage de zero et un symbole tels que

Tb ° Ta --- x modulo un operateur a - regularisant

En tant qu’operateur, x est defini par x : u H x . u (x) = X (x) u (x).

(b) Reduction du probleme

Les hypotheses sont locales; pour se placer dans des espaces globaux il
suffit de tronquer u avec une fonction x E Co x valant 1 pres de xo, et de
multiplier 1’equation (4) par une autre fonction C~ a support c {X = 1 } et
valant 1 près de xo. La forme de 1’equation (4) est alors conservee, avec
des hypotheses globales sur les V, u et f.
Nous allons montrer qu’on peut remplacer l’opérateur

par un paradifferentiel de symbole

En, effet, a~~ E E° d’apres la proposition 3, est borne de H6~ p dans
H6 ~ p pour ~’  mm (s, 6 + s).
Pour p, p = Lp done p pour ~  s.

Donc Taij ~j u ~ H03C3-1, p. Le calcul symbolique (proposition 4)
permet d’ecrire ai T03B1ij ~j u = u modulo un terme dans H03C3-1, p. Donc

avec as et a (x, ç) comme annon03C0é ci-dessous. Pour finir,
nous remplaçons les Vi, i=1, 2, 3 par ou 1 ~ Ln/2 avec

V2, V3 E Ln avec i = 2, 3 et Le paramètre
E sera choisi au paragraphe 3. On verifie facilement que les termes prove-
nant de if; peuvent être incorpores au reste f
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3. PREUVES DES THEOREMES DE RÉGULARITÉS

(a) Preuve du theoreme 1

Apres les reductions du paragraphe 2 (b), la solution u du problème
vérifie 1’equation suivante

ou

Appelons Z1, Z2 et Z3, les operateurs suivants

(15) On a

avec 1-1 + 1 , et des normes operatcurs majorées par une constante fois
~ 7? u

E.

En effet : u ~ H1, p ~ Lq1 avec 1 q1=1 p-1 n, si 1n1 p.
( 16) Donc

Comme --; et -+- 1 on a
n p n p

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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et

or

finalement

Soit b E ES 2 tel que ou pour
tout 6 e R, 1  t  + oo et ~ ~ C~0
On applique Tb a (14), on a

ou 

D’apres (12), (15) et (16), on a 2 et

TbZ3 P.

De plus,

On note Z = Zl + Z2 + Z3. L’idee est la suivante; on a un opérateur ~ - Tb Z
qui envoie dans avec Tb Z de norme petite. On va l’inverser
avec une serie de Neumann, x étant presque 1’identite.
D’une façon precise, on pose

(17) devient

avec h E H p.

I1 s’ensuit que

si E est pris suffisamment petit pour que

Vol. 8, n° 1-1991.
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Commenoons par demontrer que le deuxieme terme de v verifie les affirma-
tions du theoreme. On remarque que TbZj opere de dans 
avec une norme petite sij= 1 ou 2 et que TbZ3 opère de dans 
avec une norme petite. En effet, si g est dans on a

(20) De meme

(21) Enfin

avec g E HI +0", 
Il reste a traiter le premier terme. On va utiliser le fait que le support

de 1 2014 ~ est loin de xo .
Soit cp E C~ (Rn), avec support cp compact dans un ouvert contenu dans

{ X =1 ~ . De sorte que cp ( 1- x) = 0.
LEMME5. 

,

avec R : t ~ Hs + 2 + a° pour 6 E R et 1  t  ~. En outre
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avec V2 E L n, et finalement

(22) resulte de la proposition 4.
(23) vient de

(24) vient de

Avec le R du (22) du lemme 5 et une fonction V E Ln, on a

On a déjà verifie que

D’autre part, quand en reportant dans la preuve de (19) et (20)
les inegalites de Sobolev

et

on obtient alors,

On choisit E > 0 tel que tous les C E _ ~ on peut prendre b = -
Si V3 = o, on a 1 -- 1 -, 1 ---+- 1 1 1 

2

La constante C ne depend pas de k. Si V~ 7~ 0, on a de meme

Vol. 8, n° 1-1991.
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Or C ne depend pas de k.
En definitive, (18) et (25) donnent

et la norme (ou si V 3 ~ 0) de cette expression est majoree
par

(b) Preuve du theoreme 2

Après les reductions du paragraphe 2 (b), la solution u du probleme
verifie 1’equation suivante :

avec f ~ H03C3-1, 1 > cs > o, H E Lip.
On note

ou

On remarque que

On note

ou E est a fixer et ou P E Lip.
(26) devient (en remplaçant la notation V par V)
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Remarque. - Il est tres important pour la preuve du theoreme que le
second membre soit de la forme Zv u de telle fagon que Zv s’ecrive, soit
sous la forme (27), soit sous la forme (28). Ce que l’on va voir dans la
preuve du lemme suivant.

LEMME 6.

Dans les deux cas, la norme opérateur de Zv est majorée par C E.

Preuve. - On a ax V et ay VEL 2 et

alors g ^ ~xi V ~ Lq (xl = x, x2 = y); ce qui implique que 

D’autre part, quand 1  a  2, on a

et il en resulte que et 

ce qui acheve la preuve du lemme.
Soit b E ES 2 tel que 
On a note x pour x. Id, et R est un opérateur : H03B4, t ~ H03B4+03C3, t 

pour
03B4 ~ R et 1 

On applique Tb a (29), on obtient

On va simplement donner les grandes lignes de la preuve du theoreme 2.
Pour rl 1,

D’autre part

Pour imiter la preuve du theoreme 1, il suffit de contrôler 03C6 Tb-Tb 03C6 et

cp Zv-Zv cp, of cp est la même fonction Co que celle intervenant au
theoreme 1.
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LEMME 7 :

(33) provient du calcul symbolique (proposition 4).
(34) On a

Donc, la formule (28) donne que

E H°‘ c L" 1 _ 2 1 a. 2 Donc Ce qui acheve la preuve du

lemme.
Pour finir la preuve comme celle du theoreme 1, on obtient une formule

, 
similaire a (25), avec un terme

Verifions rapidement que cet operateur envoie H°‘ dans 
On a

Il suffit de poser a =1 + a’ - a pour demontrer le theoreme 2.
Bien entendu, le calcul precis des normes d’opérateurs permet de faire

le meme raisonnement que pour le theoreme 1. Ceci est laisse au lecteur.
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