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RisUME. — On s’intéresse au probléme de Calcul des Variations dans R :

P(a, b, a, ) 2Inf{j £ x(t), x'(t))dt | xe W' U(a, b), (@) = o, x(b)=f }
b
avec 1 < g < oo et f réguliére mais non convexe.

On démontre que si 2 n’admet pas de solution, il existe une extrémale y
du probléme relaxé 2% telle que l'intégrande définissant 2% soit affine

en y'(?) et strictement convexe en y(¢) pour tout ¢ appartenant a un inter-
valle inclus dans [q, b].

On en déduit une condition nécessaire et suffisante sur f pour que

2 admette au moins une solution quelles que soient les conditions aux
limites (théoréme 6.11).

On étudie ensuite la généricité des hypothéses faites sur f, (théoréme 7. 3).

Mots-clés - Calcul des variations, C. N. S. d’Existence de solutions, Probléme relaxé
(ou Relaxation), Problémes non convexes, Champs hamiltoniens.

ABSTRACT. — We consider the problem of Calculus of Variations in R:

Y

P(a, b, a, ): Inf { J £t x(t), ¥'(+))dt | x e W%(a, b), x(a) = a, x(b) = B } :

with 1 < g < o0 and f regular but non convex.
We prove that if 2 does not admit a solution, there exist an extremal y
of the relaxed problem 2% such that the integrand which determine 2%
Annales de I'Institur Henri Poincaré - Analyse non linéaire - 0294-1449
Vol. 4/87/02/169/ 34 /$ 5,40/
© 1987 L'Association Publications de I'Institut Henri Poincaré. Published by Elsevier B.V. All rights reserved



170 J.-P. RAYMOND

is affine in y’(¢) and strictly convex in y(t) for all ¢ of some interval included
in [a,b]

Then, we obtain a necessary and sufficient condition for £ to admit
at least one solution for every boundary conditions (theorem 6.11). We
next study the genericity of assumptions on f (theorem 7.3).

1. INTRODUCTION

Le premier grand théoréme d’existence en Calcul des Variations est
di 4 L. Tonelli ([16]). Il établit I’existence de solutions absolument conti-
nues pour un probléme de Calcul des Variations dans lequel I'intégrande
est coercive et convexe en x’ et réguliére en (z, x, x'). .

En l’'absence de convexité en x’, la fonctionnelle définissant £ n’est
pas faiblement s. c. i. et 2 peut ne pas avoir de solution. Différents résultats
d’existence ont été prouvés dans le cadre non convexe. Le prerier concerne
des intégrandes ne dépendant que de t et de x’ [I/] [2] [I3] [9] (0]

Dans le cas ou I'intégrande ne dépend pas explicitement de ¢, I. Ekeland
donne dans [5] une C. N. S. d’existence de solutions. Il étudie les disconti-
nuités du champ hamiltonien associé au probléme et montre que la non
existence de solution pour le probléme est li€ & un certain type de discon-
tinuité,

Dans [8], F. Klock effectue une classification compléte des disconti-
nuités du champ hamiltonien pour un probléme homogéne et autonome
dans lequel x est une fonction de R dans R

Dans cet article, on suppose que f vérifie les hypothéses suivantes :

1.1 feCR* avec n>4.

(1.2) 1l existe une fonction continue a et des constantes ¢y, ¢,, et b posi-
tives telles que 'on ait :

Vit x. eR, Iyl < flt,x,y) <alt) + blx|*+ e |yl

(1.3) 1l existe des constantes c; et ¢, positives telles que I'on ait :

Y(t, x, y) e R3,

of
“;(t,xa}’) < ezl ft x| + ca

Lorsque (1.1) et (1.2)sont vérifiées, I. Ekeland et R. Téman ont montré
dans [6] qu’il était possible d’associer @ 2 un probléme « régularisé s. c. i. »,

appelé probléme relaxé, noté 2%, admettant des solutions et tel que 'on
ait Min (24%) = Inf(2).
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THEOREMES D’EXISTENCE EN CALCUL DES VARIATIONS 171

PR(a, b, a, B) est défini par :

Inf{ J”f**(t, x(t), x'(t))dt | xe W'4a, b), x(a) = a, x(b) = ﬁ}

ol f*¥(t,x,.) est la bipolaire de f(t,x,.) [6] (cf. fig. 1.5).

[ Y 1\ F**(t,x,y>
flt,x,y)

v

>y

FiGg. 1.5. — Représentations graphiques de f?, x,.) et de f**(¢, x,.).

De plus, dans [/4], on donne la C.N.S. d’optimalité suivante :

(1.4) x est solution de £ si et seulement si x est solution de 2% et pour
presque tout ¢ de [a,b], on a :

J(e, x(0), X'(1)) = f**(, x(2), x'(1)) .

Les estimations (1.2) et (1.3) nous permettront de montrer que les
solutions de 2% vérifient le principe du maximum. (On n’aura pas de
phénoméne du type Lavrentiev, cf. [17].)

L’étude des discontinuités du champ hamiltonien d’un probléme auto-
nome, développée par 1. Ekeland dans [5], conduit a stratifier I'espace
des phases. Les différentes strates y sont décrites a 'aide de modéles locaux.

Pour le probléme étudié ici, I'intégrande dépendant explicitement de ¢,
il est « naturel » de stratifier ’espace des phases élargi.

L'introduction de f** nous permet d’obtenir des équations des diffé-
rentes strates. Le réle joué par le probléme relaxé est fondamental. La
question essentielle que 'on se pose est la suivante :

Quelle est la nature des solutions de 2% lorsque 2 n’admet pas de
solution? On montre que si # n’admet pas de solution, toute solution
de % s&journe sur une courbe appelée « courbe critique minimum ».

Cette courbe critique minimum d’équation x = y(t) est définie par une
fonction notée G et vérifie :

2

Gt ) =0
(:’Y()— > W

" ty®) >0 et [f**(, y(1), .)est affine en y'(z) .
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172 J.-P. RAYMOND

En termes de champ hamiltonien, cela correspond au cas ou la trajec-
toire de 'espace des phases ¢largi, associée a une solution x de %, séjourne
sur une certaine strate.

Cette notion de courbe critique minimum permet de donner une inter-
prétation commune aux phénoménes de discontinuités du champ hamil-
tonien mises en évidence dans [5] et aux hypothéses faites dans [2] (cf. para-
graphe 8).

NotaTIONS. — Dans toute la suite, f(t, x, y) désigne la dérivée partielle
de f par rapport & y au point (¢, x, y). On donne le méme type de signifi-
cation & toute fonction indicée par les lettres t, x, y, les variables figurant
en indices indiquant les variables par rapport auxquelles on dérive la
fonction.

2. QUELQUES PROPRIETES DE f*+

Seules les hypothéses 1.1 et 1.2 sont nécessaires a 'obtention des résul-
tats de ce paragraphe.

On a démontré dans [I4] que f** et f** appartiennent & C°(IR?).
DEFINITION 2.1. — Q = {(, x, ) e R | f(t, x, y) # [**(t x, ») }.
Remarque. — f et f** étant continues, { est ouvert.
DEFmITION 2.2, — Soit y € R, on note )(y) la réunion de tous les pavés
ouverts inclus dans Q, de la forme :
It —et+e [ X 1X—e, X — & [ %X 1V —e3,7 —eal,
ol ¢, X sont des réels quelconques et ¢;, &5, €3, &4 sont strictement positifs.
PROPOSITION 2. 3.— Pour tout y de R, Q(y) est ouvert. Si (¢, x, y) appartient
a Q(y), le segment d’extrémités (t, x, y) et (¢, x, y) est inclus dans Q().

Preuve. — C)y) est ouvert car réunion de pavés ouverts.

Soit (¢, x, y) € ), il existe t, X, &, , &5, €3, £4 tels que (¢, x, y) appartienne
au pavé It —e,t+e [ %X 1Xx —e, X + & X |V — £3,7 — &4 [ et tels
que ce pavé soit inclus dans Q(V).

Ce pavé contient le segment d’extrémités (¢, x, y) et (¢, x, ), la proposition
est donc démontrée.

PrROPOSITION 2.4. — Il existe un sous-ensemble de R, noté F, au plus
dénombrable, tel que 'on ait : Q = k J Q(y).
yelF

Preuve. — 11 est clair que 'on a : Q =UQ(?).
yeR
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THEOREMES D’EXISTENCE EN CALCUL DES VARIATIONS 173

Du recouvrement de Q par les ouverts ((¥), on peut extraire un sous-
recouvrement au plus dénombrable, la proposition en découle. O

ProOPOSITION 2.5. — Si (¢, x, y) appartient a (), on a :
S x, ) = 75 X y).

Preuve. — Soit (t, x, y) € QU(3), le segment d’extrémités (¢, x, y) et (¢, x, y)
est inclus dans () et donc aussi dans Q. Notons S ce segment. f**(z, x, .)
est affine en tout point z tel que (¢, x, z) appartienne a S (car dans ce cas
(t, x, 2) € Q).

On en déduit que f**(t, x,y) = f¥*(, x, ). O

3. STRATIFICATION DE L’ESPACE DES PHASES ELARGI

Lorsque 2 n’admet pas de solution, d’aprés (1.4), pour toute solution x
de 22 il existe un sous-ensemble de [a, b], de mesure non nulle, sur lequel
ona f(t, x(r), x'(£)) # f**(t, x(2), x'(t)).

Il est facile de montrer que lorsque l'on a f(t, x, y) # f**(, x, ), la
fonction s# définie par

Ht,x,p,y)=py — f(t,x,y)

atteint son maximum en au moins deux points.

Cette fonction s’appelle pseudo-hamiltonien [4]. En contréle optimal
p sappelle variable adjointe de y. Compte tenu de I'hypothése (1.2),
H(t, x, p, .) atteint toujours son maximum.

Lorsque la fonction ##(t, x,p, .) atteint son maximum en plusieurs
points, on dit qu’elle présente une multisingularité. La classification topo-
logique de ces multisingularités conduit a une stratification « naturelle »
de l'espace des phases élargi (i. e, 'espace décrit par (¢, x, p)).

DEFmITION 3.1,

o= {(t, x, p)eR*|A#(t, x, p. .) admet un maximum global non dégénéré }

2, ={(t, x, p)eR3|#(t, x, p, .) admet deux maxima globaux non dégénérés } .
On pose T, = X5 U X} avec

2= {(t x, p)eR* | H#(¢, x, p, .) admet trois maxima globaux non dégénérés}

Th={(t,x, p)eR*| #(t, x, p, .) admet un maximum global associé a une
singularité de codimension 2} .

Vol. 4, n° 2-1987.



174 J.-P. RAYMOND

Ty =25 U Xk avec
5= {(t, x, p)eR®| A#(t, x, p, .) admet quatre maxima globaux non dégénérés }

2% = {(t, x, p)eR®| #(t, x, p, .) admet un maximum global non dégénéré et
un maximum global associé a une singularité de codimension 2 }.

Pour plus de détails, on peut consulter [5].
La figure ci-dessous illustre les propos précédents.

qy+b1

Dans le cas de la figure ci-dessus, #(t, x, p, .) atteint son maximum aux
deux points y; et y,, tandis que H#(t, x, ¢, .) atteint son maximum au seul

point y;.

Remarque. — La codimension d’une multisingularité de s#(t, x,p, .)
k

est définie par (3.1) codim 5#(t, x,p, .) =k — 1 + ZCi, ou k est le nombre
i=1

de points distincts y;, pour i = 1, ...,k en lesquels J#(t, x, p, .) atteint

son maximum et ¢; est la codimension de la singularité associée a (¢, x, p, .)

au point y;. Avec cette définition, on a :

= {(t, x, p)e R*| H#(t, x, p, .) admet une multisingularité de codimension i}.

PROPOSITION 3.2. — X, est un ouvert non vide de R>.

Preuve. — Classique, nous la laissons au soin du lecteur. O
Si (t, x, p) est un point de X,, il existe y, et y, tels que I'on ait :

pyi — St x,y1) = py, — f(t, x, ;) = I\;IE%X H(t,x,p,y).
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On en déduit que si (t, x, p) est un point de X4, il existe y, et y, tels que
'on ait :

3.2 p=Atxy1), P=AtxY2), pyi—flt,x y1)—py:+ f(t x, y2)=0.
Le systéme (3.2) est un systeéme d’équations paramétriques de £; —.

Remarquons de plus que I'on a f**(t, x, y) = f{t, x, y;) lorsque y appar-
tient & [y, ¥2 -

DEFINITION 3.3.
Q) = {t, x,NeQI) |, x, ¥, x, ) ey}
PQ()) = {(x)eR?[TyeR, (1, x, y) e (D) }.

PROPOSITION 3.4. — X est soit vide, soit une sous-variété de codimen-
sion 1 dans R?, admettant localement des équations de la forme :

p= f*t,x,y) avec yel.

Les ensembles ,(y) et PQ,(J) sont ouverts.

Preuve. — Soit (to, X, po) Un point de X,. #(to, Xo, Po, -) atteint son
maximum en deux points critiques non dégénérés yo; et Vo,. Il existe y
dans F et des voisinages V,, V;, Vo, W, respectivement de (to, Xo), Yo1> Vo2, Po
tels que 'on ait :

V(}’,y',hx)e(vx X VZ X VO), ,V<?<y' et (tax,?)eg(y)o
Y(y,t, x)e(Viu Vy) x Vo, fut.x,y) > 0.
VyeR/(ViUV,), V(t,x)eV, VpeW,,

%(taxspay01)> e}f(trx:-p:-y) et f(t,XaP,YO2)>%(t>X,P,Y)-

On en déduit que pour tout (z, x, p) de V, x W,, #(t, x, p, .) ne peut
atteindre son maximum que dans V; U V,. De plus, dans V,, ce maximum
ne peut étre atteint qu’en au plus un point car pour tout y de V;, on a
flt,x, y) > 0. 11 en est de méme pour V,.

Si (¢, x, p) est un point de (V, x Wy) n Z,, H#(t, x, p, .) atteint son maxi-
mum en deux points y, et y, tels que l'on ait :

yieVy, y,eV, et y <y<y,.

On a donc p = fi(t, x, y1) = filt, x, y2) = f¥*(t, x, 9).

La premiére partie de la proposition est donc démontrée.

Pour démontrer que Q (¥) est ouvert, il suffit de constater que si (o, X0, Yo)
appartient a Q,(¥), il existe yo; et yq, tels que l'on ait :

V€Yot Yoz [» Yo€1Vo1s Yoz [s filtos Xo, Yo1)= f;¥*(tes X0, V)= fy(to, X0 Yo2) »

et tels que #(to, X0, f;¥(to, X0, V), .) atteigne son maximum en yo; €t Yo»-
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176 J.-P. RAYMOND

On montre ensuite que Q,(y) est voisinage de chacun de ses points, par
un raisonnement analogue a celui qui précéde.

PQ(y) est ouvert, car cest la projection d’un ouvert. O

Pour simplifier I’étude de notre probléme, on est amené a faire ’hypo-
thése suivante :

(3.3) Pouri=0,1,2,3, %, est soit vide, soit une sous-variété de codimen-
sion i dans R3.

3
Pouri=0,1,2,%,,, c Z; et R® = UZ,-.
i=0
Nous justifierons dans une certaine mesure, cette hypothése au para-
graphe 7.

Avec cette hypothése, on peut démontrer que X2 est constituée de bran-
ches, chacune d’elles étant adhérente a trois strates de ¥, notées 1%
13 323 Lesstrates T sont telles que si(t, x, p) est un point de T¥, #°(t, x, p, .)
atteint son maximum en deux points y;(t, x,p) et y;(t, x, p), avec
(i, Ne{(1,2), (2,3), (1, 3)}. De plus, si (to, X0, po) est un point de =4 et
si on note y;(ty, Xg,po) la limite de y;(t, x, p) quand (t, x, p) appartient
a ¥ et tend vers (tg, Xo,Po) H(to, X0, Do, .) atteint son maximum aux
trois points distincts y;(tq, xo, po) avec i = 1,2, 3.

On a par exemple une configuration du type suivant :

Fic. 3.4.
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Les représentations graphiques de f(t, x,.) correspondantes a diffé-
rents points de £; et X, sont données ci-dessus.

Il est possible de définir Z$ comme lintersection de prolongements
réguliers de £;. L’ensemble défini par

{(t, x, p)eR®*| #(t, x, p, .) admet deux maxima locaux non dégénérés }

est une sous-variété de codimension 1 dans R3. Cette sous-variété contient
%, dans le cas de la figure 3.4, elle prolonge X1%, £{° et 21> au-dela de Z5.
Notons %12, 323, ¥13 ces prolongements. La branche de X%, frontiére
des Ti. est alors lintersection des .

Notons y;(t, x, p) et y;(t, x, p) les deux points en lesquels H#(t. x,p, .)
admet un maximum local lorsque (z, x,p) appartient a %Y.
On définit la fonction f% de la facon suivante :

ft, x,.Yest identique & f(t, x,.)en dehors de I'intervalle Jyi(t, x, p), y(t, x, p) [
et fU(t, x, .) est affine et continue sur [y;(t, x, p), y;(t x, p)] .
On peut démontrer que £ admet des équations locales de la forme

p = £t x,9) avec ye F n 1yi(t, x, p), y;(t, x, p) [
¢ est constituée de points isolés, chacun d’eux est adhérent a 4 branches
de X et 6 strates de £,. Voir figure ci-dessous.

23
uF
212
43
5
1 A
24
216 up
1
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La strate cachée est i3,
Le point « central » est un point de X%.
3% est une frontiére commune 4 ¥, et & Z,.

z 1 .

1
i
N '
i 1 !
i f 1
1

x&zx.z\l

Représentations de f(t, x, .) correspondantes a des points de Z; et des
points de 5 sont données ci-dessus.

Les points de £%¥ sont communs & une branche de X4 et une branche
de 5. Nous allons voir que les points y;(t, x, p) en lesquels #(t, x, p, .)
atteint son maximum lorsque (¢, x, p) appartient a X,, définissent des
fonctions réguliéres en (¢, x).

DrrINITION 3.5. — Soient (¢, x, p) un point de £; et y un réel tels que
lon ait p = f**(t, x,y). On note k(t, x, y) et I(t, x,y) les deux points en
lesquels #(t, x, p, .) atteint son maximum.

k et | sont choisis de fagon que I'on ait : k(¢, x, y) < I{t, x, y).

Remarque. — Pour tout z de [k(t, x, ), [, x, )], on a :

k(t, x, y)=k(t, x,2), Kt,x,y)=Ut, x,2) et fF*t, x, z)= f**(, x, ).

ProposiTION 3.6, — Les fonctions k(., .,y) et K., .,¥) sont de classe
C" ! sur PQ4(p).

Preuve. — Donnée dans [/5], démonstration de la proposition 3.2.

PROPOSITION 3.7. — f** et f** sont de classe C"™! sur Q,(y).
Pour tout (¢, x, y) et (¢, x, z) de Q;(¥), on a les égalités suivantes :

[ x, p) = [, x,2) + fF5 x5 9)0(y — 2)
FE X ) = SR X 2) + LENE XNy~ 2)
¥ x, y) = S35 x2) + LNV — 2).
Preuve. — Pour (¢, x, y) appartenant a Q,(y), on a :
X4 x, p)y = 55 x9) = A x, k(L x, )

La fonction : (¢, x,y) — f{t, x, k(t, x,¥)) est de classe C"~' sur Q,(}),
il en est donc de méme pour f**.
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La premiére égalité découle de ce que f**(t,x,.) est affine sur
[k(t, x, ), It, x, J)] et de ce que y et z appartiennent & ]k(t, x, y), [(t, x, y) [.
Les deux autres s’obtiennent par dérivation de la premiére. En posant
z =y dans la premiére égalité, on déduit que f** est de classe C"~' sur

(). O

4. ETUDE DE LA REGULARITE DE f**,
ESTIMATIONS DE f}* ET f**

PROPOSITION 4. 1. — f** est de classe C' au voisinage d’un point (t, x, y)
tel que (t, x, f;**(t, x, y)) appartienne a3 X, U X; U Z5.

Si (to, X0, Yo) €St un point pour lequel (to, Xq, f;**(to, X0, yo)) appartient
4 X5 U I3, il existe un voisinage V, de (to, X0, yo) tel que 'on ait :

(4.1) pour (t, x4, y) et (t, x2,y) deux points de Vo,
| ¥, x1,y) — [**(tx2,p) | < M[x; — x,3 1,
avee M:Sup{fx**(t9 X5 J’)l(t, X5 y)EVO:(ty X, y**(ts X, y))EZOUZHJZZ }

Preuve.— I étape : Le résultat de régularité est évident si (z, x, **(, x, y))
est un point de ., et il découle de la proposition 3.7 si (¢, x, y) appartient
a Qetsi(t,x, f;¥*(t, x, ) appartient a X;.

2¢ étape : Si(ty, xo, [;¥*(to, X0, yo)) appartient a X, , si (to, X0, Vo) appar-
tient & Fr(C(y)) et si l'on a par exemple y, = k(to, xo,¥), (Ie cas ol
yo = lto, xo,¥) se traite de fagon analogue), d’aprés la proposition 3.7,
il existe un voisinage V, de (g, X0, Yo) tel que 'on ait : pour tout (1, x, y)
de Vo n Q(3), f**(t, x, ¥) = f(t, x, k) + [¥*(t, x, )y — k)aveck = k(t, x, ).
Par dérivation, on obtient :

fx**(t’ X, y) = fx(ta X, k) + fy);*(ta X, y)(y - k)

Par passage a la limite, cette égalité reste vraie sur Vo 1 Q(y). On en
déduit que fX** est continue au voisinage de (g, Xo, yo). On démontrerait
de méme la continuité de f** f** est donc de classe C' au voisinage
de (to, xo, Vo). En fait, les dérivées f}*, fA*, f** existent et sont continues
au voisinage de (¢, X0, yo). Par contre f3*, f** et f* ne sont pas définies
en (fo, X, o). On a en effet : f3*(to, xo,y) = 0 si (to, X0, y) appartient
a Q) et f5*(to, X0, ¥o) > 0.

3¢ étape : Si(t, x, f;**(t, x, y)) appartienta £5, ona f}*(t, x,y) = f{t, x, y).
Il est facile de vérifier que f** est continue au voisinage de ce point et

qu’il en est de méme pour f**_ f** est donc de classe C* au voisinage d’un
tel point.
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4° étape : Soit (t, x, f,**(t, x, y)) un point de %, appartenant a la frontiere
de trois strates 7. Ce point est donc commun aux prolongements Zi et
les fonctions f¥sont de classe C' au voisinage de (t, x, y). La majoration 4.1
en découle.

Un raisonnement analogue nous permettrait de conclure pour les points
de ;. O

On a démontré dans [15] que f** vérifie estimation :

Vit x, ) e R, | 440 x| < g1t x) + g6 x) [y,
ou g, et g, sont des fonctions continues.
PROPOSITION 4.2. — Au voisinage d’un point (t,x,y) pour lequel
(t, x, f;**(t, x, y)) appartient a Lo U Z; U X}, f** vérifie I'estimation :”

LR x 9] < (es + DI x, 9 + cas

ol ¢;3 et ¢4 sont les constantes de (1.3).

Preuve. — Lorsque (i, x, f;**(t, x, y)) est un point de Z, U T4, le résultat
découle de (1.3) et de I'égalité f**(t,x,y) = ft, x, ).

Examinons le cas ou (t, x, f;**(¢, x, ) est un point de X;. Supposons
que Ton ait f**(t, x, k) = 0, ou k = ki, x, y).
De la proposition 3.7, on déduit :

x**(ra X, y) = fx(ts X, k) + fy(t7 X, k)(y - k) .

Etant donné que St x, k)(y — k) est positif, Pestimation (1.3) nous
donne : | f**(t, x, y) | < caf(t, x, k) + ca + fi(t, x, Ky — k).

Comme Ton a f**t,x,y) = f(t,x, k) + f(t,x, k) (y — k), on obtient
Pestimation désirée.

Le cas ou f**(t, x, k) est négatif, se traite de fagcon analogue en posant

x**(ta X, y) = fx(ts X, l) + fy(ta X, l)(y - l) D

5. TRAJECTOIRE DE PHASES DE 2%

Les résultats de régularité obtenus au paragraphe 4, ainsi que les esti-
mations faites sur f** et f** permettent de dire que les solutions de 2%
vérifient le principe du maximum (théoréme 3 de [3]). On a donc :

PROPOSITION 5.1. — Si x est une solution de #4, il existe une fonction p,
presque partout dérivable, telle que l'on ait :

(5.1) (1) € 85 f*¥(t, x(1), X'(1))
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et pOX' () — (e, x(0), ¥'(1)) = Max p@)y ~ f**(t x(1). ¥)

pour presque tout ¢t de [a, b].
O ¥, x(1), x'(¢)) désigne le gradient généralis¢ de f**(t, .,x'(f)) en

x(0) ([4])
Remarque. — Max py — f**t, x, y) = Max #(t, x, p, ).
yeR yeR

DEFINITION 5.2. — Si x est une solution de 24, le couple (x, p) vérifiant
(5.1) sera appelé bisolution de 2.

L’ensemble (¢, x(t), p(t))crap) €St une trajectoire de l'espace des phases
élargi, appelée trajectoire de 4.

PROPOSITION 5.3. — Si & n’admet pas de solution, pour toute bisolu-
tion (x, p) de 24, il ¢xiste vy dans F tel que 'ensemble

{tela b]](tx),p) e, U XS et (4, x(t), X' (1) € Q) }
soit de mesure non nulle.
Preuve. — Si (t, x(t), p(t)) est un point de £, u X, on a
S, x(0), x'(1) = f*, x(2), x'(t)) -

De plus les points de X5 sont isolés. Une trajectoire de 2% ne rencontrera
donc X5 qu’en des instants isolés. La C. N. S. d’optimalité (1.4) nous permet
donc de dire que si # n’admet pas de solution, ’ensemble

{tea, bl x(), p)eZ; UES et (¢, x(2), X'(1) € Q}

est de mesure non nulle.

Q étant réunion dénombrable des (V), avec y dans F, la proposition
en découle. O

Le probléme de I’existence de solution pour & se ramene donc au pro-
bléme de lintersection des trajectoires de % avec X, U Z5. Si une tra-
jectoire de 2 rencontre ¥; U X5 en un point, sans qu’il y ait contact
tangent, ce point est isolé. On en déduit que si £ n’a pas de solution, toute
trajectoire de ## rencontre X, U X5 en des points de contact tangent.
Ceci nous ameéne a caractériser ces conditions de contact. On obtient une
caractérisation des contacts tangents indépendante de x’, elle ne dépend
que de ¢ et de x(¢). Ceci nous conduit a stratifier I'espace du couple (¢, x).

PROPOSITION 5.4, — Si la trajectoire de 24, (t, x(t), p(t))ieia 5y €5t tangente
a X, a l'instant 1, il existe y de [ tel que 'on ait :
S o, X(20), Y) — f5t*(to, x(t0), ¥) — £,5*(to, x(20), Y)Y = 0.

Preuve. — Parler de contact tangent en un point (o, Xg,po) de %,
suppose évidemment qu’en ce point x et p soient dérivables, ou au moins
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admettent une dérivée a droite ou une dérivée 4 gauche. On peut alors
parler de contact tangent A droite de t, ou & gauche de t,. Ce qui suit
recouvre ces trois possibilités. Soient (to, x(to), p(to)) un point en lequel
la trajectoire est tangente a X, et p = f**(t, x,y) une équation de X, au
voisinage de ce point.

Ona:p (to)Ea J**(to, x(to), x'(to)) = { f2*(to, x(to), X'(to)) }. De plus,
le vecteur (— fr*(to, x(t5), 3), — fyx (to,x(to) 3), — 1) est normal a X, et
le vecteur (1, x(ty), p'(to)) est tangent a la trajectoire & l'instant t,. On
en déduit I'égalité :

(5.2)  fi**(to, x(to), X' (t0)) —f,¥*(to, X(to), ¥) — f¥*(to, X(t0), )x'(to) =0.

En outre, la dérivée de Il'application :
y — fx**(tO 5 X(to), }’) - fy’f*(th x(tO)a V) - fy*;*(to s x(tO)’ Y)y

est nulle sur intervalle 1k(tq, x(f0), ¥), {to, x(¢0), V) [-
Cette application est donc constante sur [k(ty, x(to), V), g, x(£0), V)].
Etant donné que I'on a : p(ty) = (o, x(to), X'(£0)) = R, x(to), V),
on en déduit que x'(ty) appartient & [k(to, x(£o), ¥), Kto, x(to), V) ).

On peut donc remplacer x'(t,) par y dans I’égalité 5.2 et la proposition
est démontrée. |

DeriNITION 5.5. — Dans tout pavé W, de centre (g, xo) inclus dans
PQ,(¥), on peut définir des fonctions notées G de la facon suivante :

X

(5.3) G(t, x)=f**(t, x, ) — [F*(t, x, 9) = £;**(t, x. y) - J o Nt 1, Y)dr .

X0

Remarque. — Deux fonctions G, toutes deux définies au voisinage d’un
point, différent d’une constante & cause du choix arbitraire de x,.

Par contre, G,(t, x) est parfaitement défini et ne dépend pas de (zo, xo).
La proposition 5.4 peut s’énoncer de la fagon suivante :

Si la trajectoire (¢, x(t), p(t)):ero,07 €St tangente & X, 4 D'instant ¢, il existe
une fonction G définie au voisinage de (t,, x(¢5)) par (5.3) et telle que 'on
ait : G,(to, x(to)) = 0.

Les contacts tangents avec X4 feront intervenir les fonctions f¥. Si
W, est un pavé ouvert de centre (¢, x¢), sur lequel p = ]i”(t, X, y) est une
équation de £¥, G est définie sur W, par :

Gi(t, x) = fit, x5) — £t x, ) — j S, v, y)r .

Les fonctions G¥ sont des prolongements de G. Nous utlhserons indiffé-

remment dans la suite la notation G pour G ou pour GY, lorsque cela
sera plus simple.
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PROPOSITION 5.6. — La fonction G vérifie les égalités suivantes :
~ t,X, i) — t:x’yi xf(t,roY')—f(t,r,J’i)
G(t, x)= f(t, x, y:)— S y)= I ),Vi— J d ’ : dr,
Yi—Yi xo Yi—Yi
~, x(ts X,y ) - fx(ts X, J’x) f(t> X,y ) - f(t, X, yl)
Gx(ta x) = fx(t: X, yj) - f ! Yi— ' YJ d .
YVi— Vi Yi— Vi

Siona G = GY, y; et y; sont les points en lesquels #1(t, x, f,(t, x,3), .)
atteint un maximum global.

Preuve. — Supposons G=G. De la proposition 3.7, on déduit les
égalités :

e xy) = (ftx, k) — f**e x, )k = y) 7!
y’;*(t’ X, y) = (fx(ta X, k) - x**(t:« X5 ?))(k - ?)_ !
fyt*(t’ X, ?) = (ft(ta X, k) - ft**(ta X5 ?))(k - y)*l , ou k= k(ts X5 ?) .

Par substitution, dans les expressions de G et de G, et en passant a la
limite lorsque y tend vers I(t, x,y), on obtient le résultat souhaité (on a
en effet y; = ket y; = I). L

La démonstration est similaire dans le cas ou G = G%. Il faut alors
commencer par établir I'analogue de la proposition 3.7 pour f¥ et pro-
céder comme précédemment. O 5

D’aprés le théoréme des Fonctions Implicites, si 'on a G,,(tg, x(ty)) #0
et Gx(to,x(to )) = 0, I’équation Gx(t, x(t)) = 0 admet localement une solu-
tion unique. B

Cette remarque nous conduit a classer les singularités de la fonction G.

DEFINITION 5.7. — On suppose que G est défini sur un pavé ouvert Wy,
on pose :

ao(7) = { (t, ) e Wo | Gyt x) # 0}
a(¥)= ({1, x) e Wy | Gt x) = 0, Goi(t, x) # 0
72(3) = { (&, x) € Wo | Gylt, x) = 0, Golt, X) = O, Gopalt, x) # 0}

2
{mnewumn¢L)m}
i=0

Dans les définitions précédentes, ¥ indique la dépendance de G en y.
On notera o; a la place de o;(3) lorsque cela ne pose pas de probléme.

On peut démontrer que o, est un ouvert de R? et que o, est soit vide,
soit une sous-variété de codimension 1 dans R? (c’est une conséquence
du théoréme des fonctions implicites).

o, est en général une sous-variété de codimension 2 dans R2. (Le démon-

i

0.(y)
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trer effectivement nécessiterait de poser des conditions supplémentaires
sur les dérivées Gy, et Gyl
Nous justifierons au paragraphe 7, I'hypothése suivante :

(5.4) . o, est soit vide, soit une réunion de points isolés dans R2.

. 0., est une réunion finie, éventuellement vide, de fermés simplement
connexes, d’intérieurs non vides, de frontiéres de classe C! sauf en
un nombre fini de points en lesquels le ¢cone normal, (cf. [4]) est
une partie propre de R. (On élimine les points de rebroussements.)

.0, x Ret Fr(c,) x R ne rencontrent £5 quen des points isolés.

Remarque. — La variété X, N (o,(y) x R) permet de définir une tra-
jectoire (£, Y(t), P())iero.1,1 telle que Pon ait p(t) = f¥*(z, y(t), y). Les points
de cette trajectoire pour lesquels on a (t,y(t), y'(t)) ¢ (), vérifient
S, y(0), Y () = f**(t, y(¥), ¥'(t)). Nous nous intéresserons donc uniquement
aux parties de la courbe pour lesquelles on a (¢, y(t), ¥'(¢)) € Q(y).

Dans ce cas, le couple (y, p) vérifie localement le systéme 5. 1.

6. CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES
D’EXISTENCE DE SOLUTIONS POUR 2

Nous allons voir que lorsque £ n’admet pas de solution, pour toute
solution x de £, il existe un intervalle [to,t; ] sur lequel f**(t, x(z), .)
est affine en x’(t). En d’autres termes, la trajectoire associée a x séjourne
sur ¥; U X5 durant lintervalle [tq, ¢, ]

Dans ce cas, on peut écrire sur [ty,t; ], la fonctionnelle de 2 a laide
d’une intégrande (qui n’est autre que G) ne dépendant plus de x’(¢), dépen-
dant seulement de (¢, x(1)).

Les points critiques non dégénérés de G(t, .) définissent la strate o,.
Les branches de g, correspondent soit & des minima locaux, soit & des
maxima locaux de Gz, .).

Nous allons montrer que le seul cas pour lequel 2 n’admet pas de solu-
tion est celui ou les trajectoires de P s¢journent sur X, N (o, x R) et
ou G,, est strictement positive. (Les branches de o, correspondantes sont
celles des minima locaux de Gft, .)).

C’est donc 'absence de convexité en x'(t) et la stricte convexité en x(f)
qui caractérise I'inexistence de solution.

PROPOSITION 6. 1. — Soit x = y(t) une équation de o, telle que (¢, y(2), y'(¢))

appartienne 4 Q;(3). Les trajectoires de 2% sont de classe C* par morceaux
2

au voisinage d’un point de £; N (U a.(y) x [R).

i=0
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2
De plus, si une trajectoire de 22 est tangente 4 £; N (Ual(?) X R)
i=0

en deux points suffisamment proches, elle sé¢journe sur ; n (6,(3) x R)
entre ces deux points. :

Preuve. — Le résultat de régularité est évident pour les points de X, ne
vérifiant pas 'équation p= f**(, x, ) et pour les points de T; N (ao(y) x R).

En effet, dans ces deux cas, les trajectoires de 2 ne sont pas tangentes
a X, et le point de contact (i. e. : le point de discontinuité du vecteur tangent
4 la trajectoire) est isolé.

On supposera dans la suite que les points de X, vérifient I’équation
p = LG xy).

Soit (tg, x(to), p(ty)) un point d’une trajectoire de #Z# appartenant a
TN (o(y) x R).

On a les égalités suivantes : x(fy) = y(to) et Gy(t, ¥(t)) = 0,
G (8, vy (1) + Gult, y(t)) = 0 dans un voisinage de ¢,.

Supposons que l'on ait G.(tg, y(to)) > 0.(Le cas négatif se traite de fagon
analogue.) Etant donné que I'on a : k(t, y(t), ) < ¥'(t) < It, y(t), y), il existe
des nombres M et ¢ strictement positifs tels que 'on ait :

Vie [to.to + &), Yy ¢ Jk(t, (1), ), Ut, »(), Y) [,
G (6, x(1)y + Gelt, x(1)) > M > 0.

On en déduit que si la trajectoire (¢, x(), p(t)eja,p quitte Z; N (o1 X R)

. g
a linstant t; de l'intervalle | tq, o + 7| ona:

d
Veie [t1,t0 + €], EG"(I’ x(t) > M et G,t,,x(t;) =0.

Cette trajectoire ne rencontrera donc a nouveau X, N (o; x R) que pour ¢
supérieur a to + &
On en déduit qu’il existe un voisinage V, de t, tel que I'ensemble

{teVol(t x(t), p(t)) € £, } soit une réunion finie d’intervalles ouverts et tel
2

que 'ensemble { teVo|(t, x(t), pt)) e (U 0; X R) } soit une réunion
i=0
finie d’intervalles fermés.
Les deux assertions de la proposition en découlent. O

PROPOSITION 6.2. — Les trajectoires de %% ne rencontrent

N

5N (U g; X R) qu'en des points isolés.

i=0
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Preuve. — Dans ce cas, les strates o; sont définies par les singularités
d’une fonction G, elle-méme associée a une strate % et & une fonction %,
Dans cette preuve, G, X,, f désigneront respectivement GY, X% et f¥,
Comme dans le cas de X, si une trajectoire (¢, x(t), p(t))sepa,s; €St tangente
a x5, donc aussi a £, 4 l'instant t,, on a :

P'(t0) — flto, X(t0), ) — Fyalto, X(to)s P)X'(to) = O
et P(t) € Ouf **(to, X(to), X'(t0)) -

Mais ici, 0, f** n’est pas réduit a une seule valeur.
Cependant, si la trajectoire quitte X; a Vinstant ¢y, on a :

P'(to) = Jlto, x{to), ¥'(to)) = lim f2*(z, x(t), X'(2)) -

t—>1o

(p’(ty) désigne éventuellement la dérivée & droite de p en t,). Comme dans
le cas de X,, on a :

Jdto, x(t0).3) = Flto, X(t0), ) — foulto, x(t), $)¥ = 0.
Pour des raisons analogues a celles développées dans la preuve de la
2

proposition 6.1, une trajectoire qui rencontre X, N (Uai x R) ne peut
N _ Ni=0

que séjourner sur X; n(g; x R) ou rencontrer X, en des points isolés.

Ceci étant vrai pour les trois strates ¥ qui cozntiennent 25, il en est de

méme lorsqu’une trajectoire rencontre %% N <Ual x R). On en déduit

i=0 2

que la seule possibilité pour une trajectoire de séjourner sur 2§ N (Uaix [R),
i=0

est de séjourner sur £ N (o; x R). Ceci est exclu par 'hypothése 5.7, la

proposition est donc démontrée. O

ProproSITION 6.3. — Soient x, et x; deux réels. Il existe une constante ¢,
ne dépendant que de x, et de x, telle que, pour toute fonction x de W(zy, )
vérifiant x(ty) = xo, x(t;) = x, et vérifiant (r, x(r)) € PQ,(3), pour r dans
Pintervalle [to, ¢, ], on ait :

J R x(0), X ()t > j Gt x(t)dt + co.

o]

L’égalité est réalisée si et seulement si, pour presque tout ¢ de [to,1,],
(¢, x(1), x'(t)) appartient a Q,(¥).
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Dans I'énoncé précédent G est définie par :

G(t3 X) = f**(t’ X, Y) - y**(ta X, Y)y - J‘ .ft,;vk*(t’ v, ?)dr .

LEMME 6.4. — Pour toute fonction x de W4(ty, ;) vérifiant

x(tg) = xo et Vte [ty,t1], (¢t x(t) e PQ(y),

x(t)
l'application t — LEE(, r, y)dr est presque partout dérivable sur
X0

[to, t, ] et sa dérivée est :
x(t)

SFHe x@, X)) + | S35y

X0
La preuve du lemme est classique, nous la laissons au soin du lecteur. []

Preuve de la proposition 6.3. — Par convexité de f**(t, x(¢), .), on a :

6.1) J ! F*H(e, x(0), X (8))dt
> Jl S*RE X0, ) + SFEE x(0), Y)xX(0) — fF5(, x(0), ¥) yde .

L’égalité est réalisée dans (6.1) si et seulement si :
pour presque tout t de {fq,t; ], (£, x(2), X'(t)) € Q4(9).

En effet dans ce cas, f**(t, x(t), .) est affine en x'(¢).
Du lemme 6.4, on déduit :

f e X0, P

0 11 x{t) t S d (X0
= J (- J* (L, r, y)drdt + J <E S ?)dr)dt
to X0 1o X0
134 x(t) X1
= — J JeEE(, v, y)drde + J‘ L, r, yydr .
to JXo X0

x1
En posant ¢q = SX¥(t, r, V)dr et en reportant I'égalité précédente dans
X0

(6.1), on obtient : 1f**(::, x(t), x'(t))dt = fi G(t, x(t))dt + ¢,. O

to to

PRrOPOSITION 6.5. — Si une trajectoire de 24 séjourne sur £, n (o; x R)
durant l'intervalle [ty,t; ], alors on a :

Vie [t03 Iy ] > Gxx(t’ x(t)) > 0.
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Preuve. — Soit (t, x(t), p(t))sera,p) Une trajectoire de £# vérifiant les hypo-
théses de la proposition. On pose xo = x(to) et x(¢;) = x;, x est alors
solution de 2Z%(ty, 1, X0, X1). De plus, on a I’égalité :

iy

ty

j S, x(0), X' (1))dt = j G(t, x(t)dt + ¢o,

to to

ol ¢, ne dépend que des conditions aux limites (proposition 6. 3).
On en déduit que x est aussi solution du probléme

Inf{ Jtl G(t, x(1))dt | x e Wh4(to, ), (t, x(2), X'(t)) € Q4 (),

0

x(to) = xo et x(ty)) = x; }

La fonction x vérifie donc les conditions d’optimalité du premier et du
second ordre de ce probléme, elles s’écrivent :

G, x(1) =0 et Gelt,x(t)) = 0.

Etant donné que sur [to,t1 ], Galt, x(2) est différent de 0, la proposition
est démontrée. |

DEFINITION 6.6. — On appelle courbe critique minimum associée &
I'intégrande f, une courbe de classe C! définie sur un intervalle [t, 1]
par équation x = y(t) et vérifiant :

Vielto,tr], (70,7 (1)eQu())  Gult, W)=0 et Gt (1)>0.

PROPOSITION 6. 7. — Si (¢, x(2), p(t)):e1ap; €St Une trajectoire de 22 tangente
a(0n xRN (2, U Z"z) en deux instants ¢, et ¢, suffisamment proches et
si (to, x(to), X"(to)) appartient a €X(3), alors il existe une solution x de #%
telle que I'on ait :

Vi ¢ Jto, 1y [ X(0) = x(t)

1

et presque tout t de [ty,1,], f(& X(1), X' (t)) = f**(t, X(1), X' ().
COROLLAIRE 6.8. — Si # n’admet pas de solution, il existe une courbe
critique minimum associée 4 f et définie sur un intervalle inclus dans [a, b].

Preuve du corollaire. — Des propositions 5.3, 6.1, 6.2, on déduit que
si # n’admet pas de solution, toute trajectoire de % rencontre

Ein(oy x B]U[(Z1 vZ9) nio, x RY].

Si une trajectoire de ## rencontre (£, U Z5) N (0, X R) sans quil y
ait contact tangent, les points de contact sont isolés. Lorsqu’il y a deux
points de contact tangent suffisamment proches, la proposition 6.7 nous
montre qu’il est alors possible de modifier la trajectoire entre ces deux
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points de fagon que I'on ait toujours une trajectoire de 2 et que de plus
la condition f(¢, x(t), x'(£)) = f**(t, x(t), x’(t)) soit vérifiée entre ces deux
points.

On en déduit que si 2 n’admet pas de solution, toute trajectoire de %
rencontre 2; N (6; X R). Les propositions 5.3, 6.1, 6.5 permettent alors
de conclure. O

Preuve de la proposition 6.7. — Supposons qu'une trajectoire de
PR X(), p(1))ieray> SOIL tangente & la frontiére de (6, x R) N X, aux
instants 7o et t;. Compte tenu de 'hypothése (5.4) faite sur la frontiére
de g, le cas des points de Fr((o.,. x R)nX5) ne se pose pas, car de tels
points sont toujours isolés.

Le cas de points intérieurs a (o, X R)n (Z; U 35) est plus simple et
reprend uniquement certains arguments de la preuve qui suit.

Pour parler de contacts tangents, il faut quaux points correspondants
la frontiere de o, soit de classe C!. De plus, la tangente 4 la frontiére de o,
en t, ne peut pas étre parallele a la droite d’équation t = 0, car sinon le
contact ne serait pas tangent (x’(ty) # co).

Remarquons que I'on a y'(to) = x'(to) et x’(to) € k(to, x(to), V), Kto, x(to). T)[.
On supposera que sur l'intervalle [tq,;], la frontiére de ¢, admet une

equation de la forme x=7(t), ol y est de classe C'. On suppose également
que o, est situ€ au-dessous de la frontiére et qu’il existe > 0 tel que 'on ait :

VfE[OJI]a Vte[to’tl:I’ (t,y(t)—f)eo—w,
& y(0), Y eQu(y) et 1) —n < x(@).

Compte tenu de ’hypothése 5.4, on peut supposer qu’il existe 8, > 0
tel que Gu(t, ¥(t) + &) garde un signe constant pour (¢, §) appartenant a
[to, t1] x 10,30 ]. Montrons que l'on a Gy, y(t) + 8) > 0. Raisonnons
par labsurde, supposons que l'on ait G(f, y(t) + §) < 0. (Le cas
G, y(t) + 8) = 0 est exclu.) Si | (t, — ;)| est suffisamment petit, il existe
une fonction z définie sur [zq,¢; ] telle que Pon ait :

Ve Jto, t1 [, (& 2(0), 2(1) e (P)  y(0) < z(t) < (1) + S,
x(t) < z(t) et x(ty) = z(ty), x(t1) = z(ty).

De la proposition (6.3), on déduit qu’il existe ¢, tel que I'on ait :

6.2) J PR x(), (e > J G(t, x(t)dt + ¢,
et J LR (), Z0)dt — f " (e, 20)dr + co.
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Par différence, on obtient :

J ) JHHE x(@), x(£)dt — j“ F*¥(, 2(2), 2'(1))dr

1] {s]

= Jn Gt 2(t) + B(t)(x(8) — z())x(r) — z(t))dr > 0,

ou 6(t)e 10,1 [.

Ceci est en contradiction avec le fait que x soit solution de 2%, on a donc
démontré que G,(t, y(t) + 8) est positif pour (¢, ) dans [to,t;] % ]0,6,]
11 existe une fonction X égale a x en dehors de l'intervalle ]z,,t; [ et telle
que l'on ait :

pour presque tout ¢ de to, 1 [, X'(¢)=k(t, X(t), y) ou X'(t)=1I(t, X(t), ¥),
Ve Jio, ty [, p(8) — 1 < x(1) < A(0).

Pour prouver Texistence d’une telle fonction X, on peut soit utiliser le
théoréme 3.1.6 de [4] soit construire X de la fagon suivante :

sur [to, sy ], on pose X'(t) = k(t, X(t), ), s, est choisi de fagon que I'on ait
sy <ty X(@) € [y(e) — n,9(0)] et X(s1) = y(s1) — 7.

sur [sq, s, ], on pose X'(t) = I(t, X(t), ¥) avec s, < t, X(t) € [y(t)—n, y(t)]
et x(sz) = ¥(s2).

On construit de proche en proche une fonction X dont la dérivée sera

successivement égale a k(t, X(t), y) et & I(t, X(¢), ¥). Le procédé de construction
est fini car

| k(t,y(t) — & )| et [I(t,y(t) — &€, 7)| sont uniformément bornés pour
(t,¢) dans [to,¢] x [0,7].

11 est facile de réaliser I’égalité X(¢,) = (¢, ). (Il suffit d’utiliser le procédé
précédent en partant de ¢, vers t, et de choisir un point de raccordement.)
De la proposition 6.3, on déduit :

131

Jn F*¥(t, X(1), X' (t)dt = J G(t, %(t))dt + co,

o to

ol ¢ est la constante de (6.2).
On obtient donc :

T

r J*H@, x(0), x'(£)dt — J 1 JHHE, (), X (0)de

] to

> J ! G.(t, X(t) + 0()(x(t) — R(O))x(t) — X(t)dt, avec 6(t)e10,1].

Si on a x(t) = y(t), alors G,(t, X + 6(x — X))(x — X) est positif.
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Si on a x(t) < y(t), les inégalités suivantes sont vérifiées :
WD) — n < X() + 6(0)(x(1) — X(1)) < »(1).
On a dans ce cas : (¢, x{t) + O@)(x(t) — X(¢)) € 0. On en déduit que
G, (t, X(t) + 6()(x(t) — x(1))) = 0.

Dans tous les cas on a : G,{t,x + 8(x — x))(x — x) > 0. La fonction X
est donc solution de 24. |

On a démontré que si 2 n’admet pas de solution, il existe une courbe
critique minimum associée a f.

La proposition suivante établit une réciproque.

ProPosSITION 6.9. — Sl existe une courbe critique minimum, associée
a [ et définie sur l'intervalle [to, £, ] par ’équation x = y(¢), alors il existe
no > 0 tel que pour tout n de l'intervalle 0, 54 ], 7 soit 'unique solution de
PR (1o, Lo + 1, Y(to), Y(to + 1)) et tel que Pto, to + 1, 7(to) ¥to + 1)) nad-
mette pas de solution.

LEMME 6.10. — Soit 7 une fonction de C'(to,t,). Pour tout ¢ de R*,
il existe no de R% tel que pour tout n de ]0, no], toute solution x de
PR(to, to + 1, Y(to), ¥(to + 1)) satisfasse :

Sup [x(t) —y(O)[ <e.
to<t<tptn

Preuve. — Ce lemme est une extension du lemme 5.3 de [5].

Nous reprenons ici I'idée de la démonstration.

Soit x une solution de P&(t,, to + 1, y(to), Y(to + 1)), on a :

r "f *¥(t, x(t), x'())dt < ' F**(, (@), y'(0)de .

5} to

On note M = Sup f**, y(t), y'(2)).
te[to,to + 1]
Compte tenu de ’estimation 1.2, on a :

to+n
(6.3) CZJ‘ | x'(6) |%dt < n.M..
St X)) <1, alors | X)) —1<0<|X'(@®)]F et si [X(@)]>1,
X' < | X))
Dans tous les cas, on a | x'(1)] — 1 < | x'(t) |~
totn
(6.3) devient alors C, J [ X'(t)}dt — Can < yM, soit encore

[

to+n M
J |x'(t)] dt < ”(C— + 1).
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Compte tenu des majorations suivantes pour t € [tg, o + %] :

t to+n M
J X(0)d0 | < j | (0)dt < n(— + 1>,
to to C2

I x(t) — y(0) | < | x(t) — x(to)] + | x(to) — v(to) | + [9(to) — ¥(1)]
et de la régularité de y, le lemme est démontré.

| x(£) — x(to) | <

Démonstration de la proposition 6.9. — On peut facilement montrer
qu’il existe ¢ > 0 tel que :

VK, 0)€ [to, t1] X [~ & €] Gualt, y(t) + 6,5) > 0 et (¢, 9(0) + 6,7) e Q).
Soit n un réel de 10, 70 ], ou n, est défini par le lemme 6. 10, dans lequel
y sera la fonction définissant la courbe critique minimum.
Draprés la proposition 6.3, pour toute solution x de
‘W'%(lb’ tO + n, y(t0)7 y(tO + 7’])),
ona:

totn

(6.4 J . [, x(t), X (t))dt > j G(t, x(t)dt + Cy

0 {40]

ot C, ne dépend que de y(to) et y(to + 7).
Or v est l'unique solution du probléme strictement convexe :

totn
Inf{ J’ G(t’ x(t))dt + CO | X € Wl!q(t0= tO + 7’]), X(tO) = V(to) »
o Ny + =ty + ) et ) — e < Xl < o) + ol
(En effet y vérifie '’équation d’Euler de ce probléme : G,(t, x(t), ¥) = O et ce
probléme est strictement convexe étant donné que G,,(t, x, J) > 0 pour
W) — e < x < 9y(t) + &)
De plus, d’aprés l1a proposition 6.3

to+n to+n
J Gz, y()dt + Co = J SEAE, v, v ()t -
to to

Ceci prouve avec (6.4) que 7 est I'unique solution de

PA(to, to + 1, ¥to), Yto + 1)) -
y n’est pas solution de & étant donné que
FE@, 7' @) # f*5E 90, 9'(@) sur [to,t0 + 1] O

Avec le corollaire 6.8 et la proposition 6.9, on a démontré le :

THEOREME 6. 11. — Soit f une fonction vérifiant les hypothéses 1.1a 1.3,
3.3, 5.4, une condition nécessaire et suffisante pour que, pour toutes

conditions aux limites (a, b, o, ), le probléme P(a, b, o, f) admette des
solutions est qu’il n’existe pas de courbe critique minimum.
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7. GENERICITE DES HYPOTHESES FAITES SUR f

Dans ce paragraphe, on pose n = oo et on note CJ'(R”) 'ensemble des
fonctions de C*(IR®) vérifiant les estimations (1.2) et (1.3). On munit cet
espace de la topologie de Whitney ([7]), c’est un espace métrique complet
et donc un espace de Baire.

Nous dirons quune propriété est générique dans C*(R®), ou encore
vraie pour presque toutes les fonctions f de C2(R), si I'ensemble des
fonctions qui la satisfont contient un G; dense dans CZ(R?).

ProrosiTION 7.1. — 11 existe un G; de CP(R?), noté A™, dense dans
C,;(R?), tel que toute fonction f de A™ satisfasse I’hypothése 3.3.

Preuve. — Nous laissons au lecteur le soin d’adapter la démonstration
de la proposition 2.5 de [5] a notre probléme.

ProposITION 7.2. — 1l existe un G, de C(R?), noté B, dense dans
Cj (%), tel que pour toute fonction f de B, on ait :
(7.1) pour tout i de {0,1,2} la sous-vari¢té o; définie dans un pavé
ouvert W, (définition 5.7) est soit vide, soit une sous-variété de
codimension i dans R2. ’

2

Pour tout i de {0,1}, 6,4, < G;. Uo’i =W,.
i=0
(7.2) La sous-variété g; X R ne rencontre X% qu’en des points isolés.

Remarque. — Les assertions de 7.1 impliquent que I'on a 6, = ¢. Une
fonction vérifiant (7.1), (7.2) satisfait donc 'hypothése (5.4).

Preuve de la proposition 7.2. — Nous reprenons ici le méme type de
démonstration que dans [5] proposition 3.1.

Montrons tout d’abord I'existence d’un G,, noté D®, dense dans C2(R?)
tel que les fonctions de D™ satisfassent (7.1).

Si (¢, x) est un point du pavé Wy, de la proposition 5.6, on déduit qu’il
existe y; et y, tel que l'on ait :

(yZ _yl)Gx(t’ -x) =y2fx(ta X, yl) _ylfx(ta X, y2)+ f;(t’ X, yl) - f;(ta X, y2) -

On démontrerait de méme 1’égalité suivante :

(}‘2 - .\‘I)Gxx(n x):yZ.fxx(tv X, yl)_,"l .f.tx(t7 X, ,“2)+ .f(x(tﬁ X, ,"1)_ fz“x(ts X, ,“2) .

On note ¢ lapplication de C7(R?) x R* x (R2 — D) (ou D est la
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diagonale principale de R?) dans RS qui 4 (f; ¢, x, p, y1, y2) fait correspondre

P - f;(t’ X, yl): P — fy(ta X, J’2)> Py — f(ts X, J’1) — Py2 + f(ta X, y2)7
ft(t’ X, yl) - ft(ts Xs y2) + nyx(t3 X, yl) - ylfx(t> X, J’2),

ftx(t’ X, yl) - ftx(t’ X, y2) + nyxx(ta X, J’1) - ylfxx(t’ X, y2) -

Si (t, x) est un point de o,, il existe y,, y, et p, avec y, # y,, tels que 'on
alt d)(f; ts X P V1, y2) = 0
On note ¢, lapplication partielle & f constant,

Prit, X, p,y1,Y2 = O(ft,XD,Y1,¥2).

On a déja montré que o, est une sous-variété de codimension 2 dans R?
et que o, est soit vide, soit une sous-variété de codimension 1. Pour démon-
trer 7.1, il suffit de montrer que pour presque toute fonction f, 'applica-
tion ¢, est transversale a 'origine.

D’aprés les théorémes de transversalité de Thom [7] ou [7] il suffit de
démontrer que ¢ est elle-méme transversale a ’origine.

« ¢ est transversale a origine » signifie qu’en tout point (f, t, x, p, y1, ¥2)
vérifiant ¢(f,t, x, p, y1,y2) = 0, 'application tangente T¢ est surjective.
T¢ est une application linéaire de CP(R%) x R® x (R? — D) dans R®.

Pour démontrer que cette application est surjective, il suffit de montrer
que lapplication « dérivée partielle » par rapport a f est elle-méme sur-
Jective. :

En notant ¢, ,,,., Uapplication partielle a (t, x, p, y;, y,) constant, on
peut écrire :

Brx.pysy, = 00 i, 0Uiest I'application quia f e CP(R?) fait correspondre
(ar,a3,b1,by,¢1,02,d1,dz, €1, €3, f1, f3) défini par :

a, = flt,x,y1) b= Axy) o= fLxy) di= filt,xy1)
a, = f(t,x,y;) ba= filt.x,y2) 2= flt,xy2) da= filt,x, y2)
e1 = fult, X, y1) 1= fults X, 1)
e; = filtox.ya)  fi= fidtox y,)

et & est Papplication de R'? dans R® qui a
(alaaZ'}bl’ b2’ claCZ’dl’dZ’elana fl’ fZ)
fait correspondre :

p—=C, p—C PYy1—ay —pys+az,
dy —dy + yaby — yiba, fi1— f2+ yie1 — yies.
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T6 est Popérateur de R!'2 dans R® dont la matrice s’écrit :

000 O -1 00 0O O 0 0
00 0 O 0 -10 00 O 0 O
~11 0 O 0 00 00 O 0 O
00y, -y, 0 01 —1 0 0 0 0
00 0 0 0 00 0y, —y, 1 —1

Cette matrice est de rang 5. On en déduit que, i étant une submersion,
Papplication dérivée partielle de ¢ par rapport a f est surjective et donc
T¢ est aussi surjective. O

Pour démontrer I'existence d’un G; dense dans Cff(R3), noté E®, tel
que toute fonction de E* satisfasse 7.2, il suffit de remarquer que, si (t, x, p)
est un point de X5 n (o, x R), il existe y;, y,, y3 tels que lon ait :

(7.3) p= ftxy)=0, p— filtx,y2) =0, p— f{t, x,y3) =0,
py1 — ft,x, y1) —py2 + f(t, x,y2) =0,
py2 — ft,x,y2) — pya + f(t, x, y3) =0,
St x, y1) = filt,x,¥2) + yafults X, ¥1) — yifult X, 92) = 0.

Par des arguments de transversalité analogues a ceux développés pré-
cédemment, on montre que les points (¢, x, p) pour lesquels il existe y;, y2, ¥3
vérifiant 7.3, sont isolés dans R>.

On pose ensuite B® = D® n E* et la proposition est démontrée. O

THEOREME 7.3. — Pour presque toute fonction f de C2(R?), une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que, pour toutes conditions aux limites
(a, b, 2, B) le probleme Z(a, b, «, f) admette des solutions est qu’il n’existe
pas de courbe critique minimum associée a f.

Preuve. — Toute fonction f de A* ~ B® satisfait les hypothéses 1.1
21.3,3.3 et 5.4 le théoréme 6.11 nous permet alors de conclure. O

8. EXEMPLES. APPLICATIONS

2 12 1
(J}T) + Exz — y()x, avec y de

classe C* et |y'(t)| < 1 pour tout t dans R.

Exemple 1. — On pose f(t,x,y) =

S x,y) sietseulement si y? > 1
Ona [**t.xy) =

Exz —yx si y? <1
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Q=R*x 1—1,+1[ Onpose F={0}
oy ={tx)eR?|x=90)}, o,=0,=¢, kit,x,00= -1,
It,x,00=+1, Z, ={(txpeR’|p=0}, Z,=Z;=¢.

f vérifie les hypothéses 1.1 4 1.3, 3.3 et 5.4, on peut donc appliquer
le théoréme 6.11.

La courbe d’équation x = y(t) est une courbe critique minimum sur R.
On remarquera que si x est une solution de 2% et si f**(¢, x(t), x'(t)) n’est
pas nul, alors on a :

EEE, x(2), X ()x"(t) = x(t) — y(t) et fE*(, x(r), x'(t)) > 0.

Cette remarque permet de déterminer la concavité des trajectoires.
De plus 2% étant strictement convexe, pour toutes conditions aux limites,
il admet une solution unique. On en déduit que £ n’admet pas de solution
si et seulement si 'unique solution de £Z séjourne sur la courbe critique
minimum.

Les figures 8.1 a 8.3 illustrent différents cas dans lesquels 2 n’admet
pas de solution.

f t

Tl e = r = e e foe o e

W — -

FiG. 8.1. FiG. 8.2.

Fic. 8.3.
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Dans les cas ci-dessous, 1a solution x de % est aussi solution de Z.

4 X 4
:\/' Y \ ‘ Y
1 ! I 1
| |
i I I |
| | [ |
i i ! i
i ! t ! t
Fic. 8.4. N N i
IG = 5 é 5 > FiGg. 8.5.
A
X
3
i ¥ »
|
| /
! X
I
| [ ! : t
FIG. 8.6. i l ! FIG. 8.7.
E] 8] a b
Allure des bitrajectoires correspondantes.
P P
x 7 l( xp) x f
/Y
%*
— Pran
p:D '/X X/‘ \ \‘\
/ “ t
t \
Fi1G. 8.8 (cas de la figure 8.1). FiG. 8.9 (cas de la figure 8.7).

4

\(x,p)
F1G. 8.10 (cas de la figure 8.6).
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2 2

Exemple 2. — On pose f(t,x,y) = Ey_4_1)_ + %Ix P - %5(t)x2
suppose que € C*R), que VteR, | &) < 1, 6(0) = 0, Vte R%, 8(t) > 0
et VieR*,5(t) <0.0naQ=RZx }—1,+1[,on pose F={0}.

On a ¢4(0) = {(t,x) e R* | x(| x| — 8(t)) =0}, 0, = {(0,0)}, 0, = ¢
kt,x,0) = — LK, x,0) = + LE, = {(t,x,p)eR3*|p=0},Z, =3 = ¢.
f vérifie les hypothéses 1.1 4 1.3, 3.3 et 5.4.

Il y a deux courbes critiques minima, les courbes d’équation x = &(t) et
x = — I(t) définies sur R%.

Remarquons que 24 n’est pas convexe. Lorsque 'ona f¥*(t, x(t), x'(£))#0,
Péquation f5*(t, x(2), x"(t))x"(t) = x(¢)(] x(t) | — (t)) permet de déterminer
la concavité des trajectoires, on a une configuration du type suivant :

T
W\ \\\\\

traJect01re
//// < traJect01re conca

? convexe
o

____ trajectoire

trajectoire convexe

concave

-8

On donne ci-dessous 'allure de deux trajectoires correspondant a des
cas pour lesquels 2 n’a pas de solution.

™~

-8
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1 x /| §
I
|
i
a L b
T
|
i
|
|
-8
2 _ t2 2 1
Exemple 3. — On pose f(t, x,y) = (y—z—)— + Z(x+)4.

x si x>0

O 11 e = .
n rappelle que x. {0 § x<0

flt,x,y) si y? =12

Ona f**(t,x,y)= {1 .
—(x)* s o yrP<p?
4

Q = {(taxay)EIR3] - [t‘ < y < Itl}’ k(t,x,O) = - ta l(t9x70) =+t
ci=0y=¢eto,={tx)eR*|x<0}.

f vérifie les hypothéses 1.1 a4 1.3, 3.3 et 5.4.

Il n’y a pas de courbe critique minimum et & admet des solutions pour
toutes conditions aux limites.

Exemple 4. — Dans [4], p. 214, 215, F. H. Clarke donne I’exemple d’un
probléme de contrdle optimal s’écrivant sous la forme 2(0, T, x,, x1) avec

1 2
—(x+X) si y=0
2 a

Sy =94 y
—{x+=]) si <0 ou a>pg>0.
2 (x ﬂ> g f

Bien que f ne vérifie pas les hypothéses de régularité (1.1) pour x = 0,
nous allons voir que la C. N. S. du théoréme 6.11 est encore applicable
a ce probléme.

Si x est négatif ou nul, f(x, .) est convexe. Si x est positif, f(x, .) n’est

plus convexe.
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Les points (t, x, p) de X, sont solutions du systéme d’équations para-
métriques suivant :

1 Y1 1 Y2
=—{x+—= x+—
@11 17 a( a) = ﬁ( p
py1—f6 y1)=py,— f(x,y;) avec y;>0, y,<0, x>0.
En résolvant ce systéme, on obtient :

2x o oa—px B(B—a)x

+ﬂ’ 1= (X+ﬁ > Y2 = 1_}_[3

(8.12) p=

R

On a donc :

2x
T =<{xpeR*|x>0, = }
1 {( D) | P "

11 est facile de voir que £, = X; = ¢ et que R® = T, L Z,.
De plus, on a

flx,y) six<O0ousi y¢]ﬁ(5—°€)x a(a—ﬁ)x[

>

P x+p a+p
, —2,82x2 +£x_y si x>0 et si eilﬂ(ﬁ_a)x a(a"‘g)x[
@t B ath YETa¥g axp L

Remarquons que f** est de classe C! sur R% x R.
q

De plus, on a Q=0Q(0)= {(t, x, y)eR?| x>0, ye]ﬁiﬁ;ﬁa)x’afglf)x[}

et f** est de classe C* sur Q.

Ces résultats de régularité et 'égalité £, U £, = R? permettent d’affirmer
que la C.N.S. du théoréme 6.11 est applicable & ce probléme.

Les points (¢, x, p) de £; n (o, x R) sont les points de X, vérifiant le
systéme (8.11) et équation G, (x) = 0. Cette derniére équation s’écrit ici
Va2 f(x, y1) — y1 fofx, y2) = O (conséquence de la proposition 5.6).

Etant donné que l'on a fix,y;) = x + & et que fx,y;) =x +— Y2
avec (8.12) on obtient : B
- 4x2a,8(,8 — o)
V2 %, y1) — yi X, y2) = W <0

On en déduit que o, = ¢ et que R? = 4. Le probléme 2(0, T, xo, x1)
admet donc des solutions.

Application au cas ou f ne dépend pas de t.

On pose f(t, x, y) = g(x, y). On suppose que f vérifie les hypotheses 1.1
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a1.3,3.3et5.4 g ne dépendant pas de ¢, les strates o, sont des droites
paralleles a la droite d’équation ¢ = 0.

Les seules courbes critiques minima sont, quand elles existent, des droites
déquation x = 7. La seule possibilit¢ pour une trajectoire (f, X(t))ica,p
de séjourner sur une courbe critique minimum est que x'(f) = 0.

Une courbe critique minimum est donc caractérisée par :

g7.0) # g**(%,0), g0 =0, g5(30>0.

On pourrait démontrer que ces conditions sont équivalentes a
(7, 2¥*(%, 0)) est une singularité générique de type IC du champ hamiltonien
associ¢ au probléme, au sens de larticle [5].

Le théoréme 7.3 apparait donc comme une extension au cas ou l'inté-
grande dépend de la variable d’espace t du théoréme 5.1 de [5].

Application au cas du probléme a variables x et y séparées.

On pose f(t, x, y) = g(t, y) + h(t, x).
Ce probleme a été étudié dans [2] avec 'hypothése :

V(t,x,y)e[RP, hx(tsx) _g;*(EY) >oa>0.
Remarquons que dans ce cas, on a :
Gx(ts X) = hx(ta X) - g;t*(t’ y) .

L’hypothése précédente nous permet d’affirmer qu’aucune trajectoire
de 2% ne peut étre tangente a X,. Donc, toute solution de 2% est aussi
solution de Z et 2 admet toujours des solutions.

L’hypothése faite dans [2] apparait comme une condition suffisante
pour qu’il n’existe pas de courbe critique minimum associée a f.
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