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RESUME. - On s’intéresse au probleme de Calcul des Variations dans R :
.....

avec 1  q  oo et f régulière mais non convexe.
On demontre que si P n’admet pas de solution, il existe une extremale y

du problème relaxe telle que l’intégrande définissant soit affine
en y’(t) et strictement convexe en y(t) pour tout t appartenant a un inter-
valle inclus dans [a, b ]. ,

On en deduit une condition necessaire et suffisante sur f pour que
admette au moins une solution quelles que soient les conditions aux

limites (théorème 6.11).
On etudie ensuite la genericite des hypotheses faites sur f, (theoreme 7 . 3).
Mots-elés : Calcul des variations, C. N. S. d’Existence de solutions, Probleme relaxe

(ou Relaxation), Problemes non convexes, Champs hamiltoniens.

ABSTRACT. - We consider the problem of Calculus of Variations in R :
r rb ~.

with 1  q  oo and f regular but non convex.
We prove that if ~ does not admit a solution, there exist an extremal y

of the relaxed problem PR such that the integrand which determine PR
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170 J.-P. RAYMOND

is affine in y’(t) and strictly convex in y(t) for all t of some interval included
in [a, b ].

Then, we obtain a necessary and sufficient condition for ~ to admit
at least one solution for every boundary conditions (theorem 6.11). We
next study the genericity of assumptions on f (theorem 7.3).

1. INTRODUCTION

Le premier grand théorème d’existence en Calcul des Variations est
du a L. Tonelli ( [16 ]). Il établit l’existence de solutions absolument conti-
nues pour un probleme de Calcul des Variations dans lequel 1’integrande
est coercive et convexe en x’ et reguliere en (t, x, x’).. ,
En l’absence de convexite en x’, la fonctionnelle définissant P n’est

pas faiblement s. c. i. et ~ peut ne pas avoir de solution. Differents resultats
d’existence ont ete prouves dans le cadre non convexe. Le premier concerne
des integrandes ne dependant que de t et de x’ [11 ] [2] ] [7~] ] [9] ] [10 ].
Dans le cas ou Fintegrande ne depend pas explicitement de t, I. Ekeland

donne dans [5 ] une C. N. S. d’existence de solutions. Il etudie les disconti-
nuites du champ hamiltonien associe au probleme et montre que la non
existence de solution pour le probleme est lie a un certain type de discon-
tinuite.
Dans [8 ], F. Klock effectue une classification complete des disconti-

nuites du champ hamiltonien pour un probleme homogene et autonome
dans lequel x est une fonction de R dans [R2.
Dans cet article, on suppose que f vérifie les hypotheses suivantes :

( 1. 2) Il existe une fonction continue a et des constantes c 1, c2 , et b posi-
tives telles que l’on ait :

(1.3) 11 existe des constantes C3 et C4 positives telles que l’on ait :
I "" ’" I

Lorsque ( 1.1 ) et ( 1. 2)-sont vérifiées, I. Ekeland et R. Téman ont montre
dans [6 ] qu’il etait possible d’associer a ~ un probleme « regularise s. c. i. »,
appele probleme relaxe, note admettant des solutions et tel que l’on
ait Min (~~) = Inf (~).
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171THEOREMES D’EXISTENCE EN CALCUL DES VARIATIONS

~(a, b, oc, ~) est defini par :

FIG. 1. 5. - Representations graphiques de ft, x, . ) et de f * *(t, x, . ).

De plus, dans [14 ], on donne la C. N. S. d’optimalite suivante :

(1.4) x est solution de ~ si et seulement si x est solution de et pour

presque tout t de [a, b ], on a :

Les estimations (1. z) et (1. 3) nous permettront de montrer que les
solutions de vérifient le principe du. maximum. (On n’aura pas de
phénomène du type Lavrentiev, cf. [17].)

L’etude des discontinuites du champ hamiltonien d’un probleme auto-
nome, developpee par I. Ekeland dans [5 ], conduit a stratifier l’espace
des phases. Les différentes strates y sont décrites a l’aide de modèles locaux.
Pour le probleme etudie ici, 1’integrande dependant explicitement de t,

il est « naturel » de stratifier l’espace des phases elargi.
L’introduction de f ** nous permet d’obtenir des equations des dine-

rentes strates. Le role jouc par le probleme relaxe est fondamental. La
question essentielle que l’on se pose est la suivante :

Quelle est la nature des solutions de lorsque P n’admet pas de
solution ? On montre que si ~ n’admet pas de solution, toute solution
de sej ourne sur une courbe appelee « courbe critique minimum ».

Cette courbe critique minimum d’equation x = y(t) est définie par une
fonction notée G et vérifie :

Vol. 4, ri" 



172 J.-P. RAYMOND

En termes de champ hamiltonien, cela correspond au cas of la trajec-
toire de l’espace des phases elargi, associee a une solution x de PR, sej ourne
sur une certaine strate.

Cette notion de courbe critique minimum permet de donner une inter-
pretation commune aux phenomenes de discontinuites du champ hamil-
tonien mises en evidence dans [5] ] et aux hypotheses faites dans [2 ] (cf. para-
graphe 8).

NOTATIONS. - Dans toute la suite, fy(t, x, y) designe la derivee partielle
de f par rapport a y au point (t, x, y). On donne le meme type de signifi-
cation a toute fonction indicee par les lettres t, x, y, les variables figurant
en indices indiquant les variables par rapport auxquelles on derive la
fonction.

2. QUELQUES PROPRIETES DE f**

Seules les hypotheses 1.1 et 1.2 sont necessaires a l’obtention des resul-
tats de ce paragraphe.
On a demontre dans [14 ] que f ** et 1;** appartiennent a CO([R3).

DÉFINITION

Remarque. - f et f * * étant continues, Q est ouvert.

DEFINITION 2 . 2. - Soit y E R, on note Q(y) la reunion de tous les paves
ouverts inclus dans Q, de la forme :

ou t, x sont des reels quelconques et 82,~3, £4 sont strictement positifs.

PROPOSITION 2 . 3. - Pour tout y de Q(y) est ouvert. Si (t, x, y) appartient
a Q(y), le segment d’extremites (t, x, y) et (t, x, y) est inclus dans Q(y).

Preuve. S~( y) est ouvert car reunion de paves ouverts.
Soit (t, x, y) E Q(y), il existe t, x, ~2~3? £4 tels que (t, x, y) appartienne

au pave [ x ]~ 2014 ~2~ + ~2 [ x ]y~~3?y2014~4[ct tels

que ce pave soit inclus dans Q(y).
Ce pave contient le segment d’extremites (t, x, y) et (t, x, y), la proposition

est donc demontree.

PROPOSITION 2.4. 2014 Il existe un sous-ensemble de note F, au plus
denombrable, tel que l’on ait : 

yefF

Preuve. Il est clair que l’on a : Q = 

ydR
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173THEOREMES D’EXISTENCE EN CALCUL DES VARIATIONS

Du recouvrement de Q par les ouverts Q(y), on peut extraire un sous-
recouvrement au plus dénombrable, la proposition en découle. D

PROPOSITION 2 . 5. - Si (t, x, y) appartient a Q(y), on a :

/~~/~ ~- .. , B - f T*~/- v ’7B

2014 Soit (t, x, y) E s z( y), le segment d’extremites (t, x, y) et (t, x, y)
est inclus dans Q(y) et donc aussi dans Q. Notons S ce segment. f * *(t, x, . )
est affine en tout point z tel que (t, x, z) appartienne a S (car dans ce cas
(t, x, z) e Q).
On en deduit que ~y**(f,~~) == x, y). 0

3. STRATIFICATION DE L’ESPACE DES PHASES ELARGI

Lorsque ~ n’admet pas de solution, d’apres ( 1. 4), pour toute solution x
de il existe un sous-ensemble de [a, b ], de mesure non nulle, sur lequel
on a /(~)~)) ~ f * *(t, x(t), x’(t)).

II est facile de montrer que lorsque l’on a f(t, x, y) # f**(t, x, y), la
fonction H définie par

atteint son maximum en au moins deux points.
Cette fonction s’appelle pseudo-hamiltonien [4 ]. En controle optimal

p s’appelle variable adjointe de y. Compte tenu de Fhypothese (1.2),
Jf(~,x,~, .) atteint toujours son maximum.
Lorsque la fonction atteint son maximum en plusieurs

points, on dit qu’elle presente une multisingularite. La classification topo-
logique de ces multisingularites conduit a une stratification « naturelle »
de l’espace des phases elargi (i. e., l’espace decrit par (t, x, p)).

DEFINITION 3. 1.

Xo = {(~, x, p.. ) admet un maximum global non 
E 1= ~ (t, x, p, . ) admet deux maxima globaux non 

On pose L2 = ~2 ~ ~2 avec

1~== {(~, x, p, . ) admet trois maxima globaux non 
admet un maximum global associé a une

singularite de codimension 2 } .
Vol. 4, n° 2-1987.



174 J.-P. RAYMOND

L3 == {(~ x, p, . ) admet quatre maxima globaux non 

~~~ _ ~ (t, x, p)E (1~3 ~ ~~t, x, p, . ) admet un maximum global non degenere et
un maximum global associe a une singularité de codimension 2}.

Pour plus de details, on peut consulter [5 ].
La figure ci-dessous illustre les propos precedents.

Dans le cas de la figure ci-dessus, x, p, . ) atteint son maximum aux
deux points yi et y2, tandis que x, q, . ) atteint son maximum au seul
point y~ .

Remarque. - La codimension d’une multisingularité de x, p, . )
k

est définie par (3 .1) codim /(t, x, p, . ) = k - 1 + 03A3 ci , où k est le nombre
i= 1

de points distincts pour i = 1, ..., k, en lesquels ~f(~~~, .) atteint
son maximum et Ci est la codimension de la singularite associee a x, p, . )
au point yi . Avec cette definition, on a :

E~ = {(f, x, p) E 1R31 p, . ) admet une multisingularite de codimension f}.

PROPOSITION 3 . 2. est un ouvert non vide de 1R3.

Preuve. Classique, nous la laissons au soin du lecteur. D
Si (t, x, p) est un point de 03A31, il existe y 1 et y2 tels que l’on ait :

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



175THEOREMES D’EXISTENCE EN CALCUL DES VARIATIONS

On en deduit que si (t, x, p) est un point de 03A31, il existe y 1 et y2 tels que
l’on ait :

(3.2) 

Le système (3 . 2) est un système d’equations parametriques .

Remarquons de plus que l’on a fy**(t, x, y) = fy(t, x, yi) lorsque y appar-
tient a [ y 1, y2 ] ~

DEFINITION 3.3.
~~ ~ 2014B ~ i, v ~i-v ~ i. w B ~~ ~ 1

YROPOSITION 5 . 4. 2014 z.i eSI soit Vlae, soil une sous-variete uc codimen-

sion 1 dans R3, admettant localement des equations de la forme :
H - ~ T ~/ T 1~ 1 

Les ensembles et sont ouverts.

Preuve. Soit (to, xo, po ) un point de E 1. xo, po , . ) atteint son
maximum en deux points critiques non degeneres yoi et Il existe y
dans F et des voisinages Vo, Vi, V2, Wo respectivement de (to, xo), yo m y02, p0
tels que l’on ait :

On en deduit que pour tout (t, x, p) de Vo x Wo, ne peut
atteindre son maximum que dans V2 . De plus, dans Vi, ce maximum
ne peut etre atteint qu’en au plus un point car pour tout y de Vi , on a
fyy(t, x, y) &#x3E; 0. 11 en est de meme pour V2 .

Si (t, x, p) est un point de (Vo x Wo) n Ei, x, p, . ) atteint son maxi-
mum en deux points yi et y2 tels que l’on ait :

_ _ T - t T _ . j -

Un a donc p = x, y1) _ x, y2) = x, y)-
La premiere partie de la proposition est donc demontree.
Pour demontrer que Qi (y) est ouvert, il suffit de constater que si (to, xo, ya)
appartient a S21 ( y), il existe yoi et yo 2 tels que l’on ait :

y~]y01, y02 [, y0~]y01, y02 1, y0lJ- x0yy)- x0,

et tels que ,(,?(to , y), .) atteigne son maximum en y01 et y02.

Vol. 4, n° 2-1987.
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On montre ensuite que 03A91(y) est voisinage de chacun de ses points, par
un raisonnement analogue a celui qui precede.

est ouvert, car c’est la projection d’un ouvert. 0
Pour simplifier 1’etude de notre probleme, on est amene a faire l’hypo-

these suivante :

(3.3) Pour i = 0,1, 2, 3, ~i est soit vide, soit une sous-variete de codimen-
sion i dans [R3.

Nous justifierons dans une certaine mesure, cette hypothese au para-
graphe 7.

Avec cette hypothese, on peut demontrer que E~ est constituée de bran-
ches, chacune d’elles etant adherente a trois strates de Ei, notées 03A3121,

Les strates 03A3ij1 sont telles que si (t, x, p) est un point x, p, . )
atteint son maximum en deux points et avec

{i, j) E ~ (1, 2), (2, 3), (1, 3) ~. De plus, si (to, xo, po) est un point de ~2 et
si on note la limite de quand (t, x, p) appartient
a Ei et tend vers atteint son maximum aux
trois points distincts avec i = 1, 2, 3.

a par exemple une configuration du type suivant :

FIG. 3 . 4.
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177THEOREMES D’EXISTENCE EN CALCUL DES VARIATIONS

Les representations graphiques de f(t, x, . ) correspondantes a dine-
rents points de Xi et 03A32 sont donnees ci-dessus.

II est possible de definir L2 comme l’intersection de prolongements
reguliers de Ei. L’ensemble défini par

~ (t, x, p) E ~3 ~ :~~’(t, x, p, . ) admet deux maxima locaux non 

est une sous-variete de codimension 1 dans [R3. Cette sous-variete contient

03A31, dans le cas de la figure 3 . 4, elle prolonge 03A3121, 03A3231 et 03A3131 au-dela 
Notons 03A3121, 03A3231, 03A3131, ces prolongements. La branche de 03A3c2, frontiere

est alors l’intersection des ij1.

Notons et Yj(t,x,p) les deux points en lesquels ~P(t, x, p, . )
admet un maximum local lorsque (t, x, p) appartient 
On définit la fonction de la façon suivante :

N

x,. ) est identique a f (t, x,. ) en dehors de l’intervalle ]yi(t, x, p), x, p) [
et x, . ) est affine et continue sur x, p), x, p) ] .
On peut demontrer que ij1 admet des equations locales de la forme

p = x, y) avec y e F n ] x, p), x,p) [.
E’3 est constituee de points isoles, chacun d’eux est adherent a 4 branches

de L2 et 6 strates de Voir figure ci-dessous.

Vol. 4, n° 2-1987.
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La strate cachee 
Le point « central » est un point de ~~.
03A3b2 est une frontière commune et a 03A30.

Representations de f (t, x, . ) correspondantes a des points de Ei et des
points de ~2 sont donnees ci-dessus.

Les points de ~3 sont communs a une branche de ~2 et une branche
de L2. Nous allons voir que les points en lesquels 9Y(t, x, p, .)
atteint son maximum lorsque (t, x, p) appartient a Ei, définissent des
fonctions regulieres en (t, x).

DEFINITION 3 . 5. - Soient (t, x, p) un point de Ei et y un reel tels que
l’on ait p = ~ * *(t, x, y). On note k(t, x, y) et l(t, x, y) les deux points en
lesquels ~(t, x, p, . ) atteint son maximum.

k et sont choisis de façon que l’on ait : k(t, x, y)  x, y).

Remarque. Pour tout z de [k(t, x, y), l(t, x, y) ], on a :

k(t, x, y) = k(t, x, z), x, y) x, z) et fy**(t, x, z) = y).

PROPOSITION 3 . 6. - Les fonctions k(.,., y) et l( . , . , y) sont de classe
sur 

Preuve. Donnee dans [I S ], demonstration de la proposition 3 . 2.

PROPOSITION 3 . 7. f * * et fy** sont de classe sur 

Pour tout (t, x, y) et (t, x, z) de Qi(y), on a les egalites suivantes :

Preuve. Pour {t, x, y) appartenant à 03A91 ( y), on a :

La fonction : (t, x, y) ~ fy(t, x, k(t, x, y)) est de classe 1 sur 03A91 ( y),
il en est donc de meme pour 
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La premiere egaiite decoule oe ce est amne sur

[k(t, x, y), x, y) ] et de ce que y et z appartiennent a ] k(t, x, y), let, x, y) [.
Les deux autres s’obtiennent par derivation de la premiere. En posant
z = v dans la premiere égalité, on deduit que f * * est de classe Cn-1 sur

D

4. ETUDE DE LA REGULARITE DE f ’* * .
ESTIMATIONS DE ET 

PROPOSITION 4.1. f * * est de classe C 1 au voisinage d’un point (t, x, y)
tel que (t, x, fy**(t, x, y)) appartienne a ~2 -

Si (to , xo , yo) est un point pour lequel (to, xo , £**(to , xo , Yo)) appartient
il existe un voisinage Vo de (to, Xo, Yo) tel que l’on ait :

(4.1) pour (t, xl, y) et (t, x2, y) deux points de Vo,
)~~.~.~. , ~~~~. Bt~-T~~!...) ,

Preuve. etape : Le résultat de régularlte est evident sl (t, x, x, y))
est un point de Eo, et il decoule de la proposition 3. 7 si (t, x, y) appartient
a Q et si (t, x, y)) appartient 

2e etape : Si (to , xo , xo , Yo )) appartient a ~ 1, si (to , xo , yo ) appar-
tient a Fr (Q(y)) et si l’on a par exemple yo = (le cas ou

Yo = x0, y) se traite de façon analogue), d’apres la proposition 3 . 7,
il existe un voisinage Vo de (to , xo , yo) tel que l’on ait : pour tout (t, x, y)
de Vo n Q(y), f * *(t~ .~~ Y) = .f (t? x~ k) + fy**(t, x, Y)( Y - k) avec k = k(t, x, Y)-

Par derivation, on obtient :

Par passage a la limite, cette egalite reste vraie sur Vo n 0(y). on en
deduit que est continue au voisinage de (to, Xo, Yo). On demontrerait
de meme la continuite de f * *, f * * est donc de classe C~ au voisinage
de to, Xo, Yo. En fait, les derivees xx, existent et sont continues
au voisinage de to, Xo, y0). Par contre yx et yt ne sont pas définies
en (to, Xo, Yo). On a en effet : = 0 si (to, Xo, y) appartient
a Q( y) et Yo) &#x3E; ~.

3e etape : Si (t, x, y)) appartient a ~2, on a fx**(t, x, y) = fx(t, x, y).
Il est facile de verifier que est continue au voisinage de ce point et
qu’il en est de meme pour f~* * , f * * est donc de classe (:1 au voisinage d’un
tel point.
Vol. 4, n° 2-1987. 7
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4e étape : Soit (t, x, x, y)) un point de appartenant a la frontière
de trois strates 03A3ij1. Ce point est donc commun aux prolongements ij1 et
les fonctions sont de classe CI au voisinage de (t, x, y). La majoration 4. I
en découle.

Un raisonnement analogue nous permettrait de conclure pour les points
m

On a démontré dans [15 ] que f * * vérifie l’estimation :
. _ .~ . _ .......

ou gi et g2 sont des fonctions continues.

PROPOSITION 4.2. - Au voisinage d’un point (t, x, y) pour lequel
(t, x, f**y(t, x, y)) appartient a 03A30 ~ 03A31 ~ 03A3b2, fx** verifie l’estimation :

ou c3 et c4 sont les constantes de (1.3).

Preuve. Lorsque (t, x, f **{t, x, y)) est un point de 03A3b2, le résultat
decoule de (1.3) et de 1’egalite y) = fx(t, x, y).
Examinons le cas ou (t, x, f * *(t, x, y)) est un point Supposons

que l’on ait x, k) &#x3E; 0, où k = k(t, x, y).
De la proposition 3.7, on déduit :

Etant donne que fy{t, x, k)( y - k) est positif, l’estimation (1. 3) nous
donne : x, y) ! 1  c3f(t, x, k) + C4 + fy(t, x, k)( y - k).
Comme l’on a f * *(t, x, y) = f (t, x, k) + fy(t, x, k)( y - k), on obtient

l’estimation desiree.
Le cas k) est negatif, se traite de façon analogue en posant

Y) = fx(t, + x~ ~(Y - ~~ D

5. TRAJECTOIRE DE PHASES DE PR

Les resultats de regularite obtenus au paragraphe 4, ainsi que les esti-
mations faites sur et permettent de dire que les solutions de 
vérifient le principe du maximum (theoreme 3 de [3 ]). On a donc :

PROPOSITION 5.1. - Si x est une solution de il existe une fonction p,
presque partout derivable, telle que l’ on ait :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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et

C x f * *{t, x(t), x‘{t)) désigne le gradient généralisé de f * *(t, . , x’(t)) en
( L~ ~).

T7 .,s",..-.~. ~..... ~. ~.., , , ~’ * * ( ~ ,, , ,~ ~ ,~

DEFINITION :) . 2. 2014 Si x est une solution ae PR, le couple vermant

(5.1) sera appele bisolution de 
L’ensemble (t, est une trajectoire de l’espace des phases

elargi, appelee trajectoire de 

PROPOSITION 5.3. - Si ~ n’admet pas de solution, pour toute bisolu-
tion (x, p) de fPf1li, il existe y dans F tel que l’ensemble

son uc mesure non nuiie.

Preuve. - Si (t, x(t), p(t)j est un point de ~2, on a
-E’!f ~,.~1~-11 - ~’**!+ ".!+1 _~i!+B1

ue plus ies points ae z;3 sont isoies. une trajectoire de ne rencontrera

donc L3 qu’en des instants isolés. La C. N. S. d’optimalite (1. 4) nous permet
donc de dire que si n’admet pas de solution, l’ensemble

f ~ ~- r n ~ ~ i ~,~ __~;~ w~~» 2014 ~ .. ~c ~-- /~ _~w _ _ &#x3E;

esi ae mesure non nune.

Q etant reunion denombrable des Q(y), avec y dans IF, la proposition
en decoule. D
Le probleme de l’existence de solution pour * se ramene donc au pro-

bleme de l’intersection des trajectoires de avec Xi ~ L2. Si une tra-
jectoire de PR rencontre 03A31 ~ L2 en un point, sans qu’il y ait contact
tangent, ce point est isole. On en deduit que si ~ n’a pas de solution, toute
trajectoire de rencontre E 1 ~ L2 en des points de contact tangent.
Ceci nous amene a caractériser ces conditions de contact. On obtient une
caracterisation des contacts tangents independante de x’, elle ne depend
que de t et de x(t). Ceci nous conduit a stratifier l’espace du couple (t, x).

PROPOSITION 5. 4. - Si la trajectoire de (t, est tangente
à 03A31 a l’instant to, il existe y de F tel que l’on ait :

r*~i~ ~-/~- v -~ r~~i~ _ ~ /~. v -~ .r *- *- I .L ~~ B -~- A

Preuve. - Parler de contact tangent en un point (to, x0, p0) de 03A31,
suppose évidemment qu’en ce point x et p soient derivables, ou au moins
Vol. 4, n° 2-1987.
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admettent une derivee a droite ou une derivee a gauche. On peut alors
parler de contact tangent a droite de to ou a gauche de to. Ce qui suit
recouvre ces trois possibilites. Soient (to, x(to), p(to)) un point en lequel
la trajectoire est tangente a Ei et p = f **(t, x, y) une equation de 03A31 au
voisinage de ce point.
On a : De plus,

le vecteur (- 1) est normal a et

le vecteur (l, x’(to),p’(to)) est tangent a la trajectoire a l’instant to. On
en deduit 1’egalite :

En outre, la derivee de l’application :

est nulle sur l’intervalle ] k(to, x(to ), y), t{to , x(to ), Y) [.
Cette application est donc constante sur [k(to, x(to ), y), l(to , x(to), y) ].
Etant donne que l’on a : p(to) = f **(to, x(to), x’(to)) = f **(t, x(to), y),

on en deduit que x’(to) appartient a x(to), y), x(to), y) ].
On peut donc remplacer x’(to) par y dans 1’egalite 5.2 et la proposition

est demontree. D

DEFINITION 5 . 5. - Dans tout pave Wo de centre (to, xo) inclus dans
on peut definir des fonctions notees G de la façon suivante :

Remarque. Deux fonctions G, toutes deux définies au voisinage d’un
point, different d’une constante a cause du choix arbitraire de xo.

Par contre, Gx(t, x) est parfaitement défini et ne depend pas de (to, xo).
La proposition 5.4 peut s’enoncer de la façon suivante :

Si la trajectoire (t, est tangente a ~1 a l’instant to, il existe
une fonction G definie au voisinage de (to, x(to)) par (5 . 3) et telle que l’on
ait : Gx(to , x(to)) = 0.

Les contacts tangents avec 03A3c2 feront intervenir les fonctions Si

Wo est un pave ouvert de centre (to, xo), sur lequel p = x, y) est une
equation est definie sur Wo par :

"__

Les fonctions sont des prolongements de G. Nous utiliserons indiffé-
remment dans la suite la notation G pour G ou pour lorsque cela
sera plus simple.
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PROPOSITION 5.6. 2014 La fonction G verifie les égalités suivantes :
v v 1~v !.i. v ri. ..

Si on a G = Gt’, yi et y J sont les points en lesquels ~(t, x, x, y), . )
atteint un maximum global.

Preuve. 2014 Supposons G = G. De la proposition 3. 7, on deduit les

egalites :
r**r.. __ _.v /-r/~. __ t_v r**~.~ -. -v- 1

Par substitution, dans les expressions de li et de Gx et en passant a la
limite lorsque y tend vers l(t, x, y), on obtient Ie résultat souhaité (on a
en effet yi = k et yj = ). -- --

La demonstration est similaire dans le cas ou G = Gij. 11 faut alors

commencer par etablir l’analogue de la proposition 3 . 7 pour et pro-
ceder comme precedemment. D

D’apres le théorème des Fonctions Implicites, si Fon a x(t0))~ 0
et Gx(to , x(to )) = 0, 1’equation Gx(t, x(t)) = 0 admet localement une solu-
tion unique. _

Cette remarque nous conduit a classer les singularites de la fonction G.

DEFINITION 5 . 7. - On suppose que G est défini sur un pave ouvert Wo,
on pose :

, 

- 
- ,

Dans les definitions précédentes, y indique la dependance de G en y.
On notera r~ a la place de lorsque cela ne pose pas de probleme.
On peut demontrer que est un ouvert de R2 et que 03C31 est soit vide,

soit une sous-variete de codimension 1 dans [R2 (c’est une consequence
du theoreme des fonctions implicites).

03C32 est en general une sous-variete de codimension 2 dans R2. (Le demon-
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trer effectivement nécessiterait de poser des conditions supplementaires
sur les derivees et 

Nous justifierons au paragraphe 7, Fhypothese suivante :

(5.4) . c-2 est soit vide, soit une reunion de points isoles dans (~2.
. est une reunion finie, éventuellement vide, de fermes simplement
connexes, d’interieurs non vides, de frontieres de classe C~ sauf en
un nombre fini de points en lesquels le cone normal, (cf. [4 ]) est
une partie propre de (l~. (On elimine les points de rebroussements.)

. o-i x !R et Fr (03C3~)  R ne rencontrent 03A3c2 qu’en des points isolés.

Remarque. - La variété E 1 n x R) permet de définir une tra-
jectoire (t, telle que l’on ait p(t) = y(t), y). Les points
de cette trajectoire pour lesquels on a {t, y(t), vérifient :

f (t, y(t), y’(t)) = f * *(t, y(t), y’(t)). Nous nous interesserons donc uniquement
aux parties de la courbe pour lesquelles on a (t, y(t), y’(t)) E Q(y).
Dans ce cas, le couple (y, p) verifie localement le systeme 5.1.

6. CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES
D’EXISTENCE DE SOLUTIONS POUR

Nous allons voir que lorsque * n’admet pas de solution, pour toute
solution x de il existe un intervalle ] sur lequel f * *(t, x(t), . )
est affine en x’(t). En d’autres termes, la trajectoire associee a x séjourne
sur Xi durant l’intervalle [to, ti ].
Dans ce cas, on peut ecrire sur [to , t 1 ], la fonctionnelle de a l’aide

d’une integrande (qui n’est autre que G) ne dependant plus de x’(t), depen-
dant seulement de (t, x{t)).

Les points critiques non degeneres de G{t, . ) définissent la strate 
Les branches de o-i correspondent soit a des minima locaux, soit a des
maxima locaux de G(t, . .).
Nous allons montrer que le seul cas pour lequel P n’admet pas de solu-

tion est celui ou les trajectoires de sejournent sur Xi n (a I x !?) et
ou Gxx est strictement positive. (Les branches de (T~ correspondantes sont
celles des minima locaux de G(t, . )).

C’est donc l’absence de convexite en x’(t) et la stricte convexite en x(t)
qui caracterise l’inexistence de solution.

PROPOSITION 6.1. - Soit x = y(t) une equation de 03C31 telle que (t, y(t), y’(t))
appartienne Les trajectoires de sont de classe C 1 par morceaux

au voisinage d’un point de Xi x 
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De plus, si une trajectoire de est tangente n x Mj
Bt=0 /

en deux points suffisamment proches, elle sejourne sur ~~ n x f~)
entre ces deux points. 

-

Preuve. Le résultat de régularité est evident pour les points de 03A3 1 ne
verifiant pas l’équation p=f**y(t, x, y) et pour les points de Ei x 

En eff et, dans ces deux cas, les trajectoires de ne sont pas tangentes
a E 1 et le point de contact (i. e. : le point de discontinuite du vecteur tangent
a la trajectoire) est isole. 

’

On supposera dans la suite que les points de Ei vérifient 1’equation
p = fy* *(t~ x~ Y)~

Soit (to, x(to ), p(to)) un point d’une trajectoire de appartenant a
x f~).

On a les égalités suivantes : x(to) = y(to) et Gx(t, y(t)) == 0,
+ y(t)) = 0 dans un voisinage de to.

Supposons que l’on ait y(to)) &#x3E; 4. (Le cas négatif se traite de façon
analogue.) Etant donne que l’on a : k(t, y(t), y)  y’(t) y(t), y), il existe
des nombres M et ~ strictement positifs tels que l’on ait :
, . ~.v B. -v t / . ~,v B -v r

On en déduit que si la trajectoire (t, quitte £i m (03C31 x R)

£ l’instant ti 1 de l’intervalle to , to + ~ 2], on a :2

Cette trajectoire ne rencontrera donc a nouveau 03A31 n x R) que pour t
superieur a to + E.
On en déduit qu’il existe un voisinage Vo de to tel que l’ensemble

{t E Vo (t, x(t), soit une reunion finie d’intervalles ouverts et tel

que l’ensemble {t e Vo ! (t, x(t), p(t)) ~ 03A31 n ( 03C3i  R)} soit une reunion
finie d’intervalles fermes.

Les deux assertions de la proposition en decoulent. D

PROPOSITION 6.2. - Les trajectoires de PR ne rencontrent

x R) qu’en des points isoles.
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Preuve. Dans ce cas, les strates 03C3i sont définies par les singularités
d’une fonction Gi’, elle-même associee a une strate ij1 et a une fonction 
Dans cette preuve, G, Ei, f designeront respectivement E i et 
Comme dans le cas de Ei, si une trajectoire (t, est tangente
a L2, donc aussi a a l’instant to, on a :

et

Mais ici, n’est pas réduit a une seule valeur.

Cependant, si la trajectoire quitte 03A31 a l’instant to, on a :

(p’(to) designe éventuellement la derivee a droite de p en to). Comme dans
le cas de Ei, on a :

Pour des raisons analogues a celles développées dans la preuve de la

proposition 6.1, une trajectoire qui rencontre Ei x R) ne peut

que sej ourner sur L 1 n x R) ou rencontrer Ei en des points isoles.
Ceci etant vrai pour les trois strates ij1 qui contiennent E2, il en est de

meme lorsqu’une trajectoire rencontre 03A3c2 n On en deduit

que la seule possibilité pour une trajectoire de sejourner sur 

est de sej ourner sur 03A3c2 n (a 1 x Ceci est exclu par Fhypothese 5.7, la
proposition est donc demontree. D

PROPOSITION 6 . 3. - Soient xo et x deux reels. Il existe une constante co
ne dependant que de xo et de x telle que, pour toute fonction x de t~)
verifiant = x(t 1) = ~i 1 et verifiant (t, x(t )) E pour t dans
l’intervalle [to, tl ], on ait :

L’egalite est realisee si et seulement si, pour presque tout t de 
(t, x(t), x’(t)) appartient a Qi(y).
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Dans 1’enonce precedent G est definie par :
Px

LEMME 6 . 4. - Pour toute fonction x de t1) verifiant
-/+ B - - 0’~ Nt ~-- ~~- f ~ i ~.f- CJn t

l’application t ~ fy**(t, r, y)dr est presque partout derivable sur

xo

[to, tl ] et sa derivee est :

La preuve du lemme est classique, nous la laissons au soin du lecteur. D

Preuve de la proposition 6 . 3. Par convexité de f * *(t, x(t), . ), on a :
~tl

L’égalité est réalisée dans (6.1) si et seulement si :

pour presque tout t de [to, (t, x(t), x’(t)) E 
En effet dans ce cas, f * *(t, x(t), . ) est affine en x’(t).
Du lemme 6.4, on deduit :

En posant co = f * *(t, r, y)dr et en reportant l’égalité précédente dansxo

Pt, t rt, 1

PROPOSITION 6. 5. - Si une trajectoire de séjourne sur 03A31 n x R)
durant l’intervalle [to, ti ], alors on a :

u...-. r~ ~ ~ i ~ /. __~~» ~ n
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Preuve. Soit (t, x(t), une trajectoire de verifiant les hypo-
theses de la proposition. On pose xo = x(to) et = xi , x est alors

solution de De plus, on a 1’egalite :

ou co ne depend que des conditions aux limites (proposition 6.3).
On en deduit que x est aussi solution du problème

La fonction x verifie donc les conditions d’optimalite du premier et du
second ordre de ce probleme, elles s’ecrivent :

Etant donne que sur [to, t 1 ], Gxx(t, x(t)) est different de 0, la proposition
est demontree. 0

DEFINITION 6.6. - on appelle courbe critique minimum associee a
l’intégrande f, une courbe de classe C 1 definie sur un intervalle [to , t 1 ]
par l’équation x = y(t) et verifiant :

PROPOSITION 6. 7. - Si (t, x(t), est une trajectoire de tangente
a x [?) n E2) en deux instants to et t1 suffisamment proches et
si (to, x(to), x’(to)) appartient a ~(y), alors il existe une solution x de 
telle que l’on ait :

~~ j- i~ + r ~ r+ ~ - 1

et presque tout t de

COROLLAIRE 6. 8. - Si P n’admet pas de solution, il existe une courbe
critique minimum associee a f et definie sur un intervalle inclus dans [a, b ].

Preuve du corollaire. Des propositions 5.3, 6. 1, 6.2, on déduit que
si n’admet pas de solution, toute trajectoire de rencontre

Si une trajectoire de rencontre ~ ~2~ n (6 ~ x sans qu’il y
ait contact tangent, les points de contact sont isoles. Lorsqu’il y a deux
points de contact tangent suffisamment proches, la proposition 6.7 nous
montre qu’il est alors possible de modifier la trajectoire entre ces deux
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points de façon que l’on ait toujours une trajectoire de et que de plus
la condition f(t, x(t), x’(t)) _ . f**(t, x(t), x’(t)) soit vérifiée entre ces deux
points.
On en déduit que si ~ n’admet pas de solution, toute trajectoire de 

rencontre L1 n x f~). Les propositions 5.3, 6.1, 6.5 permettent alors
de conclure. D

Preuve de la proposition 6.7. - Supposons qu’une trajectoire de
PR, (t, x(t), soit tangente a la frontière de (6 y x 1 aux

instants to et Compte tenu de l’hypothèse (5 . 4) faite sur la frontiere
de le cas des points de x ~) n ~2~ ne se pose pas, car de tels
points sont toujours isoles.
Le cas de points interieurs a (6~ x n L2) est plus simple et

reprend uniquement certains arguments de la preuve qui suit.
Pour parler de contacts tangents, il faut qu’aux points correspondants

la frontiere de 03C3~ soit de classe C 1. De plus, la tangente a la frontiere de 03C3~
en to ne peut pas etre parallele a la droite d’équation t = 0, car sinon le
contact ne serait pas tangent oo).
Remarquons que 1’on a y’(to)= x’(tQ) et x‘(to) E ]k(to, x(to), y), l(to, ~!) [.

On supposera que sur l’intervalle [to, tl ], la frontière de 03C3~ admet une
equation de la forme x = y(t ), of y est de classe C’ . On suppose également
que est situe au-dessous de la frontiere et qu’il existe 11 &#x3E; 0 tel que l’on ait :

B-I ~ ~ r!1 i u~ -. r~ . 7 /. ~.B B. ~B

Compte tenu de Fhypothese 5.4, on peut supposer qu’il existe 5o &#x3E; 0
tel que Gx(t, y(t) + 5) garde un signe constant pour (t, ~) appartenant a
[to, ti ] x ] o, So ]. Montrons que l’on a Gx(t, y(t) + 5) &#x3E; 0. Raisonnons
par l’absurde, supposons que l’on ait Gx(t, y(t) + (5)  0. (Le cas

Gx(t, y(t) + (5) = 0 est exclu.) Si ~ (to - est suffisamment petit, il existe
une fonction z definie sur [to, t1 ] telle que l’on ait :

De la proposition (6.3), on deduit qu’il existe Co tel quc l’on ait :
/*~ ~
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Par difference, on obtient :

ou 1 u, 1 [.
Ceci est en contradiction avec le fait que x soit solution de on a donc

demontre que Gx(t, y(t) + 5) est positif pour (t, 5) dans [to, ti ] x ]0, ~~ ].
11 existe une fonction x egale a x en dehors de l’intervalle [ et telle
que 1’on ait : _

pour presque tout t de ]to, tl [, x’(t)=k(t, x(t), y) ou .z’(t ) = l(t, x(t), y),
Vt E ] to, t ~ [,  x(t)  
Pour prouver l’existence d’une telle fonction x, on peut soit utiliser le

theoreme 3 .1. 6 de [4 ] soit construire x de la façon suivante :
sur [to, s 1 ], on pose x’(t) = k(t, x(t), y), s est choisi de façon que l’on ait

s1 1  x(t) E ~?~ Y(t) ~l~
sur s2], on pose x’(t) = x(t), y) avec s2  tl, x(t) E [y(t)-~, yet)]

et x(s2) = Y(S2).
On construit de proche en proche une fonction x dont la derivee sera

successivement £gale a k(t, x(t), y) et a x(t), y). Le precede de construction
est fini car

I k(t, y(t) - ~, y) ~ I et ~ I(t, y(t) - ~, y) I sont uniformement bornes pour
(t, ~) dans [to, tl ] X [o, r~ ].

11 est facile de realiser l’égalité x(t 1) = y(t 1). (11 suffit d’utiliser le precede
precedent en partant de tl vers to et de choisir un point de raccordement.)
De la proposition 6.3, on deduit :

ou co est la constante de (6.2).
On obtient donc :

Si on a x(t) &#x3E; y(t), alors + d(x - x))(x - x) est positif.
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Si on a  y(t), les inégalités suivantes sont vérifiées :
-i.~ . . ~.v 2014/~,~B ~B "

vn a dans c;c cas On em deduit que

vans tous ies cas on a : x + 03B8(x - x)(x - x) ~ u. La fonction x

est donc solution de D
On a demontre que si P n’admet pas de solution, il existe une courbe

critique minimum associée a f.
La proposition suivante etablit une reciproque.

PROPOSITION 6.9. - S’il existe une courbe critique minimum, associee
a f et definie sur l’intervalle [to , t 1 ] par 1’equation x = y(t), alors il existe
~70 &#x3E; 0 tel que pour tout 11 de l’intervalle ] 0, r~o ], y soit 1’unique solution de

+ ~, 03B3(t0), y(to + ~)) et tel que to + ??. 3’(to), y(to + ~)) n’ad-
mette pas de solution.

LEMME 6.10. - Soit y une fonction de C1(to, tl). Pour tout E de 
il existe qo de tel que pour tout 11 de ] o, r~ o ], toute solution x de

to + ~, y(to), y(to + r~)) satisfasse :
C"... I ~ c

Preuve. Ce lemme est une extension du lemme 5. 3 de ~5 J.
Nous reprenons ici 1’idee de la demonstration.
Soit x une solution de to + r~, y(to), y(to + ~I)), on a :

-)-M 

On note M = Sup f **(t, y(t), y’(t)) .
t~[t0,t0 + ~]

Compte tenu de l’estimation 1.2, on a :
n. _ ~ .~

~i alors I - 1  u  ~ et si I &#x3E; i,

I x’(t) ~  ~ 
Dans tous les cas, on a - 1 ~ |x’(t) |q.

(6. 3) devient alors C2 t
0 + 

| x’(t)| dt - C2~  soit encore

*. to

/B/r B

G- 1 7 V l .
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Compte tenu des majorations suivantes pour t E [to, to + ~ ] :

et de la regularity de y, le lemme est demontre.

Démonstration de la proposition 6.9. - On peut facilement montrer
qu’il existe B &#x3E; 0 tel que :

Vet, ~) E ~to ~ t 1 ] x [ - E~ E y(t) + ~~ Y) &#x3E; 0 et (t, y(t) + ~~ Y) e ~t Y) ~

Soit ~ un reel de ]0, ~0], ou ~0 est défini par le lemme 6.10, dans lequel
y sera la fonction definissant la courbe critique minimum.

D’apres la proposition 6.3, pour toute solution x de

on a :

ou c:o ne depend que de ytto) et yjto + ~).
Or y est l’unique solution du probleme strictement convexe :

(En effet y vérifie 1’equation d’Euler de ce problème : Gx(t, x(t), y) = 0 et ce
probleme est strictement convexe etant donne que Gxx(t, x, y) &#x3E; 0 pour

De plus, d’apres la proposition 6.3 :
- . ,.. ,

Ceci prouve avec (6.4) que ;. est l’unique solution de

y n’est pas solution de P etant donne que

Avec le corollaire 6.8 et la proposition 6.9, on a demontre le :

THEOREME 6.11. - Soit f une fonction verifiant les hypotheses 1.1 a 1. 3,
3.3, 5.4, une condition necessaire et suffisante pour que, pour toutes
conditions aux limites (a, b, a, /3), le probleme b, a, ~S) admette des
solutions est qu’il n’existe pas de courbe critique minimum.

’ 
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7. GENERICITE DES HYPOTHESES FAITES SUR f ’

Dans ce paragraphe, on pose n = oo et on note C;qJ((~’) 1 ensemble des
fonctions de verifiant les estimations (1.2) et (1.3). On munit cet
espace de la topologie de Whitney ([7]), c’est un espace metrique complet
et donc un espace de Baire.
Nous dirons qu’une propriété est generique dans C~q(R3), ou encore

vraie pour presque toutes les fonctions f de Cq ((~3), si l’ensemble des
fonctions qui la satisfont contient un Ga dense dans C;([R3).

PROPOSITION 7.1. - II existe un G~ de Cq (f~3), note Ax, dense dans
Cq (~~), tel que toute fonction .f’ de A~ satisfasse 1’hypothese 3.3.

Preuve. Nous laissons au lecteur le soin d’adapter la demonstration
de la proposition 2 . 5 de [5 ] a notre probleme.

PROPOSITION 7.2. - 11 existe un G~ de Cq ((~3), note B~, dense dans
tel que pour toute fonction f de B~, on ait :

(? .1} pour tout i de {0, 1, 2} la sous-variété 03C3i definie dans un pave
ouvert Wo (definition 5.7) est soit vide, soit une sous-variete de
codimension i dans (~2. 

~ 

’

~~..~.1~ 1 - - I - T

rour tout z de

. ~ ... r

La sous-variete ai 1 ne rencontre z 2 quen aes pomis isoies.

Remarque. Les assertions de 7 . .1 impliquent que l’on a 6 ~ _ ~. Une
fonction verifiant (7.1), (7.2) satisfait donc Fhypothese (5.4).

Preuve de la proposition 7.2. Nous reprenons ici le même type de
demonstration que dans [5 ] proposition 3 .1.
Montrons tout d’abord l’existence d’un ~’ra, note D~, dense dans 

tel que les fonctions de D~ satisfassent (7.1).
Si (t, x) est un point du pave Wo, de la proposition 5 . 6, on deduit qu’il

existe yi 1 et y2 tel que l’on ait :
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diagonale principale de !ffi2) dans [R5 qui a ( f, t, x, p, yi, y2) fait correspondre

Si (t, x) est un point de il existe yl, y2 et p, avec y2, tels que l’on
ait = 0.

On note 03C6f l’application partielle a f constant,

On a deja montre que 03C30 est une sous-variété de codimension 2 dans R2
et que o-i est soit vide, soit une sous-variete de codimension 1. Pour demon-
trer 7.1, il suffit de montrer que pour presque toute fonction f l’applica-
tion 03C6f est transversale a 1’origine.

D’apres les theoremes de transversalité de Thom [1 ] ou [7] il suffit de
demontrer que ~ est elle-meme transversale a 1’origine.

est transversale a l’origine » signifie qu’en tout point ( f t, x, p, Yb y2)
verifiant ~( f, t, x, p, yl , y2) = 0, 1’application tangente T~ est surjective.
T~ est une application lineaire de x (1~3 x ([R2 - D) dans [R5.
Pour demontrer que cette application est surjective, il suffit de montrer

que 1’application « derivee partielle » par rapport a f est elle-même sur-
jective. -

En notant l’application partielle a (t, x, p, y1, y2) constant, on
peut ecrire :

= ~ ou i est l’application qui a f E fait correspondre
défini par :

et 03B4 est l’application de [R 12 dans [R5 qui a

fait correspondre :
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T5 est l’opérateur de R12 dans R5 dont la matrice s’ecrit :
,

cette matnce est ae rang ). un en aeault que, 1 etant une suomersion,

l’application derivee partielle de 03C6 par rapport a f est surjective et donc
T~ est aussi surjective. D
Pour demontrer l’existence d’un G~ dense dans C~ ((~3), note Eoo, tel

que toute fonction de E~° satisfasse 7 . 2, il suffit de remarquer que, si (t, x, p)
est un point de (Ti x I~), il existe tels que 1’on ait :

r~ ~ ~ r -~’ ~.~ _^ .. B - n ~ ~’ ~t ". " B - n n - ~’ l t ~.- " 1 - (1

Par des arguments de transversalité analogues a ceux developpes pre-
cedemment, on montre que les points (t, x, p) pour lesquels il existe yi, y2, y3
verifiant 7.3, sont isoles dans [R3.
On pose ensuite B °° = D °° n E~ et la proposition est demontree. D

THEOREME 7. 3. Pour presque toute fonction f de une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que, pour toutes conditions aux limites

(a, b, a, (~) le probleme b, a, /3) admette des solutions est qu’il n’existe
pas de courbe critique minimum associée a f.

Preuve. Toute fonction f de A °° n satisfait les hypotheses 1.1
a 1.3, 3.3 et 5.4 le theoreme 6.11 nous permet alors de conclure. D

8. EXEMPLES. APPLICATIONS

Exemple 1. 2014 On pose t x _ ( y2 - 1)2 1 1 2 _ y(t)x, avec y de
classe C~ et  1 pour tout t dans I~.

r ll. __ _.1 __ _~ ____1__--... ? - ~
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f verifie les hypotheses 1.1 a 1.3, 3.3 et 5.4, on peut donc appliquer
le theoreme 6.11.
La courbe d’équation x = y(t) est une courbe critique minimum sur (~.

On remarquera que si x est une solution de et si fy**(t, x(t), x’(t)) n’est
pas nul, alors on a :

Cette remarque permet de determiner la concavite des trajectoires.
De plus etant strictement convexe, pour toutes conditions aux limites,
il admet une solution unique. On en deduit que P n’admet pas de solution
si et seulement si l’unique solution de sejourne sur la courbe critique
minimum.

Les figures 8.1 a 8.3 illustrent differents cas dans lesquels * n’admet
pas de solution.
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Dans les cas ci-dessous, la solution x de est aussi solution de 

A , x ~ A

u . ~ (cas ae la ngure 8. 1 ).

v . v~.
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Exemple 2. 2014 On pose t x - 
(y2 - 1)2 4 + 1 x 3 - 03B4(t)x2. On

suppose que 03B4 E C4(R), que Vt e R, | 03B4’(t)|  1, 5(0) = 0, Vt e 5(f) &#x3E; 0
x 

On a x) e x{ ~ x ~ - 5(t)) _ ~ ~ ~ 6~ _ ~ {~~ ~) ~ ~ ~.
k{t~ x~ 0) = - 0) = + = ~ (t~ x~ p) E ~3 j t ~ = ~ ~ ~ ~2 = ~3 = ~.
f verifie les hypotheses 1.1 a 1.3, 3.3 et 5.4.

11 y a deux courbes critiques minima, les courbes d’équation x = 6(t) et
x = - 5(t) définies sur 
Remarquons que n’est pas convexe. Lorsque l’on a f **(t, x(t), x’{t))~0,

1’equation x(t), x’(t))x"(t) = x{t){ ~ x(t) - ~{t)) permet de determiner
la concavite des trajectoires, on a une configuration du type suivant :

On donne ci-dessous l’allure de deux trajectoires correspondant a des
cas pour lesquels * n’a pas de solution.
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Exemple 3. 2014 On pose
f

un rappene que x+

Q = {(~ ~y)e[R~ ~ - ) f!  ~  ~)}, k(t, x, 0) = - t, 0) = + t.

03C31 == 03C32 = 03C6 et 03C3~ = {(t,x) ~ R2 | x ~ 0}.
f vérifie les hypotheses 1.1 a 1.3, 3.3 et 5.4.
11 n’y a pas de courbe critique minimum et ~ admet des solutions pour

toutes conditions aux limites.

Exemple 4. 2014 Dans [~], p. 214, 215, F. H. Clarke donne l’exemple d’un
problème de contrôle optimal s’écrivant sous la forme P(0, T, xT) avec

f i / .A 2

men que j ne verme pas ies nypotneses ae regularite (1.1) pour x = u,
nous allons voir que la C. N. S. du theoreme 6.11 est encore applicable
a ce probleme.

Si x est negatif ou nul, f {x, . ) est convexe. Si x est positif, f(x, . ) n’est
plus convexe.
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Les points (t, x, p) de Ei sont solutions du systeme d’equations para-
metrlques suivant : 

°

En resolvant ce système, on obtient :

On a donc :

11 est facile de voir que E~ == Eg et que f~3 - 
De plus, on a

Remarquons que f * * est de classe 1 sur R*+ x [R.
r ~ 

et j 
** est ae classe C vv sur 03A9.

Ces resultats de regularite et 1’egalite = [R3 permettent d’affirmer
que la C. N. S. du theoreme 6 .11 est applicable a ce probleme.

Les points (t, x, p) de Ei n (cri x sont les points de E 1 verifiant Ie
systeme (8.11) et 1’equation Gx(x) = 0. Cette derniere equation s’ecrit ici

y1 fx(x, = 0 (conséquence de la proposition 5 . 6).

Etant donne que 1’on a fx(x, = x + y 1 et que fx(x, y2) = x + ~ 2 , ,
avec (8.12) on obtient : 

~ ~
A ? /1//Tt v

On en deduit que et que (~2 - Le probleme ~(o, T, xo, xT)
admet donc des solutions.

Application au cas où f ne depend pas de t.

On pose f(t, x, y) = g(x, y). On suppose que f verifie les hypotheses 1.1
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tl 1 . ~. ~ B.11i L, 

paralleles a la droite d’équation t = 0.
Les seules courbes critiques minima sont, quand elles existent, des droites

d’equation x = y. La seule possibilite pour une trajectoire (t, 
de sej ourner sur une courbe critique minimum est que x‘(t) = 0.
Une courbe critique minimum est donc caracterisee par :

~**/~T r~B ~~x~x~~ r~B n ~~cb/-r: r~B ~ n

On pourrait demontrer que ces conditions sont equivalentes a

(~~, g**(~,~, 0)) est une singularite generique de type IC du champ hamiltonien
associe au probleme, au sens de l’article [5 ].
Le theoreme 7.3 apparait donc comme une extension au cas ou 1’inte-

grande depend de la variable d’espace t du theoreme 5 .1 de [5 ].

Application au cas du problème a variables x et y séparées.

On pose f (t, x, y) = get, y) + h(t, x).
Ce probleme a ete étudié dans [2] ] avec 1’hypothese :

, ". ~ , ~. B ~~~.. _ _ A

!-’! /+ ".1 - 1" t,..~1 .

L’hypothese preceaente nous permer aamrmer quaucune irajectoire
de ~~ ne peut etre tangente a Ei. Donc, toute solution de est aussi
solution de ~ et ~ admet toujours des solutions.

L’hypothese faite dans [2] ] apparait comme une condition suffisante
pour qu’il n’existe pas de courbe critique minimum associée a f.
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