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REsuME. — On s’intéresse & une bifurcation de dédoublement de courbes
invariantes sur le cylindre, qui provient de I'interaction des bifurcations
de Hopf et de dédoublement, pour une famille générique a deux paramétres
de difféomorphismes de R3, restreinte 4 sa variété centrale supposée C*®.
On généralise & ce cas des résultats d’A. Chenciner sur la bifurcation de
Hopf dégénérée. En particulier, on retrouve une structure locale analogue
de I’espace des paramétres : a I’extérieur d’une infinité de bulles disjointes
trés fine, la dynamique ressemble (dans un sens précisé dans le texte) a
une forme normale.

Mots clés : Systéme dynamique, difféomorphismes, bifurcations locales, courbes invarian-
tes, petits diviseurs, espace de Fréchet, conjugaison différentiable.

ABSTRACT. — We study an invariant curve doubling bifurcation on the
cylinder, obtained from a Hopf and a period doubling bifurcation interac-
tion of a generic two parameter family of diffeomorphisms of R3, by
restriction to it’s central manifold supposed to be C®. We generalized to
this case some results of Chenciner on degenerate Hopf bifurcation. We
find in particular, an analogous local structure of the parameter space :
except for an infinity of very thin bubbles, the dynamics looks like a
normal form.
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0. INTRODUCTION

Le phénoméne des cascades de dédoublement de Feigenbaum-Coullet-
Tresser pour les orbites périodiques est aujourd’hui bien compris. Une
question encore ouverte est de savoir si une cascade analogue peut exister
de fagon générique pour des tores invariants.

Ce probléme, traduit dans le langage de la dynamique des familles de
difféeomorphismes, consiste & étudier une suite de dédoublements de courbes
invariantes. C’est une des motivations a long terme de ce travail.

Ce projet est sans doute hors de portée actuellement et cet article en
constitue une étape préliminaire : 'étude de la bifurcation élémentaire.
Pour étre exact, nous ne présentons ici que la premiére partie de cette
étude sur un cas particulier (voir §1.2), exhibant toute la complexite
dynamique du cas général, la seconde partie suivra dans un prochain
article.
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DEDOUBLEMENT DE COURBES 39

Une autre motivation est le fait d’entrer dans le domaine des bifurcations
de difféomorphismes de codimension supérieure a un, donc il n’existe pas
de théorie générale. Par contre, les travaux d’A. Chenciner ([3], [4], [5])
sur la bifurcation de Hopf dégénérée, ont ouvert une bréche dans cette
forteresse, et nous ont fortement guidé tout au long de cette étude. La
concordance de nos résultats avec [3] nous laisse croire en la possibilité
d’une telle théorie.

Le phénoméne de dédoublement dont il est question correspond essen-
tiellement en la perte de stabilité d’'une courbe invariante, lorsque I'un des
paramétres de la famille de difféomorphismes traverse une région critique,
qui en général n’est pas une courbe, et donne naissance a un nouvel
attracteur, composé de deux courbes qui s’échangent (elles sont donc
invariantes par I'itéré second).

espace des nouvel attracteur
parameétres C )

enc de _stabilité W

* courbe invariante

Fic. 1.

La perte de stabilité d’'un point fixe se caractérise simplement par le
spectre de la différentielle en ce point et, grace au théoréme des fonctions
implicites, nous pouvons conclure (si +1 n’appartient pas au spectre) en
la persistance d’un point fixe et en I'unicité du point de bifurcation dans
I'espace des paramétres. Il en va tout autrement si nous étudions la perte
de stabilité d’une courbe invariante (par exemple par dédoublement), nous
ne disposons en effet plus d’une caractérisation unique, d’ou les questions
{minimales) :

La bifurcation se produit-elle en un unique point de Pespace des
paramétres ?

Y a-t-il persistance d’une courbe invariante au voisinage de la courbe
qui bifurque?

Vol. 5, n° 1-1988.



40 J.E. LOS

Les réponses a ces questions sont analogues a celles données par
A. Chenciner dans [3]:

Dans I'espace des paramétres, ensemble suivant lequel la bifurcation
se produit en un unique point est un ensemble de Cantor (et non plus une
courbe).

Les régions de I'espace des paramétres ou la dynamique est non triviale
est une union disjointe de trés petits ouverts, ce sont les « bulles » (voir
fig. 12).

C’est pour les valeurs des paramétres appartenant a 'une de ces bulles
que le systéme peut présenter une dynamique complexe, comme, par
exemple, I’existence d’orbites homoclines, ou d’ensembles invariants d’Au-
bry-Mather (voir [4], [5]).

Les démonstrations de ces résultats s’articulent autour du trés puissant
théoréme des fonctions implicites de R. S. Hamilton ([8], [2]), et de son
utilisation dans le contexte des petits diviseurs par M. Herman [9]. 1I
permet, entre autres, de démontrer un analogue au théoréme de la courbe
translatée de Riissemann ([15], [9), [11], [3]), que nous appelons : théoréme
de la courbe tournée (voir §III, §1V). Les résultats démontrés dans cet
article ont été annoncés dans [19].

DES NOTATIONS :
(R", x,) désigne un voisinage de x, dans R”.
f: (A, a) > (B, b) désigne une application f définie sur un voisinage de a
dans A, a valeurs dans B, et telle que f (a)=b.
T"=R"/Z" est le tore de dimension n.
C*(E, R) est I'espace des fonctions de classe C* sur E, a valeurs dans R
muni, si E est compact, de la topologie de la convergence uniforme des
dérivées jusqua ordre k, || . . . ||,
Diff* (T") est 'espace des difféomorphismes de classe C* de T, C* isotopes
a I'identité (préservent I'orientation).

1. FAMILLE DE DIFFEOMORPHISMES.
FORMES NORMALES

On peut naivement construire un modéle de bifurcation de dédoublement
de courbes invariantes, il suffit de considérer le produit direct d’une
famille présentant une bifurcation de Hopf avec une famille présentant une

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



DEDOUBLEMENT DE COURBES 41
f 9%

;/ ) dedoublement

. de courbes
» invariantes

dedoublement i ?/

bifurcation de dédoublement (voir fig. 2). Cette approche permet de définir
'espace de phase ainsi que I’espace des paramétres. Il faut donc une
famille de difféeormorphismes dépendant de deux paramétres, dans
Iespace : (R% 0) x (R, 0). La dynamique la plus simple est schématisée sur
la figure 2.
Pour obtenir un cas générique, nous considérons une famille a deux

paramétres construite par analogie avec le modéle précédent :
soit D, : (R, 0) - (R?, 0) vérifiant :

Dy (0)=0

SP(Dpo (0D ={ —1, Ip, Iy} (1)

lO =e2imno

I.1. Formes normales

Un difféeomorphisme formel : N=(N,, ..., N,): (C*, 0) - (C", 0) de
partie linéaire diagonale :

n
N;@=kz;+ ) N,,.z2% =] 25, z;€C, a,eN
lal22 i=1

est une forme normale si :

Vi, Yo, |a|22, N,,#0 = A,=A* (résonance)

Vol. 5, n° 1-1988.



42 J.E. LOS

Tout difféomorphisme dont la partie linéaire est diagonalisable est formel-
lement conjugué & une forme normale (voir[1]). Pour passer du cas formel
aux cas concrets il suffit de remarquer que la conjugaison formelle est
obtenue en effectuant une suite infinie de changements de variables qui,
en général, ne converge pas [1] (d’ou le terme formel). Si nous nous
contentons d’un nombre fini de tels changements de variables, le difféomor-
phisme en question sera alors conjugué a la somme d’une forme normale
polynomiale, tronquée a un ordre fini, et d’'une perturbation d’ordre
supérieur, et ce pour toute classe de différentiabilité.

(a) Hypothése de non-résonance forte

En considérant une forme normale tronquée a I’ordre N, nous suppose-
rons toujours que le couple de valeurs propre : e* 20 de la partie linéaire
de Dy, (1) ne présente pas de résonances fortes, ce qui signifie :

v2eqQ, |q|<N,  w,#F )
q q

Dans ce cas, la forme normale tronquée a I’ordre N ne comporte que des
termes provenant des résonances triviales :

(_l)Zp(lo'l‘O)k lozlw (—1)2r+1(lol_0)m=—1, lozeZimno‘
Ces termes sont de la forme :
lellkyZp’ y2r+llZ|2m,

ou ze(C, 0) et ye(R, 0) sont les coordonnées sur les espaces propres
associés respectivement aux valeurs propres : (ly, Ig) et —1. Ceci implique
que la forme normale est équivariante sous I’action du groupe des rotations
du plan propre associé au couple (lg, ).

(b) Déformations

Nous cherchons maintenant a écrire 'expression de la famille D,,, C*
n (y, v) €(R?, 0) annoncée en (1), en déployant Dy,,.

Les arguments sont classiques (voir par exemple [3], [6]), nous n’y reve-
nons donc pas. Il est peut-étre bon de rappeler que pour assurer la
différentiabilité (et donc la continuité) par rapport aux parameétres, la
déformation doit préserver les symétries de la forme normale polynomiale.
Donc, les coefficients des polynomes (équivalents des invariants de

Birkhoff), sont « simplement » remplacés par des fonctions C* en
(1, v) €(R?, 0).
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DEDOUBLEMENT DE COURBES 43
Pour une écriture plus agréable, nous donnons I'expression de la famille
en coordonnées cylindriques : z=re*™, (R*2—{0 }=T' xR™*):
D, : T'xR*xR.

D, (6,7, y)=N, (6,1, p)+P, (6 1 )

N,, est la famille de formes normales tronquée :
va(e9 r, y)= { 9+(D0+apv (r2> yZ);

rl(1+w+B, (% YL y[= (14 V) +7,, (2 ¥ (3)
et P, est la perturbation :
P67, »)={A,(6,r »);B,(6,1);G,(06,r )} 4

Dans ces relations o, B, y, sont des polynomes en r2, y%, de degré n
(2n4+1<N) et de valuation supéricure a 1, leurs coefficients sont C* en
(n, v). A, B, G sont des applications C* en leurs arguments ¢t peuvent
s’écrire :

Apv’ pr) Gpv=0((|r|+|yl)2n+2) (5)
ces estimations étant uniformes en (6, p, v) e T! x(R?, 0).

On remarque que si o, est irrationnel, on peut choisir n aussi grand
que 'on veut, mais fini, puisque la conjugaison n’est que formelle.

(¢) Forme normale restreinte au plan y=0

Le plan y=0 est globalement invariant par la forme normale, et, dans
ce plan nous avons une simple bifurcation de Hopf.

L’invariance par rotation implique que les courbes invariantes sont des
cercles dont le rayon r, est solution de I’équation :

Bt By (%, 0)=0

Hypothése générique. — Fixons la condition « d’attractivité vague » (voir
[14]), en imposant :

Boo
a(r?)

(0, 0)=PBgso#0, par exemple BSS <0 (5

Vol. 5, n° 1-1988.
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Dans ce cas, I'existence d’un cercle invariant pour N, /y=0 est assuré
lorsque w20 ( fig. 2), ce cercle est attractif et son rayon est donné par :

ro=—wPBoo+0 (%4 uv),  (u, VVE(R?0), pz0 (6)

I.2. Le Probléme réduit

Dans [12] G. Iooss démontre I'existence (lorsque u=0) d’une variété
centrale C® (polynomiale), isotope & un cylindre, invariante pour la forme
normale.

Par abus de langage, nous appellerons une telle variété un cylindre
invariant pour la forme normale. Par des arguments classiques d’hyperboli-
cité, il est clair que la famille D, =N,,,+P,, posséde également un cylindre
invariant, pour chaque valeur des paramétres dans une certaine région de
leur espace. Cette région est déterminée par la condition d’hyperbolicité
normale de I’ensemble invariant, elle prend la forme suivante :
|v|£K (n)|n| (voir[12]), ou K ne dépend que de I'ordre (2n+2) de la
perturbation.

Mais les méthodes liées & I'hyperbolicité ne nous permettent que de
trouver une variété invariante de classe C* (k fini). Or la perte de différen-
tiabilité est une des caractéristiques majeure des problémes de petits divi-
seurs (voir [9], [10], [11]) qui nous concernent dans la suite de cette étude.
C’est pourquoi nous imposons une condition forte de différentiabilité C=.
Cette hypothése sera supprimée dans I’article qui fera suite a celui-ci.

(a) Hypotheses

Pour la suite de cette étude, nous supposerons toujours vérifiées les
conditions (1), (2), (5) et nous ajoutons I’hypothese suivante :
(H1) Pour u20, il existe un cylindre invariant C* pour D,,.

Remarque 1. — Par continuité, la composante radiale de ce cylindre
satisfait :

r=0(|p|"), 0
comme ¢’est le cas pour la forme normale.

Remarque 2. — A des changements de variables C* pres, on peut se
ramener au cas d’un cylindre « droit », c’est-a-dire de rayon constant :
r=ry(n, v)=C(u)'/? C étant une constante positive.
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DEDOUBLEMENT DE COURBES 45

(b) Le probléme réduit
En restreignant la famille D, a ce cylindre on se raméne a I’étude locale
de la famille :
D, eC®(T'x[—1,1])
D,,(6, =N, (6, »)+P, (6, )
définie par :
D, (6, »)=D,, (6, ro (1, v), ») (8)
Fixons les notations, d’aprés (3), (4), (5), (7) nous avons :
N, (8, N ={6+0o+po,+a, |, v)y*+...
+ag, (1, V)Y —(L+V) y+by(m, VY +. o by ¥} (9)

Pour ce qui est des perturbations P, nous les considérerons de la forme
suivante :

P (8, N=0[([p]"2+]|y])**2) (9

Cette estimation provient effectivement du cas général (5) si nous imposons
une contrainte sur les paramétres, de la forme: |v|<C|p|, ou C est
une constante positive. Cette condition correspond en fait aux domaines
d’hyperbolicité du cylindre invariant, dans I’espace des paramétres.

II. BIFURCATION DE DEDOUBLEMENT SUR LE CYLINDRE

La famille des formes normales étant invariante par le groupe des
rotations, la bifurcation de dédoublement pour N, est caractérisée par
I'apparition de deux cercles C*¥, C~, qui s’échangent par N,,. Ces courbes
sont donc invariantes par N’=N_ oN .

Nous appellerons courbes dédoublées pour D,,, un couple de courbes
fermées invariantes par D3)=D, oD, et non par D,. C* et C™ sont
donc des courbes dédoublées pour N,,.

Pour la forme normale, le cercle y=0 est invariant, nous appellerons
courbe médiane invariante par D, une courbe invariante proche de y=0
(dans la topologie C?).

Pour un choix convenable des premiers invariants de Birkhoff (les
premiers coefficients de la forme normale), la bifurcation se produit comme
sur la figure 3.

Hv
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0 \Y
>
N, va
y=y, O
y=0 y=0< O = 4/_)
/' y=-y — O
Fic. 3.

I1.1. Courbes dédoublées pour la forme normale

Commengons par calculer I'itéré second de la forme normale, puis fixons
les signes pour trouver les courbes invariantes de N‘fj, nous nous limiterons
aux termes de plus bas degré.

La recherche des courbes invariantes par N2} se raméne, grace a I'inva-
riance par rotation, a résoudre ’équation :

y(2v+vi=B;(n, v) »*+0 (3*) =0,

ou (10)
By (1 v)=b3 (1, V)[2+4v+0 (v¥)]
Hypothése générique. — b, (0,0)= ;Z;f) (0, 0)#0, par exemple :
b;(0,0)>0. (11

La bifurcation sera alors celle de la figure 3 et la solution qui nous intéresse
est donc :

Y5 =2v/B4(0,0)+0 (v*, pv) (12)

I1. 2. Persistance des courbes médianes et déedoublées

Nous cherchons les domaines de ’espace des parametres pour lesquels
la famille D, « ressemble » & une forme normale.

DEFINITION (voir [3]). — Nous dirons que la famille D, ressemble a une
forme normale N, (4, v)=(W, V') si D,,oD,, et N,.,.oN,.,. possédent le
méme nombre d’ ensembles invariants, du méme type, et la méme décomposi-
tion locale en bassins d’attraction et de répulsion.
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DEDOUBLEMENT DE COURBES 47

Dans ce paragraphe nous définissons un voisinage ¥~ de la région de
bifurcation {v=0, p>0} dans ’espace des paramétres, en dehors duquel
nous pourrons conclure a la ressemblance de D, avec N, par un argu-
ment d’hyperbolicité normale.

uv

NOTATIONS :
NQ(6, )= {0+20,+2u0, +A,,(b"); y 1 +K,,(0*)},  (13)
oU nous avons poseé :

ALOD=A WV PP+ .. +A, (L v)y2"
K, .0)=2v+ v =B (1, V) y*+ ... +B, . (1, v) y2" (14)
B, (0, 0)>0.

Les cercles cercles invariants de la forme normale N2 sont donc obtenus
comme solutions de I’équation :

yK,, (0H)=0. (15)

Considérons, d’apreés (9') les termes de perturbation, qui sont pour chacune
des composantes, de la forme :

2n+2—-k kj2
y U9 (6, ) (16)
k=0,1,...,2n+2.

Parmi ceux-ci, le plus génant, celui qui détermine la taille de la perturbation
est: u" ' @,,42(0, »), qui en général ne s’annule pas en y=0.

Si nous bornons la composante normale (suivant y) de P,, par une
perturbation invariante par rotation : va(e, »={0; @ +p*?}, les
courbes invariantes de N2 et D, cDZ sont données par :

yK,, (3H)=0 }
YK, 0@ +y*?)=0

qui définissent trois surfaces MY, Mpi, que nous pouvons représenter
localement dans R? par les coordonnées (y, y, v) puisqu’il y a invariance
par rotation ( fig. 4).

On peut interpréter ces surfaces en terme d’ordre de grandeur compareé,
entre la forme normale et la perturbation. En effet, dans les régions
definies par: M, ;<0 ou M,,,;=0, les termes de perturbation sont
négligeables devant ceux de la forme normale, la dynamique normale est
donc la méme. De plus la distance entre les nappes voisines M* et M,
correspond a la taille que doit avoir le voisinage sur lequel est définie la
courbe invariante cherchée. On constate alors que les difficultés, lorsque

(17)
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les ordres de grandeurs de la forme normale et de la perturbation sont
comparables, ne peuvent avoir lieu qu’au voisinage de ’axe des p.

Nous allons montrer I'existence de courbes invariantes par D@, norma-
lement hyperboliques, proches de celles de la forme normale. Nous appli-
querons a plusieurs reprises la proposition 1 suivante, qui est classique, et
dont la démonstration consiste a construire une transformation contrac-
tante dans un espace de Banach convenablement choisis [un sous-espace
de C*(T!, T* xR)], c’est la méthode de transformée de graphes (voir [6],
[13], [16]).

ProposiTioN 1 (voir [13]). — Soit F,:T'x[—1,1]>T"'x[—1,1] une
famille locale [en (p, V)] de difféomorphismes de classe C¥, qui s écrit, pour
(1, v, y) dans un voisinage de (0,0,0) :

Fo(0,)={0+Qv)+7T,6,y); (A-19y+[,0,»} (18)

ot T=1(W,v) 20 est le paramétre d hyperbolicité normale, continu en (0,0)
avec 1(0,0)=0, p est une puissance strictement supérieure a 1, Il et I" sont
des fonctions 1-périodiques en 6 et bornées uniformément [en (W, v)] dans un
voisinage de T* x {0}.

Alors il existe un €,>0 et un voisinage W, de T'x {0}, tel que,
pour tout 0<t<g,, F,, posséde une courbe fermée invariante dans W,
lipschitzienne, attractive, dont la taille du bassin d attraction est bornée par
une constante indépendante de T, |, v.
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Remarque 1. — La proposition 1 n’est pas formulée dans un cadre
abstrait général, mais est suffisante pour les applications que nous voulons
en faire.

Remarque 2. — La continuité de la fonction t(p, v) entraine ’existence
d’un ouvert U, de I'espace des parameétres sur lequel s’applique le résultat
de la proposition.

Complément. — F,, étant de classe C, il existe une filtration :

UyoU;o ... 22U, tel que si (u, v)eU,, m=0,1,...,k, alors F,, pos-
séde une courbe invariante de classe C™.

Remarque 3. — La démonstration étant basée sur le théoréme du point
fixe dans un espace de Banach, sous-espace de C*(T?, T! xR), nous ne
pouvons pas étendre le résultat jusqu’a la différentiabilité C*, puisque
C* (M), M étant compact, n’est pas un espace de Banach.

(A) Région v<0

Afin d’appliquer la proposition 1 4 D{?), on effectue une transformation
d’échelle :

Vii T'XRoT'xR, V,(6,)=(6,x=yfo),

ou o est un paramétre que nous déterminerons. Par abus de notation,
écrivons :

D2)(8,x)=V, o D@ V16, x),
nous obtenons alors :
DY (8,x)= {0+2w+2pw, +o? A, (x2 @) +f,, (6, x);
(1+2v+v) x+0?B,, (x%, )+ 1/o.g,, (B, ax)}  (19)

S et g sont les perturbations provenant de (10), explicitons les termes
importants :

f®ax)=p""1 fi(8,ax)+oxp 1 £ (6, ax)+a?F (0, x)
lo.g (8, ax)=p""joug_; (6, ax)+x"" D g, (6, ax) (20)
+ax?u"g, (6,0x)+a>G (6, x).

La relation (20) est sous la forme (18) si 'on pose a=v et si on impose
une condition du type :

|p"+tiv] <Cv2 (21

Vol. 5, n°® 1-1988.
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On vérifie qu’alors tous les termes de la perturbation satisfont une estima-
tion du méme ordre, c’est-a-dire :

Hf”co§Cv2, Hg”cong2 (22)

ou C est une constante positive, indépendante des paramétres.

Ceci est bien vérifi¢ puisque la perturbation initiale est bornée en norme
C*, pour tout k.

Donc, dans la région de I'espace des paramétres définie par :

(H;){I v<0

un+1[ <C|V3

B

nous pouvons appliquer la proposition 1, avec t=—v et p=2, ce qui
montre I'existence d’une courbe médiane invariante par D).

Remarque 1. — Nous avons mis la relation (19) sous la forme (18),
grace a la condition (21), ce qui revient & choisir p=2, mais nous aurions
pu choisir p plus petit, ce qui aurait augmenté la taille du domaine H,,.

Remarque 2. — La méthode de transformée de graphes utilisée pour
démontrer la proposition 1, définit un voisinage de x=0 dont la taille est
d’ordre 1 dans les variables (6, x). D’aprés le changement de variables V,,
nous obtenons un voisinage de y =0, dans les variables (8, y) dont la taille
est d’ordre v.

{B) Région des v=0

Dans ce cas la forme normale N2 posséde trois courbes invariantes

y=0, y=+y,, il faut donc étudier séparément la persistance de chacune
d’elles.

(B.1) Persistance de la courbe médiane

Le cercle y=0 est répulsif pour N2, lorsque v=0, il faut donc étudier

nv?

le difféeomorphisme inverse (D‘uzv)) ~! pour avoir une contraction. Supposons
la condition (21) satisfaite, nous pouvons alors écrire :

DR (6, x)= {©,,X, }
={0+Q(1, V) +v?A,,(60,x); (1+2v)x+Vv?B,,(6,x)} (23)
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localement, nous pouvons inverser cette relation :
8=0,+Q, (1, V) +Vv? A% (0,X,),

u

Q (1, V)= -Q(1, V) +0 (v3), (24)
x=(1-2v)X,+Vv*B(0,,X,).

v

Or cette expression est également sous la forme (18) de la proposition 1,
ce qui montre I'existence d’une courbe médiane invariante, pour des para-
meétres appartenant a la région :

0 >0
H+ V> ’ u
n {‘un+lléclvl3

(B.2) Persistance des courbes dédoublées, nouvelle localisation

Nous faisons ici une étude locale, au voisinage de y=y, (I'autre cas est
identique). Pour cela, considérons le changement de variables :
VZ : (ea y) - (e’ 0-), }
y=y,./1+ao,
ou o est un paramétre que nous déterminerons. Rappelons que y, est

solution de I’équation K“v(y2)=0. Calculons chacune des composantes
par le changement de variables (25) :

0,=0+Q(n, V) +A,, (v +y300)+(8, o /1+00)
X2=y0\/1+a):=y0\/1+czo'[1+Kuv(y(2)+y(2)a0')] (26)
+g(0,y, /1 +0a0)
Effectuons un développement de Taylor sur chacune des composantes :
0, =0+Q (1, V) +y3aA; () +F,, (6, 0)

dK,, b2
):=<1+y§d(y;)(y§))o+ ;‘)sw(e, o)+

(25)

(27)

T,.(6,0)
AYo

avec : .
Q(v)=QMmV)+A, (), y=0(V"?)
dA

Al(o) =~ (y‘f) (5)5+0 (c?)
dK

pour v suffisamment petit.
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Les applications A’, F’, S, T sont C* en leurs arguments, dans un
voisinage de lorigine. Pour appliquer la proposition 1, nous posons

a=v'/?, étudions les termes de perturbation qui ne sont pas immédiatement
sous la forme (18) :

Fl.(0,0)=pn""1F,(6,0)+p"* /2y F (6, 0)
+1W i F5(6,0)+y3 F7(6,0) (28)

1 l‘l'n+1 p’n+(1/2)
—T,,(0,0)= t+ .t
AYo AYo a
p’n n—(1/2) l,l"_l .,
+ Yolyt Yots+ ” yor” (29)

Comme dans le cas précédent, le terme le plus génant est celui en p"* 1/ y,,
si nous supposons a nouveau que les paramétres (y, v) satisfont I’estima-
tion (21), nous pouvons alors écrire :

@, =0+ (1, v) +v*2Q,,(6,0)

} (30)
Z=(1—yv)o+Vv¥?*R,,(6,0), v=B(0,0)

Les applications Q et R ont toute la régularité nécessaire, elles sont C*-
uniformément bornées, I'expression (30) est donc bien sous la forme (18)
et nous pouvons lui appliquer la proposition 1. D’aprés le changement de
variables (25), la taille du voisinage sur lequel est définie la courbe inva-
riante est d’ordre v, dans les variables (8, y).

I1. 3. Domaines d’hyperbolicité et bassins

Résumons un peu notre connaissance du systéme perturbé. Nous avons
dans le plan des paramétres différentes régions définies par (21) et ce dans
un voisinage de I’origine.

L’hypothése initiale d’existence d’un cylindre invariant, impose : p=0
et | v] <C(n)p, en regroupant toutes ces estimations, nous définissons les
domaines d’ hyperbolicité normal :

H {Iui““élv}ﬂ H- { iuI"“éIVP} (31)
0=sv=C(nmp —C(mpsvs0

Si n est suffisamment grand, ces domaines ont l'allure donnée sur la
figure 5.
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FiG. 5.

Les domaines H, et H, ont la forme ci-dessus lorsque les relations
(31) déterminent un contact au moins quadratique, n doit donc étre
supérieur a 5, mais nous avons déja remarqué que la relation (21) et donc
(31) n’est pas optimale. Dans le voisinage de I’origine, nous définissons le
complémentaire ¥~ de H,” \JH, , c’est un voisinage effilé de la courbe de
bifurcation (v=0) qui est strictement analogue a celui étudié par
A. Chenciner dans {3]. C’est pour ces valeurs de (p, v) que les comporte-
ments dynamiques compliqués peuvent exister, comme 1’existence d’orbites
homoclines, ce que nous n’étudierons pas ici (voir [4],[5]).

Bassins & attraction et de répulsion

Reprenons la figure 4, dont nous allons considérer une coupe p=Cte.
D’aprés ce qui précede, les difficultés se présentent pour les valeurs des
paramétres tels que M5, ;20 et M, , <0. Si nous définissons ¥" comme
sur la figure, avec la perturbation (17), nous obtenons une taille d’ordre
O (u*P7'3), ce qui correspond & (21) si p=n+1. La distance séparant
M), et M,,, est dordre O (u"*!). Or pour (i, v) vérifiant (21), la
proposition 1 définit un voisinage d’ordre O (v) pour chacune des courbes
invariantes, et d’aprés (21) |v|>C|p[** 1.

Les voisinages sur lesquels sont définies les courbes invariantes étant
plus grands que la région entre M.}, , et M, ,, nous pouvons conclure,
en recollant ces voisinages, que pour (u, v) dans H,f \JH_ la famille D,
ressemble 4 la famille des formes normales N

2\ 4

puisque D) et N& ont

uv
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P

v
>

FiG. 6.

le méme nombre de courbes invariantes, et la méme décomposition uni-
forme en bassins. Remarquons, en passant I'avantage de la méthode de
transformée de graphes sur des méthodes plus abstraites du type point
fixe (Schauder,...), en effet, elle nous permet d’une part, d’avoir une
estimation du voisinage de définition de la courbe invariante, et d’autre
part de connaitre la dynamique au voisinage de celle-ci.

TueorEME 1. — Soit D,,:T' xR - T' xR, définis par (8), (9), (9" et
vérifiant Ihypothése générique (11), soient H, et H, définis par (31). Si
n>5 est fixé, il existe un voisinage U, de (0,0) dans le plan des paramétres,
et un voisinage W, de 0 dans R ayant les propriétés suivantes :

(i) Si(u, vVeU,NH, et si yeW, alors D, (8, »)eT! x W _ pour tout
BeT?, et D, posséde une courbe fermée invariante, lipschitzienne, normale-
ment hyperbolique et attractante, dont le bassin d’ attraction contient W,

(i) Si(u, v)eU,NH, et yeW,, alorsDZ (8, y)=D,,°D (8, y) appar-
tient a T' x W, et D) posséde trois courbes fermées invariantes, lipschitzien-
nes, normalement hyperboliques, et dont la réunion des bassins d attraction
et de répulsion contient W,. Parmi ces trois courbes une est médiane, les
deux autres forment un couple de courbes dédoublées.

Complément. — Il existe une filtration :
LUieUye... el ey,

dans le plan des paramétres, tel que : si (p, Ve HF MU, , alors les courbes
invariantes définies par (i) et (ii) sont de classe C*.
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III. THEOREME DE LA COURBE TOURNEE

III. 1. Position du probléme

Nous étudions dans ce paragraphe, ainsi que dans le suivant, I’existence
d’une courbe médiane invariante, pour des valeurs des paramétres apparte-
nant a ¥~ (fig. 5). La difficulté dans ¥~ provient du défaut d’hyperbolicité
qui nous conduit, en s’inspirant des théorémes du type KAM, a chercher
une courbe invariante, proche de y=0 sur laquelle la restriction du dif-
féomorphisme est conjuguée a une rotation diophantienne. Une démonstra-
tion directe d’un tel résultat est probablement délicate, c’est pourquoi
nous utilisons une étape intermédiaire, analogue au théoréme des courbes
translatées de Riissmann ([15], [9], [11], [3]). La différence est que nous
considérons, non pas une translation de la courbe, mais une rotation.
Nous cherchons donc une courbe, invariante par la composée de D, avec
une « petite » rotation, ce résultat est appelé : théoréme de la courbe
tournée.

Dans ce paragraphe, nous démontrons une version simplifi¢e du
théoréme, que nous affinerons au paragraphe suivant, dans l'optique
d’annuler la rotation, et donc de trouver une courbe invariante.

III. 2. Réduction du probléme et mise en équation

Cherchons dans un premier temps a simplifier ’écriture de la compo-

sante angulaire de la famille D, par un changement de variables.

(A) Changement de variables

Reprenons Iécriture de la famille D, donnée par (9), (9") :
D,,(8,»)={0,Y}
avec :
{ O=0+wo+ 10, +a, (WLV) Y +. .. +ay, (1, V)Y "+pS (6, )
Y=—(1+V)y+by(V)¥ +. .. +bypr (V)" +p,(8,)

LemMmE 1. — Supposons a, (0,0)#0, par exemple :
a, (0,0)>0. (32)
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1l existe un difféomorphisme localement C* pour (p, V) suffisamment petits :

VO T'x(R,0) > T'x(R,0), VO(6,y)=(8,x),

tel que :
D, (6, x)=V3voDuvo(Vﬁv)‘1(6, x)={0,X},
oulona:
O =0+, +nw, +x>+g9%,(6) } (33)
X=—(14+V)x+b5(u,v)x*+ ... +5,,_ (V) x*"" 145, (6,%)

et g3v=0(| u;nn)’ ;pv=0 [(x+u1/2)2,.|‘
On remarque que I'hypothése (32) est analogue au « twist monotone »
pour les théorémes du type KAM ([3], [11]).
Démonstration. — Réécrivons I'expression de ©, sous la forme :
®=e+0‘)0+p’0‘)1 +a2(ll, V)[yz+(ppv(e> y)]a

ou @ est une application C pour (p, v) dans un voisinage de I’ origine.
Cherchons maintenant y (6, p, v) solution de I’équation :

29+ g 40 (34)
dy

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, y existe pour (i, v) suffisam-
ment petits, et est de classe C®. L’équation analogue pour la forme
normale admet y=0 comme solution, avec la perturbation (9) nous pou-
vons estimer I'ordre de grandeur de :

y=0 (W13, posons :

8w (®)=7i 8) +0,,(6,7)=0 (w*"), (35)

Iexpression analogue pour la forme normale est identiquement nulle.
Effectuons maintenant le changement de variables : z=y—y, nous obte-
nons alors, en utilisant (34) et (35) :

Y+ 0, (8,9)=2,,(0)+2° +0 (' 2)=x*+g,, (6), (36)

ou nous avons posé : x=(y—y)[1 +0 (u*)], et finalement posons :

x=;«/a2 (p" V)a (37)

ce qui est licite dans un voisinage de (0, 0) d’aprés (32). Le changement
de variables : VEV(G, y)=(6, x) est bien un difféomorphisme local, dans
un voisinage de T'x {0}, et pour (4, v) proche de I’origine. Ecrivons
expression de la famille D, aprés le changement de variable V°, nous
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obtenons (par abus de notations) :
D,,(8,x)=V),°D,,° (V%) 1(6,x)=(0,X),
avec :
O =0+ my+ po; +x*+g5, (0) } (38)
X= _(1+V)x+53(u’ V)x3+ ... +52n+1 (p>v)+§pv(95x)
et :
Y — o — n+1
g ®=a, (1) g, (O)=0 (")
Ep.v (9, X) =0 (H"+(1/2)) +0 | (x+ ,'11/2)2 n+2 |

Nous pouvons condenser cette expression, en acceptant de perdre une unité
d’ordre de grandeur pour la forme normale, nous obtenons finalement
I’expression (33) du lemme.

(B) Formulation du probléme

Le but de ce paragraphe est de trouver une courbe invariante par D,
suffisamment proche de x=0 (en topologie C' par exemple). Nous la
chercherons comme graphe d’une application ¥ de C®(T%). Ecrivons
I'équation fonctionnelle que doit vérifier Y, traduisant I'invariance par D,
de la courbe {(6, {(0), 6€T"}.

O (Y, 8% () =/ (8)=0+ 0 + poo, +¥2 (8) + 25, (0)
Wof 0)=—(1+V)¥®)+bs(, VF(O)+... (39)
+b 0 (V)P 4D, (6,7 (8))

L’analogie déja citée avec les théorémes de courbes invariantes ([9],
[3]), nous incite & chercher une solution de ce systétme en imposant au
difféomorphisme, restreint 4 sa courbe invariante, d’étre conjugué a une
rotation diophantienne.

Notations. — Soit Diff*, (T?) le groupe des difféomorphismes du cercle,
de classe C¥, qui préservent I’orientation. Notons R, la rotation du cercle :
R,:T! > T R,(0)=0+a, et #, la rotation du cylindre,

#,: T'xR->T! xR, R, (0, x)=(0+A, x).
Nous cherchons donc W satisfaisant (39) et h dans Diff? (T') vérifiant
I’équation de conjugaison :

f(®)=h"1oR, °h(0). (39)
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(C) Conjugaison locale a une rotation

L’expression (39) montre que f est un difféomorphisme du cercle de
classe C®, or d’aprés Arnold, Herman, Yoccoz ([1], [10], [18]), pour
étudier la conjugaison a une rotation, nous devons considérer son invariant
topologique : le nombre de rotation. Malheureusement, contrairement aux
cas [3], [9], f dépend quadratiquement de ¥, donc en fixant fet par la méme
son nombre de rotation, la fonction inconnue W n’est pas déterminée. Ce
qui nous conduit & modifier la stratégie, et a « ajuster » f pour qu’il ait
un nombre de rotation fixé. D’aprés M. Herman (voir [10], chap. III),
nous avons :

PROPOSITION 2. — Soit ® un nombre irrationnel, et p : Diff% (T!) - T,
Iapplication continue « nombre de rotation ».

11 existe un voisinage W de (0,0) dans [C® (TY)]?, tel que pour tout (\, g°)
dans W, il existe A, dans T vérifiant :

PO, g)+A,]=0.

De plus Papplication : (V, g°) e [C*(TY]? - A, eT* est continue pour la C*-
topologie.

Si nous supposons maintenant que © est non seulement irrationnel, mais
également satisfait une condition diophantienne (voir (43)), alors d’aprés
le théoréme local de conjugaison d’Arnold, ou d’apres le théoréme global
de Herman-Y occoz ([10], [18]), nous avons la proposition suivante :

ProposITION 3. — Soit o un nombre diophantien (satisfaisant (43)), il
existe un voisinage W’ de (0,0) dans [C®(T")]? tel que pour tout (¥, g°
dans W', il existe L, dans T* et h, dans Diff% (T") tel que

O, g9 (®)+r,=h, ' o Rk, (6),
de plus I'application :
(W, g% e[C®(TH = (A, h,)eT! x DIff? (T

est différentiable, c’est méme une bonne application de classe C' (au sens
de Hamilton [8]).

Cette derniére proposition réalise exactement le programme annonce
pour ce qui est de la conjugaison : il existe un paramétre qui « ajuste » le
nombre de rotation 4 w. La fin de la proposition concernant la bonne
application de classe C' ne découle pas directement du théoréme
d’Herman, mais nous la montrerons, au passage, a la fin de ce paragraphe.

Notons que la stratégie, pour trouver une courbe invariante, qui consiste
d ajouter un paramétre suivant la composante angulaire (et non sur la
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composante normale comme pour le théoréme de la courbe translatée),
complique la méthode puisque le paramétre qui est introduit est une
fonctionnelle, dépendant de la fonction inconnue V.

I11. 3. Théoréme de la courbe tournée

Ecrivons D,, sous une forme simplifiee, qui nous suffira dans cette
partie :

D, (8, x)={(0+ @, +po; +x*+g2,(0); —(1+Vv) x+0,, (6, x)} (42)

TuEorEME 2. — Soit ® dans T, fixé, satisfaisant une condition
diophantienne :
C
3Cc>0, 3p=0/v2eQ/z, ( —Elg — (43)
q ql” |4

Soient ®eC*(T?, T') et g°e C*(T?'), suffisamment petits.

Alors il existe A, eT', V,,,eC(T"), h,, eDiff2(T?!), tels que la
courbe fermée €, déquation x=V,,(0) est invariante par :
D=2, ° Dy € Dy, restreint a €, est conjugué par h,,, a la rotation
R,. De plus les applications :

C®(T!) x C* (T2, T!) - [C* (T!)]? ~ T* x Diff= (T")
&% ®) - % W) -2, h

sont des bonnes applications au sens de Hamilton, et sont définies sur des
voisinages respectifs de : (0,0), (0,0), (A, id), avec Ag=w—0,—pw,, qui
est la valeur de A pour la forme normale.

Remarque 1. — Pour la suite de la démonstration nous supprimons les
indices , p, v afin d’alléger les expressions.

Remarque 2. — Les paramétres (p, v) sont dans un voisinage de ’origine,
compatible avec les changements de variables de I11.2. Dans ce cas le
théoreme de Hamilton que nous utilisons implique une dépendance C®
de A, h, { par rapport aux paramétres.

Remarque 3. — Nous avons supposé que la perturbation ® appartient
a C*(T? TY), ce qui revient a supposer ® périodique en sa seconde
variable. Ceci ne restreint en rien le probléme puisque x est dans un
voisinage de I"origine.
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II1. 4. Démonstration du théoréme 2

Nous allons suivre la démonstration de M. Herman [9] du théoréme de
Riissmann. Bien que le probléme se présente sous une forme sensiblement
différente, la méthode centrale, basée sur lutilisation du théoréme des
fonctions implicites de Hamilton, sera analogue. Pour démontrer le
théoréme 2, nous devons prouver I'existence de A, s, h vérifiant :

(@) F[®,g° V](0)=6+wy+po, +A+y*(8)+g°(6)
=h"1oR,°h(8) (44)
(b) A, g°% V()= F(6) +(1+v) ¥ (6) — (6, Y(8)=0

Nous appliquons le théoréme de Hamilton a # qui est une bonne
application de classe C®, en effet :

(f; €C>(T, T)xC* (T, T") » g fe C*(T', T")
est une bonne application C*®, ce qui découle des inégalités de convexité
([8], [11]) (inégalités de Hadamard) :
lgof lm=Cotllgllm Nl A+l 1M1 S+l ellods 45

dans la suite nous utiliserons €galement le fait que les applications suivantes
sont des bonnes applications C*.

feDiff*(T!) -» f 1 e Diff*(T?)
et

(f, 8)€[C*(TH]* > f.ge C(TY),
ce qui découle également d’inégalités de convexité :

17t —id = Calll fidflut 1} i [/-id]is1 (45)
et

1/-&llmS Conlll £ - g llo+ 11/ flo- [ & ]l (45)

H vérifie donc la premiére partie des hypothéses du théoréme de Hamilton

(8], [9).

H: C2(T?, TY) x[C*(TH]* » C*(TY)
est une bonne application de classe C* entre deux bons espaces de Fréchet,
et elle veérifie :

#(0,0,0=0 }
F(0, 0, ;)=R,, pour A,=@—®y— Uo,.

Dans le cas de la forme normale, nous avons : A=%4,, ¥=0, h=id.

(46)
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Pour appliquer le théoréme de Hamilton, il reste 4 démontrer I’existence
d’un inverse pour D, # (la dérivée partielle par rapport 4 W), pour tout
(®, g°% ) dans un voisinage de (0, 0, 0). La démonstration de ce résultat
va occuper la fin de ce paragraphe. L’existence de (A, h) vérifiant (44) (a)
est assuré par la proposition 3, le point important étant la propriété de
différentiabilité des applications A(g° W) et h(g° ¥) pour tout (g° ‘P)
dans un voisinage de (0,0).

(A) Calcul de la dérivée partielle D, #

Précisons que la dérivée s’entend au sens de Gateaux, c’est-a-dire :

lim {1/t [# (@, g° Y+t Ay)—# (D, g° )]}

t—> 0

Remarque préliminaire. — Dans ces calculs, les dépendances sont multi-
ples, la plus délicate étant celle de # en W par I'intermédiaire de A.
D’apres la proposition 3, (V) est différentiable et nous avons donc :

AP +AY)—A(P)=t AL (s, AY)+0 (t?) 47)

AX est la dérivée de A par rapport 4 W, c’est donc une fonctionnelle
linéaire en AY, nous expliciterons cette dépendance a la fin de la
démonstration. Dans un premier temps, AA sera considéré simplement
comme un parameétres réel du systéme.

Dans le calcul de la dérivée D, #° nous devons, en particulier, exprimer
D,F= 2—\1;, que nous noterons AF. D’aprés la remarque précédente et la
définition (47) de AA, nous obtenons :

AF =AL+2V. AY. (48)

La dérivée D, 5# s’exprime alors par :

D, # (D, g% W) (AW) (8)=AW o F (8) +1 () A¥ (8) +v(6). AL
n(6)=(1+v)+[D‘PoF(6)].2‘P(6)—Z£(6, ¥ (9)) (49)
X

Y(©)=D¥-F(0)

Soit An donné dans C®(T'), le probléme d’inversion local de D, #
consiste a chercher une application L vérifiant :

D, # (0, g° V). L(®, g°% {) An=An, (50)
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ce qui revient a résoudre I’équation suivante en AW :
AY < F (6) +n (6) A¥ (6) +v(0) AL=An(6) (51)

et a montrer que I'application : An e C® (T') - A¥Y e C* (T!) est une bonne
application linéaire de classe au moins C°.

Pour résoudre cette équation, nous effectuons une succession de bons
changements de variables, analogues a ceux de M. Herman [9], dont
Iobjectif est de transformer (51) en une équation aux différences, qui sera
résolue grace a la condition diophantienne.

LeMME 2. — L’équation (51) se réduit, par un bon changement de varia-
bles linéaire, en I'équation :

Ay (B+0)+1, (8) A (8)+7, () Ah=An, (6) (52)

Démonstration. — 11 suffit de poser X, (6)=Xoh !(8), avec X =AY,
M, ¥, An. En effet, d’aprés (44) (a) F=h~'<R_ oh, donc en composant
(51) par h~' nous obtenons bien (52). De plus, d’aprés (45), (45,
I'application :

(g, h)eC>(T*) x Diff= (T') > goh~Le C=(TY),

est une bonne application de classe C*, ce qui montre que le changement
de variables, qui est linéaire, est une bonne application.

LEMME 3. — On suppose que Ny =moh~! est suffisamment proche de 1
(dans la C*-topologie). Il existe alors un bon changement de variables qui
transforme I'équation (52) en :

Ay, (8+0) + oAy, (8)+v, () AL=An, (8), (33)
o étant un réel proche de 1.

Démonstration. — o satisfaisant une condition diophantienne, il existe
aeC>(T") et aeR ", uniquement déterminés par :

logn, (6)=loga+log a(6—w)—log a(e)} (54)

log a(0)=0
n, €tant proche de 1, cette expression est bien définie, et I'existence

provient de la résolution de ’équation aux différences (54), « est défini
par :

logoczj log n, (0)ds6. (54
Tl
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D’apres (49), I'hypothése du lemme sur n, est satisfaite, et d’aprés [9] :
neC®(T!) - (o, a)eR* x C*(T*) est une bonne application de classe C°.
En posant :

A¥, (8) =a (8—w) AP, (0),
Y, 0)=a®)y,(6), An,(®)=a(8)An,(6)

I’équation (52) se transforme en (53). Et ce changement de variables :
AV, eC*(T!) - Ay, e C*(T?) est une bonne application linéaire.

Le premier objectif de cette démonstration est atteint, nous avons
transformé ’équation initiale (51) en une équation aux différences (53), et
ce par une suite de bons changements de variables.

Nous pouvons résoudre (53), en considérant AL comme un paramétre
réel.

LEMME 4. — On se donne o un réel voisin de 1, A\ un réel et o satisfaisant
une condition diophantienne.
I existe alors (fy, f,) €[C®(TYH]?, tel que :

AV, =f1+ AL f, (55)

est solution de I'équation (53).
De plus il existe un entier k,, et pour tout entier m une constante B,
positive tels que :

182 [l =By | Azl iy +[ A ] [[ 72l (56)

ce qui montre que Iapplication : (An,, v,) €[C*(T)]> = Ay, e C*(T?), est
une bonne application de classe C°.

Démonstration. — L’équation (53) étant simplement une équation aux
différences, nous savons la résoudre. La différence par rapport aux cas
[3], [9], est que le paramétre o est proche de 1 (et non pas de —1), ce qui
évite d’imposer a cette équation une condition intégrale [du type (54)].
Donc pour toute valeur du paramétre AX, nous pouvons résoudre (53), sa
solution est linéaire en AA. L’estimation (56) est classique pour les
équations aux différences (voir [9], [11]), k, étant la perte de différentiabi-
lite. Nous avons donc montré a ce point que la suite de changements de
variables (51) — (53) est, par composition, une bonne transformation. En
revenant a I'équation (51), soit (AX, An) fixés dans R x C*(T?!) il existe
AY e C* (T") solution de I'équation (51), c’est une bonne application.

Pour conclure cette démonstration, il faut maintenant fixer la dépen-
dance de A\ par rapport a AW¥ en considérant I’équation de conjugaison
(44) (a).
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Posons K(h)=h"'oR_oh et cherchons Ah et Ah I'équation dérivée
de (44) (a) :

AF=AL+2¥ (0) A¥Y (0)=DK (h) Ah 57

LeMME 5. — Soient (s, h) fixés dans un voisinage de (0, id) de
C* (T x Diff (T?), soit Ay dans C*(T?') et ® satisfaisant une condition
diophantienne. Il existe (AX, Ah)eR x Diff® (T?) solution de I'équation (57)

et lapplication Ay eC®(T!) - (AA, Ah)eR x Diff? (T?) est une bonne
application de classe C°.

Démonstration. — Pour expliciter (57), calculons DK :
DK (h) Ah=(Dh™ R oh).(Ah—Ahoh™1oR o h), (58)
composons cette équation par h~! (Cest une bonne transformation) :
AL+2%,(0). Ay, (0)=(Dh™'oR,) (Ah, (6)—Ah, (8 + ®))
avec X, =Xoh™ 1, X =y, AV, Ah.
Posons [(8)=(Dh~'>R_(8)) "', nous obtenons alors :
hy(®)—h, 0+ w@)=1(8) (AL +2¥, (8) A, (9)), 39

qui est une équation aux différences, elle admet une solution si :
j [1(B)[AL+2¥,(B)AY,(8)]d6=0 (60)
Tl

ce qui détermine la dépendance linéaire de AA en AY, et permet de définir
I'unique solution (AX, Ah).

Remarquons que : A¥eC®(T!) — (AA, Ah)eR x Diff? (T') est une
bonne application C°, ce qui, en passant, démontre la fin de la
proposition 3 (en appliquant le théoréme de Hamilton).

Relions (60) a la solution (55) de I’équation (53), d’aprés (55) et le
changement de variables du lemme 3, nous avons :

Ay =fi+M0fo, (i ) ElC (TP, (61)

et en combinant avec (60) nous trouvons finalement I’expression de A\ :

Cette expression est bien définie, elle fixe la valeur de AM et donc, par

(55) celle de Ay, nous avons donc démontré la proposition suivante :
LEMME 6. — Supposons (®, g°, ) dans un voisinage de (0, 0, 0) dans

C2(T%, TH x[C®(TY]%. Il existe alors une bonne application de
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classe C° :
L(®, g% ¥):AneC®(TY - L(...)An=AyeC>(T"),
tel que l'on ait :
D, # (@, g°% ). L(®, g% ¥) An=AV.

Remarque. — L est injective car si on prend An=0, alors d’apres (595),
f1=0, donc f, =0, et d’aprés (62), AL=0, et dans ce cas I’équation (53)
ne posséde que la solution triviale AW, =0, et donc Ay =0.

En conclusion, la proposition 4 permet d’appliquer le théoréme de
Hamilton a s# ce qui clot la démonstration du théoréme 2.

Remarque. — Nous n’avons pas cherché a préciser la taille des voisinages
sur lesquels s’appliquent le théoréme 2, car ce probléme délicat sera détaillé
dans le paragraphe suivant.

IV. THEOREME DE LA COURBE INVARIANTE

Dans ce paragraphe nous précisons le théoréme 2, afin de prouver
I’existence d’une courbe médiane invariante, qui sera obtenue en annulant
le paramétre de rotation A,. A cette fin, il faudra modifier les hypothéses,
notamment la condition diophantienne, ce qui nécessitera de préciser la
taille des voisinages en fonction des parameétres.

IV.1. Reformulation et modifications

Pour la forme normale, le paramétre A, qui ajuste le nombre de rotation
a o sur la courbe médiane invariante y=0, vaut : A,=0—0,—po,. La
proposition 3 qui assure I'existence du parameétre A, qui, par continuité,
est dans un voisinage de A, de la forme : ]xm—x0|§s(c, B) ou CetB
sont les constantes diophantiennes.

Pour que A,=0 appartienne a un tel voisinage, p étant petit, il faut que
|o—w,| soit aussi petit que I'on veut, mais ceci n’est en général pas
compatible avec la condition diophantienne (par exemple si ®, est ration-
nel). Pour ne pas imposer & ®, de satisfaire également une condition
diophantienne (nous voulons un résultat générique au sens fort), nous
supposons que o vérifie une condition diophantienne dite « avec petite
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constante », ¢’est-a-dire :

3C>0, 3B20/vPeqz,
q

4
q

zC|8|/q**?  (63)
avec 6 =(0—mg)/®,.

D’aprés [17], [3], 'ensemble des o vérifiant (63) a une densité de mesure
qui tend vers 1 lorsque o tend vers .

(A) Transformation d échelle

Afin de « contrdler » la taille de la perturbation, nous effectuons le
changement de variables suivant :

(0, x)eT! xR > (8, z=x/u>)eT' xR (u>0). (64)
On déduit de (33) que D, (0, z)=(6, Z), avec:

O =0+0m,+pw, +pz*+g°(0)
(65)

1 Y
Z=—(1+v)z+pB, (2)+ WO (nt7? z4pt2)2m \)

B est un polynome dont tous les termes sont de degré impaire : 2k+1,
k=1,..., n—1. Ecrivons la perturbation P,, sous la forme :

P (6, 2)={u""" 9 (8); W&, 2)}, (66)

les fonctions ¢ et & sont C® dans un voisinage de lorigine et sont C*-
bornées pour tout k.

(B). Théoréme de la courbe tournée

THEOREME 3. — Soit ® proche de w, satisfaisant la condition
diophantienne :

3C>0, 31p20/v2eQ/zZ,
q

w—g‘zclsmql““, 8=(0—wg)/0,
q

Il existe £(C, B)>0 tel que si n=9 et 'o)—o)olgs(C, B), alors il existe :
Aop €T, Wy, €CZ(TY), hy,,, € DIff% (TY), ayant les propriétés suivantes :

(a) La courbe fermée %,,, déquation z=1Y,, (6) est invariante par
Dyp=%s,,° Dy 2:.(6, 2)=(08+14, 2).

pv?
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a %,,, est conjuguée par h, . a la rotation

v

(b) La restriction de D,,,
R,:0eT! -» 04+ weT?, (a) et (b) se traduisent par :

F(g% ¥, 1) (8) =8+ +po, + A +m* (8)+g°(B)=h~ 'R, °h(6) } 67
H (D, g% U) (B)=YoF(6) +(1+v) Y (8) —® (8, ¥(8))=0
avec g°=pu""1% et O=pB4p"E.
(c) Il existe un entier L et, pour tout entier m, une constante positive C,,
indépendante de ®, |, v tel que :

10 S Cob ] [0 e}
n—xo:+||h—idnm§cmw~4{nal|m+L+u<p||m+L}} ©®

(d) Pour o fixé, Iapplication :
(1 V) ERZ, 0) > (hyyus By W) €T x DI (TH) x C= (T

est de classe C® sur son domaine de définition, et vérifie, sin=13 :

|2 sufir et ol
u m

(L AL

* al»l m+s ap, m+s (69)
o 57\-0 ah n—13
el S U AT
n—"7 % 6_(p
+u < a]J, m+s+ a]J, m+s)}

COROLLAIRE. — Sous les hypothéses précédentes, avec n=13, et
|o—w,|SCps. II existe une fonction de classe C*: £,:Vy— W, on V,
et W, sont des voisinages respectivement de 0 et p, =38 dans le plan des
paramétres dont le graphe connecte les régions H* et H™ définies par le
théoréme 1. Pour tout (u, V) appartenant au graphe de ¥, la famille a un
paramétre Dy, posséde une courbe fermée invariante, de classe C*, sur
laquelle il induit un difféomorphisme conjugué a la rotation R,

Ce corollaire est illustré par la figure 7 plus loin.
Rappelons que pour la forme normale, définie par g°=0, £=0, nous
avons :
{ F(0, 0, A))=R,
H#(uB, 0,0)=0
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Dans la démonstration qui suit, nous allons considérer application :
%: E=C>(T% TH x[C*(THY]* > E
(@, g% V)~ [®, g% # (D, g% V)] }
Nous montrons que % est un bon difféomorphisme d’un voisinage de
xo=(1B, 0, 0)€E sur un voisinage de x,, d’une taille suffisante pour

contenir y=(uB+p"E, p"*'g, 0). La topologie sur E est la topologie
produit, définie par les familles des normes : || . . . ||,.

(70)

IV.2. Estimation de D¥, D* ¥, (D%) !

Commengons par exprimer D% et D %, nous suivrons ensuite la dépen-
dance des estimations par rapport aux parameétres.

D% (@, g° ¥)[AD, Ag®, AY]

=[AD, Ag%, DA (D, g° P)(AD, Ag’, AW)]
ou

DA(...)(...)=—AD+APF+1n.A¥ +yAk+yAg° 2
(71)

n=(1+v)+(DwoF)2w_‘;3(id, ¥) 5
X

vy=DWoF.

D’apreés (60) Ak est une fonctionnelle linéaire en AW, dont on peut estimer
la taille en fonction de AW.

D% (D, g% ¥)[(AD, Ag°, AP), (AD', Ag®, AY)]
=[0,0, D> (...)]

ou

(a) D2o#(.. .)=[—£(A®)A‘I"—E(A(D’)A‘P}
0x 0x

0@
b — S AP AY
(b) e -
(c) +[(DA®)° F]AF’ +[(D A¥’) - F] AF
(d) +[(D2¥ - F) AF']AF +[(D? ¥ o F) AF] AF’

(e) +(D¥-F)D(AF) AP +(D¥-F)D(AF) A’

Dans ces expressions, nous avons posé : AF = AL+ Ag® +2 py AWP.
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(A) Estimationde D% et D*%

Dans ce qui va suivre, nous noterons toutes les constantes positives par
la méme lettre C (il suffira de prendre la plus grande en fin de calcul), la
notation C,, indiquera que la constante dépend de m, mais pas des parame-
tres W, v, O.

Nous détaillons I’estimation de D¥, procédons de la méme fagon pour
les autres.

Commengons par majorer m, y et AA, en utilisant les inégalités de
convexité (45) :

Il S Con {1 @ s+ [l

en supposant || ¥||; <1, cette derniére hypothése suffit car || ®||; <1 est
satisfaite puisque p est petit.

De la méme fagon, nous obtenons : || v ||w < Cp || ¥ |lm+1-

D’apres (60) estimons maintenant AX :
|A7&| =C ” ¥ ”0 H A‘P[ o0, IOus obtenons finalement I’estimation :

ID%(®, £°, ¥) (AD, Ag®, AY)|,
SCu{ 14| Qllms s +[ ¥ [l 1+ A® [+ ]| Ag° [l + | A¥ [}
AV, [[A®], || A% ] =1

De la méme fagon, en estimant séparément chacune des expressions (72)
(a), ..., (e), avec les inégalités de convexité, nous obtenons ’estimation
de D*% :

[D*%(®, g% W) [(AD, Ag® A¥), (AD', Ag”, AV)]

(73)

en supposant : ||'¥

1s 1 1s

I

SCo{|@ sz + W lms 2+ | AR s 1 + [ AP [l +[ AV s s 1 (74)
+| AV [ 1 +][ AL [l 1 +]| ALY [[ms s + 1}
en supposant: | ¥|l,, [| AV ||, || AV |l [|A®]],, || A® ||, || Ago |2

|| Ag® || majorés par 1.

(B) Estimationde (D %)~ !

Soit (A;, A,, A;) donnés dans C®(T?, T!) x[C®(T!)]? le probléme
consiste 4 résoudre ’équation suivante, et 4 majorer sa solution :
D%(®, g° W) (AD, Ag°, AY)=[AD, Ag®, DA (...)]=(A,, A,, Ay),
la seule difficulté consiste a résoudre :

D'}f(Q’ g0> \P) (Ab A2> A\P)=A3’
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cette équation est précisément celle étudiée au paragraphe 111, en posant
An=A;+A;~vA, (71), (51). D’aprés le lemme 6, (D #) ! est une bonne
application de classe C°, (D %) 1 vérifie donc une estimation de la forme -

[(Dg)il((ba gO’ \P) (Al’ AZ’ A3)]m
SKn@ {14 @[, +[] 8 s+ ¥ s

+ ” A1 HM+r+ “ AZ “m+r+ H A3 Hm+r}
ol r est un entier supérieur a 3.

Mais c’est précisément a ce point qu’interviennent les difficultés liées a
la nouvelle condition diophantienne (63). En effet, la présence du parame-
tre 8, introduit un facteur 1/8 dans I'estimation des solutions de chaque
équation aux différences considérées au § T (voir [9] par ex). Or il a fallu
résoudre successivement trois telles équations pour démontrer le lemme 6.
Nous aurons done
un facteur 1/8° dans I'estimation de (D %) ™!, c’est-a-dire :

1(DF)" (@, &% W) (A Ay Ay |lws %;ﬂ{ 1+ 0|
(75)
+ “ \lj Hm+r+Hg0 Hm+r+ H A1 Hm+r+H AZ ||n1+r+H A3 Hrn+r}

en supposant : || ®||,, || g°1], [[V]]. A, £1,i=1,2,3, restla
perte de différentiabilité (r = 3).

Précisons les notations de (70), notons x un élément de E, x=(®, g% ¥)
et y son image par ¢, les normes de la topologie produit sont :
b =11 @ 11 ° [l 12 [ (76)

Nous pouvons rendre les estimations (73), (74), (75) plus pratiques en
appliquant des lemmes d’homogénéisation de Hamilton (voir [8], lemmes
2.17,2.18) :

D% (). 1]l < Cop {3 |l + 2]}
D% (x) (u, v)|.

SCo{llxlmrallullallofa+ e ol + o flner ¢ 7
C,

[DF ) wl|,< 53

xlmer Wit 1w llmer s
en supposant || x|, <1, cette condition est suffisante car r>3. A ce point
de la démonstration, du fait de la dépendance en & de I’estimation (77)

[rappelons que 8 =0(p)], le théoréme de Hamilton permet seulement d’af-
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firmer que ¥ est un bon difféeomorphisme d’un voisinage de x, sur un
voisinage de y, dont la taille est exponentiellement petite en 6. Ce qui ne
nous permet pas de conclure que y=(uB+u"E, p"* ! ¢, 0) appartient a ce
voisinage. Remarquons que cette difficulté n’était pas présente dans la
partie III, car la condition diophantienne ne dépendait pas de parameétres.

Heureusement, une astuce due 8 M. Herman et utilisée par A. Chenciner
dans [3], va nous sortir de ce mauvais pas.

1V.3. Meéthode de M. Herman

L’idée de la méthode est de transformer le voisinage précédent, exponen-
tiellement petit en 3, en un voisinage dont la taille est d’ordre &* sur lequel
nous conclurons, si n est suffisamment grand. Pour cela, nous appliquons
le théoréme de Hamilton, non plus & %, mais 4 une application dont nous
supprimons la dépendance en & des estimations.

Considérons # : (E, 0) — (E, 0), définie par :

F(x)= é(Dg (x0)) ™" [% (xo + 87 %) = % (x,)] (78)

p étant un entier que 'on déterminera.

LeMME 7. — Soit # définie par (78) et ¥ satisfaisant les estimations (77),
& satisfait alors les estimations suivantes :

IDF )l = Con 82 L] fla ez [l 1}
ID*# () 4, ) [l = Cp 8 { [ flms - [ ] 02

lullprr e [0 l2+ 10 s 1 [ 2]]2 ) (79

[DF ()W,

<C,&"° { ” x Hm+2r+1 . ” w ”2r+ 1t ” w ”m+2r+1 }
Pour ||x||,, <1, les constantes C,, sont indépendantes de (p, V).
Il suffit alors de choisir p>6 pour obtenir des estimations uniformes.
Dans ce cas, en appliquant le théoréme de Hamilton nous déduisons que

# est un bon difféomorphisme d’un voisinage de 0 sur un voisinage de 0
de la forme : ||z[|_<¢ (¢ est indépendant des paramétres). En traduisant
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ce résultat en fonction de I'application %, nous obtenons :

LEMME 8. — & est un bon difféomorphisme d’un voisinage de x, sur un
voisinage de x de la forme :

y—xoll<e8*3,  pz6. (80)
Donc y=(uB+u"E, u"*1 @, 0) appartient a ce voisinage si n=9.

Démonstration du lemme 7. — En utilisant la définition réécrivons # en
appliquant la formule de Taylor ce qui est licite dans un espace de Fréchet
(voir [8]), dans un voisinage de x=0 :

f(x)=9(0)+D9(0)x+fl(l—t)ng"(tx)(x, x) dt
0

or, par construction : & (0)=0 et D % (0) =id, nous pouvons donc écrire :

9’(x)=x+6"D{€(x'0)‘1Jl(l—t)Dz.@(xO%—tS"x)(x, x)dt
0

Df(x)u=u+6”D§4(x0)'l'r(l—t)szﬁ(x0+t6”x)(u, x)dt
0 (81)
D*%F (x)(u, v) =8 D% (x,) ' D?*% (xo+8"x) (u, v)

(D?(x))"lw=w+6”J1D[Dg(x0+t”x)*1Dg(xo)w]xdt
0

Les trois premieres relations découlent directement de la formule de Taylor,
montrons la derniére :

DZ (x)u=D%(x,) ' D¥ (x,+ 8 x)u,
en inversant nous obtenons :
(DF(x) 'w=D%(x,+8x) ' D% (xo) w,

et en appliquant la formule de Taylor a cette relation, nous obtenons bien
la derniére expression de (81). Explicitons le terme sous le signe intégral :

D[D % (xo+t8"x) ' D% (x,) w]lx
=—D%(x,+t8°x) ' D* G (xo+13”x)
x (D% (xq+1t8”x) ' D¥ (xo) w, X).
En appliquant a (81) les estimations (77) et en utilisant les inégalités de

convexité (45), nous obtenons bien les estimations (79) du lemme 7.
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Pour démontrer le lemme 8, il suffit de relier les différents paramétres
entre eux. Afin d’obtenir A, =0, c’est-d-dire une courbe invariante, A, doit
étre proche de 0, or Ay=w—0,—p®,, pour A,=0, nous avons d=y, il
suffit alors de poser :

d=p+0 (1), (82)

avec k un entier suffisamment grand que nous déterminerons. Nous avons
donc 8=0 (u) et I'estimation (80) est équivalente & : ||y —y, | <e”p?*?,
ce qui permet la conclusion du lemme 8.

Comme conséquence directe du théoréme de Hamilton, pour o fixé,
toutes les grandeurs A, ¥, h ont une dépendance C* par rapport aux
parameétres.

Nous avons ainsi démontré la partie existence du théoréme 3, il nous
reste a étudier les estimations lipschitziennes. Ces estimations, dont
découlera le théoréme de la courbe invariante (corollaire), nous permettront

. . oA
d’affirmer lexistence d’'un ¥ tel que A,(¥)=0, avec P #0, sur
n
son domaine de définition. Ceci nous permettra alors, par le théoréme

usuel des fonctions implicites, de trouver une courbe du plan des parameé-
tres suivant laquelle une courbe invariante existe, c’est-a-dire : A, (u, v)=0.

IV.4. Estimations lipschitziennes

Pour réaliser le programme décrit plus haut, puisque A est une fonction
de ¥, il nous faut avant tout estimer la taille de W par rapport a la
perturbation.

(A) Estimations lipschitziennes sur ‘¥

Nous venons de montrer que 'application ¢! existe sur un voisinage
de y, contenant (WB+p*E, u"*! @, 0), en restreignant ¥~ ! 4 ces valeurs,
nous définissons une bonne application C* :

(80, ®)eC®(TH xC*(T?, T!) > ¥ eC®(TY), (83)
qui verifie :
H(D, g, ¥ (D, g0))=0, P®=pB+u'f, go=p"""o.
Pour la forme normale (§=0, g,=0), nous avons : ¥(uB, 0)=0. D’aprés

le théoréme de Hamilton, & ainsi que % ~! et ses dérivées satisfont des
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estimations lipschitziennes indépendantes des parametres  (voir [8],
III.1.32). Soient z et z appartenant au domaine de définition de % :

177 @ =F " Ol 2Colllz=Z s s+l 2lmes 221} (89)
pour ||z ||, <e, |z|, e [voir (80)], s est un entier.

D’apres la définition (78) de &, nous avons :

F ()=2=D ¥ (x0) 7 L[ (x0+57)5 (xo),
(85)

yO = g (xo)a
d’ou

1
x=F"1(z)= 5[9_1(yo+5”Dg(xo)Z)—xo],
et I'estimation (84) devient :
1 ~ = -
§[|g '+ D% (x0)2) =9 (1o +3 D% (%) 2)||m

SCulllz=2llnest [z llmssllz=2]1 3. (86)

Choisissons z et z pour que ¥ apparaisse explicitement :
z=0

_ B n n+1 87
2=D% (x,) 1(%@ o 0) (87

et cherchons une majoration de ||z||,.,., d’aprés (77), (87) :
[z=2]lmrs=]l2]lms+s S Cps s 87772 "
X L[ %o st r (N E N+ RN @)+ W E lmrsr+ 1] s }
et, aprés un changement de constante nous obtenons :
2l s SCm8 P2 W &t sir | @ bmtstr }- (88)

En utilisant (85), (87), (88) nous pouvons expliciter (86) qui, en tenant
corﬁpte de (82), donne exactement la premiére estimation (68) du
théoréme 3 :

WV lln= Cot™2 {1 E s+ @ s 0} (89)

Passons a I’étape suivante, c’est-a-dire majorons A en fonction de W.
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(B) Estimations lipschitziennes sur

Pour cette majoration, rappelons que A(g,, ¥) est définie comme solu-
tion de I’équation de conjugaison (67), que nous pouvons écrire sous la
forme d’un opérateur fonctionnel :

S (8o W, b, (0)=0+ 0+ 1+ po,
+pP2(0)+g,(0)—h 1R _oh(8)=0 (90)

Nous avons déja vu (lemme 5) comment appliquer le théoréme de Hamilton
a cet opérateur. Mais & nouveau se présente le probléme de la constante
diophantienne. En effet, pour inverser la différentielle de cet opérateur, il
faut résoudre une équation aux différences. Pour les mémes raisons que
précedemment, nous avons un facteur 1/8 dans les estimations de
|(D&)~!]. En appliquant 2 % la méme méthode qu’a %, nous obtenons
I'estimation :

[h=o|+|[h=id [l <Cp 87" {I| 0 llms s+ ¥ s s} 1)

or go=p"*"1 @, et en utilisant (89) nous obtenons la deuxiéme des estima-
tions (68) du théoréme 3 :

[ =Ro|+[|h—id [l <Cot™* {[| @ [mes+[|Ellms} (92)

or @ et £ sont uniformément bornés au voisinage de I’origine et, puisque
n=9, nous obtenons :

[A=Xo|SCHS, et Ap=0,(5—p), d=pn+0@H, (93)

donc A, =0 appartient au voisinage (93) si nous choisissons k > 5.

Nous avons donc montré a ce point que, pour o suffisamment proche
de w,, il existe une courbe invariante C* pour D,

Mais nous voulons comparer plus finement la famille perturbée avec la
famille des formes normales.

Pour cette derniére, il existe, dans le plan des paramétres, un ensemble
de Cantor de droites p, = Cte pour lesquelles : N, v restreinte a sa courbe
médiane invariante (y =0) est une rotation R, o satisfaisant (63).

Montrons qu’a ces droites correspond des courbes C* : p= . (v), para-
métrées par le nombre de rotation o, tel que D_,, , restreint a sa courbe
médiane invariante soit conjuguée a la rotation R,. Pour cela, il suffit de
montrer que ’équation A, (p, v) =0 définit implicitement une telle courbe,

Oh . gk
montrons donc que ™ #0 sur son domaine de définition.
n
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IV.5. Courbe A, (p, v)=

Nous utilisons la méme méthode que précédemment, c’est-a-dire que

op du
du théoréme de Hamilton pour les applications D # et D .. Commengons

nous allons majorer en utilisant les estimations lipschitziennes

par majorer puisque A est une fonction de V.

ol
op
Appliquons les estimations du type (84) a D%

IDF '@).u—DF @) .u||nSCpi{llz—2|lnss, + | t—%]|mss,

(12 llmesy F e llmrs) Q=2 +lu=ull )} 99

(A) Estimation de

choisissons z et z comme en (87), et posons :

u=D<e(xo)1(a%(uB), 0, 0>

95)
17=Dg(xo)‘1(5%(u3+u"&),%(u““cp),0)- |
En utilisant Pexpression (85) de # ~?, nous écrivons D % ~*
F @) .u=D% L (4, + D% (x0)2). DY (x0). 4, (96)

réécrivons alors I’expression (95), en utilisant (77), (88), (95), ce qui démon-
tre la premiére estimation (69) du théoréme 3 :

{‘N’ gcm{w-”<ua||m+s+,+ncp||m+s+,>

oo (31,1510}

op
o , . . JB
Nous avons utilisé pour démontrer cette relation p=6, et le fait que é—

n
0& . , , . e
et P sont uniformément bornés dans un voisinage de I’origine.
n

m

au’ m+s+r H all
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OA

(B) Estimation de
o ou

Nous allons utiliser exactement la méme méthode sur 'opérateur & que
pour 3, soyons un peu plus précis, et donnons les correspondances.
& défini par (90) correspond a # (67), a 'opérateur ¢ (70) on associe :

ﬂ(go, ‘l’, h, )"):(gw ‘l’, y(go’ \P’ ha ;"))a (98)

et aux estimations (77) correspondent le méme type de majorations, mais
ou le facteur 82 est remplacé par 5~ *.
De méme on fait correspondre & &, 'opérateur :

H (X)=379D M (Xo) ™ [ M (Xo+8X) — M (X)), (99)
pour # nous avions p=6, et ici ¢ doit satisfaire ¢=2. Nous avons posé
ci-dessus :

Xo=(0, 0, id, X,) et X e[C®(TH]? x Diff (T') x ' (100)

est dans un voisinage de I'origine.

Appliquons donc & X" les mémes estimations uniformes que pour (94),
avec la différence par rapport a (95) que nous choisissons ici u=0, nous
obtenons alors :

(0,202, 2 (50,025
Oh op dp du op

écm{g‘rl A e+l 20 Hm+n)+6‘1<

il )+ %o } (101)
au m+R ap' m+r

En fixant g=2, et en utilisant (97) et (89), nous obtenons la deuxiéme
estimation (69) du théoréme 3 :

ar Ok, :
o <G (et
n—17 _a_é a_(P
T < o "I+K+ op m+K)} (102

Si nous fixons n= 14, nous obtenons une majoration uniforme :

oL O\
2l <Cu, or Ao=w;(3—p), (103)
au  ou
., Ok .
donc pour o fixé : . = —,;, qui est une constante non nulle (c’est la
[

condition du type « twist monotone » provenant de la forme normale sur
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vA

FiG. 7.

R?), donc pour p suffisamment petit (ou ® suffisamment proche de o),
oh . .

nous avons w #0, nous pouvons alors appliquer le théoréme usuel des
n

fonctions implicites, ce qui démontre le corollaire du théoréme 3 (voir la
fig. 7 pour une illustration).

Nous remarquons que le chemin, défini par 'équation A, (p,v) =0, grace
a la condition (103), est le graphe d’une fonction : & : (R, 0) — (R, ),
dont I'image est d’ordre p. Or la distance entre les domaines d’hyperbolicité
normal H* et H™ [voir (31)] ou la figure 5) est d’ordre (non optimal)
p 13 donc pour n=14 on peut conclure que le graphe de .#,, connecte
H* et H™, ce qui termine la démonstration du corollaire du théoréme 3.

V. DOMAINES DE PERSISTANCE ET LEURS
COMPLEMENTAIRES ... LES BULLES

A ce stade de I’étude, nous avons montré I’existence, dans le voisinage ¥~
(fig. 7), d’un ensemble de Cantor de chemins différentiables :

Fo={k V) /n=2,}, (104)

paramétrées par le nombre de rotation w, satisfaisant 1’hypothése du
théoreme 3, telles que la famille & un paramétre D, posséde une courbe
médiane invariante de classe C®.

Dans ce paragraphe, nous montrons que cette propriété de persistence
peut étre étendue & un domaine « assez gros » autour de ces courbes.
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Dans chacun de ces domaines, la famille D, posséde une courbe médiane
invariante, qui ne sera que de classe C¥, ou k est fini et d’autant plus
grand que (p, v) sera proche de .#,. Ceci nous permettra de montrer
ensuite la ressemblance de la famille D,, avec une famille de formes
normales.

La région qui échappe a cette étude est le complémentaire, dans ¥, de
I'union de ces domaines. Cette région est composée d’une infinité de
« bulles » disjointes, analogues a celles décrites par A. Chenciner dans [3].
Pour les valeurs des paramétres appartenant a4 I'une de ces bulles, la
dynamique peut étre extrémement complexe, et peut par exemple présenter
des orbites homoclines, ou des ensembles invariants d’Aubry-Mather

(4], [3D.

V.1. Changement de variables et de paramétres

Nous allons centrer I'étude sur la courbe tournée définie par le
théoréme 3, pour une valeur fixée de . Pour A, =0 (#£,), l'origine des
nouvelles coordonnées sera la courbe invariante : z=1, (6). Dans la suite,
nous supprimerons les indices pour alléger les notations.

Considérons le changement de variables :

Vi: (8, 2)eT' xR (6, t=2—y(0—1)) e T' xR,
I'expression (65), (66) de la famille D,, se transforme alors en :

D, 6 =0T

avec
O=0+0wo+po; +p P> (B—1)+2ut W (0—A)+pt2+g,(0)
T=—(1+v)[¥(0—4) +1]+pB(+¥ (O0—1) (105)

+p"E@, t+Y (O—A)—-¥ (O —1)

en utilisant les notations du théoréme 3, cette expression devient :

@:F(e—x)+2uz\P(e—x)+pz2+ol(|x|_)} (106)

T=—-#(0-1)+0,(|t| +[A])

Le théoréme 3 implique donc :
O=h"1oR,ch(B—R)+2ut¥(O—N)+pr>+0, (|r]) ,
T=0,(|t| +|r]) } (106)
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explicitons les termes O, et O, :

O, =ADg,(8) +0 (1%

O,=—(1+X(08-M))t+rY(0—N)+AtZ(B—1)+0 A2 +12),

avece
X (8)=v—"2(6, W(6))—2 1'% (6). D ¥ F (0)
oz R ’ (107)
O=pB+p"¢,
0
¥ (6= 22 (6, % (0) - D¥F(6).[~A-+0, ([2])]

2
zw=w;;@ww»

Pour la forme normale (§=g,=¥=0, h=id, A=AX,), le changement de
variables V,; se réduit a I'identité, comparons alors Pexpression ci-dessus
avec la forme normale, c’est-a-dire, cherchons I’ordre de grandeur de la
perturbation dans ces variables. En utilisant les estimations (68) du
théoréme 3, nous obtenons :

®=®o+0(}ln_2)} (108)
T=To+0 W

ou ®, et T, sont les expressions de la forme normale dans les variables
(8, t).
Aprés ce changement de variables, nous faisons apparaitre la proximité

avec la rotation diophantienne, grace a un nouveau changement de varia-
bles (et ¢a n’est pas le dernier) :

V,: (6, )eT' xR —>(p=h(B—1), t)eT' xR, (109)
qui transforme (106), (107) en :
O=hh ' (p+@)+2pt¥Yeh (@) +pt>+ O, (|A])—A]
T=—[14+Xeh  (Q)t+1Yh™1(p) (110)

FAZoh (@) +0 (A2 +1)
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Exprimons @ de fagon précise :

P=p+o—
M II

+Lt29h,(hfg(“’¢°)2+0(|x| +]tP) (1109

et, d’aprés (68), estimons chacun de ces termes par rapport a la forme
normale :

I=X+0 ("%
=0 "%
MI=pt*+0 (W)
La taille de la perturbation dans ces variables est donc :

<D=<Do+0<u"-‘*)} m
T=T,+0 (1)

Par un nouveau changement de variables, nous éliminons la dépendance
angulaire du terme linéaire.

LeMME 9. — Soit o satisfaisant les hypothéses du théoréme 3, X défini
par (107) et h donné par le théoréme 3. 1l existe be C*(T!) et x€eR, tel
que :

b(p+w)
b(¢)

b satisfait I'estimation :

[b=1[n<Cp8 [0 (W) s S Cprp? (113)

(A+p=1+Xh"1(g), (112)

La démonstration de ce lemme est la méme que celle du lemme 3, il
suffit de résoudre une équation aux différences en considérant la fonction
inconnue log (b), nous pouvons de plus exprimer :

1+x=expf

T

log(1+Xeh™ ! (¢))do=1+v+0 (u") (114)

considérons alors le changement de variables :

Vi: (¢, )eT' xR — (¢, u=t/b(p))eT' xR, (115)
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qui est bien défini d’aprés (110), c’est un difféomorphisme local qui
transforme (110) en I’expression suivante :

D=0+o+uF (0, u, A, b, V)+AF,(0, 1, A, p, v) } (116)
U=—~(1+0u+u*G, (0, u, A, i, VV+AG, (0, u, A, p, V)

ou F, F,, G{, G, sont des applications localement C®. Nous vérifions
que dans ces variables, la perturbation par rapport a la forme normale a
le méme ordre de grandeur que précédemment, il n’y a pas de « perte
d’ordre de grandeur » :

®=®0+0(“n¥4)} (117)

U=U,+0 (u")

Dans I’expression (116) le paramétre i est I'analogue de v pour I'expression
initiale de D, nous allons utiliser (A, y) comme nouveau paramétrage au
voisinage de la courbe £ (104).

LemME 10. — Soit o fixé satisfaisant les hypothéses du théoréme 3,
soit A donné par le théoréme 3 et y défini par le lemme 9, I'application :
(1, V) e(R?, 0) > (A, %) €(R?, 0) est un difféomorphisme local dont I'image
contient (0, 0).

Cette proposition démontre que (A, 7%,,) est un systéme local de coordon-
nées dans I'espace des paramétres { fig. 8).

Pour démontrer cette proposition nous utilisons, sur la grandeur y,, la
méme méthode que celle employée dans la démonstration du théoréme 3
sur A,. En particulier, il faut obtenir des estimations lipschitziennes sur

0 . . . .
[xo—V]| et —;—"’ —1{, qui sont analogues a (68), (69) (une démonstration
v

similaire est faite dans {3]).

COROLLAIRE. — Soit © fixé satisfaisant les hypothéses du théoréme 3.
Sur la courbe £, (104), il existe un unique point vy, tel que D, posséde une
courbe invariante C*, non normalement hyperbolique.

D’aprés le lemme 10 ce résultat est immédiat, car pour (p, v)e.#, on a
A,=0, donc D, posséde une courbe invariante C*®, soit 'unique point de
F, vérifiant y,=0, alors, d’aprés (116) le paramétre d’hyperbolicité
normale étant nul, la courbe invariante est non normalement hyperbolique.

(B) Transformée de graphe, domaines d hyperbolicité

Le changement de paramétres du lemme 10 permet d’exprimer la famille
D,, uniquement en fonction des paramétres (A, x).
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FiG. 8.

Notons D, cette famille qui est donnée par (116), a la différence prés
que les applications F; et G; ne dépendent que des parametres A et y.
Appliquons la méthode de transformée de graphes (proposition 1) a cette
famille. Pour cela nous considérons le changement d’échelle suivant :

Vo: (¢, w)eT* xR (¢, v=uy eT' xR  avec k>1. (118)
Ce changement de variables nous permet d’écrire :

P=¢+o+x Fi (o, v, % Y)+AF (e, v, 2, %)

A 119
V=—(1+0)v+1*v*Gi(0, v, &, N+ =G3(9, v, &, X) (1)
X

ou les applications F; et G; sont localement C*.

La proposition 1 nous permet de conclure a I'existence d’une courbe
médiane invariante lipschitzienne, proche de v=0, si I’estimation suivante
est satisfaite :

A =Clx ™, (120)
prenons par exemple k =3/2, dans ce cas (119) peut alors s’écrire :

(D=(P+03+X3/2K1((P, U, )"’ X)

121
V=—(1+0v+1* K, (0, v, &, %), lklécle-} (2h

Les domaines d’hyperbolicité normal correspondant a4 (121) ont la forme
donnée sur la figure 9.
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FI1G. 9.

Ce résultat n’est pas complétement satisfaisant car I’ensemble des che-
mins du plan des paramétres suivant lesquels nous ne pouvons pas affirmer
Iexistence d’une courbe invariante, c’est-a-dire le complémentaire dans ¥
de I'union de ces domaines (les bulles), est trop « gros ». En effet il peut
exister des ouverts, connectants H* et H™ [voir (31)], dans cet ensemble.

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons montrer que I'on peut
diminuer la taille de ces bulles, et nous montrerons qu’a I'extérieur de
celles-ci, la famille D,, ressemble & une forme normale. Pour cela nous
effectuons une suite finie de changements de variables afin de supprimer
des termes, qualifiés de « génants », dans I’expression (116). L’objectif
étant d’obtenir en fin de compte une perturbation d’ordre AX, avec K
suffisamment grand.

V.2. Diminution de la taille des bulles

Précisons un peu ce que nous entendons par termes génants. Nous
cherchons & transformer I'expression (116) de la famille D, afin d’appli-
quer la méthode de transformeée de graphes, mais avec une perturbation
d’ordre A*. Donc tous les termes d’ordre inférieur en A seront génants.
Explicitons (116) :

K—-1
DP=0¢+o+ Y ¢(@A+uBE(¢, u, A, x)+0 (|25
i=1
K~-1
U=—(1+x+ Y gi(<p)>»f>u+u2F(<p, u, A, %) (122)
i=1

K-1

+ 2 m(@N+0(JA[9)

i=1 ;
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Pour ce qui est des ordres de grandeur, d’apres les estimations précedentes
(111) nous avons :

e;=0(1) g=0@W"), Vizl
e, =0 (%), Vi>1 m=0 ), Vil (123)
E=0 @ % F=0 ")

L’objectif de cette partie est d’éliminer les termes A'm; et de supprimer la
dépendance angulaire des termes A'g; et A'e, ce qui nous permettra
d’appliquer la méthode de transformée de graphes.

(A) Premiére étape

Nous commengons par supprimer les termes A'm; jusqu’a I'ordre AKX,
pour cela, considérons la suite de changements de variables [7] :

Vis Do, uimy) > (0, ui:ui~1_}"iRi((P)) (124)

LeMME 11. — Soit ® satisfaisant les hypothéses du théoréme 3.
Il existe une suite R;, R,, ..., R,_; dans C*(T'), satisfaisant les
estimations :

IR |l SCpp ", (125)

et tel que le changement de variables: VioVZo... oVl transforme
Pexpression (122) de la famille D, en :

K-1

DP=0+o+ Y eX(@N+u*E*(p, u*, A, 0)+0(|1]9

i=1

K-1
U*= —(1+x+ > & ((p)Ki>u*+u2F*(<p, u*, & %)
=1 (126)
+ASG* (o, u*, ), 3)
avec
G*=0 (%™, er=0(1)
gr=0@™"), Vvizl, e=0p"*%, Vi>1
Démonstration. — Etudions la premiére étape de cette suite. Choisissons
R, eC*®(T?) satisfaisant I’équation :

(1+0) R, (¢) +R (@ +®)=—m,(9), (127)

C’est une équation aux différences, qui admet une solution puisque ®
satisfait une condition diophantienne. Cette condition dépend du
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parametre 3, nous pouvons, en utilisant les équivalents (123) donner une
estimation de R :

IRy [l=Cp37 " [my [l < Copr. (128)
Le changement de variables V5 transforme alors (122) en :

K-1

P=¢0+w+ Z eil(‘P))"i+”1 E (o, uy, A, X)“'O(’)"IK)
i=1

1

K-1
, (129)
U1="(1+X+ Z gil (‘P)w)%
i=1

K-1

+ui FH (e, u, b )+ Y mi (@A +0(|A]%)
i=2

Pour les ordres de grandeur, la perte d’une unité provenant de
Pestimation (128) se répercute uniquement sur le terme m)

my=0 (u""") (130)

Les autres changements de variables V& se construisent exactement de la
méme fagon, R; est solution d’une équation analogue a (127). A chaque
etape, il y a perte d’une unité d’ordre de grandeur, ce qui démontre (125)
ainsi que (126).

(B) Deuxiéme étape

Dans cette partie, nous allons procéder comme ci-dessus afin d’éliminer
la deépendance angulaire des termes linéaires de la composante normale,
C’est-a-dire les termes A’ g dans I'expression (126).

Considérons les changements de variables de la forme suivante :

. 1
Vs - s Vimg) = @, vy= ————— .0, 131)
6 (¢ ) <(P (1+MS, () 1) (
LemME 12. — Il existe une suite S, . .., S,_, dans C*(T?!) vérifiant les
estimations :
ISi[lasCppn ™ (132)
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telle que le changement de variables : Vgo ... oVE™! transforme (126) en :

K—-1

P=0+o+ Y &(@N+vE(9, v, A, X)+0 (|A[K)

i=1

K-1
V:—<1+x+ ) p,-?»">v+v213"(<p, v, A, D+AG (o, v, A, x) p (133)

i=1
avec
G=0@ %Y,  ¢&=0(), &=0@@"%, Vi>l

Démonstration. — Comme pour le lemme 11 nous allons étudier la
premiére étape de cette suite, les autres se construisant sur le méme modéle.
En appliquant V{ a I’expression (126) nous obtenons :

®=0+0+0(|A]|+]v,]) )

(1+1S,(9))
(1418, (D)

(134)

Vo= —[1+x+Agt(9)+0 (A?)] RGN

Choisissons S; e C* (T!), solution de I’équation :

(1+%)[S;(0) =S, (p+w)]+g¥ ((p)=pl=f lgi" (p)d o. (135)

T
nous obtenons alors :

K-1

P=0+0+ ) ¢ (P)A+v, E' (9, vy, A, 1) +0 (|1]¥)

i=1
K—1 (136)
V1=_|:1+X+7\p1+ Z gil((P)xi]%

i=2
+o1FU(, vy, A, 1) +0 (JA]5)
En utilisant les équivalents (126) la solution S, de I’équation (135) vérifie :
“SIHmécm871”g’lk_plnm+réc:nu"-xvl (137)

En étudiant les pertes d’ordre de grandeur dues a cette estimation, nous
constatons que ce changement de variable n’affecte pas les ordres de
grandeur des termes de la composante angulaire, ¢’est-a-dire que les équiva-
lents des e} sont les mémes que ceux des e* (126). Par contre il y aura
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une perte d’une unité pour le terme g3 :
£=0 7). (138)

Cette perte va se répercuter pour les autres changements de variables Vi
qui se construisent exactement comme V§, ce qui démontre le lemme.

(C) Troisiéme étape

Encore un peu de patience, nous approchons du but, construisons une
dernicére suite de changements de variables afin de supprimer la dépendance
angulaire des termes é,, considérons alors la suite :

Vi (@i-1, 0) > (@ =0;—; +M L;(¢i-1) v) (139)

LEMME13. — Il existe une suite Ly, ..., Ly _, dans C*(T") vérifiant
les estimations :

ILi || Cupr=t7t (140)

telle que le changement de variables: Vie ... oV¥o™! transforme

Pexpression (133) de la famille Dy, en:
Ko-1
O=¢0+o+ Y bA+vE(o, v, A, %) .
=1 > (141)

K-1
V=—[1+x+ > pik‘}vwzF(Fp, v, & N)+AG (o, v, X, %)

i=1
avecA=0 (u" Ko %), G=0 (u* X+,
Démonstration. — La démonstration est exactement du méme type que
pour les deux lemmes précédents. Etudions V1, la composante normale

garde la méme forme que (133), quant a la composante angulaire, elle se
transforme en :

Q=0 +0—AL (@) +2é (¢;—AL,(0,))
AL (@ +0+O0 ([M]+[o))+0 A2 +|v]|) (142)
Choisissons L, solution de I’équation :

L (o, +®)—L,(p,)+¢, ((P1)=b1:J

T

G@do. (143)

Pour ce premier terme, il semble y avoir un probléme d’ordre de grandeur,
puisque d’apres (133) on a : €, =0 (1), mais cette difficulté n’est quappa-
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A0 A =0

x (.D=O

FiG. 10.

rente, en effet, d’aprés (110°)(I) nous avons: Aé,=A,+0 (0" *), nous
pouvons donc écrire: é,=b,+e,(p), avec e =0(@""* et

j e (9)dp=0.
Tl

Ceci nous permet de résoudre I’équation (143) dont 'ordre de grandeur
de la solution ne tient compte que de e, c’est-a-dire :

L1 ln=Call €y [lnr SCru . (144)

Ce qui démontre bien le premier pas du lemme, nous pouvons également

estimer I'ordre du terme en A?: é3=0 (u"~°). La suite V, se construit
ensuite exactement de la méme fagon, ce qui démontre le lemme.

(D) Transformée de graphes

Nous allons commencer a récolter les fruits de ces longues suites de
changements de variables, en appliquant la méthode de transformée de
graphes a I'expression (141). Pour cela, il nous reste quelques mises en
forme a faire.

Tout d’abord effectuons un changement de coordonnées dans I’espace
des parametres, au voisinage de la courbe £, (A,=0) :

(xma Xm) - (xav nm=Xm+)“m pl +... +)“§_1 pK—l)‘ (145)

Cette application est clairement un difféomorphisme local, et donc (A, 7,)
est un systéme local de coordonnées au voisinage de .#, (fig. 10).

Et finalement, nous faisons un changement d’échelle (en supprimant les
indices) :

(¢, v) > (@, w=|n|*v)  avec s>L1 (146)
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T =0
(0]

L =
Fig. 11.
L’expression (141) devient alors :
D=0+Q+|nfwE (¢, w, A, I)+1X0 A" (@, A, T)
1K (147)
W=—(1+m)w+|{n[fw?F (o, w, A, )+ —G'(p, w, A, m),

7]
Ko—1

avec Q=+ Y bN

i=1

Cette derniére expression de la famille D,, nous permet de conclure
d’apres la proposition 1 (§ II.2), a I’existence d’une courbe invariante,
lipschitzienne, si les estimations suivantes sont satisfaites :

2s
P <Clr] } (148)
[A[fo<Clnfr
Prenons par exemple s=3/2, alors pour K=4 et K,2=2, les domaines
définis par (148) que nous notons B} et B, ont la forme suivante donnée
sur la figure 11.

Le contact entre les domaines B et B_, défini par (148) est d’autant
plus élevé que K et K, sont grands, mais d’aprés les ordres de grandeur
de (141), pour n fixé, K et K, sont bornés.

Donc, dans un cas générique, la taille des bulles ne peut é&tre rendue
arbitrairement petite.

Pour appliquer le théoréme 3 et son corollaire, nous avons supposé
n213, K doit alors étre inférieur & 6, et les domaines B ont bien la
forme de la figure 11.
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une bulle \‘

Fi1G. 12.

Eloignons un peu notre microscope de la courbe .#,, nous observons
que les BE, pour différents @ satisfaisant (63) s’intersectent, ce qui donne
a leur complémentaire (les bulles) ’allure donnée sur la figure 12.

Terminons par quelques remarques :

Remarque 1. — Le point de contact de B, et B, est le point y, en
lequel la courbe invariante de D,, est non normalement hyperbolique
(corollaire du lemme 10).

Remargue 2. — Si o, est irrationnel, nous pouvons considérer une forme
normale d’ordre arbitrairement grand (mais fini) dans ce cas, les bulles
peuvent étre rendues arbitrairement fines (1’ordre du contact arbitrairement
grand).

V.3. Ressemblance avec une forme normale dans B} | B

Nous venons de montrer que pour (u, v) dans B {U B, la famille D,,
posséde une courbe médiane invariante, c’est une étape nécessaire pour
montrer la ressemblance avec une forme normale (§I1.2), en fait, comme
dans la partie II, c’est également suffisant.

THEOREME4. — Supposons satisfaites les hypothéses du théoréme 3 et de
son corollaire, et fixons nz13. Soit (A, n,) le systéme de coordonnées
locales du plan des paramétres, défini par (145), dans un voisinage T, du
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point y,=(r,=0, n,=0). Soient B; et B, les domaines définis par :

BE ={(A, 1) €T,/ [, | <C|TT, P,

n+1

4<K< ,(+):m,>0,(—): T, <0}
Si (u, v) appartient & B} \UB_, la famille de difféomorphismes D,, ressem-
ble a une famille de formes normales N .., pour (W', V') dans un voisinage
de (1, v).

De plus il existe une filtration : ... BE ,<BS , ,<...cBZE tel que:
si(p, v) eB(f, « la courbe médiane ainsi que les courbes dédoublées (voir § 11)
sont de classe C*.

Pour démontrer ce résultat, il suffit de remarquer que I’expression de
D, a exactement la méme forme que D, dans le paragrapheIL

La suite de changements de variables, conduisant a 'expression (141)
se réduit a identité pour la forme normale N, (§=g, = 0).

Explicitons un peu plus cette expression :

O=0+Q+pa(r, m)v2+2%0 0 (W ¥e~%) 190 (u" )
V=—=(1+m)o+pp; A m)v’+. .. +u" By, 02" ! (149)
FKo (r2KH Y 4 20 (un 4
d’apres (65) les coefficients sont de la forme suivante :
a=1+0 ™%, By=by(k V+O ™), ...

Dans cette relation, les O (...) peuvent &tre regroupés avec ceux de la
perturbation. Nous avons laissé explicitement la dépendance en (p, v) pour
une analogie plus évidente, mais il est clair que ces termes sont des
fonctions de (A, @), d’aprés le lemme 10 et (145). Pour retrouver une
expression de N, équivalente a (9), effectuons la transformation d’échelle
inverse de (64), ce qui donne :

O=0+Q+ 2 +2%00 (u" Ko~ H 450 (u%?)

Ve —(14m) 6+by 03+ . .. + by, 027! (150)
+)\,KO (un—2K+3/2) —+—ﬁ20 (un—7/2)

Nous constatons donc que (150) a exactement la méme forme que (9).
Nous pouvons alors appliquer directement le théoréme 1 qui suppose une
perturbation d’ordre O (1°) [en fait O (1*) suffit], donc puisque le paramétre
A correspond a p, pour K >4, le résultat du théoréme 4 est acquis, si les
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termes O (n*~2K*32) et O (0" ¥07%) sont suffisamment petits, imposons
n+1 . . , -
par exemple : K< —_;—, ce qui termine la démonstration.

En conclusion, pour tout chemin de 'espace des parametres, traversant
¥ a lintérieur de B \UB,, la bifurcation se produit comme pour la
forme normale. En particulier, il y a un unique point de bifurcation, le
point v, en lequel la courbe médiane est invariante, de classe C® et est
non normalement hyperbolique.

CONCLUSION

Dans cet article nous avons caractérisé la bifurcation de dédoublement
de courbes invariantes pour une famille générique & deux parametres de
difféeomorphismes de (R?, 0) : D,,, restreinte 4 un cylindre invariant sup-
posé C* (hypothése H, §I). Cette hypothése forte sera supprimée dans
un article qui suivra [20], la difficulté supplémentaire étant la résolution
d’équations aux différences matricielles. Nous avons décrit les cas ou la
bifurcation se produit aussi simplement que pour une forme normale,
c’est-a-dire qu’une courbe invariante perd sa stabilit¢ en un unique point
de I'espace des paramétres, ou elle est non normalement hyperbolique et
donne naissance a4 un nouvel attracteur, composé de deux courbes qui
s’échangent (les courbes dédoublées). Nous obtenons des résultats qui sont
analogues a ceux d’A. Chenciner [3] pour I’élimination d’un couple de
courbes invariantes.

Pour résumer ces résultats, un dessin vaut mieux que...

\Y

}\.mzo H+

Ol
Y

s By
D
Dy
H-
Fi1G. 13.
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Décrivons brievement la figure 13 qui représente une région de Iespace
des paramétres (u, v) et explicitons les notations. Les régions H* et H™
correspondent aux domaines ou les courbes invariantes et dédoublées sont
normalement hyperboliques (voir théoréme 1, § I), le voisinage éffile ¥~
désigne la région ou les méthodes directes d’hyperbolicité normale ne
permettent pas de conclure a la persistance de ces courbes.

Le résultat principal de cette étude concerne I’existence d’un chemin
A,=0, qui connecte H™ et H™ suivant lequel la sous-famille & un paramétre
posséde une courbe invariante C® dont la restriction est C® conjuguée a
une rotation R, (voir théoréme 3 et son corollaire, § IV), ® étant un
nombre diophantien qui vérifie la condition (63). C’est pour démontrer ce
résultat que nous avons développé la méthode dite de la courbe tournée
(théoréme 2, § I11). Une telle méthode s’apparente au théoréme de la
courbe translatée de Riissemann ([15], [9], [11], [3]) et permet d’envisager
un résultat général pour I'étude des singularités sur une courbe fermée.
Poursuivons la description de la figure 13. Sur le chemin A,=0, il existe
un unique point v, tel que la courbe invariante C* est non normalement
hyperbolique (voir lemme 10, § V), c’est le point de bifurcation. L’ensemble
des points v,, pour les m satisfaisant (63) est un ensemble de Cantor, dont
la densité de mesure tend vers 1 lorsque o tend vers a, [ou (—1, e*'*®0)
est le spectre de DD, (0)].

La derniére partie consiste 4 montrer I'existence des régions By et B
autour de A, =0, pour lesquelles les courbes invariantes et dédoublées sont
normalement hyperboliques (théoréme 4, § V).

La région de 'espace des paramétres non décrite correspond donc au
complémentaire dans ¥~ de l'union des (B; UB_) pour les o
satisfaisant (63). Cette région est constituée d’une infinité d’ouverts
disjoints : les bulles, qui sont analogues a celles introduites en [3].

Certaines questions sur la dynamique lorsque les paramétres appartien-
nent a I"une de ces bulles ont &té résolues pour le probléme de I’élimination
des courbes invariantes, comme par #xemple I'existence d’ensembles inva-
riants d’Aubry-Mather [4] ou d’orbites homoclines [5], et il semble clair
que ces résultats se transportent a notre cas.
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