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Resume. — Dans cet article, nous montrons que l’égalité entre la
dimension fractale de la mesure et la dimension de Lyapounov du fibré
tangent est une condition suffisante pour obtenir 1’égalité dans la formule
de Pesin en dimension infinie entre I’entropie métrique d’une application
de classe ¥!'! non supposée inversible et la somme de ses exposants de
Lyapounov positifs.
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ABSTRACT. — In this paper, we show that the equality between the
fractal dimension of the measure and the Lyapunov dimension of the
tangent bundle is a sufficient condition to obtain the equality in Pesin’s
formula in infinite dimension, between the metric entropy of a €*'' map

which is not invertible a priori and the sum of its positive Lyapunov
exponents.
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I. INTRODUCTION ET ENONCE DU THEOREME PRINCIPAL

Le but de cet article est de généraliser, dans le cadre de la dimension
infinie, I’égalité due a Pesin [Pe], entre entropie d’une transformation ¢
préservant une mesure de probabilité pu et la somme des exposants de
Lyapounov positifs A;(x) de I’application tangente T, ¢ de ¢ au point x:

hy(@)=1 2 & (%) d;(x)du(x).
iz1

Ledrappier et Young [LY] ont montré, qu’en dimension finie, une telle
égalité ne pouvait avoir lieu que si, et seulement si, les mesures condition-
nelles de p sur la variété instable étaient absolument continues par rapport
a la mesure de Lebesgue induites sur chacune de ces variétés. Auparavant,
Pesin avait établi cette égalité dans le cas ou la mesure p toute entiére
était absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur X
(X étant dans ce cas une variété riemannienne compacte, ¢: X — X un
difféomorphisme de classe ¥* et T¢: TM — TM Papplication tangente).
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FIBRES DYNAMIQUES 121

En dimension infinie la notion de mesure de Lebesgue n’a plus beaucoup de
sens; en général X sera obtenu comme attracteur d’une certaine ¢quation
dissipative aux dérivées partielles (cf. le livre de Temam [Te]). Il est par
contre plus intéressant de connaitre la dimension de Hausdorff de X ou
bien la dimension fractale de la mesure invariante p :

dimy. (x, 1) = lim sup 28 H[B > &)1
£=0 loge

ainsi que la dimension de Lyapounov de I’application tangente T :
M) d )+ ... A (x)d,(x)
‘ )\‘n+ 1 (x) l

[ étant le plus grand entier tel que A, (x)d; (x)+ ... + X, (x)d,(x) soit
positif ou nul].

Dans le cadre de Pesin, ces deux dimensions sont égales 4 la dimension
de la variété. Le but de cet article est de démontrer ’égalité entre I’entropie
locale de @ (introduite par Brin-Katok),

dim, (x, T)=n+

B

L 1
h,(x, )= lim limsup — —logu[B, (x, €)],
£e—>0 n—o n

ou

n—1

B,(x, &)= N ¢ “B(¢*(x), &)

k=0
et la somme des exposants de Lyapounov positifs, c’est-a-dire de montrer
Pégalité :

hp (x: (P) = Z 7\‘1+ (X) di (X),
iz1

précisément pour presque tout x vérifiant dimg (x, p) =dim; (x, T).

Si p est ergodique (les seuls ensembles invariants par ¢ sont les ensembles
de mesure 0 ou 1), &, (x, ®), A;(x), d;(x) sont des fonctions invariantes;
elles sont donc constantes presque sirement. Si | est une mesure invariante
quelconque, ces fonctions sont constantes le long des trajectoires; on
retrouve alors le théoréme de Pesin en intégrant 1’égalité précédente et en
utilisant le résultat important de Brin-Katok [BK] suivant :

h, (¢)= jhp (x, @) dp (x).

La nouveauté dans cet article vient de ce qu’on ne suppose plus I’applica-
tion ¢ inversible, et encore moins que T, est inversible (on supposera au
. . X i L ..
contraire que Txf'T¢n:1 - Ty T, _satlsfan une COI}dltlon asympto-
tique de compacité qu’on précisera plus loin; ce qui entrainera en particu-
lier I’existence d’un nombre fini d’exposants de Lyapounov positifs). On
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122 P. THIEULLEN

obtiendra comme corollaire, I’égalité entropique de Pesin dans le cas ou
¢ préserve une mesure absolument continue par rapport 4 la mesure de
Lebesgue m et dans le cas ou ¢ n’est plus supposée inversible. La premiére
idée est de travailler dans I’extension canonique du systéme dynamique
X, 8, 0, m), qui n’est rien d’autre que ’ensemble des orbites complétes
Knezs Xns1=0(x,) pour tout neZ. On peut alors montrer qu’on ne
change pas d’entropie locale, ni d’exposants de Lyapounov. Dans I’exten-
sion canonique, ¢ devient inversible, T, devient un opérateur injectif pour
tout x mais reste bien entendu non inversible. En fait T « contracte » la
dynamique sur un espace de dimension finie (la somme des multiplicités
des exposants de Lyapounov positifs) et T devient inversible sur cet espace.
La seconde idée de la démonstration consiste & généraliser la définition
locale de ’entropie et d’introduire la notion d’a-entropie :

" L | N
hy (x, @)= lim limsup — —log u[BY * (x, €)]

e2>0 n—>x© n

ou

BY*(x, &)= {yeX: d(¢'(x), o' (x))<gexp(—ia), Vi=0, 1, ..., n}.
On remarque que hg (x, @) est ’entropie locale usuelle de ¢ et que
h (x, ) Z adimg (x, p) pour tout «=0. Un des points essentiels de la
démontration consiste & établir I'inégalité :

B (x, @)= hy (x, @)= ) [ (x)+ o] " di ()= 3 A (%) di(x).
i1 iz1

Cet article représente la suite de ’article [Th],. Des résultats plus com-

plets sur l'o-entropie pour des transformations préservant une mesure

absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur une variété
riemannienne compacte sont donnés dans [Th}],.

1. 1. Définition d’un fibré dynamiqgue

On appelle fibré dynamique % = (X, %, o, i, E, T) la donnée d’un
espace de Banach E, d’un espace lusinien X (¢f. [DM], p. 72, déf. II1.16)
de la tribu borélienne #, d’applications (¢: X —X), (T:X - L(E))
%-mesurable [ou L(E) est I'espace des opérateurs linéaires continus
de E], et d’une mesure u définie sur 4, invariane par ¢ telle que

j Log* [| T, |[du(x)< + .
X

On dit que & est de classe €' (resp. €' pour 1€]0, 1[) si X est une
partie borélienne de E, (¢, T) sont des applications continues, et s’il existe
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FIBRES DYNAMIQUES 123

une application (C: R% — R%) telle que :

(i) lim C(g)=0 (resp. C est dominée par & — &' au voisinage de 0);
£€—=0

() Ve>0,VxeX, V(p, 9)eB(x, €),

le(@)—0@-T,..(p—9 || £C)|lp—q|-

On dit qu'un fibré dynamique & est inversible si ¢ est bijective, ¢ 1

mesurable, et si T, est un opérateur injectif pour tout xe X.

I.2. Définition des points réguliers d’un fibré dynamique

Soit =X, %, 0,1, E, T) un fibr¢ dynamique. On définit alors
I’ensemble des points réguliers A (%) du fibré dynamique & par :

A(F)= {xeX: il existe une suite décroissante de réels dans [— oo, + oo

(A);», et une suite décroissante de sous-espaces vectoriels fermés de E
(F);», telles que, pour tout i=1:

(i) F;=E>F,>F,> ...,di=dim< F: )estﬁni;

i+1

| . . .
(i) lim —Logp(Th)=infA;=x, si A;>x alors A;>A;,, et d;=1 sinon
n- +xh iz1

d,=0;
(i) lim ‘Log|T|F,|,
n

n— +ow

Pour tout ve F,\F,,
fim L Log|Tn.v|| =xl}.
n

n—- +o

K, Ais1, (@)is1» (F)i», sont alors uniquement déterminés par
xeA (F). p(U) représente I'indice de compacité d’un opérateur Ue L (E)
((Th],, déf. 1.8). x (x) désigne l'indice de compacité asymptotique au point
xeA(F).

On notera enfin x (%) I'indice de compacité asymptotique uniforme :

K(F)= lim 1Logsupp(T;).

n—> +ooH xeX

Vol. 9, n® 2-1992.



124 P. THIEULLEN

I.3. Dimension fractale et dimension de Lyapounov

Si # est un fibré dynamique et xe A (%) un point régulier, on appelle
alors dimension de Lyapounov au point x, le réel :

1
dim; (x, 9’)=inf{~ > di(x)[A(x)+a]t O<ax< —K(x)}.
Ai>1
Pour toute mesure de propabilité p sur un espace métrique (X, ), on
appelle dimension fractale au point x, le réel :

. . Lo B(x, ¢
dimg (x, p)=lim sup—gM.
£ 0 Loge
Pour tout espace métrique compact (X, d), on appelle dimension fractale
de X (en notant r[x, €] le nombre minimal de boules ouvertes de rayon ¢
qui recouvrent X, ou bien r[x, g, d] s’il est nécessaire de préciser la
métrique d) le réel :
Logr(x, €]

dimg (X) =limsup —
e—0 Loge

I.4. Enoncé du théoréme principal

Rappelons [Ma],, [Th],, qu’étant donné un fibré dynamique
F=(X, %, 0,1 ET)

de classe €', presque tout point de X est régulier, et que, sous certaines
hypothéses de compacité uniforme [X compact et k¥ (%)< 0], nous avions
I'inégalité locale :
() VO<a< —x (%),
adimg (x, p) §hi (x, 9= Z d; (x) [\ (x)+cx]+ U-p.p.
iz1
ou
. 1 " . . )
i (x, @)= lim lim sup — —Logu[ N o 'B(o'(x), se‘”")}

e+ 0n—- +ow n i=0

et par conséquent :
(i) 2 (x, @)= . d;(x) A" (x) w-p.p-;

izl
(iil) dimg (x, p) <dim, (x, F) u-p. p- [en supposant de plus ¥ (F) = — «].
Le but de cet article est de démontrer une réciproque :

TueoreME I.1. — Soit F =X, %, o, u, E, T) un fibré dynamique de
classe €'t (t€]0, 1D, ou X est une partie de dimension fractale finie de E
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et ot X(x)<0 p-p.p. Alors pour p-presque tout x, pour tout £€l0, 1[ et
ae]lgéxlu), —K(x)[mm
(V) 1 (x, @)Sh (x, @)+ Y. di () M () +al* = Y ()N (x);

=t D (x, a) =
W ELE QS (x @) +Ea T d(0)-(1-8) ¥ 4N (%)
i=1 iz1

oi D(x, e)=max {i=1: %,(x)= —a}.

CorOLLAIRE 1.2. — Soit F=(X, B, ¢, u, E, T) un fibré dynamique de
classe €** (t€10, 1D o X est un compact vérifiant x (¥)<0 [en particulier
dimg (X) < + o). Alors pour p-presque tout x de X.

(vi) (0eR% - A (x, ) e R.) est continu a I'origine ;

(vil) dimg (x, p) <dim; (x, F);

(viii) si dimg (x, w)=dim; (x, F) alors

hy (x, @)= 3. di(x)A (%)

izl

CoroLLAIRE 1.3. — Si X est une variété riemannienne compacte et
©:X — X est une application de classe €*-' (qui n’est pas supposée a priori
inversible) préservant une mesure de probabilité \, alors pour presque tout x,
R (x, @)=Y d(x)A; (x) dés que dimg (x, p)=dim; (x, ).

iz1

Remarque 1. 4.

1) Dans la situation du corollaire 1.3, si p est absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue, dimg(x, p)=dim; (x, F)=dim X
p-presque partout et donc

Bp(x, @)= d; ()N’ (x) p-p.p.

iz1

2) La démonstration du corollaire I.3 utilise précisément la deuxiéme
inégalité du théoréme I.1. On peut considérer le systéme dynamique dans
ce cas la, comme un systéme dynamique de dimension infinie ayant des

k

exposants A, égaux & —oo dés que Y. d;(x)>dimX. On se trouve alors
i1

dans le cas ou l'infimum, dans la définition de dim, (x, %), n’est pas
atteint,

3) La premiére inégalité du théoréme I.1 montre que I’application
[o— & (x, @)] est continue en a=0. En fait, en utilisant les mémes techni-
ques que celles qui sont décrites dans [Th],, on pourrait montrer que cette
application est continue pour tout 0 <o <k (x).

Vol. 9, n® 2-1992.



126 P. THIEULLEN

4) Démonstration du corollaire I.2 [partie viii]. Ou bien il existe k21
k

tel que ) d;(x)A;(x)=0 et A, (x)= — 00 =k (x), alors pour tout £€]0, I[
i=1

on peut trouver

1-8

o >max (0, Ay (), — Xy (x));

comme

k
dimy (x, #)= Y d;(x)(k=D(x, ®), h(x,9)Z2(1-8 ) 40\ (x):
i=1

izl

d’ou le résultat en faisant tendre £ vers 0.

II. CONSTRUCTION DE LA NORME DE LYAPOUNOY

Cette construction n’existe que dans le cas d’un fibré dynamique inver-
sible de classe #''*. 11 s’agit de changer mesurablement de norme de
maniére 4 ce quon puisse considérer chaque T, comme un opérateur
diagonal et les sous-espaces E; (x) comme « orthogonaux » entre eux.

PropositioN I1.1. — Soient & = (X, B, ¢, \, E, T) un fibré dynamique
inversible de classe €' (1€10, 1) tel que x (x)<0 p-p.p., (o: X - R*) une
application mesurable @-invariante vérifiant — o (x)>x (x) p-p. p. Alors pour
tout >0, on peut trouver un borélien B,c A(F) @-invariant de mesure 1,
une famille de normes (||| .|ll)xcx> €f une application mesurable
(I.:X - R%), tels que, en appelant D (x, a)=max {i=0: X, (x)> —o(x)}
[A (x)=0 par convention],

(i) Pour tout xe B, pour tout 1 £i<D(x, o), pour tout

v, € E; (x), WEeFy o g+1 (X)

*fl ol cexp i () =) = [[[ Tevillg o = | c 20 s () )

* l”g?x':f”'"’("’é Iwlil<exp (—a(x)+e)

Y vtw

i=1
(ii) Pour tout x€B,, pour tout (p, q)eB(x, I,(x)™ )%, pour tout veE
*lo(@—0@)-Te =D low=ellr—all.

*[[oll £ ol sL ]l

*el (x)=1, lim lLogls"(p"(x)=0.

n— +owoll

x =max[[[o:[lls - llop o Il 1wl

x
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Démonstration. — (i) On sait qu’il existe un borélien B A (#), ® inva-
riant de mesure 1 tel que, pour tout xe B, pour tout 1 £i<D(x, @),

lim 2 Log| T |E()| = ()

no> toh

) 1
lim —LOg“ T:iFD(x,a)+1 () H < —ax)

n- took

1 1
lim Logllmeo" (= tfim “Loglj-¢" ()] =0.

n- twh

En appelant ; (x) [resp. w(x)] le projecteur parallélement a
D (x, )

) E;(x) ® Fp(r, g+1 () [resp. sur P Ej(x)J

12j#i=D(x, a) j=1

sur E; (x) [resp. Fp ., +1 (X)]. Ceci nous permet de définir la famille de
D (x, a)

normes indéxées par B : pour tout xe B, pour tout v= Y v,+w, on pose
i=1

llofl.= (D (x, @)+ 1) max[NL (o), . .., NP&2 (o), N, (2)]
ou
Ni(v)= Y [[Ti.v[exp(— |nle—nk;(x)

neZ

et
N, (@)=Y [|[Tt.wlexp(— |n|e+na(x)).

nelN

On obtient finalement (i) en remarquant {n| — 1< |n+1| < |[n| +1 et pour

tout neZ et xeX, Tp o T, =Tz %

(ii) Définissons maintenant des applications A;, A: B —[1, + oo[ par
Ai(x)=sup{HT;]Ei(x)Hexp(— t21—|(+:—nkl.(x)>: neZ}
A(x)=sup{“ To | Fp oy + 1 (x)[[exp(— ga+na(x)>: ne N}.

On montre alors que

xeX

A, (x)éAf<F>(x)e7<p<§~ - (X)> sup || T |,

et une relation identique pour A. En particulier, on peut trouver B,<B
@-invariant de mesure 1 tel que, pour tout xe B, :

lim lLogAi°(p"(x)= lim lLogA"(p"(x)=0.

n— ol n—o tol

Vol. 9, n® 2-1992.



128 P. THIEULLEN

Pour montrer 1’équivalence des normes, on décompose un vecteur
quelconque veE,
D (x, @)
v= Y vtw, v,€E;(x), weFp g+1(X).
i=1
D’une part :

D (x, a)

lell= X Mol + 1wl < @ )+ Dmax (o], [[wlD = lle]l <

i=1

D’autre part :

lodl S llm - ol et fIw][ =[] . |l»]
T I Teeuexp (- nhu(— [nlo)z Hni(x)”A,-(x)ngzcxp(— %)an.

Ce qui démontre ||v|| < [[|v]]|,<I(x)||v]| pour xeB, et veE, ou on a
posé :

l(x)=max[l, EZGXP<— |’21—I)Pw(x)ll“i(x)“’
5 exp(-M)A(xnln(x)ﬂ

ne N 2
Enfin, pour tout xeB,, (p, g eB(x, I(x)"1)?
lle@=0@—Te. @=D|lo=l@ LI [lp—9l]
[ot L est une constante telle que C(g) <L ¢ pour tout £ >0]. La démonstra-
tion est alors terminée si on pose :
I,(x)=max (I(x), (LI ¢ (x)e~)').

III. LEMMES GEOMETRIQUES DANS LES ESPACES
VECTORIELS NORMES

Les deux lemmes suivants sont tres faciles et leur démonstration sera
laissée en exercice. Le premier sert uniquement a définir la constante I' (d).
Dans le second, il s’agit de remarquer qu’une propriété de cone est
conservée. On appliquera ce dernier lemme tout le long d’une orbite issue
d’un point régulier, ce qui permettra de « propager I'information » aussi
bien vers le « futur » que vers le « passé ».

LemMme II1. 1. — Soit (E, || . ||) un espace vectoriel normé de dimension
d. Alors il existe une constante I (d) ne dépendant que de la dimension d
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telle que :
r[Bg, N]ST (dYmax (1, n~% pour tout n>0
(ot By, désigne la boule unité ouverte de E).

Lemme II1.2. — Scient (E,, E,) des espaces vectoriels normés, pour
i=1, 2 H,, K, des sous-espaces vectoriels de E; vérifiant E,;=H,®K,, er I,
le projecteur sur H; parallélement a K. Soient (T: E, - E,) une application
linéaire, et (¢: D — E,) une application définie sur une partie D de E,.

Soient ¢, &, { des scalaires positifs. On suppose :

(i) pour i=1, 2, (v, w)e H; x K, [[o+w|| =max[]||»]|, |w|]1;

(i) TH)cH, et T(K,)<=K,;

(i) ¥ (o W Hy X Ko [ Too]| 28 o], | T <Cw)

WY, 9eD* [lo(—0@-T. (p—9)| Zellp—q|;

V) E—L>4e>0.

Alors pour tout (p, g¢) e D?, deux cas se présentent :

(1) si
[Md-T1). (p—) || <||1L;. (p— 9|
alors
[Id-T1,). (0 () — @ @)]| < | TL,. (0 ()= ¢ (9)) ||
et
E=28)||T,. (p—@)|| < ||TL,. (0 (1)~ 0 (@) ]|
(i) si
[T, (P =0 @) =|Id~T1,). (¢ (p)— 9 (@) |
alors
I, (p—9)|| £ |d-11). (p—9g)]
et

11d—T1). (@ (p)~ @ (@) < C+28) | Ad—T1,). (p— )|}

IV. LEMMES DE THEORIE ERGODIQUE

Le premier lemme est un rappel de la formule de Shanon McMillan
adaptée 4 la définition de Pentropie de Brin et Katok [BK]. Les deux
suivants aboutissent aux mémes conclusions que celles de Mai¢é ([Ma],,
lemme 2), mais avec des hypothéses différentes.

LemMe IV.1. — Soit (X, B, 0, W) un systéme dynamique (X un espace
lusinien, & sa tribu borélienne, ©:X — X une application %B-mesurable, u
une mesure de probabilité sur % invariante par ©). Alors pour toute partition

Vol. 9, n° 2-1992.
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P d'entropie finie (cf. le livre de Walters [Wa] pour la notion d’entropie) :

. 1 o
lim —~L0gu[ﬂ ® ‘W(w'(X))Jéhﬁ(x, ®) pp.p.

n— 4w n i=0

[ott 2 (x) désigne la partie de P qui contient xe€X].

LemMmE IV.2. — Soit (a,),», une suite d'éléments de [0, 1] telle que
Y na, converge. Alors la série Y. —a,Loga, converge aussi.
nz1 nz1

Démonstration. — N*=1J ou I={n21:g,2¢7"} et J=N\L Si
nel, —a,Loga,<na, Sinel,
—a,loga, < —e "Loge "=ne "
car (xe[0, 1] - —xLogx) est croissante sur [0, ¢~ '].

LemMme IV.3. — Soit (X, &, o, W,) un systéme dynamique, ou X est un
espace métrique de dimension fractale finie, et © une application lips-
chitzienne. Soit (I:X - R%) une application borélienne vérifiant pour |-

. 1
presque tout x : limsup — Logle@"(x)<+oo. Alors pour tout 5€10, 1[ il
n-+o R

existe une partition d’entropie finie P et une partie borélienne A vérifiant :
D) pA)>1-8;
(il) VxeA, Yn=0,

" . " . , 1
Vo '2 Yo 'B ' , ——— .
(‘p )m o F (‘P ) 1(@'(x)>>

Démonstration. — & étant choisi, on peut trouver m, { suffisamment
grand de maniére que la mesure de

B, ,={xeX:¥nz0, Logl-@"(x)<nn+{}

soit supérieure & 1—38. Soit 7: B, , » N le premier temps de retour. Alors
T est intégrable sur B, , et on posera A={xeB“,;:r(X)< + oo} et pour
tout n=1, A,={xeA:t(x)=n}; on sait alors que la série Y nu(A)
nz1
converge. Puisque X est de dimension fractale finie, en prenant
d>dimg (X} et y suffisamment grand, pour tout >0 ona r[X, g] <y.e ™4
On appeliera dans la suite L.=1 une constante de Lipschitz de ¢. On
découpe maintenant chaque A, en partie A, , de diamétre inférieur 4
L™"exp (—nn—L), en choisissant ce nombre de parties &, plus petit que
y2¢L™expd(nm+L). On considére alors la partition

Q’Z{X\A, A, nzl, 1§m_§_k,,}
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et montrons que £ est d’entropie finie et que pour tout n=1, xeA,,

ye?(x), et 0<i<n, d(¢'(x), ¢'(¥) < . La deuxiéme assertion

1
(@' (x))
provient du choix du diametre de chaque A, ,, et de I’hypothése lips-
chitzienne de @. Pour démontrer H(P)<+o0, introduisons
Q={X\B, A,:nx1}. Alors

H(Q)=—p(X\B)Logp(X\B)+ ) —n(A,)Logn(A,).

nz1
H (Q) est donc finie d’aprés le lemme précédent (IV.2). Par ailleurs

H(#?)=HQ+H(Z?|Q=sH(@Q)+ ) n(A,)Logk,<+oo0.

nz1

V. DEMONSTRATION DU THEOREME PRINCIPAL

Le théoréme principal comporte deux parties. Dans les deux cas, on
peut supposer le fibré dynamique inversible, on construit alors la norme
de Lyapounov et on raisonne sur chaque orbite séparément. La deuxiéme
partie permet d’atteindre le cas ou la dimension de Lyapounov est égale a
la dimension fractale et vaut un entier D (x, a), alors que la somme des
exposants de Lyapounov (comptés avec leur multiplicité) est strictement
positive. Les deux premicres propositions démontrent la partie (iv) du
théoréme I. 1. Les deux derni€res rédigées sur le méme modéle démontrent
la partie (v).

ProrosiTioN V. 1. — Soient r21 un entier, (E, ||.||) un espace vectoriel
normé, A une partie de E, G,, ..., G,,, des sous-espaces vectoriels de E
r+1

tels que E= ® G, I1; le projecteur sur G,®...®G,; parallélement a
i=1
GiH‘ ®@...8G, 11, Ug» - - -5 X, des réels strictement positifs. On suppose :
) X1ZH2Z - ZKpr1s
(i) Vie{1,2, ..., r}, dmG;=d,< + oo;
(i) Vie{1,2, ..., r+1},VyeG,

r+1

Z U;
i=1

(iv) diam (A) <y,;
(V) Vie{1,2, ..., r},V(p, 9cA?,

[“Hi'(P_q)”<Xi+1 :”P—‘I“<Xi+1]-

=max(|[vy ||, ..., {|v+:]);
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Alors
’ o d;
r[A’ Xr+1]§r (dI’ e dr) 1—[ (;)
i=1 \ Ar+1
ou
T,(d, ...,d)=[]2%T(d).
i=1

Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur r. Comme I, (A) est

inclus dans une boule de rayon ¥, centrée sur Gy, il existe une partie I de
G, de cardinal inférieur a

Xr+1 xel

d %1\ Let1
24T(dy) telle que II, (A)c U B x, 5 )
Fixons xel et appelons

A=ANTI;! (B (x, L'zﬂ ))

alors pour tout (p, )€ AZ, |1, .(p—@)|| <% +1 =%, et donc || p—g|| <y
X2

Ou bien r=1, alors chaque A, est inclus dans la boule B{ x, ,etla

propriété est démontrée a 'ordre 1.

Ou bien r=2, alors pour chaque xel, on peut appliquer la propriété
a lordre r—1, en prenant comme espace vectoriel normé
E=G,®...®G,,; muni de la norme induite, et comme scalaires
(25 -+ -5 Ar+1)- On peut donc trouver une partie J de E' de cardinal
inférieur a

T _.(d, ...,d,)ﬂ(i>i

i=2 \Xr+1

telle que (Id—1IT,)(A, )< U B(y, %,.+4)- Ce qui démontre la propriété a
yel
I’ordre r, puisque

Ac U AﬂHl'1<B<x, b))
(x, y)elxl] 2

ﬂ(Id‘Hl)_l(B s X)) = U By, x40

(x, y)elx]

ProrosiTioN V.2. — Soient # =(X, 8, ¢, |, E, T) un fibré dynamique
inversible de classe €', (o, B:X — R*) deux applications mesurables ¢-
invariantes telles que O<PB(x)<a(x)< —x(x) w-p.p. Alors pour tout
6€]0, 1, on peut construire une application mesurable (I: X — R%) et une

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



FIBRES DYNAMIQUES 133

partie borélienne A telle que :
(i) nA)>1-8;

. 1
@ii) 8/(x)=z1 et lim - Logl-@"(x)=0 p-p.p.

ne++w M

(iii) VxeA,

" . R 1
lim sup 1Logrliﬂ (p"B((p'(x), —,—), 1, d»F®
notw B i=0 [o9'(x)
=Y d@ME)Ta@]T =Y d@)A (x)+8
iz1 iz1
out d% P est la métrique sur X définie par :
d2?(p, g)=max {d(9'(p), 9'(¢))€*:0<i<n}

pour tout (p, g)e X2,

Démonstration. — Choisissons € suffisamment petit de maniére que, en
utilisant les notations de la proposition II.1 sur la construction de la
norme de Lyapounov, I’ensemble

A= { x€B,: x vérifie les propriétés *, **, *** (énoncées par la suite)}
ait une mesure supérieur 4 1—3. Fixons désormais xe€A, appelons
" . . 1 .
5,= N ¢7/Bl ¢’ (x), ————— ), pour 0=j=n, x;=¢'(x), IL(x;) le
2129 (x)

j=0

i

projecteur sur @ E,(x;) parallélement a F,.,(x;. Pour chaque
k=1

1£i<D(x, o), on peut alors appliquer le lemme géométrique I11. 2 succes-
sivement pour j=0, 1, ..., n—1 en prenant
H=@ Ek(xj)s K;=F; ; (xp, H,= @ Ei(x;41),
k=1 k=1
K2:Fi+1(xj+1)) E;=exp[A;(x)—e],

G =exp[max(—a(x), Ay (X)) el D,-ZB(XJ-

1
T21,(x) )
La premiére condition que doit vérifier x est donc

*E—(,>4¢ pour 1=<i<D(x, ).

Soit maintenant (p, g)€S,(x)*, alors (p, g)eD} ou p;=0¢'(p) et
¢;= ¢’ (¢g). Si nous supposons :

“lni (xj+ 1)-(Pj+1 4+ 1) “lxjﬂ = “[ (Id—Hi(xj+ D). (Pj+1 45+ 1) mxjH,
le lemme III.2 permet d’écrire :

1T () - (2= g s, < | Ad =TT () - (2~ ) Il
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et
N Ad=TL G0 )Py s = @ ) ey s S G20 | Ad =TT, (2 - (25— 4) [,
Finallement si nous supposons :
1T, (%) - (o= ) [l < G+ 28)"
ce qui entraine :
12n=gnllls, < Gt 28)"

On peut maintenant appliquer la proposition précédente V.1 en prenant
A, =0"(S,), G;=E;(x,) pour 1Zi<D(x,)=D, G, ;=F; (),
x;=expnk;(x, €), Xg+1 =exp(—na(x, €)), ol on a pose :

A; (x, &) =Log[exp (A;(x) + &) +28)]>4;(x)
et
a(x, €)= —Log[exp(—a(x)+e)+2e]<a(x).

Comme diam (A,, |||.[{l,,) <1, grdce & la proposition V.1 on a [par
convention : D(x, ®)=D]} :

° min (1, ;) \%
r[Am Xd+1> |”|Hx,,]§rD(dla LIEERE ) dD) H max Ii(‘_#> s l:l
i=1 Xd+1

Montrons enfin r[S,, 1, d2P@I<r[A,, %4+1, |||-|lls,); et pour cela fixons
d’abord la deuxiéme condition que doit vérifier x :

*x B (x)<a(x, £).

Fixons ensuite (p, g)eS? et admettons [||p,—q,]l., <exp(—na(x, ¢)),
alors pour chaque j=1, 2, .. ., n, deux cas se présentent : ou bien

“I I, (xj)'(Pj-qj) l”xj§ ”' (Id‘"HD(xj))-(Pj_qj) l“xj;

dans ce cas en appliquant la partie (i) du lemme III.2 aux points p;, p;

. ona:

I (Xd T, (x)) . (p;— ) Il S exp (—jolx, e) [ p— g [l <exp (—j e (x, 8)
ou bien
(1T (x)) - (2= g ;2 [l Ad =TI (x))) - (p;— ) [,
on obtient alors

]”HD(xj)'(pj_qj)“lxj
<exp [~ (=) Ap (X, || 2a = llx,
<exp [—(m—j)Ap{x—e)—no(x, g)]<exp (—jo(x, g)).

On vient donc de montrer ||| p;— g; |||, <exp (—ja(x, €)) pour tout I <j<n.
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Pour conclure, il ne reste plus qu’a donner la troisiéme condition sur x :

* ok k Z d,(x) [\ (x, £) Fa(x, e)]* — Z d,(xX) N (x, €)
<Y A )]~ T di(x) A () +8.

iz1 iz1

Démonstration du théoréme 1.1 [partie (iv)]. — On peut supposer d’abord
que le fibré dynamique est inversible et de classe ¥''’. L’a-entropie et la
suite des exposants de Lyapounov ne changent pas en effet lorsque qu’on
passe dans I’extension canonique (c¢f. proposition A.4 et A.2). De plus,
le fait de supposer ¢ inversible et T, injectif pour tout x, nous permet de
construire une décomposition en somme directe de E,

r

E=® E,(0)®F,,; (),
i=1

1

au-dessus de chaque point x [au lieu de construire seulement une filtration
E=E;(x)2E,(x)=...], ainsi qu'une norme de Lyapounov qui rend les
espaces (E; (x))i—,, F,.; (x) deux a deux « orthogonaux » et T, uniformé-
ment dilatant sur E;(x) et contractant sur F,_; (x) (¢f- proposition II.1).
En particulier, on pourra utiliser la proposition V.2 pour contrdler le
nombre minimal de boules dynamiques B¢ f (x, 1) nécessaires pour recou-

viir 2"%)= M ¢ (2 ° ¢' (x)).
i=0
Fixons maintenant (a, B, y)eR*® et admettons pour le moment
y<PB<a< —x(x) pour tout xe X. Pour chaque 6€]0, 1[, on peut trouver
un borélien A, une application mesurable (/: X — R*%) et une partition 2
d’entropie finie vérifiant pour tout xe A :
() n(A)>1-3;

" . . 1
(i) lim sup lLog rI:ﬂ (p“B((p‘(x), : ), 1, d¥ B}
I ¢*(x)

no+w N i=0

=2 d@O{®+0)" A (0}

iz1

. ) 1
(i) 8l/(x)=1et lim - Logle@"(x)=0 u-p.p.;

n—++wo H

(iv) Yr=0,

" ) . . ) 1
2,0)= N ¢ Pogi ()= N o ‘B<<p‘(x), ¥>
i=0 i=0 I-@*(x)
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Par ailleurs, pour p-presque tout x, on peut montrer :

1 1
(v) lim sup— — Log u[Bﬁ’ B (x, —)]
n—+o0 n 2

. 1
< lim —-Logu[Z,(x)]
]

n—>+aw

. 1
+limsup - Logr[2,(x), 1, 42 ¥,

n—-+wo H

1 , 1
ou By <x, 5) représente la boule ouverte de centre x et de rayon 3 pour

la métrique d% P. Ce qui montre en rassemblant les propriétés (i). . .(v),
u-p. p.

1 1
* lim sup— ~ Log ul:Bﬁ’ ‘3()(, —)J
n—+cw n 2

SHG @)+ Y d() {h()+o]" =0 ()}

iz1

|
—e %, et donc
2

Pour tout >0, et igk(n)=ent[ Log_l_} ne >
n

1
B P (x, 5) c o FWBRY (0™ (x), n) pour tout n=k(n) et xeX, et

lim sup— ! Log p[B® ¥ (¢* ™ (x), n)] <lim sup — ! Log uI:Bﬁ’ b (x, 1):'
n—=>+ n n—+w n 2
Comme le membre de droite dans I'inégalité * est invariant par @ et
continu par rapport a a pour x fix¢, on obtient finalement le résultat
énoncé dans le cas 0 <o < —x (x) pour tout xeX. Dans le cas général, on
découpe I'espace X en parties X, ={xeX:a< —«(x)} pour aeQ* et on
utilise la continuité en o de (=20 ) 4, (x) { (A (x)+a)* =i} (x)}).

iz1

ProposITION V.3. — Soient r=1 un entier, E=G,®...®G,,, un
espace wvectoriel normé, A une partie de E,Il, le projecteur sur
G, ®...0G;parallélement a G; .1 ® ... DG, 1, (1> - - -5 L+ 1) des réels

strictementgositifg On suppose de plus :
1) 0<Yps 1 SA= - 205

(i) Vie{l,2, ..., r}, dim G,=d,< +o0;
(ii) Vie{l,2, ...,r+1}, Vv,eG,
r+1

'Ur+1”)

o]

> v ||=max (]|,

i=1

Annales de !'Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



FIBRES DYNAMIQUES 137

(iv) Vie{l,2, ..., r}, V(p, 9)€A?,
Nad-11). - = |- || =l p—qll <
() V(p, 9 A?,
T, (o~ | 2| @d-T1).(p— @) || =|lp—q| <X-1]
Alors :

~ r i d;
FA %o ST, (s, -y d) I ( ; ) .

i=1 \Xr+1

Démonstration. — Elle consiste a se ramener aux hypothéses de la
proposition V.1. Appelons pour cela: G,=G,_,,,, %i=%_i+1 DOUT
i=1,2,...,7G,.1=G, 11> %p+1=%+1, €t montrons que A satisfait aux
hypothéses (i). . .(v).

D’abord diam (A)<7y,=x, en discutant les deux cas d’inégalité entre
IT1,.(p— 9| et |Ad—T1,). (p— ) || pour (p, g)e A,

Supposons ensuite :

ITL.p=@l <xivx et [ -9 S Ad-1).p— ]|

Ou bien
[Ad-1L).(p— || £ [[Ad—T1).(p— )|

alors

lad=1i,_). -l < |70~ )]
et donc

Pl <X-i=%+1

Ou bien

|ad-11).(p= )| 2 || Ad—11).(p— ) |
alors

I1,.(p—9l < || d—T1). (p— )|

et donc

Hp—qH < ;Cr—i=Xi+1-

PropoSITION V.4. — Soient F =(X, B, ¢, u, E, T) un fibré dynamique
inversible de classe €“", (&, B:X — R*) deux applications mesurables inva-

riantes par @, £€l0, 1] tels que ! ékl ) <B(x)<ax)< —x(x) p-p.p.

Alors pour tout 810, 1, il existe une partie borélienne A et une application
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mesurable (I: X —» RY) telles que :
i) p(A)>1-6;

1
(ii) 6/(x)=1 et lim -Logl/-¢"(x)=0 p-p.p,;

n-o+w H

(iii) VxeA,

1 " . . 1

lim sup _Logr m (p_lB (pl (X), N7 i, ] 15 d(g;ltﬁ(éx':)

noto N i=0 20°9'(x)
D (x, o)

sta(x) ) d(®—1-E Y )L (x)+3.

i=1 iz1
Démonstration. — Elle est identique a celle de la proposition V.2. On
choisit & petit de maniére que A={xeB,:x vérifie les propriétés
*, ..., %%%* | ait une mesure supérieure a 1 —8.
Fixons maintenant x e A, appelons
" . ; 1
S, = Bl ot (x), ——— ), X, =" (x),
n Q)(p (@()210@1@)) " (x)
A (x, e)=Log{exp(X;(x)—e)—2¢e},
a(x, &)= —Log{exp(—a(x)+e)+2¢e}

et montrons, pour n=0 fixé et m=ent(En) :
ro™(Sps e =,
D
=I'p(dy, -, dp) H(
i=1

min (1, exp (m—n) X, (x, €)) )"i
exp(—ma(x, €)) ’

En effet, il s’agit d’appliquer la proposition V.3 a :
~ A = (pm (Sn)’ Gi = Ei (xm)9
x;=exp(m—n)X;(x,e)  pour i=1,2,...,D,
Gp+1=Fpi1 (%), Xp+1=€xp(—ma(x, ).

Pour obtenir la propriété V.3 (i), x doit satisfaire :
* Eo(x, e)>(1—E)A (x, €).

Pour obtenir les propriétés V.3 (iv) et V.3(v), x doit satisfaire :
*% exp (A (x)—¢)—exp(max (A, (x), —a(x)te)>4e.
Enfin, on montre de la méme maniére :

ISy 1, d% PN <ro™(S,), e ™= || |l,,]

a condition que x vérifie
*kk B(x)<a(x, e).
On obtient le résultat en faisant tendre # vers+ oo et en imposant :
ok Y di()N (x, 8)= Y di(x)A (x)— 8.

izl iz1
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Démonstration du théoréme 1.1 [partie (v)]. — On commence par suppo-
ser le fibré inversible, puis par raisonner dans le cas ou il existe deux

. .. 1
scalaires positifs (B, y) de sorte que S A <a<B<y< —x(x)pp.p-

On peut alors montrer, en utilisant la proposition précédente V.4 et le
lemme de théorie ergodique IV.3, que pour presque tout x

. 1
limsup— ~Logp[B%f e, (x, D]

n—++w n
D (x,y)
<hy(x, @) +&y Z d;(x)—(1=8) _Z d;(x) A" (x)
et donc .
D(x, )
EH; (x, @)k (x, @) + &y _Z d;(x)+(1-8) ‘Z d; () A" (%)

Pour obtenir le résultat, il suffit de faire tendre y dans le membre de
droite vers o par valeurs supérieures ( lim D (x, y)=D (x, ®)).
‘Y_’a+
Dans le cas général, on découpe X en une réunion dénombrable de
parties

1-¢

Xm,é:{xex: Xl(x)<oc<y<—1c(x)}

ou (a, Y)eQ* et £Ee]0, 1[N Q*. D’aprés ce qui précede, la partie (v) du
théoréme 1.1 est vraie en remplagant y par la mesure induite p, , . sur

chaque X, , .. Comme

BGo @S (x0|X, ) et B )=k, (X 0[Xyd
le théoreme 1.1 est démontré pour tout a, & rationnels et donc pour tout

a>0, Ee]0, 1], l—g—é?xl X)<a<—x(x).

A. APPENDICE SUR LES EXTENSIONS
DE FIBRES DYNAMIQUES

A.1l. Définition de Pextension canonique

Soient # =(X, %, ¢, p, E, T) un fibré dynamique, et (y,),»o une suite
de réels strictement positifs vérifiant : Yo=1, YpsnS¥m ¥, (Y m, n20), et

. 1
lim -Logy,= —oo.

n>+wo N
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_ On définit alors un nouveau fibré dynamique inversible # =(X, %, ¢,
u, E, T) de la maniére suivante :

X={x=(x)y206X 1 x,=0(x,+,), ¥ n20} muni de la topologie
produit.

Z est la tribu borélienne de X.

(@ :X - X) définie par ¢ (x)=(¢ (x,), Xo, Xy, - - -)-

(I1:X—>X) la projection canonique définie par IT(x)=x, pour
x= (*wnzo- .

1L une mesure @-invariante définie sur Z vérifiant poII-'=p.

E={v=(v),20€E™: Y ¥,]|v,]|<+ o0 } muni de la norme

nz0

olii= X #ll=all pour tout v=(v,),z0¢E.

(f1: £ — E) la projection canonique définie par I1 (v)=1v, pour veE.

(T:X > L(E)) définie par T,.v=(T,,.vo, v, vy, - - .)-

Remarquons que IT(X) est un borélien de mesure 1 de X, que T, est
bien un opérateur continu pour tout xeX. Si X est un espace compact,
alors X I’est aussi; si @ est continue, @ est un homéomorphisme; si T est
continue, T Pest aussi.

A.2. Conservation de la classe du fibré

Si & est un fibré dynamique de classe ¥' ou %', alors & lest
aussi. En effet, X est bien a base dénombrable d’ouverts, ¢ est un

i homéomorphisme d’inverse :

¢ x=(x),206X >0 () =(xy, X3, X5, ... )eX
De plus, si >0, xeX, (p, 9 B (x, €)? alors (p,, g0)€B (X, €)% et

lle@-o@-T..c—- 9|
=10 (20)~ 40)~ Ty - Po—a)|ZC @l g ][

A.3. Extension des points réguliers

Rappelons d’abord la définition des points trés réguliers d’un fibré
dynamique inversible & = (X, %, U, ¢, E, T). C’est I’ensemble X (&) défini
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par :
T(F)= { xe A (%) : il existe une suite de sous-espaces vectoriels de dimen-

sion finie (E));», telle que, pour tout i=1 :

@) F:i (x)=E®F,, (x);

(i) si A;(x)>x(x) alors, pour tout ve E;\ {0 }. T7". v existe pour tout
n=0et:

1
lim -Log|T:.v|[= lim lLogHT’;lEi”:Ki(x)
no+wo N n—>+wo N
. 1 .

lim ~Log|T;".v||= lim 1LogHT;"[EiH=—7»,.(x)
n—-+0w H n—-+w H

(iii) si A;(x)>x(x) et 'l existe veF,,; (x)\{0} tel que T;". v existe
pour tout n=0 alors :

. 1 _
limsup —Log||T;".v{[> —)»i(x)}.
n—+ow n
Soient maintenant % un fibré dynamique et # son extension canonique.
Nous allons montrer que II(Z (%)) et A(F) coincident a un ensemble
négligeable prés; et pour cela nous avons besoin du lemme suivant :

LemME A . 1. — Soient (a,),5 et (b,),5 o deux suites de réels strictement
positifs. On suppose que la suite (a,),», est décroissante et que
1 i
lim -Logh,= —co. En posant 6,= Y. ab,_, nous avons :
n-+x R k=0

1 . 1
(i) limsup -Logo,=limsup —Loga,;

n—-+wo N n—o+w N
O | a1
(ii) liminf -Logo,=liminf —Loga,.
n—++0 N n—o+w N
Démonstration. — (i) D’une part beqa, <o, d’ou :

. 1 . 1
limsup —Loga,<limsup —Logo,.
n-4+w N n—o+wo N

. - 1 . 1 .
D’autre part, si AeR et si limsup Loga, <A, comme lim Logh, <A, il
n-o+owo I no+co I

existe alors une constante C telle que a,<Ce™, b,<Ce™ pour tout n=0.
o . 1 . .
Ainsi 6,<nC?¢e™, limsup —Logo, <A : ce qui prouve le résultat.
n—-+wo H
(ii) Pour les mémes raisons que précédemment

a1 a1
liminf —Loga,<liminf —Logao,.
n—++0 N n-+0o H
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Soit Ae R donné tel que liminf 1Log c,>A. Pour tout &€]0, I[, on
n—-+0o N

. 1 o
choisit pe R* tel que (1—8) p<A. Comme p> lim _—Logbd,, il existe une
n-++0 H
constante C>0 telle que 6,=C ™ 1e™ et b, < Ce™ pour tout n=0.

[n]— 1 P
- —k —k
C 1e""§cr,,§C{ao ALt o PR S “‘}

k=0 k=[3n]

<

= 1+e_p{a-exp(n—[HS])u+a[5n1}

ol on a noté [rd] la partie entiére de » 6. Finalement pour » suffisamment
grand :
Ca,

—d,
e -1 7

Cletr< 1C_le"}‘—f-
-2
d’ou

o1 A
liminf —Loga,= —.
n->+wo H )

I1 reste alors & faire tendre & vers 1 et p vers — oo pour obtenir le résultat.

ProposiTioN A.2. — Soient F=(X, %, ¢, n, E, T) un fibré dyna-
mique et ¥ son extension canonique. Alors il existe un borélien Be @ de
mesure 1 inclus dans T(F) tel que TIB)c A(F). Si de plus F vérifie
sup|| T, || < + oo, alors TI[E(F)] = A(F).

Démonstration. — Remarquons d’abord pour tout n=0, xe X, veE,
T —_ -1
T v=(T%, v, Thy " - 005 - - -5 Ty -00s Vo> V15 V25 - - )

ce qui montre :
n—1

@ HTS‘co-voHélllTl-leégovkllTio_"-%H+ 2 Yl va-il

kzn

<3 it nllellis L s

ol

() || T [ T@E < T2 F= Y v || T2 *| 1 (F) || pour tout s.e.v. F
k=0
de E contenant le noyau de IT;

(i) p(T2)=p(TH= Y v p (T2 H.
k

=0
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Supposons maintenant t=sup|| T, ||< +co. Soit xeX (F) fixé, et mon-
X

trons alors que X; (x), d;(x), I1(F; (x)) conviennent. En utilisant le lemme
précédent on a :
a” - . F, [1(F,
() puisque KerIIcF,,  (x),dim <~—ﬂ ) =dim <M— ),
o e i+ 1~(x) - I (F;y 1 (X))

(F; (x))\H (Fir1 =11 (F; (x)\Fi+ 1 (X)),
. 1 . 1

lim -Logl||Ts.o|l= lim —Log|T%, .2/l
n—+o N

n—o+o H

() lim Logl|T2|F.@ll= lim - Log||Tz, | I (F, (o).
n—>+w H n-+o H
(i) lim ! Logp(T®= lim ! Logp (T%,).
n—o+w N n-+wo N
Dans chacun des cas précédents on avait posé :
i) a,= |]T;.vo~]|r~_", by ="Yw
(i) a,= T2, [TT(F, ) |+
(iil) a,=p (T2 )t "(p(TH [ T, VxeX).
Pour un fibré dynamique sans hypothése supplémentaire, on construit
alors un autre fibré dynamique, #’ en modifiant ’application T" par :

Tx
T.=——Fm
max (1, [[| T [[])
Ainsi || T;||<1 pour tout xeX, A(F) et A(F") [resp. Z(F) et T(F")]
coincident a4 un ensemble négligeable prés : ce qui termine la preuve dans
les deux cas.

pour tout xeX.

A.4. Caractérisation de la tribu borélienne

Nous pouvons donner une caractérisation simple de la tribu borélienne
de X, permettant ainsi de montrer I'unicité de p. La démonstration sera
laissée en exercice étant donnée sa facilité.

PrOPOSITION A.3. — Z= v 1 @'(I1" 1 (B)), et il existe une unique mesure
i20

|t invariante par ¢ et vérifiant o T1 1 =p.
A.5. Conservation de Pentropie locale
La proposition suivante est une généralisation du théoréme d’Abramov.
La simplicit¢ de la démonstration provient en fait de la définition de

’entropie locale A};. Néanmoins, nous redonnons une preuve complétement
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différente dans ce cas a=0, moyennant le théoréme difficile de Brin et
Katok [BK].

ProposiTioN A.4. — Soient (X, %, ¢, 1) un systéme dynamique
(cf. lemme IV.1), (5(, B, (B, ﬁ) son extension naturelle canonique, et d une
métrigue sur X redonnant la méme topologie et un diamétre fini a X. On
munit X de la métrique d par d(x, y)= Y. ¥,d (%, ¥,) 06t (Yp)pzo est une

nz0
. , . .. . 1
suite de réels strictement positifs telle que y=limsup —Logy,<0. Alors
no+o N

pour tout w.€[0, —¥[ et pour presque tout xeX :
kg (x, @)=h(T1(x), @).

Démonstration. — D’une part B(x, e)cII™![B (II (x), gy5 1] pour tout

xeX et £>0; ce qui montre Ay (IT(x), @) =A% (x, ¢) pour tout xeX et
a>0. D’autre part, si y est ch0151 de maniére que a< —y< —~vy, alors
il existe une constante C>0 telle que y,<Cexp(n Y) pour tout n=0.
Supposons y e I1™ ! [BY *(I1 (x), €)], alors [en prenant A=dim (X, d)] :

k
d(¢* (x), (5"(y))§C{ Y eexp(ny—(k—mo)+A Y eXp(nY)}

n>k

gexp(—ka) Aexp(k+1)7

<C
- {l—exp(y+cx) I—expy }
<D{e+exp(y+a)k}exp(—ak)

. 1 A
ou D=max { i Y,, , c€ qui montre :
1—exp(y+o) 1—expy

II7'[By*I(x), &)l N ¢ ‘B(e(x),2eDe™™)

i=k(g)

ou k (g)=1+ent[(y+ o)~ ! Loge], donc pour tout xe X

. 1 .
limsup — —Log p[By*(¢*® (x), 2e De™* @] <AL (I1 (), ¢).

n-—+w n

Comme (x — A (x, @) est @-invariante p-presque partout,

. 1. o~ -
limsup— —LogpuBY*(x, 2e De ™ * @ %) <A (11 (x), ®) K-p-P.

n—+ow n

Il reste alors a faire tendre € vers 0 pour trouver le résultat annoncé.
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A.6. Conservation de la dimension fractale

La proposition suivante ne servira pas dans la démonstration du théo-
réme principal, mais elle permet de mieux mettre en évidence le rapport
entre entropie locale A et dimension fractale dimg.

Remarquons d’abord, si X est un espace métrique muni de sa tribu
borélienne 2, alors pour toute mesure de probabilité p définie sur 2, nous
avons

dimg (x, p) <dimg (p) <dimg (X)  p-p.p.
ot dimp (W= sup inf{dimg(A):AeBetp(A)>3} par définition.

0<8<1

l
Par ailleurs, si par exemple X= {—:pgl } U {0} muni de la distance
P

. 1 . .
induite par celle de R, alors, dimg (X)=5 tandis que dimg(n)=0 pour
toute mesure de probabilité p sur %.

ProposITION A.5. — Soient (X, %, ¢, ) un systéme dynamique, ou X
est un espace métrigue, ¢ une application lipschitzienne de constante
& (A20), son extension canonigue (X, &, ¢, ), ye[— oo, 0], (Yiuzo une

. , . 1 ~ o
suite de réels strictement positifs telle que limsup —Logy,<v, d la métrique
n-o+w A

sur X définie par :
d(x, )= 2. Yad (%, ¥,)

n=0

(V'x:(xn)ngoi yz(yn)nQOEX)‘

On démontre alors :
() si o (X)=X, alors

dimg (X) < dime X) (1 - §> dimg (X);
Y

(i) dimy (1) < dimy (3) < (1 _ K) dimy (1);
Y

N . ~ AN L. ~
(i) dimg (TT (x), ) < dimg (x, u)é(l - —)dlmF (I (%), 1) (x) fi-p. p.
Y
Démonstration. — Les trois démonstrations étant identiques, nous

démontrons alors uniquement la derniére. La premiére égalité découle de
Pinclusion

B(x, e)cTI ' [BUI(x), ey; })] pour tout xeX.
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Supposons donné > v, alors il existe une constante C telle que :
(Vnz0) OB (x), expn(y—M)]<=o "[B(¢"(x), Cexpny)]

La preuve se trouve déja dans la démonstration de la proposition A.4 C
est une constante ne dépendant que de vy, et pouvant étre définie de la
maniére suivante :

1 expy ~
C= + = psup{ y,exp(—ny):n=0}.
{1—exp(—7») 1—expy} p{y p(=ny)inz }

Pour conclure, il reste alors a utiliser le lemme suivant (déja démontré
dans [TH],, p. 83, démonstration IV.3) :

. 1 ~ o~ ~ . 1 ~ ~
limsup —Logp[B (9" (x), Ce™)]=limsup —Logp[B(x, Ce™)] p-p.p.
n

n—+ow n—++00 H
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