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Remarques sur des résultats d’existence
pour les équations de Hamilton-Jacobi
du premier ordre

par

G. BARLES
ENS, Saint-Cloud et Ceremade, Impasse du Docteur-Roux, 83150 Bandol

REsUME. — Nous complétons certains résultats d’existence obtenus
antérieurement par P. L. Lions pour les équations de Hamilton Jacobi
du premier ordre. Ces résultats sont basés sur la notion de solution de
viscosite. :

Most-clés : Solution de viscosité, résultat d’existence, résultat de comparaison.
ABSTRACT. — We complement some existence results obtained pre-

viously by P. L. Lions for first-order Hamilton Jacobi Equations. These
results rely on the notion of viscosity solution.
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INTRODUCTION

On démontre ici des résultats d’existence pour les problémes suivants :
) H(x,u, Du) =0 dans Q, u=¢ sur 0Q
‘que I’'on appelle probléme de Dirichlet pour les équations de Hamilton-
Jacobi et :
@ + H(x,t,u, Du) =0 dans Q x ]0, T[
(2) a
u(x, t)=p(x,t) sur 0Q x ]0,T] u(x, O)=ug(x) dans Q
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22 G. BARLES

que I'on appelle probléme de Cauchy pour les équations de Hamilton-
Jacobi. Dans les deux cas, Q est un ouvert de RY, ¢ et u, sont des fonctions
données et H(x, r, p) (resp. H(x, t, r, p)) est une fonction donnée continue
sur Q@ x R x RN (resp. Q x [0, T] x R x RY) que I'on appelle I'Hamil-
tonien. Si Q@ = RN, on n’impose aucune condition de comportement de u
a l'infini : on demande seulement 4 u d’étre bornée.

Les résultats prouvés ici reposent sur la notion de solution de viscosité
introduite par M. G. Crandall et P. L. Lions [3]. Pour une présentation
compléte de la notion de solution de viscosité et des propriétés qui en
découlent le lecteur pourra se référer & M. G. Crandall, L. C. Evans et
P.L. Lions [2], M. G. Crandall et P. L. Lions [3] et P. L. Lions [4].

Les résultats d’existence de solutions de viscosité pour les problémes (1)
et (2) déja connus sont obtenus essentiellement sous deux types d’hypo-
théses : les unes concernant la dépendance de H par rapport & x (cf.
P. L. Lions [4] [5], P. E. Souganidis [6], G. Barles [1]), les autres concer-
nant la dépendance de H par rapport & p (en particulier H — + oo si
{p] — + o). Dans ce travail, on donne des résultats d’existence sous
ce dernier type d’hypothéses.

La premicre partie de cet article est consacrée au probléme de Dirichlet :
on prouve sous des hypothéses convenables sur H et s’il existe une sous-
solution de viscosité u et une sur-solution de viscosité u toutes deux lipschit-
ziennes telles que u < u, qU’il existe une solution de viscosité u de (1).
La condition supplémentaire u < U est nécessitée par le fait que 'on relache
I’hypothése classique de monotonie de H(x, r, p) par rapport a r. On compa-
rera aussi ce résultat & ceux obtenus par P. L. Lions [3] et on indiquera
quand on a lexistence de u et u.

La deuxiéme partie est consacrée au probléme de Cauchy : on prouve
que sous des hypothéses convenables concernant le comportement de H
par rapport a t et p en particulier et s’il existe une sous-solution de viscosité u
lipschitzienne de (2) alors il existe une solution de viscosité de (2) dans
BUC(Q x 10, T[) (*). On expliquera comment ce résultat étend celui
prouvé par P. L. Lions [4] et quand on a 'existence de u.

I. RESULTATS D’EXISTENCE
POUR LE PROBLEME DE DIRICHLET

On utilisera les hypothéses suivantes :
(3) H est uniformément continue sur Q x (—R,R) x Bg (VYR < 0)

{ VR < o0, preR,  H(x,t,p) — H(x,s,p) = 7l — 3)
pour xeQ, —R<s< <R, peRN

(*) BUC (0) = ensemble des fonctions bornées uniformément continues sur 0.
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I:EQUATIONS DE HAMILTON-JACOBI DU PREMIER ORDRE 23
(%) lllnll inf H(x, t, p) > 0 uniformément par rapport a x e RN, t borné.
plo
THEOREME 1.1. — Sous les hypotheses (3), (4), (5) et s’il existe u et u
dans W'*(Q) respectivement sous et sur-solution de viscosité de :
H(x, u, Du) =0 dans Q.

avec u ;0= et u<1, il existe une solution de viscosité u de (1) dans WH=(Q).
Dans le cas ou = RN, on peut donner le corollaire suivant :

CoroLLAIRE I.1. — Sousles hypotheses(3),(4), (5)ets’ilexiste M, = M,
tels que :

H(x,M,,0)= 0 et H(x,M{,0) <0 Vxe RN,
il existe une solution de viscosité u e WH*(RY) de :

H(x,u Du)=0 dans RN,

REMARQUE 1.1. — Indiquons que dans le corollaire 1.1 Dexistence
de M, et M, peut étre assurée par une hypothése du type :

6 x>0 telque VxeRN, VizseR
( H(x,,0) — H(x,5,0) > a(t —s),  H(x,0,0)e BUC (RY)

REMARQUE 1.2. — Dans le cas du théoréme 1.1, I'existence de u a été
étudiée en particulier par P. L. Lions : dans [4], une condition nécessaire
et suffisante pour I'existence de u est donnée (cf. [4], partie B, section 1V).

REMARQUE 1.3. — Par rapport au résultat d’existence prouvé par
P. L. Lions dans [5], on a relaché ’hypothése de monotonie de H(x, ¢, p)
par rapport a t ce qui a imposé des hypotheéses supplémentaires comme
existence de u et I'inégalité u < u. L’hypothése (5) n’est pas vraiment
plus générale que celle de [5] car si yp > 0 (VR < o), on peut considérer
I'hamiltonien H défini par :

H(x, 2, p) = (1 + | p|) Hix, ¢, p)

H et H ont les mémes sur et sous-solutions de viscosité. De plus, comme
yr > 0 (VR < o), H vérifie (3), (4) et :

(5 H(x,t,p) - +© si |p| = + o
uniformément par rapport a xQ, t borné.

Ici le fait que yg peut étre négatif (alors H ne vérifie plus (4)) va nous imposer
- des manipulations supplémentaires basées sur des estimations a priori.

REMARQUE I.4. — Soit ue W*(Q) une sous-solution de viscosité de :
H(x, u, Du) =0 dans Q
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24 G. BARLES

telle que :

yus<u<u dans Q.
u vérifie :

H(x, u, Du) < 0 pp dans Q.
Si Ry = max H [l =), HﬁHLw(Q))a on a :
I DU llLoy < C
ot  C=sup{|plAx1t)eQ x (- Ro, Ry), H(x,t,p) <0}

C est fini d’apres (5). Ceci nous donne une estimation a priori de || Du || =@
si u est une solution de viscosité de (1) vérifiant u < u < 7.

Démonstration du théoréme 1.1. — On cherche a priori une solution de
viscosité u de (1) vérifiant :

u Su<u
(N {‘
' [| DulLeoiy < C

On considére alors I'hamiltonien H défini par :

(‘PI_C)++H()C:_R07P) si tg—Ro

Hix,t,p) = { (1p] = O + H(x, 1, p) —Ry<t<R,
(Ipl = O + H(x, Ry, p) si. t=R,
ou a® = max (g, 0).

H vérifie (3); (4), (5) et dans (4) on peut prendre yx = y = inf (0, Yro)- De
plus, u et & sont encore respectivement sous et sur-solution de viscosité de :

(8) H(x,u,Du)=0 dans Q.
Cest evident pour # et pour u, c’est une conséquence de la remarque 1.4.
On va prouver l'existence d'une solution de viscosité u de (8) vérifiant (7)
et u = ¢ sur 0Q; (7) impliquera que u est solution de viscosité de (1) vu
la forme de H. Pour cela, on considére le procédé itératif suivant :
o) { Hix, ", Du* Y + (1 —yu** = (1 — yu®  dans  Q

Wl = sur Q.

et W =u.

On va prouver que la suite u” est bien définie, quelle est croissante et

quelle converge uniformément sur tout compact de Q vers u solution de
viscosité de (8).

Comme lhamiltonien ﬁ(x, t, p) + (L=t —(1 —yu(x) vérifie (3), (4), (5)
avec, dans (4), yr = 1 et comme u est sous-solution de viscosité de :

He,u,Du)+ (1 —pu=(1—yu  dans Q
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EQUATIONS DE HAMILTON-JACOBI DU PREMIER ORDRE 25

d’aprés un résultat de P. L. Lions [5], il existe une unique solution de
viscosité ul e WH(Q) de :
{ H(x, u, Du) + (1 — y)u = (1 — yu  dans @ Q

10
(10) u=qQ sur oQ.

De plus, il est clair en utilisant le résultat de comparaison dii 8 M. G. Cran-
dall et P. L. Lions [3] que I’on a :

u<u' <u

En effet, u et ¥ sont respectivement sous et sur-solution de viscosité de :
H(x,u, Du) + (1 —pu=(1—9u  dans Q

et
u=¢=u"<u sur o0

' > u, u' est sous-solution de viscosité de :

H(x,u,Du)=0 dans Q

Enfin comme u

et donc de :
H(x, u, Du) = 0 dans Q

vu la forme de H. D’aprés la remarque 1.4, on a :
|| Du! lLogy < C.

Par récurrence, on prouve facilement I'existence de 4" car u est toujours
sous-solution de viscosité de :

Hx,u,Du)+ (1 = Du=(1 —yu"! dans Qn>=2)

1

puisque, par hypothése de récurrence, u < u"~'. De plus, 4"~ < " car

1"~ ! est sous-solution de viscosité de :
Hi,u, Du) + 1 —yu=(1 —yu" !  dans Q (n3=2)

en effet, par hypothése de récurrence, "2 < u"~ ! et u”~ ! est solution de
viscosité de :

ﬁ(x, w,Du) + (1 — yu=(1 — yu"?2 dans Q (n22)

Enfin, || Du" || =@, < C, par le méme argument que pour u' puisque 'on a :

1 n

usu KUy

Soit alors K un compact de Q; comme || 4" [jw:.«@q < C (ou C est une
constante indépendante de n), il existe une sous-suite »* convergent uni-
formément sur K vers une fonction u € W!*(K) par le théoréme d’Ascoli.
Mais la suite (1"),y étant croissante, c’est toute la suite (u"),y QUi converge

vers u. Ainsi 4" converge uniformément sur tout compact de € vers
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26 G. BARLES

ue WH=(Q). Par le résultat de stabilité des solutions de viscosité dil a
M. G. Crandall et P. L. Lions [3], u est solution de viscosité de :

H(x,u, Du) =0 dans Q

De plus, par convergence simple u = ¢ sur 0Q. Enfin, comme chaque u"
vérifie (7), u vérifie (7) et vu la forme de H, u est solution de viscosité de (1) ;
ce qui termine la démonstration.

II. RESULTATS D’EXISTENCE
POUR LE PROBLEME DE CAUCHY
On utilisera les hypothéses suivantes :
(11) H est borné uniformément continu sur Q x [0, T]x (—R,R) x By
(VR < o0)
12 { VR < o0, FyreR, H(x,t,u p)—H(x, t,v,p) = yr(u — v)
pour xeQ, te[0,T], peRY,-R<u<v<R
(13) H(x,t,u,p) - +o0 si {p| - +
uniformément par rapport a x € Q te [0, T], uborné
pr: R™ - R* continu, croissant, borné tel que pg(h) — O
(14) si h —» 0"
et : Hx, t + h,u, p) < H(x, t, u, p) + pr(h)
pour xeQ, t€10,T[, h=0 telquet+h<T, |u|<R et peRV.

THEOREME II.1. — Sous les hypothéses (11), (12), (13), (14) et §'il existe u
dans W1=(Q x 10, T]) sous-solution de viscosité de :

a .
FI; + H(x, t,u, Du) =0 dans Q x 10, T[

avec  ul(x, 0) = ug(x) et u(x, t) = o(x, t) sur 0Q x 10, T[

alors il existe ue BUC(Q x [0, T]) solution de viscosité de (2).
Si Q = RN on peut donner le résultat plus précis suivant :

CoroLLAIRE II.1. — Sous les hypothéses (11), (12), (13), (14) et si ug est
dans Wh=(RM), il existe T, (0 < T, < T) qui dépend de H et de || ug |1,
et ue BUC (RN x [0, T,]) solution de viscosité de :

» ou
et — N
(15) E + H(x,t,u,Du) =0 dans RM x 10, To[ .
u(x, 0) = ug(x) dans RN.
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REMARQUE II.1. — On peut faire la méme remarque que dans la partie
quant & l'existence de u. La encore, une condition nécessaire et suffisante
pour lexistence de u est donnée dans P. L. Lions [4] (cf. [4], partie C,
section III).

REMARQUE II.2. — Ce résultat généralise un résultat de P. L. Lions [4]
ou (14) était remplacée par :
H est lipschitzien en ¢t pour xeQ ueR peRN

et
Il H, ”Lw(ﬁx[o,T]x(—R,R)xRN) < G

REMARQUE II.3. — Les hypothéses du théoréme II.1 impliquent
I'existence d’une sur-solution de viscosité de (2) de maniere évidente. Soit
H(x, u, p) = Min H(x, t, u, p)

H vérifie (11), (12), (13) et ne dépend pas de t; de plus, u est sous-solution
de viscosité de :

0 ~
5¥+H(x,u,Du)=0 dans  Q x 10, T[

donc d’aprés le résultat de P. L. Lions [¢ ] mentionné dans la remarque II. 2,
il existe u solution de viscosité de :

o0 ~
6—1:+H(x,u,Du)=0 dans  Q x 10, T[

et
u(x, 0) = ug(x) et u(x, t) = ¢(x, t) sur 0Q x [0, T[.

u est alors clairement sur-solution de viscosité de (2).

Démonstration du théoreme 11.1 :

REMARQUE II.4. — Par des résultats de comparaison diis a M. G. Crandall
et P. L. Lions [3], si u est solution de viscosité de (2) dans BUC (Q x 10, T[),
ona:

usu<u

(Rappelons que pour appliquer le résultat de comparaison que nous citons
il suffit que I'une des fonctions & comparer soit dans W *(Q x 10, T]).
On peut donc se ramener au cas ou g et pg ne dépendent pas de R en faisant
des manipulations sur H identiques a celles de la preuve du théoréme I. 1.
On les notera respectivement y et p. Enfin en faisant le changement d’incon-
nue v = ¢~ Yy, on se raméne au cas ou y = 1 (cf. par ex. G. Barles [1]).

Etape 1 : La premiére étape consiste a prouver le résultat lorsque
p(h) = C-h (C > 0). Toute la démonstration repose sur une estima-
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28 G. BARLES

tion a priori de || ||lL=@xj0,1y qui donnera une estimation a priori de
| Du l{Le@x10,1p €0 utilisant (13) et ’équation.
Soit donc ue WH*(Q x ]0,T[) la solution de viscosité supposée de
I’équation (2). On a, d’abord :
= — H(x, 1,4, Du) < — Min H(x,t,7,p) = - C

te[0,T]

Ir[<Ro

peRN
ou Ry = max (|l ulls, | #]l,). Ce minimum est fini grace a (11) et (13).
Minorons u, : soit w(x, t) = u(x, t) — f(h) ot f(h) = hmax (C, || 4, ||,), il est
facile de voir que w est sous-solution de viscosité de :

ow

E+ H(x,t, w,Dw)+ C-h =0
De plus, wix, 0) < u(x, h) et w(x,t) < @(x, t + h) sur dQ x 10, T[. Soit
v(x, t) = u(x, t + h), v est sur-solution de viscosité de :

ov

E+H(x,t,v,Dv)+C-h=0 dans Q x J0,T — A

v(x,0)=u(x,h) dans Q, vlx, )=@(x,t+h) sur Q x 10,T—h]

Parun résultat de comparaison pour le probléme de Cauchy, (cf. M. G. Cran-
dall et P. L. Lions [3]), on a :
WD
D’ou
u(x, t + h) — u(x, 1) = — h max (C, 1 ) 0)
et
U, = — max (Ca ” Et ”co)

On a donc une estimation a priori de || 4 || et en utilisant (13) et I’équation,
on obtient :

I Dull, < M
ou . -
M = sup {| pl/min H(x, £, 4 p) <max (C,C7, |lull.)}
te[0,T]
ucR

M < oo grace a Thypotheése (13).

A partir de ces estimations, on va prouver Pexistence de u; soit X :
R™ - R", ¢ décroissante, y(x)=1si x <M +1 et y(x)=0si x > 2M+1).
On définit H par :

H(x, t, 7, p) = x(1p DH(x, .7, p) + (L — (1 p1)) Min H(x, 1,7, p)

1e[0,T]
reR
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On prolonge H par }NI(x, T, r, p) pour t = T. On considére alors :
o t+1/n -
Hux,t,u,p)=n J H(x, s, u, p)ds — v(1/n)
t

on v est le module de continuité de t — ﬁ(x, t, u, p) uniforme pour x € Q,
ueR, peRN. B, vérifie (11), (12), (13), (14) avec p(h) = C - h. De plus H,
est lipschitzien en t uniformément par rapport a xe Q, ueR, pe RN et ﬁ,,
converge uniformément vers H lorsquen — -+ oo graced (11)et ala forme
de H. Enfin, ﬁ,, < H et donc u est sous-solution de viscosité de :

ou
ot

Draprés un résultat de P. L. Lions [4], il existe une unique solution de vis-
cosité W' e WH2(Q x ]0, T]) de :

+Hyx, t,u,Duy=0 dans Q x ]0,T[

0 ~
-al;' + A (6w Duy=0 dans Qx J0,T[
u(x, 0)=up(x) dans Q, ux, t)=0¢(x,t) sur 0Q x 10, T[

On remarque alors que :

M}zn ﬁ(x, t,r,p) = M}zn H(x, t,r, p)

te[0,T] tef0,T]
reR reR

et o
H, > H — 2v(1/n)

On a donc les estimations suivantes :

4 [l < max (C, (C = 2v(1n)", [l 4]lo0)
et
| D [l < M,
ou
M, = sup { | p |/ Min H(x, t, 7, p) < max (C,(C — 2x(1/n)), ||, Il.0)
#[0,T] + 2v(1/n)}

relR

On note que M,, ~ M lorsque n — co.

Comme ﬁ,, converge uniformément vers H quand n — + o0, on montre
facilement, en utilisant le résultat de comparaison pour le probléme de Cau-
chy dii a M. G. Crandall et P. L. Lions [3], que «” est une suite de Cauchy
dans L*(Q x ]O, T[) qui converge uniformément vers ue W*(Q x 10, T[)
avec :

[l < max (C,C7, | 4 1l)
I Dulle < M.
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30 G. BARLES

u est solution de viscosité de :

0 ~
53;-+H(x,t,u,Du)=0 dans Q x 10, T[

u(x, 0) = ug(x), u(x, t) = o(x,t) sur 0Q x 0, T[

par le résultat de stabilité des solutions de viscosité (cf. M. G. Crandall
et P. L. Lions [3]).

L’estimation :
IDull, <M
et la forme de H impliquent que u est solution de viscosité de (2).

Etape 2 : Pour traiter le cas général on va approcher H uniformément
par des hamiltoniens H, qui vérifie (14) avec p,(h) = C"- h.

(a) Construction des H".

Comme on veut conserver la sous-solution u, on va imposer H, < H,
ce qui motive un peu cette construction.
On prolonge H pour ¢ < 0 par :

H(x, t,r,p) = H(x,0,r,p) si t<0
On pose alors :

T
H,{x, t,r,p) = nj Min H(x, w, r, p)ds .
t—1/

im we(s,t)
H, vérifie (11), (12), (13). De plus, H, < H car :
“1};{;13) H(x, w,r, p) < H(x, t, 7, p)
et H— p(1/n) < H, car :
H(x, t,r,p) < H(x,w,r,p) + p(t — w) st w<t
Donc comme p est croissante, si we(t — 1/n,t):
H(x, t,r, p) — p(1/n) < H(x, w, 7, p)

Intéressons-nous maintenant au comportement de H, par rapport a ¢ :

LemMe II.1. — H, vérifie (14) avec p(h) = C"-h ou C" = 2np(1/n).

Preuve du lemme 11.1. — Pour plus de clarté, on omettra la dépendance
de H et H,, par rapport a x, r et p. On va majorer H,(t+ h)—H,(t) pour h =0,
Sans perdre de généralité, on peut supposer h<1/n.

t+h

H,(t + h) — H ) = n{J Min H(w)ds + — J’t Min H(w)ds}

+h )
thh—1/n we(s,t + h) =1 we(s,t)
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EQUATIONS DE HAMILTON-JACOBI DU PREMIER ORDRE 31

D’ou :

t+h
Hyt +h) — Ht) =n U Min H(wyds +
t ! t—1/n+h
+ Lh_m (,Min, H(w) — Min H(w))ds + —LW Min H(w)ds}

Le premier terme du membre de droite se majore par nhH(t + h), le
deuxiéme par z€éro et le troisieme par —nh[H(t) — p(1/n)] carsiwe(t— 1/n, t):
H(r) < H(w) + p(1/n)

D’ou : )
Min Hw) > H) — p(1/n)
Par conséquent :
H,(t + h) — H,(t)
Hn(t + h) - Hn(t)

nh { H(t + h) — H(t) + p(1/n) }
2np(1/n)h car h<1/n.
Ce qui termine la démonstration du lemme II.1.

D’aprés I'étape 1, il existe une unique solution de viscosité " dans
Whe@Q x 10, T[) de :

ANV/AN

ou
a
u(x, 0) = up(x), u(x, t) = @(x, t) sur 0Q x 10, T

+ Hyx, t,u,Du) =0 dans Q x 10, T[

Comme H,, converge uniformément vers H sur Q x [0,T] x R x RN, on
montre facilement en utilisant les résultats de comparaison pour le pro-
bléme de Cauchy (cf. M. G. Crandall et P. L. Lions [3]) que u" est une suite
de Cauchy dans L°(Q x ]0, T[) qui converge uniformément sur Q x [0, T]
vers ue BUC (Q x 10, T[) qui est solution de viscosité de (2) par le résul-
tat de stabilité des solutions de viscosité {cf. [3]).

Preuve du corollaire 11.1. — La preuve du corollaire II.1 consiste &
montrer que I'on peut construire sur un intervalle de temps 10, T, [ (Tp > 0)
une sous-solution de viscosité u de

ou

= + H(x,t,u,Du) =0 dans RN x 10, To[

vérifiant u(x, 0) = ug(x).
Soit C et T, définis par :

C=sup {H(x,z,r,p)/xeRY, 1€ [0,T], [r|<lltolle, 1P| < Duoll, |
et,si C* = max (C, 0) :

To=sup {t/C(—1—y)<0}
oty =ygavecR = 3C*T + | ug || -
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Alors u(x, t) = — 2C™¢ + uo(x) est sous-solution de viscosité de

2
—6—‘; 4 Het uDw=0 dans RN x 10,To]

Prouvons cette affirmation : soit @ e C*(RN x 10, T[) et soit (xo, to)
dans RN x 10, Ty [ un point de maximum de u — ¢. D’aprés une remarque
due 4 M. G. Crandall et P. L. Lions [3],ona :

0dxq, tg) = — 2C* (u(xo, .) est différentiable)
et
| Do(xg, to) | < || Dug [l
Donc :

©dx0, to) + H(xo, to, t(xo, to), Dolxo, Lo))
< — 2C* + H(xo, to, tiglxo), Do(xo, to)) — yCto
<

comme t, < Ty on obtient le résultat :
@dxo, to) + H(xo, to, ulxo, to), De(xo, to)) < 0

REMARQUE 11.5. — On remarque que si yg = 0 (YR < o0) (ou si
est minoré auquel cas on se raméne au cas précédent) u existe sur [0, T).
De méme si C < 0, u, est sous-solution de viscosité sur [0, T].
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